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1.  SITZUNG  VOM  10.  JÄNNER  1901. 


Das  Curatorium  der  Schwestern  Fröhlich-Stiftung 
zur  Unterstützung  bedürftiger  und  hervorragender  schaffender 
Talente  auf  dem  Gebiete  der  Kunst,  Literatur  und  Wissenschaft 
übennittelt  die  diesjährige  Kundmachung  über  die  Verleihung 
von  Stipendien  und  Pensionen  aus  dieser  Stiftung. 

Das  Comite  des  V.  internationalen  Physiologen- 
jongresscs  in  Turin  übermittell  eine  Einladimtr  zu  dem  am 
lö.  bis  19.  September  1.  J.  in  Turin  stattfindenden  Congresse. 

Herr  Dr*  Wolfgang  Pauli  in  Wien  dankt  für  die  ihm 
bewilligte  Subvention  zur  Fortführung  einer  Reihe  von  Unter- 
suchungen über  die  physikalischen  Zustandsänderungen  der 
biologisch  wichtigen  Kolloide. 

Herr  Dr.  Ludwig  Ungcr  in  Wien  spricht  den  Dank  für  die 
ihm  gewährte  Subvention  behufs  Anfertigung  von  Zeichnungen 
zu  seiner  Arbeit:  »Beiträge  zur  Morphologie  und  Fase- 
ruRg  des  Reptiliengehirnes«  aus. 

Der  Secretär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  legt  eine  Arbeit 
von  Herrn  Prof.  August  Adler  in  Prag  vor,  betitelt:  »Zur 

sphärischen  Abbildung  der  Flächen  und  ihrer  An- 
wendung in  der  darstellenden  Geometrie«. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Karl  Exner  in  Innsbruck  übersendet 
eine  Abhandlung  mit  dem  Titel;  »Zur  Genesis  der  richtigen 
Erklärung  der  Scintillationserscheinungen«. 

Das  c.  M  Herr  Prof.  J.  M.  Pernter  übersendet  eine  Ab- 
handlung: >Studien  über  Wirbelbewegungen«,  von  Herrn 
Alois  indra,  k,  und  k.  Oberst. 

i* 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  F.  Mertens  überreicht  eine  Ab- 
handlung von  Herrn  Prof.  Dr.  Konrad  Zindler  in  Innsbruck: 
»Über  continuierltche  Involutionsgruppen«. 

Das  \v.  M.  Herr  Mofrath  A.  Lieben  ühci reicht  eine  Arbeit 
von  Herrn  Dr.  Paul  Cohn  aus  dem  chemischen  Laboratorium 
des  k.  k.  technologischen  Gewerbemuseums  in  Wien:  *Über 
Chlor-Mf-PhenyUndiamin«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  V.  v.  Ebner  überreicht  eine 
Abhandlung,  betitelt:  »Ober  Eiweißkrystalle  in  den 

Eiern  des  Rehes«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  F.  BecKe  überreicht  eine  vorläufige 
Mittheilung  über  die  Bestimmung  der  Schmelzpunkte 
der  Mineralien  und  Gesteine,  von  Herrn  C.  Doelter. 


SelbBtandtge  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
«ugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Akademischer  Senat  der  k.  k.  Franz-Josefs-Universiiät  m 
Czernowitz,  Kebt:>chritt  zum  ersten  Vierteljahrhundert  ihres 
Bestehens.  Czernowitz,  1900.  4". 

Arnold  F.,  Dr.,  Die  Lichenen  des  fränkischen  Jura.  Regens- 
burg, 1885.  8« 

—  Zur  Lichenenflora  von  München.  München,  189t.  8^. 

—  Die  Lichenen  des  fränkischen  Jura.  Stadtamhof,  1890.  8^ 
Etat  Independant  du  Congo,  La  telegraphe  et  le  telephon 

dans  l'Etat  Independant  du  Congo,  par  A.  Mahieu.  Brüssel, 
1900.  8« 

Fascianelli  L.,  Catalogo  degli  sirumenti  sismict  e  meteoro- 

logici  piü  recente  adottati  dagli  osservatorii  de!  regno.  Rom, 
1 900.  8^ 

Goldhard- Land^.a  u.  .\L,  Quadratur  des  Kreises  und  Kreis 

des  Quadrates.  Odessa,  1900.  Groß-4^ 
Platte  A..  Da--.  Mugpri)b]em  definitiv  gelöst.  WienJbtvJL  Grütj-4^. 
Weinek  L.,  Die  Tychonischcn  Instrumente  auf  der  Prager 

Sternwarte.  Prag,  1901.  8^, 
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Ober  conünuierliehe  Involutionsgruppen 

von 

Konrad  Zindler  in  Innsbruck. 
(.Vorgelegt  in  der  Siuung  am  10.  Jlnner  1901.) 

Wenn  eine  r-giiedrige  Im olulionsgruppc  G  von  p»-facher 
Ausbreitung  ist,  d.  h.  wenn  eine  allL^cmeine  Stelle  durch  ihre 
Transformationen  inoo?  verschiedene  Lagen  übergeführt  werden 
kann,  so  können  die  infinitesimalen  Transformationen  einer 
p-gliedrigen  Untergruppe  p-facher  Ausbreitung  von  G  auf  die 
Form  PuP^t  -"Pf  gebracht  werden»  wobei 

Pk=^=Xi,       (*  =  I,2,.,.p). 

Die  übrigen  infinitesimalen  Transformationen  von  G  haben 
dann  die  Form 

p 

Ui  =  y  (i  =  1,2,...  p';  p-hp'  =  r). 

Die  i  sind  wegen  (UiX,n)  —  0  von  .r,.  x.,.  .  .  .  r,,  frei:  die 
übrigen  Veränderlichen,  welche  sie  enthalten,  nennen  wir 
«•j,  w^, .  .  .  fv,'.  Wenn  die  die  in  der  Anzahl  a  =:  p(j  auftreten, 
sämmtlich  voneinander  unabhängige  Functionen  der  w  sind, 
können  sie  als  neue  Veränderliche  xo  an  Stelle  der  fV  ein- 
geführt werden.  In  diesem  Falle  waren  also  unter  den  w  gerade 
9  wesentliche  Veränderliche  (vergl.  »Über  die  Anzahl  der 
wesentlichen  Veränderlichen  in  einer  r-gliedr.  contin.  Gruppe 
von  Punkttransf.«,  Mathem.  Annalen,  Bd.  54),  und  die  ganze 
Gruppe  enthält  p+9  =  p(r+l — p)  wesentliche  Veränderliche. 
Dies  ist  also  für  die  r-gliedrigen  Involutionsgruppen 
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f>- lacher  Ausbreitung  die  wahre  obere  Grenze  i'ilr  die 
Anzahl  der  wesentlichen  Veränderlichen.* 

Die  Gruppe  G  ist  jetzt  auf  die  Form  gebracht  (wir  schreiben 
statt  xo  wieder  w  mit  zwei  Indices): 

ü'i  =  y  wupt        {i  ==  1,2,...  f»';. 

Wenn  sich  unter  den  €  nur  r  voneinander  unabhängii^e 

Hndcn  lassen  (t<f>f:>'),  so  kann  man  solcher  unter  den  i,  deren 
Fuiictionaldeterminante  hinsichtlich  passender  z  unter  Jen  w 
nicht  identisch  verschwindet,  an  Stelle  dieser  w  als  neue  Ver- 
änderliche iti  eintühren;  die  übi  ii^cii  w  fallen  heraus,  indem  die 
von  den  anderen  abhan-mLii  ;  nun  Functionen  der  U)  allein 
sind.  Diese  l'  unctionen  können,  wenn  es  sich  um  Aufstellung 

/  r-hl  \  - 

1  Es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  a.  a.  0.  angegebene  Zahl  ( 

r  fr      \  ^    -  • 

für  ungerades  r  und  ---  I     H-1  )  für  gerades  r  nicht  nur  fiir  die  ;-i;licJn>;en 

t  n  V o  1  u  t  i  o  n  Struppen,  sondLi  ii  übcriiaupl  für  die  r  ^^Iicdnf,'cn  Gruppen  liic 
wahre  uberc  Grenze  lür  die  Anzuhi  der  wc&ciUlichen  Veränderlichen  i.sl. 
Auch  für  r  =  4  habe  ich  mich  durch  theilwetse  Bestimmung  der  vicrglit-dngen 
Gruppen  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  davon  übersscugt. 

Bei  dieser  Gelegenheit  fand  ich,  dass  in  Richard  Kochs  Dissertation: 
»Bestimmung  der  viergliedrigen  Gruppen  des  Raumes«  (1898)  noch  fiberzählige 
Typen  vorkommen :  Unter  den  Gruppen  mit  der  Zusammensetzung 

kommt  das  Haar  vur  ^ä.      unter  Xiii): 

Nun  sind  die  Gruppen  dieser  Zusammensetzung  mit  sich  selbst  derart 
ähnlich,  dass  den  Transformationen  X^,  A'^.  A%,  A^  der  Reihe  nach  A\>.  A,. 
X4,  X^  entsprechen.  Vertauscht  man  nun  in  a)  die  beiden  ersten  Transforma- 
tionen, ebenso  die  letzten  beiden,  ändert  dann  die  Bezeichnung,  indem  man  x 
und  ^  vertauscht,  f^clu  %)  in  3)  Über.  Auf  dieselbe  Art  überzeugt  man  sich 
von  der  Äquivalenz  der  beiden  Typen 

p.q,  yq-\-r,   xp\     p,  q,  yq,  *p-t-r. 
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der  Gruppentypen  handelt,  als  willkürlich  betrachtet  werden. 
Die  Gruppe  enthält  nun  p4-T  wesentliche  Veränderliche.  Indem 
wir  wieder  w  statt  to  schreiben,  erhalten  wir  einen  Typus,  der 
auch  unmittelbar  aus  G  hervorgeht,  wenn  man  t'  =  o — Sym- 
bole w  durch  willkürliche  Functionen  H^der  übrigen  w  ersetzt 
Beliebig  viele  der  W  können  auch  Null  gesetzt  werden;  nur 
darf  dadurch  keine  Transformation  verschwinden.  Jener  Ersatz 
kann  bei  gegebenem  z'  noch  in  mannigfacher  Weise  geschehen: 
Zunächst  zerlege  man  auf  irgendeine  Art  in  f/  Summanden 
\,  •  • .  ^'*>'i  denen  keiner  >  p  sein  soll,  einige  aber  auch 
Null  sein  können.  In  jeder  Translormanon  U,  ersetze  man 
A,  Symbole  tv  durch  W.  Man  kann  voraussetzen: 

denn  eine  andere  Vertheilung  derselben  Summanden  auf  die 
Transformationen  wäre  mit  einer  Änderung  der  Bezeichnung 
gleichbedeutend.  Aus  demselben  Grunde  kann  man  annehmen, 
dass  man  in  die  ersten  Xj  Symbole  w  durch  W  ersetzt  hat; 
dadurch  sind  auch  von  den  p  die  ersten  Xi  für  die  Fortsetzung 
des  Verfahrens  ausgezeichnet.  Man  kann  also  in  den  Ersatz 
von  Xg  Grössen  nr  durch  1V,  wenn  p  ^  X^+X,  ist,  auf  X^-h  1  Arten 
machen  (indem  man  entweder  0, 1, 2, . . .  oder  alle  W  zu  den- 
selben p  hinschreibt,  wie  in  (7)),  wenn  jedoch  p  <  X^+X«,  bloß 
auf  X,-hl  Arten.  Für  die  Fortsetzung  des  Verfahrens  sind 
die  Symbole  p  in  in  vier  Dassen  zu  theilen,  nämlich  in 
solche,  bei  denen  sowohl  in  U^,  als  in  U2  ein  Symbol  W  steht, 
solche,  bei  denen  dies  blo0  in  CT^  oder  bloß  in  oder  in  keiner 
von  beiden  der  Fall  ist.  Man  muss  nun  X,  auf  alle  möglichen 
Arien  so  in  vier  Summanden  zerlegen,  dass  deren  Gröfien 
die  diesen  vier  Classen  entsprechenden  Anzahlen  nicht  über- 
schreiten, dann  diesen  Zerlegungen  entsprechend  dcw  I'jsatz 
der  n'  durch  W  vornehmen.  Beim  Ersatz  in  ,1  hat  man 
2*  Classen  der  p  zu  unterscheiden;  wenn  jeclDch  unter  den  X,- 
gleiche  vorkommen,  verringert  sich  die  Anzahl  der  Classen; 
auch  brauchen  nicht  alle  wirklich  vorzukommen.  Alle  Fall- 
unterscheidungen bei  Uk+\  hat  man  mit  allen  früheren  zu  com- 
binieren  und  das  Verfahren  fortzusetzen,  solange  die  X/  von 
Null  verschieden  sind. 
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Wir  erläutern  ucn  Vorgang  bei  o  =  5.  [>'  =i  4,  t'  =  7.  Die 
zulässigen  Zerlegungen  von  sind  hier  (wobei  als  Summanden 
•auttretende  Nullen  nicht  geschrieben  sind): 


5,  2. 

5,  1,  1. 

4,  3. 

4,  2,  1. 

4,  1,  1,  1. 


3,  3,  1. 

3.  2,  2. 

3,  2,  1,  1. 

9    9  9  1 

mä^  S  9 


Wir  greifen  eine  Zerlegung  3,  2,  2  heraus  und  stellen  für 
diese  die  möglichen  Arten  des  Ersatzes  der  w  durch  die  W  auf. 
Jene  Stellen,  wo  dieser  Ersatz  geschieht,  deuten  wir  durch 
Punkte  an,  so  dass  wir  zunächst  für  üi  und  die  Möglich- 
keiten haben: 


^  1 

Pt  P%  P%  Pa  P^ 

Pi  Pt  P^  Pk  Ph 

I 

•    •  • 

•  • 

II 

•    •  • 

•  • 

III 

•    •  • 

•  • 

Für  die  Fortsetzung  (und  zugleich  den  Abschluss)  des 
Verfahrens  bei  sind  bei  I  btofi  drei  Classen  der  p  wirklich 
vertreten,  bei  III  bloß  zwei,  bei  II  dagegen  alle  vier.  Bei  II 

gehören  p.,  und  zur  selben  Classe.  Man  kann  also  beide 
verlügbaren  Punkte  in       dieser  einen  Classe  zutheilen  oder 

sie  auf  (  ^  ^  verschiedene  Arten  auf  zwei  verschiedene  Classen 

verlheiien,  so  dass  der  Fall  Ii  bei  L\  sieben  Fälle  ergibt.  Im 
ganzen  ergibt  die  Zerlegung  3,  2,  2  von  t'  =  7  die  15  Fälle 
der  folgenden  Tafel: 


•'s 
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Px 

l 

• 

• 

2 

• 

• 

I. 

3 

• 

• 

4 

• 

• 

5 

• 

• 

1 

• 

• 

• 

• 

3 

• 

• 

IL 

4 

• 

• 

5 

• 

• 

6 

• 

• 

7 

• 

• 

1 

• 

• 

III. 

2 

• 

• 

3 

• 

• 

Z.  B.  entspricht  der  Zeile  II,  6  die  Transformation: 

wobei  die  W  u  illküriiche  Functionen  aller  t  —  pp' — i'  (hier 
Veränderlichen  w  sind. 
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Wenn  man  diese>  \'erfahren  für  alle  Zerlegungen  eines 
Wertes  v'  und  für  alle  t'  (l  ^  t'  <  o)  durchführt,  bekommt 
man  ein  Schema  von  Gruppentypen,  das  sicher  alle 
p+p'-gliedrigen  Invölutionsgruppen  p>facher  Aus- 
breitung umfasst.  Aber  es  werden  darunter  noch  ähnliche^ 
vorkommen;  anderseits  bekommt  man,  wenn  man  eine  Anzahl 
der  willkürlichen  Functionen  Null  setzt,  Gruppen,  bei  denen 
gewisse  Untergruppen  geringere  Ausbreitungszahl  haben,  als  im 
allgemeinen  Falle,  aus  dem  sie  durch  Specialisierung  hervor- 
gegangen bind.  Man  wird  diese  als  eigene  Typen  zahlen  wollen.* 

Die  Aufstellung  einer  vollständigen  Tafel  der  Involutions- 
gruppen ohne  überzählige  Typen  iiihren  wir  nun  für  r  —  4 
wirklich  durch;  es  bedarf  dabei  nur  der  I'^all  [j  —  {J  —  2  und 
hier  wieder  nur  der  Fall  t  —  t'  =  2  einiger  Worte.  Die  Gruppe  G 
lautet  bei  diesen  Annahmen: 

Es  ist  bequemer,  sobald  es  sich  um  einen  concretcn  Fall 
handelt,  beim  Ersätze  der  w  durch  M/die  letzten  Transforma- 
tionen und  innerhalb  einer  solchen  die  letzten  Stellen  zu 
bevorzugen,  t'  =  2  gibt  die  drei  Möglichkeiten  (wir  verein- 
fachen die  Schreibweise): 


'  Wenn  von  zwei  Typen,  diu  willküiiiciie  Functionen  enthalten,  ge?a<^ 
wird,  sie  seien  ähnlich,  so  )st  dies  natürhch  so  zu  verstehen,  dass  bloü  in  dem 
einen  Typus  die  Functionen  willkürlich  gewählt  werden,  »n  anderen  dann 
pa.sscnd  bestimmt  werden  können. 

^  Schon  bei  r  =  3  wird  es  sieh  empfehlen,  den  Typus  p,  q,  :p,  der  aus 
Pf^t  'p-hZiz)q  durch  Z=  0  hervorgeht,  besonders  eu  s&hien  (vergl.  Monatsh. 
f.  Math.  u.  Phys.,  XI,  S.  344)»  weil  er  eine  zweigliedrige  Unteiigruppe  blofi  ein- 
facher Ausbreitung  hat.  Dann  modificicrt  sich  der  Satz  18  (a,  a.  O..  S  346)  so: 
»Es  gibt  "25  Typen  dreigliedriger  Gruppen  in  beliebig  vielen  Veränderlichen. 
Von  diesen  treten  einer  .schon  bei  einer  Veränderlichen  auf,  1 1  kommen  bei 
zwei,  12  bei  drei  und  ein  einziger  erst  bei  vier  Veränderlichen  hinzu;  4  haben 
einlache,  15  awcilachc  und  ü  dreifache  Ausbreitung;  zwei  enthalten  eine  will- 
kürliche Function,  3  eine  willkürliche  Constante;  diese  repräsentieren  also 
eigentlich  unendlich  viele«. 


ß) 
T) 


Pv  Pv 
Pi*  Pty 


w^Pi-^W^p^, 


Ii,  !\+^^'>r> 
^tpi-^^tpt 
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Setzen  wir  in  ß)  und  t)  aUe  Symbole  W  gleich  Null,  so 
erhatten  wir  die  Gruppen: 

i)         Pl^Pi*  W^Pv  *f^2Pv 

die  wesentlich  verschieden  sind,  weil  ß')  drei,  y')  vier  zwei- 
gliedrige Untergruppen  zweifacher  Ausbreitung  hat.  Fs  ist  also 
keiner  der  Typen  ,3)  und  •()  \  uili.q:  entbern uch;  trotzuLin  ist  in 
dieser  Allgemcinheil  einer  überzählig.  Denn  wenn'W^',  in  -() 
das  ff,  enthält,  so  führen  wir  =  als  neue  V'eiänder- 
liche  statt  ein.  Dann  geht  7)  in  ß)  über  (abgesehen  von  der 
Bezeichnung).  Ist  bloß  Function  von  ft\,  so  führe  man. 
Wenn  in  enthalten  ist,  lu,  =  U\  statt  ii\  in  7)  ein,  und 
man  erhält  einen  Typus,  der  sich  von  ß)  nur  durch  die  Ver- 
tauschung von  p^  und  p.j  unterscheidet.  Man  sieht,  dass  7) 
nur  dann  nicht  in  ß)  transformierbar  ist,  wenn  U\  bloß 
und  gleichzeitig  W.^  bloß  enthält;  alsdann  aber  ist  es  in 
einen  Specialfall  von  a)  transformierbar,  und  zwar  in 

«')       Pv  Pz^       ^^i  Pi  +     Pv        ^\  i*^i)Pi  +    « ^*^i)Pr 

aufier  wenn  beide  Tl^  verschwinden.  Analog  überzeugt  man  sich, 
dass  Ol)  aufier  im  eben  angeschriebenen  Specialfalle  stets  mit  ß) 
ähnlich  ist;  wir  brauchen  also,  solange  beide  VT  von  Null  ver- 
schieden bleiben,  neben  ß)  nur  a')  beizubehalten.  Ebenso  sind 
von  den  Fällen,  wo  ein  W  verschwindet,  nur  beizubehalten: 

ß'' )  Pv  P»^  ^^l  Pv  '^'2  Px  +  W  >g 

r' =  2  hat  also  die  sechs  Typen  '^j,  a'),  V),  7M,  ß'').  n" ) 
ergeben,  die  selbst  dann  aulcinander  nicht  zurückgetuhrt 
werden  kt»nncn,  wenn  nian  lineare  Combinationen  der  (J  statt 
diesei-  selbst  enilührt.  Die  l-'älle  t'  =z  1,  3  (bei  0  —  2)  und 
p  m  1.3  s;nJ  hiernach  selbst\ erständlich.  Man  erhalt  23  Typen 
viergliedriger  Involutions^^ruppen,  die  in  der  folgenden  Tafel 
zusammengestellt  sind.  Wir  haben  den  Typus  ß)  in  gewisser 
Weise  bevorzm^n;  es  braucht  daher  kaum  bemerkt  zu  werden, 
dass  man  die  Heduction  auch  in  anderer  Weise  vornehmen 
kann. 
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Tafel  der  viergliedrigen  Involutionst;ruppeii  in  beliebig  vielea 

Veränderlichen. 


p  =  l 

1.  W^P*,  fV.tr«.   ff.  0. 

*      '^i  rjy        trif  Sri 

4 

TT 

Px 

2.  fl/,  V. ,    ff^o  », ,  W  p. 

3 

3.  fV  27-.    W,  V,>  W^P. 
JrV       \JrV  8/1 

6 

•)'! 

6.               »  Wj/?! 

5 

/.  fv^p^+W^p^,         +  M^, 

12       Ml      M                M.     M           11/    /^a    \^        •      TT7                 \  — 

P  =  2 

10.  W(w^)p^ 

4 

11.  «'i/?,  , 

12.  , 

M.  fvpi+w^p^,  ^2P\-^^3Pa 

15.        »       ,  Wp. 

3 

16.        »  . 

17.             w^p,+  w^p^ 

6 

18.             «'o/'ä+l^^  A 

5 

I    p  =:  3 

19.  nf^Pi+  ^iPt 

5 

Pi*  P%*  Pt 

20.  wp,-^W,p^-^W^p^ 

4 

21.  #(;/7,  +  Tr 

4 

22, 

4 

p  =  4 

23.       z?«,  /'s, 

4 
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Erklärung  der  Tafel. 

Die  Transformattonen  p,  die  unter  den  Ausbreitungszahlen  p 
stehen,  sind  nur  einmal  geschrieben,  gehören  aber  zu  allen 
nebenstehenden  Nummern  der  betreffenden  Ausbreitungszahl. 

Die  Symbole  W  bedeuten  willkürliche  Functionen,  deren  Argu- 
mente, wo  sie  nicht  ausdrücklicli  anL;c^cbcn  ^>iiid.  alle  im  selben 
Typus  auftretenden  w  sind.  Nicht  alle  diese  brauchen  wirklich 
in  den  U' aufzutreten;  jedoch  ist  \V  ~  0  (auch  W  —  constans) 
ausgeschlossen,  da  diese  Annahme  die  Ausbreitungszahl  der 
Untergruppen  ändert  und  daher  Gruppen  liefert,  die  als  be- 
sondere Typen  in  die  l'afel  aufgenommen  wurden.  Die  letzte 
Coionne  enthält  die  Anzahl  n  der  Veränderlichen^  die  im  ganzen 
in  der  Gruppe  auftreten. 
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IL  SITZUNG  VOM  17.  JÄNNER  1901. 


Erschienen:  Monatshefte  für  Chemie,  XXI.  Band,  10.  Heft  (Oecember 

1900). 

Der  Vorsitzende,  Herr  Präsident  Prof.  E.  Suess,  macht 
Mittheilung  von  dem  Verluste,  welchen  die  Classe  durch  das 
am  14.  Jänner  I.  J.  erfolgte  Ableben  ihres  Ehrenmitgliedes, 
Herrn  Prof.  Charles  Her  mite  in  Paris,  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  erheben  sich  zum  Zeichen 
ihres  Beileides  von  den  Sitzen. 

Die  königl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Turin 
übcisendct  das  Programm  für  die  dreizchrUL-  Vcrleihuni:  des 
Bressa- i*ieises  im  Betrage  von  9600  Francs  liir  die  hervor- 
ragendste Erfindung  oder  Entdeckung  aus  dem  Gebiete  der 
Natu  r  w  i  s  s  e  nschaf ten. 

Der  Concurs  wird  am  31.  December  1902  geschlossen. 

Die  Marine-Section  des  k.  und  k.  Reichs^Kriegs- 
Ministeriums  dankt  für  die  geschenkweise  Überlassung  einer 

Reihe  von  Apparaten  an  das  Sanitätsamt  in  Djiddah  behufs  Fort- 
führung der  meteorologischen  Beubachlungen  an  diesem  Orle. 

Die  Herren  Dr.  A.  Schattenfroh  und  Dr.  R.  Grass- 
berger  übersenden  ein  versiegeltes  Schreiben  zur  Wahrung 
der  Priorität 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof  Ad.  Lieben  überreicht 

folgende  zwei  Arbeiten  aus  dem  I.  chemischen  Universitäts- 
laboratorium: 

l.  »>Über  Carbonsäureester  der  Phloroglucine«,  von 
den  Herren  Prof.  J.  Herzig  und  F.  Wenzel. 
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IL  »Über  ßrasilin  und  Hämatoxylin«  (VI.  Mittheilung), 
von  den  Herren  Prof.  X  Herzig  und  J.  PoUak. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  E.  Weifi  überreicht  eine 
Abhandlung  von  Herrn  Prof. Dr. G.  v.  Niessl  in  Brünn  mit  dem 

Titel:  »Bahnbcstimnumg  des  großen  Meteors  vom 
II.  März  1900«. 

Herr  Dr.  Franz  Kossmat  überreicht  eine  Abhandlung 
über  die  Geologie  der  Inseln  Sokötra,  Semha  und 'Ab d 
el-Küri,  welche  den  Abschluss  seiner  während  der  südarabi- 
schen Expedition  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften 
auf  dieser  Inselgruppe  vorgenommenen  Studien  enthält 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 

zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

American  Mathemattcal  Society,  Transactions.  Vol.  I, 
Number  I,  2,  3.  Lancaster  and  New  York,  1900.  4^ 

Ricerche  di  fistologia  e  scienze  affini  dedicate  al  Prof. 
Luigi  Luciani  nel  XXV.  anno  del  suo  insegnamento. 
Mailand,  1900.  4<». 


It 


Bahnbestimmung  des  groOen  Meteors  vom 

11.  März  1900 

von 

Prof.  G.  V.  Niessl  in  Brünn. 

iVorgele/sct  in  der  äitzung  am  17.  Jänner  1901.,' 

Den  größeren  Theil  des  im  folgenden  verarbeiteten  reich- 
lichen Beobachtungsmateriales  verdanke  ich,  wie  in  sehr  vielen 
früheren  Fällen,  der  erfolgreichen  Initiative  des  Herrn  Hofrathes 
und  Sternwarte-Directors  Prof.  Dr.  Edmund  Weiß,  welcher, 
nachdem  er  die  erste  Nachricht  erhalten  hatte,  in  einigen  der 
meistverbreiteten  Wiener  Tagesbtätter  zur  Mittheilung  von 
Beobachtungen  aufforderte.  Auch  meinerseits  ist  ein  ähnlicher 
Aufruf,  sowohl  in  Wiener  Journalen,  als  auch  in  der  Prager 
»Bohemia«  und  in  den  Brünner  Blättern  mit  sehr  günstigem 
Erfolge  ausgegangen.  Es  darf  daher  auch  an  dieser  Stelle  nicht 
unterlassen  werden,  den  betreffenden  Redactionen  für  ihr 
freundliches  Ent^ci^cnkommen  wärmstens  zu  danken. 

Der  .Meteorfall  fand  bei  noch  sehr  wirksamer  Dämmerung 
stall,  so  dass  die  Orientierung  nach  Sternen  nicht  sogleich  er- 
folgen konnte.  Wie  gewöhnlicli,  -schien  auch  diesmal  der  \'er- 
laut"  der  Erscheinung  nach  den  ersten  Bencliten  naher  geruckt, 
als  er  sich  später  herausstellte,  insoferne  nämlich  gar  kein 
Theil  der  ziemlich  langen  Bahn,  welche  durch  die  Richtung 
von  Leipzig  über  Trebnitz,  nördlich  von  Breslau,  hinaus 
bezeichnet  erscheint,  auch  nur  die  Grenzen  der  Monarchie 
berührte.  Da  stellte  sich  denn  eine  Reihe  von  Mittheilungen  aus 
Preußisch-Schlesien,  für  welche  ich  auch  im  vorliegenden 
Falle  wieder  Herrn  Prof.  Dr.  E.  Reimann  in  Hirschberg 
dankbarst  verpflichtet  bin,  als  höchst  wichtig  heraus.  Es  waren 
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dies  die  einzigen,  welche  mir  aus  dem  Deutschen  Reiche  zuge- 
kommen sind,  während  doch  die  Feuerkugel  südwärts  bis  an 
die  steiermärkische  Grenze  auf  eine  Entfernung  von  ungefähr 
400^  noch  beobachtet  und  ohne  Zweifel  auch  gegen  Norden 
hin,  in  der  Mark  und  in  Posen,  vielfach  wahrgenommen 
worden  ist 

Herrn  Adjuncten  Dr.  Friedrich  Bidschof  bin  ich  be- 
sonderen Dank  für  die  Feststellung  einiger  Wiener  Beob- 
achtungen schuldig,  sowie  auch  den  Herren  Professoren 
Kmanuel  Urban  in  Troppau  und  Dr.  Kr.  Näbelel<  in 
Kremsier  für  ähnliche  erfolgreiche  Bemühungen  in  den  ge- 
nannten Städten. 

Den  vielen  Persönlichkeiten,  welche  nicht  allein  ihre 
Wahrnehmungen  nach  bestem  Wissen  und  Können  niitgetheilt, 
sondern  auch  die  weiteren,  manchmal  wiederholten  Antragen 
wiUig  und  entgegenkommend  beantwortet,  wo  möglich  auch 
Messungen  vorgenommen  haben,  sei  hiemit  ebenfalls  wärmstens 
gedankt.  • 

Die  eingelangten  Beobachtungen,  welche,  wie  leicht  be> 
greiflich,  auch  manches  Unwesentliche  enthielten,  waren  viel- 
fach so  umfangreich,  dass  sie  nur  in  gekürzter  Form  hier  mit- 
getheilt  werden  können.  Selbstverständlich  ist  dabei  nichts 
Wichtiges  weggeblieben  und  es  sind  insbesondere  auch  die 
vielen  charakteristischen  Angaben  über  das  Aussehen  der 
Feuerkugel  in  den  verschiedenen  Phasen  übersichtlich  zu- 
sammengestellt worden. 

In  der  Bearbeitung  des  Materials  ist  gegenüber  früheren 
Fällen  eine  Änderung  nicht  eingetreten.  Sie  ist  in  aller  Strenge 
durchgeführt  worden.  Hiebei  konnten  28  scheinbare  Bahnbogen 
und  mehr  als  30  Daiierschätzungen  benützt  werden.  Als  Resultat 
ergab  sich  ein  Radiationspunkt,  welcher  dem  der  Pul tusker 
Meteoriten,  wie  wir  ihn  aus  Prof.  Gallas  klassischer  Arbeit 
Kcr.nen.  so  nahe  liegt,  dass  es  mir  von  groliem  hiteresse  schien, 
den  etwa  miiglichen  Beziehungen  nachzuforschen,  umsomehr, 
als  auch  hier  eine  gestreckte  Hyperbel  für  die  heliocentrische 
Bann  sich  ebenso  bestimmt  und  unabweisbar  ergab,  als  dort. 
Deshalb  habe  ich  geglaubt,  an  dieser  Stelle  auch  die  von  mir 
schon  vor  vielen  Jahren  versuchte,  aber  noch  nicht  veröffent- 

Sltxb.  d.  matta«m.-naturw.  CL;  CX.  Bd.,  Abtb.  Jh  a.  2 
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lichte  EryänzAing  der  \nn  clalle  nur  auf  zwei  -  -  aUerdings 
sehr  verUi^sliche  —  PjCMbaclitungen  .i;e;^)  ün  Jcten  Balinbesiim- 
mung  dieses  höchst  wichtigen  Kalles  antühren  zu  dürfen. 

Das  Ergebnis,  sowie  die  Vergleichung  mit  den  Bahn- 
verhältnissen des  hier  besprochenen  und  auch  noch  einiger 
anderen  Meteore  findet  man  am  Schlüsse  erörtert. 

Beobachtungen. 

1.  Semmering  (Hotel  »Erzherzog  Johann«,  33*  3<y; 
47"  380*  In  einer  von  dem  Herrn  C  Boye  mir  freundlichst  mit- 
gethetlten  Skizze  ist  die  Bahn  des  Meteors  als  flacher  Bogen, 
mit  der  Bezeichnung:  »Vi  aufsteigend,  -j^  absteigend«,  unge- 
fähr von  NW  oder  etwas  nördlicher  nach  NE  dargestellt. 

5— (>\ 

2.  Wien,  a)  X.  Bezirk,  bei  der  «Spinnerin  am  Kreuz« 
(^4**  2';  48**  9').  Nach  den  Angaben  der  Beobachterin,  Fräulein 
M.  Eberl,  und  in  deren  Gegenwart,  wurde  \on  dem  Herrn 
Adjuncteii  Dr.  F.  Bidschof  Folgendes  durcii  Messung  ermittelt: 
Erstes  Frblicken  an  einem  »im  Azimut  gut  bestimmbaren 
Punkte«,  50°  W  von  magn.  N.  i^ie  Höhe  konnte  nicht  ange> 
geben  werden.  Verschwinden  an  der  Dachrinne  des  Hauses 
29°  £  von  magn.  N,  12^5  hoch.  Leider  war  das  Kichtobject 
sehr  nahe  und  der  Standpunkt  also  von  großem  Einflüsse.  Die 
scheinbare  Bahnneigung  wurde  durch  einen  Strich  zu  14^5 
angedeutet.  D:  3*.  Gelbrothe  Kugel  von  MondgrÖße  (?).  »Der 
Schweif  glich  einem  brennenden  Strauche.«  Die  magnetische 
Declination'  für  Wien  zu  8^1  genommen,  wäre  das  Azimut  des 
ersten  Punktes  121^9,  das  des  zweiten  200*9. 

b)  IV.  Bezirk,  am  oberen  Eingange  in  das  Belvedere, 
Heugasse  (34°  :>';  48°  llO-  Beobachterin  war  das  zehnjährige 
Töchterlein  des  Herrn  Prof.  Schwertner.  Das  Meteor  ^chlen 
von  der  inneren  Stadt  -zur  russischen  Kirciie  zu  ziehen.  .ScIkmii- 
bare  Neigung  gegen  den  Horizont  18°.  Nach  den  Erhebungen 
des  Herrn  Dr.  Bidschof  soll  daselbst  die  Feuerkugel  hinler 

>  D  bedeutet  die  Dauer. 

-  Alle  hier  bcnutsten  Werte  der  tnagnetisclien  Declination  wurden  ent« 
nommeti:  Licnar,  »Die  Vertheilung  der  erdmagnetischen  Kraft  in  Österreich» 
Ungarn«,  Denkschriften  der  kais.  Akademie,  67.  Bd. 
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einer  Mauerkante,  39^ö  K  von  magn.  N,  also  in  Azimut  2 11  "4, 
\A°'l  hoch  verschwunden  sein.  Die  Be^timmunc:  ist  jedoch  aus 
i^mselben  Grunde  wie  in  der  vorigen  Beobachtung  wenig 
sicher. 

c)  Bei  Schönbrunn(33' 59';  48Ml'5).W.Tirk,  Schüler 
der  dritten  Gymnastalclasse,  berichtete  Herrn  Sternwarte- 
Director  Hofrath  Dr.  Weiß  mündlich:  Das  Meteor  schien  in 
einem  Bogen,  zuerst  schwach  aufsteigend,  dann  sich  rasch 
senkend,  in  der  Richtung  W — E  zu  ziehen.  Nach  dem  Stadt- 
plane ergab  sich,  dass  es  zuerst  in  NW  gesehen  wurde  und  in 
XXE  hinter  einem  Hause  verschwunden  ist  Licht  bläulich, 
D:  10*  (gelegentlich  des  Berichtes  nach  der  Uhr  gezählt), 
Schweifs'  nachleuchtend. 

Jj  Tivoli  (34°  C)';  48*'  100.  Die  Feuerkugel  zog  scheinbar  . 
üPt-T  dem  Leopoldsberge  der  Donau  zu  (NNE).  Bahnneigung  1S° 
vHerr  J.  Ku c k l 

c7  Praicr  {64°  ö';  48°  l'i'ö).  Herr  Baumeister  .Suirany 
-ah  nur  einen  Theil  der  Bahn,  fast  wagrecht,  dann  abfallend 
und  nach  2*  hinter  Bäumen  verschwindend.  Größte  Höhe  8* 
bb  10*. 

Einige  andere  Mittheilungen  aus  Wien,  welche  keine  An- 
deutungen über  die  Bahnlage  enthalten,  sollen  später  noch 
kurz  erwähnt  werden.  Auch  aus  Brunn  und  Fischament 
liegen  beiläufige  Berichte  vor.  Herr  G.  Mayer  gibt  aus  Mauer 
(33'  56';  48**  9*)  die  Bewegung  über  Wien  gegen  NE  »unter 
einem  Winkel  von  ungefähr  30*«  an.  Z>:  4  bis  5*. 

3.  Floridsdorf  (34'  5';  48*  15').  Ein  kurzes  Bahnstück 
unter  27*  Neigung  gegen  den  Horizont.  Richtung  W — E  (Heinr. 
kedlie Burgerscluiler). 

4.  Ober-Hollabrunn  (iVA"  45';  48°  ^30-  Richtung  der 
Bewegung  WSW — ENE.  Neigung  19  bis  20*,  Ende  verdeckt 
<Herr  Kaulmann  J,  Wimm  er). 

5.  Horn  (3:r  19';  48°  39').  Verlauf  in  NE  unter  etwa  4ö° 
Neigung  (Herr  L.  Pollatschek). 

6.  Retz  (aa**  37';  48''  45'5).  Ein  von  NW  gegen  E  zu  sich 
senkender  Feuerball  (Herr  Dr.  A.  Chvvoika). 

7.  Leva  in  Ungarn  (36*  16';  48*  13'5).  Nach  der  ersten 
Mittheilung  wurde  das  Meteor  hier  am  nördlichen  Himmel 

2* 
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jj;esehen,  wo  es  »einen  kurzen  B<vk'en  in  ostlicher  Uichtuni; 
bcbchncb*.  Herr  K.  Rappeport.  Jeia  ich  diese,  und  mit  Unter- 
stützung; des  Herrn  E.  Stosius,  Stationsvorstandes  daselbst, 
die  weiteren  Mittheilungen  verdanke,  hat  die  Feuerkugel  jedoch 
nicht  selbst  gesehen  und  war  auf  die  späteren  Angaben  der 
Beobachter  angewiesen.  Mit  Hilfe  der  Specialkarte  und  des 
Gradbogens  wurde  ermittelt,  dass  das  Meteor  in  etwa  ISS"* 
Azimut,  Ö*  hoch  hinter  einem  Firste  verschwunden  ist,  was 
dem  Complex  der  übrigen  Beobachtungen  ungefähr  entsprechen 
würde,  ebenso,  dass  der  erste  Punkt  13*  hoch  war.  Die  Be- 
wegungsrichtung  wurde  aber  nun  im  entgegengesetzten  Sinne 
der  ersten  Nachricht,  nämlich  von  E  her,  angegeben.  Es  würde 
sich  hier  also  entweder  um  ein  anderes  .Meteor  handeln,  oder 
der  Lauf  desselben  war  den  Beobachlein  nicht  mehr  in  Erinne- 
rung gebliehen.  Bei  der  hinreichenden  Übereinstiniauing  des 
Endpunktes  und  der  l^'allzeit  ist  wohl  letzteres  wahrschein- 
licher, da  ja  in  der  ersten  Mittheihinu  die  Bevvegungsnchtung 
wirklich  als  eine  i«sdiehe  anuegeben  wurde. 

8.  Lundenburg  (34*  3:^;  4<SM.y).  Prachtvolles  Meteor, 
das  ungefähr  35**  hoch  (geschätzt)  von  SW — NE  in  einer  sehr 
flachen  Curve  zog  und  etwa  so  hoch  über  dem  Horizonte  er- 
losch, als  die  Sonne  45"'  vor  dem  Untergange  steht.  Bahn- 
ncigung  18  bis  20*.  D.  6  bis  7»  (Herr  S.  Bittner). 

9.  Nicolsburg  (34*  18';  48*  48').  Herr  Dr.  F.  Fischer 
berichtet  an  die  Wiener  Sternwarte,  dass  er  nur  ein  kurzes 
Bahnstück  während  2'  gesehen  habe,  dessen  Länge  etwa  ' 
10  Mondbreiten  bei  etwa  Neigung  betrug.  Das  Meteor 
verschwand  hinter  dem  Schlosse  etwa  15  Mondbreiten  hoch 
in  einer  ß  Orionis  genau  gegenüber  liegenden  Richtung 
{A  =  190- 5). 

10.  Ungarisch-Brod  (3ö"  19':  49°  \  'b\.  Frau  ikzirks- 
hauptmann  Henriette  .Mastowski  lieferte  der  Sternwarte 
einen  anschaulichen  Bericht  über  die  auliere  Erscheinung,  auf 

eklien  ich  noch  zurückkommen  werde.  Bewegungsrichtung 
SW-  NE 

11.  Ungarisch-Hradisch  (3Ö°7':>:  49M0.  Richtung 
S\V~NE.  F.nde  noch  ziemlich  hoch  über  dem  Horizonte  (Herr 
H.  Doledek). 
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12.  Brumow  42';  49°  ö'ö).  Das  Meteor  flog  aus  NW 
gegen  die  kleinen  Karpathen  in  nordöstlicher  Richtung  (Herr 
LBermann). 

13.  Brünn,  aj  (34°  18'3;  49'*  10'8).  Herr  Volksschul- 
lehrer C.  Wlczek  befand  sich  südlich  der  Landes'Irrenanstalt. 
Um  6*"  32**  Brönner  Ortszeit  zog  scheinbar  über  diese  hin  von 
W— E  in  sanftem  Bogen  und  geringer  Höhe  ein  Meteor  von 
blendend  weiöem  Glänze,  elektrischem  Bogenlichte  vergleich- 
bar, einen  Lichtstreifen  nachziehend.  Gegen  das  Ende  der  sieht* 
baren  Bahn  schien  das  Licht  schwächer  und  röthlich  zu  werden, 
dann  verschwand  es  plötzlich  ohne  die  gewöhnlichen  Zeichen 
einer  Explosion.  D:  4'  (später  nacii  der  Uhr  geprüft».  Bahn- 
länge ungefähr  50**.  Skizzierte  Neigung  gegen  den  Horizont  24**. 
Die  mit  Beihilfe  des  Herrn  Beobachters  von  mir  vurgenommenen 
-Mosungen  lieferten  folgendes  Ergebnis.  Endpunkt  igut 
markiert,  anscheinend  recht  sicher)  A  —  210*5,  //  —  f)".').  Im 
V'enical  des  Kapellenthurmes  A  —  183",  h  —  8°.  Anfang 
(minder  sicher  in  Höhe)  ^=168**,  hz=.  oder  ein  wenig 
mehr. 

b)  (34"  14';  49**  130-  Einem  anderen  Beobachter  erschien 
von  der  Mitte  des  Dorfes  Sebrowitz  die  Feuerkugel  knapp 
über  der  Kozihora-Kuppe  {A  =  175**,  Höhenwinkel  der 
Kuppe  7*)  und  zog  im  flachen  Bogen  in  östlicher  Richtung. 
Wenn  die  Bahn  des  Meteors  einige  Grade  über  der  Kuppe  an- 
genommen  wird,  so  stimmt  die  Beobachtung  in  diesem  Punkte 
sehr  nahe  mit  der  vorigen  überein. 

c)  (34-  15'6:49*'  HO-  Frau  Anna  Pospiech  befand  sich 
beim  Ausgange  des  Altbrünner  Friedhofes  m  der  Wicncrgassc. 
Nacl:  ihren  mündlichen  Mittheilungen  bemerkte  sie  das  Meteor 
zuerst  ungefähr  in  N,  eher  ein  wenig  vvesthch.  I-^s  zog  in 
geringer  Höhe  über  den  Thurm  der  Barmherzigenl<irche  (w  ofiir 
ich  später  A  =  18  bis  20*,  doch  nicht  sehr  sicher  fand)  in  einem 
;lachen  Bogen  gegen  NE,  verschwand  aber  schon  früher. 
Scheinbare  Neigung  19*5,  D:  3'  (vorgezählt). 

Eine  andere  Beobachterin  in  der  Thaigasse  gibt  ebenfalls 
die  Bewegungsrichtung  SW — NE  an. 

14.  Zlin  (35*  2(y;  49*  140.  Meteor  wurde  erst  am 
nordöstlichen  Himmel»  knapp  vor  dem  Verschwinden,  gesehen, 
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schien  unter  einem  Winkel  von  etwa  45°  abzufallen  und  ver- 
schwand bciläulig  in  A  —  220°,  //  —  lö"  lunter  dem  benach- 
barten Bergrücken  (Herr  Bürgerschuldirector  J.  Horäk). 

15.  Kremsier  (35"  5';  49*  180.  Hier  wurde  die  Feuer- 
kugel von  einigen  Gymnasialschülern  beobachtet.  Herr  Prof. 
Dr.  Fr.  N  ab  Siek  war  so  freundlich»  mit  jedem  einzelnen  die 
nöthigen  Mesisungen  vorzunehmen.  Die  Angaben  stimmen 
ziemlich  gut  überein.  Folgende  Resultate  konnte  er  mir  mit 
voller  Sicherheit  mittheilen:  Beginn  zwischen  magn.  N  und  5* 
westlich  davon  (also,  mit  8*  magn.  Declination,  A  —  167* 
bis  172")  Ä  =  18  bis  20°.  Ende  30°  östlich  von  mapi.  N,  d.  i. 
A  _  202°.  Ii  —  1  bis  9°.  Auch  die  Höhen  sind  alle  gemessen. 
Scheinbare  Bahnneigung  etwa  24**.  Länge  des  Bogens  gegen  34*. 
D:  4\ 

16.  Doloplas  (34°  :)U';  19°  21  '4).  Zog  gegen  NK  und  die 
Bahn  war  »über  dem  nordwestlichen  Horizonte  etwa  8C  hoch, 
also  beinahe  im  Zenith«.  D'.  5*  (Dr.  G.  Hunzel  an  die  Wiener 
Sternwarte). 

17.  Wal.  .Meseritsch  (35*  38'5;  49*  28'5).  Herrn  Fach- 
schuldirector  Fr.  Rosmaet,  welcher  auf  mein  Ersuchen  Mes- 
sungen  vorgenommen  hat,  verdanke  ich  folgende  Mittheilungen, 
Ende  in  A-=.  194*5,  h—  11*,  doch  ist  es  ungewiss,  ob  er« 
loschen,  oder  hinter  den  Dächern  verschwunden.  Der  grö&ere 
Theü  der  Bahn  erschien  fast  horizontal  in  15*  Culminations- 
höhe,  Anfang  etwa  WNW,  14*  hoch.  Bewegungsrichtung 
WSW— EN E.  Durchmesser  =r  Vs  Vollmond.  Schweif  doppelt 
so  lang,  rothgluhend.  />:  5  bis  6*. 

18.  Neustadtl  i'X'r  44':  49°  34').  Heu  Pn.t.  .1.  .Minks  von 
der  dortigen  Landc<-(  )bent'alschule  theilte  Herrn  Pmt.  Näbelek 
mit,  das*i.  nach  .\n.L(al:tcn  von  Realschulern,  welche  das  Meteor 
beohaehtelen,  die  Krsclieuuing  bei  ß  Ursae  mmons  begunnen 
hat  und  bei  ^  Leonis  verschwunden  ist,  anfangs  30**,  zuletzt 
10°  hoch.  D.  r)\ 

19.  Olmütz  (34°  54';  49°  36').  Herr  Gymnasialprofessor 
K.  Minarik  berichtete  an  Herrn  Hofrath  Prof.  Dr.  Weiß,  dass 
er  um  ti"*  25"*  m.  c.  Z.  am  nördlichen  Himmel  in  25*  Höhe  ein 
Meteor  aufleuchten  sah,  welches  von  W — E  einen  gegen  unten 
hohlen  Bogen  beschrieb  und  beiläufig  unter    Ursae  majoris  in 
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etwa  10'  Höhe  erlosch.  Fixsterne  waren  noch  nicht  zu  sehen 
und  es  konnte  diese  Feststellung  erst  später  erfolgen.  Das 
Meieot  war  heller  als  \'enus,  licht  gelblichgrün,  in  der  zweiten 
HäUte  der  Bahn  schwächer.  £>:  3  bis  4".  Nachträgliche  Mes- 
sungen lieferten  die  Azimute  für  Anfang  und  Ende:  173^5 
und  202^6.  Die  scheinbare  Neigung  betrug  23*. 

20.  Paulowitz  (34*56'5;  49'' 360-  Die  Feuerkugel  er- 
schien am  »südwestlichen  Himmel«,  zog  gegen  NE  und  war  6* 
bis  8'  zu  sehen.  Scheinbare  Neigung  14*  (Herr  M.  Grofi). 

Auch  aus  Zwittau  und  Gr.  Ullersdorf  liegen  Nach- 
richten vor,  doch  enthalten  sie  keine  Angaben  über  die 
Bahn. 

'2\.  Fnedek  (36°  T;  49°  410-  Bewegung  SW— NE.  An- 
fang A  ~  182°,  //  --  45-7.  Ende  A  =  205°,  h  =  6-3  hinter 
einem  Dache.  D:  ö  bis  7'  (Beobachtung  des  Herrn  Nutars 
Dr.  Odsircil.  Messungen  durch  Herrn  Prof.  Karl  Koeppner). 

22-  Bielitz  (36°  42 '7;  49"  49 '.S).  Richtunc:  SW—NE; 
durch  bedeutende^  Glanz  und  hervorragende  Grölie  ausge- 
zeichnet. D:  3  bis  4*.  Nach  Eintragung  in  die  Specialkarte  war 
der  Endpunkt  ungefähr  in  il  =  180°  und  die  zugehörige  Höhe 
wurde  Zumindestens  25*  angegeben.  Bahnneigung  39**,  Anfang- 
höhe etwa  ÖO"*.  %  Mondgröfie. 

23.  Oderberg  (36*  2';  49*  540.  Das  Meteor  soll  schon 
etwa  d*  nördlich  von  W  erschienen  sein.  Es  hatte  ungefähr  die 
Richtung  gegen  13*  nördlich  von  E  (skizziert).  Ober  den  End- 
punkt konnte  keine  sichere  Angabe  erlangt  werden  (Herr 
C.  Piala). 

24.  Troppau  (35**  32 '5;  49-  55 '5).  a)  Einige  Herren 
befanden  sich  auf  dc;ri  Ottendorfci  \V'et;e,  etwa  100  bis 
200  Schritte  vor  der  Einmündung  m  die  Olmiiizer  Straße.  Sie 
erblickten  das  Meteor  scheinbar  aus  der  Venus  (a  —  28°8, 
?=:-l-12°6)  oder  deren  nächster  Nahe  kommend.  Es  ver- 
schwand über  der  Landes-hrenanstalt.  Bewc.^ung  SW — NE 
(•Freie  schlesische  Presse«  Nr.  58  und  Erhebungen  des  Herrn 
Prof  Urban).  Letzterer  theilte  mir  ferner  mit,  dass  Herr 
F.  Kromer  bei  der  Hozenitz-Brücke  das  Meteor  in  der  Mitte 
des  Galgenberges  von  SW — NE  ziehen  sah,,  während  er  bis 
sechs  zählen  konnte. 
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b)  Herr  J.  Hawlitzky,  welcher  sich  ebenfalls  auf  der 

Oltendui  ier  Stralie  befand,  berichtete,  dass  er  die  Feuerkugel 
zuerst  in  der  Gei];end  vim  I^e.nasi  —  344^8,  S  —  -|-27°5), 
damals  in  117°5  Azimut  bctiiidlich.  erblickt  habe  und  dass  sie 
hinter  dem  Neubau  des  KiankenhausL'>  .  erschwunden  sei.  Die 
Bahnnei.^ung  wurde  nur  zu  10°  bis  12''  gesciiätzt.  D:  HV  Herr 
Hawlitzky  bemühte  sich,  allerdings  viel  später,  mir  hinsicht- 
lich des  Endpunktes  noch  etwas  bestimmtere  Angaben  zu 
liefern.  »Zur  Zeit,  als  die  beiden  hellen  Sterne  vom  Viereck  des 
kleinen  Bären  senkrecht  gegen  den  Horizont  übereinander 
standen,  war  durch  diese  Senkrechte  das  Ende  der  Bahn  be* 
stimmt  (A  ungefähr  200*).  Die  Höhe  mag  dem  Abstände  a  bis 
7  Orionis  entsprochen  haben.  Aus  einer  Boussolenmessung 
fand  Herr  Hawlitzky  für  den  letzten  von  ihm  gesehenen 
Punkt  21*  östlich  von  magn.  N,  d.  i.  il  =  193-1. 

25.  Chotieschau  bei  Pilsen  (30' 52';  49- 39 »5).  Fräu- 
lein Mathilde  Sturm  sah  das  Meteor  in  einem  weiten  Bogen 
von  N — E  fallen  und  zeichnete  die  Bahn  mit  69**  Neigung. 

26.  Hunschitz  bei  Pilsen  (W  d2'5:  49°  500.  ^^^^^ 
grünliche  Kugel  mii  kurzem  Lichtschein  bewegte  sich  von 
W — E.  Nachträglich  wurde  das  erste  Ersciiemen  geilen  Doha- 
litz,  d.  i.  etwas  westlich  von  N  und  die  Bewegung  gegen  ein 
wenig  südlich  von  E  hin  dargestellt  (Herr  Rembert  Graf 
Schmising-Kerssenbrock  auf  Schloss  Lichtenstein). 

27.  Landskron  (34°  17';  49**  550.  l^ie  Feuerkugel  er- 
schien in  NNW  und  zog  in  einer  nach  der  Zeichnung  etwa  20*" 
geneigten  Bahn  mit  der  Richtung  gegen  SSE  (?)  (Herr  A.  Hasel- 
bauer). Die  letzte  Angabe  ist  im  Widerspruche  mit  der  ersten.' 

28.  Hlubocep  bei  Prag  (32**  3';  50*  2 '5).  Die  folgende 
recht  sachgemäße  Darstellung  übermittelte  Fräulein  Wilma 
V.  Bronneck  der  Wiener  Sternwarte:  »Ich  bemerkte  etwas 
östlich  von  der  Stelle  am  Firmamente,  wo  der  Polarstern  sich 
belindcl,  ein  groÜes,  helles  .Meteor  sich  vom  Himmel  lösen.  Es 
hatte  die  u cilji^iunliche  Färbung  des  Sirius,  erschien  mir  aber 
bedeutend  grolier  und  leuchtete  intensiver  als  dieser,  was  umso 
aulTallendcr  war,  a!^  e«^  noch  so  hell  war,  dass  keine  Steine  zu 
seilen  gewesen.  E.s  bewegte  sich  in  einem  weiten  Bogen 
gegen  E,  vergrößerte  sich  im  Fallen  btetig  und  verschwand^  als 
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es  am  größten  schien,  zur  Erde  niederfallend,  unterm  Horizonte 
auch  in  dieser  Richtung,  gerade  dort,  wo  die  Sonne  aufgeht. 
Die  Dauer  war  unmerklich  länger,  als  die  einer  Sternschnuppe. 
Nachleuchten  war  nicht  zu  bemerken. 

29.  Prag  (32*6';  50*  5 '5).  Bewegung  ziemlich  langsam 
von  SW'-NE.  Vom  ersten  Erblicken,  etwa  im  Zentth,  bis  zum 
Verschwinden  nahe  dem  Horizonte  wäre  etwa  Dauer  zu 
veranschlagen  (Herr  G.  Po  Hak  an  die  Sternwarte).  Der  Ge- 
nannte war  so  freundlich,  mir  später  in  einer  Skizze  darzu- 
stellen, dass  seiner,  allerdings  nicht  melir  sicheren  Erinnerung 
nach,  das  Azimui  des  Einfallspunktes  ungefähr  230*  und  die 
Bahnneigung  gegen  den  Horizont  etwa  74"  betragen  haben 
mochte. 

30.  Zwischen  Chlumetz  und  Nepolis  7'5:50**  W). 
Iieobachter  befand  sich  zu  Wagen  zwischen  den  hier  genannten 
Orten  und  sah  das  Meteor  von  prächtig  Uchtgrüner  Farbe 
aus  NNW  in  der  Richtung  von  Chlumetz  nach  Nechanitz 
(die  Richtung  nach  Nechanitz  hatte  etwa  A  ~  240°)  schräg 
durch  sich  renken.  Bahnneigung  ungefähr  15".  Erlöschen  ohne 
Zerspringen  etwa  so  hoch,  als  die  Sonne  am  1.  April,  ö**  19*" 
abends  steht  (dies  wäre  wenig  über  1  D\  3  bis  4*  (Herr 
A.  V.  Ritter). 

31.  Dauba  (32*13';  50*130-  Scheinbare  Bahnneigung  30* 
(Herr  C.  Jaksch). 

32.  Nachod  (33*  49'6;  50*  25').  Herr  Fabriksdtrector 
E.  Gold  mann  bezeichnete  in  einem  Berichte  an  die  Sternwarte 
das  Phänomen  als  ein  solches,  wie  er  es  an  Gröfie,  Intensität 
'Und  Dauer  noch  nie  gesehen.  Es  bewegte  sich  gegen  Slaney 
hin  (A  —  242**)  in  Form  eines  riesigen  Schweifes,  von  dem  sich 
s^iilicL.;^];  ein  icunge:  Ball  löste  und  abfiel.  In  diesem  Augen- 
blicke erlosch  auch  der  ganze  Feuerschein.  D'.  3*.  Einige 
Höhen  wurden,  allerdings  wesentlich  später,  mit  deni  (irad- 
bogen  gemessen.  Die  Bahn  schien  zuerst  aufsteigend,  aus  eiwa 
24°  Hr.he.  Der  höchste  Punkt  lag  in  34  bis  36**  und  das  Er- 
löschen in  'JS  bis  29*. 

33.  Komotau  (31°  5';  50°  28'5).  Erschien  am  nordUchen 

■ 

Himmel  und  gieng  in  südöstlicher  (?)  Richtung  (Herr  £.  Schön- 
herr). 
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34.  Czalositz  bei  Leitmeritz  (31"  46';  50°  3P 7).  Das 
Meteor  erschien  am  nordöstlichen  Himmel,  32  bis  35°  hoch 
und  verschwand  —  nach  genauer  Darstellung  auf  der  Special- 
karte über  dem  Leitmeritzer  Domthurme  vom  Orte  Czalositz 
aus  —  in  Az=:  255*6  nur  etwa  3"  hoch.  Bahn  sehr  steil,  »fast 
senkrechte,  nach  der  Zeichnung  in  75*  Neigung  gegen  den 
Horizont.  D:  4*.  Bimformig,  gelbltchweifi,  weit  über  Venus. 
»Nach  dem  Verschwinden  sah  man  noch  durch  2'  ein  weiter- 
leuchtendes Fragment  der  Erdß  zufallen«.  Schweif  durch  22* 
nachleuchtend  (Herr  H.  Ankert). 

35.  Lomnitz  a.  d.  Popelka  (33*  2*5;  50*  320.  Richtung 
SW— NE.  Neigung  59°  (Herr  Lehrer  J.  Tichänek). 

36.  Arnau  (33°  23':  50°  32 '2).  Sichtbar  von  NW  bis  NE. 
Kiiüc  gegen  Wildschütz  zu.  d.  i.  in  A  =z  247  II.  icliembare 
Neigung  63°5  (Herr  K.  Dolezal). 

37.  Trauten  au  C33°  35';  50°  340.  ^^uerst  wurde  das 
Meteor  hoch,  anscheinend  ziemlich  genau  in  N  erblickt.  Es 
zog  in  einer  sanft  gebogenen  Linie  unter  60°  Neigung  östlich 
und  verschwand  wie  im  Dunstkreise  in  A=  247 °5  (Herr 
C.  Schweiger.  Beamter). 

38.  Wildschütz  (33°  29^;  50°  340-  Richtung  nordöstlich, 
scheinbare  Neigung  nur  zu  38°  skizziert.  Gegen  Ende  sich 
stark  abschwächend  und  verlierend  (Herr  F.  Hartmann,  Bau- 
meister). 

39.  Aussig  (31*42';  50' 4<y).  Neigung  53*.  Bahn  am 
östlichen  Horizonte  sichtbar  (Herr  C.  Kraupen  haar). 

40.  Mariaschein  (31*  32';  50*  410-  Am  östlichen  Himmel, 
35*  hoch  erscheinend,  Bewegung  W~E,  Ende  in  etwa  20* 
(Höhen  abgeschätzt).  Licht  gleich  dem  der  Venus,  kein  Schweif. 
D:  4Va%  gezählt  (Herr  C.  Masse). 

4L  Bürgstein  (32*  15»3;  50*  44"6).  Fall  sehr  steil,  fast 
senkrecht,  Ende  gegen  das  Jeschkengebirge  {A  =  256*5) 
(Fräulein  Rosa  Meitzer). 

42.  Reichcnberg  (32°  43':  50°  46').  ay  Nei-ung  unge- 
fähr 71*,  links  nach  rechts,  nordr>stlich  (Herr  Prot.  Dr.  L.  Ada- 
me k).  h)  Zuerst  in  NF.  dann  in  nur  34°  Neigung  herahziehend. 
knapp  über  dem  Horizonle  verscins  indcnd.  D:  o\  Hatte  einen 
ziemlich  langen  Schweif  (Herr  VV.  Hausmann). 
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43.  Tetschen  (31*52*3;  50"  47').  Scheinbare  Neigung  74*. 
Richtung  gegen  den  Fallpunkt,  nach  der  Karte  noch  etwas  süd- 
lich von  £.  Diese  Angabe  beruhte  jedoch  auf  einer  unwillkür- 
lichen Bahnverlängerungy  weit  es  schien,  als  ob  das  Meteor 
noch  vor  den  bedeutenden  Höhen  auf  der  Ostseite  gefailen 
wäre.  Es  konnte  jedoch  nur  hinter  denselben  verschwunden 
sein  (Frau  Ernestine  Tschulik). 

44.  Grottau  (32' 30' 5;  50°  510-  Ein  prächtiges  Meteor 
gieng  aus  der  Gegend  des  »Großen  B;acn  «  im  Osten  nieder. 
Sein  intensives  Licht  würde  bei  größerer  Dunkelheit  die  Nacht 
durch  5  bis  6"  taghell  erleuchtet  haben  (»Keichenberger  Zei- 
tung*). 

45.  Bad  Salzbrunn  (33*  54':  50°  47'5).  Die  Feueri<ui;el 
senkte  sich  von  N  in  großem  Bogen  nach  E.  D:  5*  (»Schlesische 
5^itung«). 

46.  Petersdorf  im  Riesengebirge  (33°  15';  50°  51'). 
Neigung  60°  gegen  N  hin,  Bewegung  links  oben  nach  rechts 
unten  (Primaner  V.  v.  Brauchitsch,  nach  Mittheilung  des 
Herrn  Prof.  Dr.  E.  Reimann). 

47.  Hirschberg  (33"  24';  50'  54 < 3).  a)  Der  hier  er- 
scheinende »Bote  aus  dem  Riesengebirge«  brachte  Nr.  61 
(14.  Marz)  folgende  Mittheilung,  welche  ich  hier  anfahre»  weil 
sie  auch  Herr  Prof.  Reimann,  dem  ich  sie  verdanke,  auf  Hirsch- 
berg bezogen  hat  Sie  widerspricht  jedoch  anderen  verläss- 
tichen  Angaben  von  dort  ganz  entschieden.  Vermuthlich  würde 
sie  richtiger  unter  Nr.  50  (Sprottau)  am  Platze  sein: 

»e**  21"  ist  hier  in  vielen  Orten  Niederschlesiens  ein  herr- 
liches Meteor  beobachtet  worden.  Dasselbe  erschien  nahezu  im 
Zenith.  etwa  8  bis  10  Breitengrade  n()rdlich  der  Mondscheibe 
und  senkte  sich  auffallend  lanj^sam  genau  in  östlicher  Richtung 
dem  Horizonte  zu,  um  erst  dicht  über  demselben  zu  ver- 
schwinden. Es  hatte  etwa  die  Größe  der  Mondscheibe,  aber  ein 
grelieres  Licht  als  diese.  Die  GrcM.ie  nahm  allmählich  ab  und 
das  Licht,  ein  blendend  weiUer  k'ern  mit  einem  grün- 
schimmemden  Mantel,  nahm  beim  Verschwinden  eine  röthiiche 
Färbung  an.  D:  6^« 

Nach  dieser  Beziehung  auf  den  Mond  müsste  das  Meteor 
südlich  an  Hirschberg  vorübergezogen  sein,  während  die  drei 
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folgenden  I.ie< »bnchtungcn,  welche  mir  Herr  Prof.  keimann 
freundlichst  mitgetheiit  hat,  übereinstimmend  das  Gegentheil 
beweisen, 

bj  In  llirschberg  beobachtete  der  Sextaner  Arndt  das 
Meteor.  Nach  seiner  Angabe  constatterte  Herr  Prof.  Reim  an  n, 
dass  es  zuerst  in  nördlicher  Richtung  etwa  60'  hoch  gesehen 
wurde  und  genau  im  Osten,  wenige  Grade  über  dem  Horizonte 
hinter  einem  Hause  verschwunden  ist.  Helligkeit  wie  Venus. 
D:  5*. 

cj  Mit  Arndt  zusammen,  beobachtete  auch  der  Quintaner 
Niebuhr  die  Feuerkugel.  Seine  Aussagen  decken  sich  mit 
jenen  Arndts,  nur  schätzt  er  die  Dauer  auf  3'.  Beide  ferti£?ten 
auch  Skizzen  der  Bahn  an,  aus  denen  die  scheinbare  Neigung 
nach  N  hin  bei  Arndt  zu  52°5,  bei  Niebuhr  zu  49°5,  im 
Mittel  51*  fulRt. 

.Auch  der  Primaner  {berliner  hat  auf  der  VVarmbrunner 
Straße  das  Meteor  von  Imks  (nördlich)  oben  nach  rechts  unten 
ziehen  sehen.  Es  ist  daher  wohl  nicht  zu  bezweifeln,  dass  die 
Bahn  nördlich  an  Hirschberg  vorbeigieng. 

48.  Liegnitz  (33**  49';  50** 57 '5).  Eine  faustgrofie,  goldige 
Feuerkugel  nahm  ihren  Weg  W— £,  hinter  sich  einen  glänzen- 
den Schweif  lassend.  Fast  im  Zenith  passierte  das  Meteor 
unsere  Stadt.  Verschwinden  am  Osthorizonte.  D:  d  bis  6* 
(•Schlestsche  Zettung«). 

49.  Breslau  (34*  41  '5;  51*  80-  Um  ö'^SO"  wurde  von  der 
Oswitzer  Chaussee  bei  den  Kirchhöfen  am  nördlichen  Himmel 
ein  hell  leuchtendes  Meteor  beobachtet.  Es  bewegte  sich,  einen 
flachen  Rogen  beschreibend,  in  westöstlicher  Richtung.  D:  5' 
(»Schlesisehe  Zeitung«  vom  12,  März). 

In  dein  Blatte  vom  17.  März  ist  dieselbe  Beobachtung  aub- 
tuhiiicher  wiederholt.  Der  Mond  begann  bereits  Schatten  zu 
werfen,  gleichwohl  verursachte  die  1-cuerkugel  helles  Auf- 
leuchten, Nördlich  war  erst  nur  ganz  schwach  der  »Große  Bär-* 
zu  erkennen.  Das  Meteor  hatte  die  Richtung  auf  die  Deichsel 
des  Wagens  gehabt  und  diesen  noch  nicht  erreicht. 

50.  Sprottau  (33^  12'5;5r  340-  Die  »Schiesische  Zei- 
tung«  vom  17.  März  berichtete  femer:  »Auch  in  Sprottau  ist 
das  Meteor  beobachtet  worden.  Man  schreibt  uns  von  dort: 
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AliwuJs  6''  21"'  (?)  wurde  hier  am  Osthimmel  ein  herrliches 
Meteor  beobachtet.«  V  on  hier  an  ist  die  Notiz  wörtlich  gleich- 
lautend mit  der  in  dem  -  Boten  aus  dem  Riesengebirge«  ent- 
haltenen, unter  (47'i  angeführten,  doch  ist  der  nördliche  Abstand 
vom  Monde  nur  zu  2  bis  3**  angegeben  und  findet  sich  der 
Satz  eingeschaltet:  »Anfangs  sah  es  aus,  als  ob  plötzlich  ein 
neuer  Mond  am  Himmel  erschienen  wäre.«  Alles  übrige  bis  zum 
Schlüsse  ist  genau  identisch. 

Obwohl  es  auffäHt,  dass  der  Abstand  vom  Monde,  sei  es 
zufallig  oder  absichtlich,  in  beiden  Notizen  verschieden  ange- 
geben erscheint,  so  ist  im  übrigen  von  der  unrichtigen  Zeit- 
angabe angefangen,  bis  zum  Schlüsse  die  textliche  Überein- 
stimmung so  genau,  dass  man  wohl  beide  als  aus  derselben 
Quelle  stammend  ansehen  muss.  Vermuthlich  sind  sie  aus 
einem  in  Sprottau  erscheinenden  Localblatte  abgedruckt, 
denn  nach  den  direct  aus  Hirschberg  unter  (  I7i  mitgetheilten 
Beobachtungen  kann  in  dieser  Gegend  das  Meteor  nicht  in  die 
Nähe  des  M  uides  uekommen  sein,  da  es  noch  weit  auf  der 
Nordseite  das  Zcnith  passierte. 


Nach  den  T-ichersten  Angaben,  zu  welchen  ohne  Zweifel 
die  übereinstimmenden  aus  Brünn  und  Olmütz  geh(>ren.  kann 
für  die  Epoche  des  Falles;  lOOo.  März  11.  rr^  25"'  miltl.  ( ireenw. 
Zeit,  d.  i.  6''  31 '-'5  mittl.  Brünner  Zeit,  genommen  werden. 


Geographische  Lage  und  Hdhe  des  Endpunktes. 

Zur  Ermittelung  der  geographischen  Coordinalen  des- 
jenigen Punktes,  über  welchem  das  Meteor  scliliclilich  erlosclien 
ist.  sind  die  .Azimute  aus  12  Beobachtungsorten  verwendbar. 
Messungsergebnisse  nach  bestimmten,  weit  entlegenen  Marken 
erhielten  Gewicht  2.  jene  aus  solchen  beiläufigen  pjnz.eich- 
nungen,  welche  den  Beobachtern  selbst  unsicher  schienen, 
ntir  '/j;  den  übrigen  wurde  das  Gewicht  1  beigelegt.  Unbenützt 
mussten  in  diesem  Punkte  die  Angaben  aus  Wien,  Nicolsburg, 
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Zlin,  Fncdck  und  Prag  bleiben,  weil  sie  sich  entweder  nicht 
auf  das  eigentliche  Erlöschen  beziehen,  oder  wegen  zu  großer 
Nähe  der  F^ichtmarken  offenbar  sehr  unsicher  sind.  Die  Angabe 
aus  Neustadtl  kann  sich  nicht  richtig  auf  ,3  Leonis  beziehen, 
welcher  Stern  viel  zu  weit  Östlich  war.  Für  Troppau  wurde  das 
Mittel  der  beiden  unter  (24  b)  angeführten  Azimute  mit  dem 
Gewichte  2  beibehalten.  Der  Endpunkt  wurde  demnach  aus 
folgenden  Azimuten  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
ermittelt: 


Azimut 

Gewiciit 

,  .  .  188* 

0*5 

2 

202 

o 

1 

Olmütz  (19)  

,..  202-6 

o 

Bielitz  (22)  

180 

0-5 

,    .     1  \H\  ■  (3 

o 

Nachnd  (32)  , 

212 

1 

2 

Arn  au  ('M^)  , 

247-2 

1 

,  ..  247-;) 

1 

1 

Hieraus  ergab  sich,  dass  der  Endpunkt  in  36*  18*2  Länge 
östl.  V.  F.  und  51  •  15*2  nördlicher  Breite,  d.  i.  ein  wenig  nörd- 
lich von  Wielun  in  Russisch-Polen,  gelegen  war.  Die  mittlere 

Unsicherheit  beträgt  rechnungsgcniaÜ  in  Länge  db'>'ö  oder 
ij'ökm,  in  BrcUc  ri:4'3  oder  7'9k}n. 

Da  alle  Beobachtungspunkte  weit  entfernt  waren  (Tr()ppau» 
als  nächster,  noch  immer  157  km),  ist  es  wohl  begreiflich,  dass 
die  Imeare  Genauigkeit  nicht  ;:K)(3er  auslallen  konnte,  i Jagegen 
bietet  wieder  die  große  Entfernung  V'ortheile  für  die  Bestimmung 
des  Radianten. 

Was  nun  die  Höhe  des  Endpunktes  über  der  Krdober- 
fläche  betrifft,  so  ergaben  sich  aus  9  Angaben  brauchbare 
Resultate,  welche  hier  sammt  den  zugehörigen  Rechnungs- 
grundlagen  angeführt  sind: 
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Scheinbare         Entfernung  vom  Höhe 
Höhe  Endpunkte  des  Endpunktes 


Uva  (7)   6*  333  km 

Lundenburg  (8)  * . .  8  303 

Brünn  (13)   5-5  270 

Kremsier  (15)   8  232 

W.Meseritsch  (17)  11  200 

Olmütz  (IV))   10  208 

Fricdek  (21)   6' 3  17.") 

Troppau  (24)   7 "5  157 

Czalositz  (34)   3  329 


Der  Durchschnittswert  würde  34*ddzSkm  betragen.  Den 
einzelnen  Resultaten  kommen  jedoch  verschiedene  Gewichte 
zu,  denn  eigentlich  sind  nur  in  Brünn  und  Kremsier  genaue 
Messungen  vorgenommen  worden.  Dass  die  Angaben  aus  Leva 
und  Meseritsch  berücksichtigt  werden  konnten»  obwohl  die 
Hohen  sich  nicht  sicher  auf  den  Endpunkt  beziehen,  ist  darin 
begründet,  dass  bei  der  scheinbaren  Bahnlage  die  Höhenände- 
rung  auch  für  eine  mcikhche  azimiiLd.c  Differenz  i^crint;  war. 
Gleichwohl  haben  die  betreffenden  Resultate  offenbar  weniger 
Gewicht  .iJs  die  anderen. 

Die  ziflermäßige  Gewichtschätzung  ist  hier  jedoch  unsicher 
und,  weil  das  Mittel  aus  den  beiden  Resultaten,  welche  im  vor- 
aus als  die  sichersten  gelten  müssen,  nämlich  jenen  aus  Brünn 
und  Kremsier,  für  die  Höhe  den  Wert:  '64- 2  km  gibt,  welcher 
nur  unbedeutend  vom  Durchschnittswerte  abweicht,  so  will  ich 
dieses  Mittel  beibehalten  und  den  weiteren  Betrachtungen  zu- 
grunde legen. 

Die  nöthigen  Verbesserungen  (berechnet  —  beobachtet), 
welche  an  den  benützten  Beobachtungen  anzubringen  sind, 
2eigt  folgende  Übersicht: 

Uva  (7)   —  7^6  — 

Lundenburg  (8)   —  —2-9 

■    Brünn  (13)   +  0-3  +0-5 

Kremsier  (15)   —  0-8  —0-6 
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SA  Mt 

Wal.  Mcscrilsch  (17)  —  1-4  —2-2 

Olmütz  (19;                     +5*3  —1*0 

Kriedekf21)                        —  +3*7 

Bieiitz(22)  .*            -lO-l  — 

Troppau  (24)                   -I-  3*0  +4-2 

Nachod  (32)                   — 0-4  — 

CzalosUz  (34)                 +  1*5  4-1*3 

Amau  (36)                     +0*4  — 

Trautenau  (37)                —  1*5  ^ 

•  Bürgstein  (41)                   H-  0*6  — 

Für  die  Azimute  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung 


der  Gewichtseinheit  =fc3-9.  Der  mittlere  Fehler  einer  Höhen- 
angabe beträgt  2*5.  Diese  auffallend  geringe  Unsicherheit  der 
scheinbaren  Höhen  rührt  aber  thellweise  von  der  Ausschließung 
einiger  stark  abweichenden  Angaben  her.  Wenn  man  deren 
Verbesserungen  auch  einbeziehen  wollte,  so  wären  unter 


noch  in  Betracht  zu  ziehen: 

Wien  (2  a)   —  9*0 

Wien  (2^)   —10-7 

Zlin  (14»   —  7-7 

Neusiadtl  (18)   —  3-7 

Bielitz  (22)   —13-8 

Bei  Chlumetz  (30)  ...  -f-  5-4 

Nachod  (32>   —19-5 


Mit  diesen  Einbeziehungen  würde  dann  der  mittlere  Fehler 
einer  Höhenangabe  auf  db7^8  steigen. 

Nachträglich  lässt  sich  noch  bemerken,  dass  die  nur  bei- 
läufige Angabe  der  Beobachtung  nächst  Chlumetz  (30)  für  die 
Richtung  sehr  gut  stimmt,  indem  sie  etwa  240*,  die  Rechnung 
aber  241"  Azimut  gibt. 

Scheinbarer  Radiationspunkt. 

Zur  Ermitteluns:  des  Radianten,  der  Hauptaufgabe  jeder 
derartigen  Untei'-iichuni;.  konnten  die  Beobachtungen  axis 
28  verschiedenen  Orten  benützt  werden.  Der  Endpunkt  der 
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hetreftcnden  scheinbaren  Bahn  wurde  überall  durch  Kück- 
bcrechniinc;  aus  der  vorhin  gefundenen  f.ntre  des  wirklichen 
gefunden  und  in  die  folgende  Zusammenstellung  unter  II  ein- 
getragen. Rs  konnten  daher  auch  jene  Beobachtungen  nunmehr 
verwendet  werden,  bei  welchen  das  Ende  gar  nicht  gesehen 
oder  nur  sehr  ungenau  bezeichnet  wurde. 

Die  Beziehung  der  scheinbaren  Bahn  auf  Gestirne  konnte 
wegen  der  noch  hellen  Dämmerung  nur  in  wenigen  Fällen 
erfolgen  und  es  wurde  die  Lage  des  Anfangspunktes  der 
gesehenen  Ltchtbahn  nur  an  acht  Orten  auf  diese  Weise  oder 
durch  Messung  festgestellt.  Es  sind  dies  die  in  der  nach- 
stehenden Obersicht  unter  I  angeführten  Coordinaten  bei  den 
ersten  acht  Bahnen. 

Bei  den  übi  i^^^en  20  Beobachtungen  musste  die  angegebene 
>che  nbare  Neigung  verwendet  werden,  nach  den  graphischen 
Darstellungen,  ausnahmsweise  auch  nach  der  Messung  der 
H"he  am  scheinbaren  Culminationspunkt  des  Baliiibugens.  Da 
J-.C'^e  Bahnen  nur  der  Lage,  nicht  der  Länge  nach  gegeben 
sind,  ist  unter  i  der  Knoten  am  Äquator,  daher  überall  6  =:  0 
angeführt. 

Die  Art,  wie  die  Angaben  mehrerer  Beobachtungen  zur 
Rechnung  benützt  wurden,  erfordert  bei  einzelnen  derselben 
eine  kurze  Erörterung,  welche  zunächst  noch  Raum  finden 
S'iH,  — 

Wien  (2).  Aus  den  Neigungsangaben  unter  a)^  h)  und  dy. 
14^5, 18*,  18*  wurde  als  Mittel  16*8  beibehalten. 

Brunn  (13).  Es  liegt  unter  a)  eine  Doppelbestimmung  vor. 
Die  eine  ist  direct,  für  A  =  168*,  Ä  =  1!',  die  andere  gibt 

wegen  der  scheinbaren  Bahnneii^ung  von  24",  in  Ä—  168*, 
=  2r.  Im  Miuel  wäre  daher  tur  .i  —  168°,  //  =  10°,  welche 
P  »sition  beibehalten  wurde,  da  sie  auch  mit  der  Neigungs- 
«ingabe  unter  c):  Il»°5  gut  übercinstiinnit. 

Wal.  Meseritsch  (17).  Die  Höhe  des  Culminationspuni\tes 
der  Bahn.  15°,  ist  zugleich  die  scheinbare  Neigung,  da  jener 
vom  Knoten  90°  absteht. 

Neustadtl  (18).  Die  abgeschätzte  Endhöhe  von  10'  gibt 
mit  0*63  multipliciert,  die  berechnete.  Es  wurde  daher  auch 
die  Höhe  des  Anfangspunktes  mit  demselben  Factor  reduciert, 

Sitzfa.  <t.  -mikthem.<n«ranr.  CK;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a,  3 


34 


G.  V.  Niessl, 


woraus  sich  dann  stall  ^O"  rund  10°  er.ijab.  Für  das  Azimut 
wurde  jenes  von    Urs.  min.  .4      103'ö  «.genommen. 

Olmütz  (19).  Hier  erforderte  die  abgeschätzte  Kndhöhe  den 
Reductionsfactor  0-S4.  Für  den  Anfang  wurde  in  ^  :^  173-5. 
//  —  25°  geschätzt,  woraus  sich,  mit  demselben  Factor  reduciert, 
A  =  2r  ergibt. 

Troppau  (24).  Für  den  Anfang  wurde  der  in  der  Mitte 
zwischen  Venus  und  ß  Pegasi  liegende  Ort  eingesetzt. 

Hiubocep  (28).  In  Ermangelung  einer  bestimmteren  Be- 
zeichnung wurde  Polaris  als  Anfangspunkt  genommen. 

Reichenberg  (42).  Die  beiden  von  hier  vorliegenden  An- 
gaben Uber  die  Neigung  71*^  und  34"  weichen  zwar  stark  von 
einander  ab,  ich  habe  aber  doch  den  Mittelwert  52*5  benützt. 

Grottau  (44).  Die  angenommene  Position  entspricht  der 
Mitte  im  Viereck  des  »Grolien  f^ären«.  , 

llirschberi;  (47).  Beibehalten  wurde  das  Mittel  au.->  den 
beiden  Ncigungsangaben  untci  lj.  aanilich  51°. 

Sproitau  (50).  Angenommen  wurde  der  im  Texte  bezeich- 
nete n«")rdliche  Abstand  vom  Monde.  Das  kesuitai  dergesammten 
Auspfleichung  ist  dagegen  der  Hyp«>these  günstig,  dass  der 
iii.ic]  (47)  angeführte  Abstand,  8  bis  10°,  der  für  Sproitau  ver- 
muthlich  richtige  war.  Doch  ergab  sich  dafür  von  vorneherein 
kein  sicherer  .Anhaltspunkt, 

Die  Gewichtsbemessung  für  die  nachstehenden  schein- 
baren Bahnen  ist  nach  denselben  Grundsätzen,  wie  in  früheren 
Fällen,  vorgenommen  worden. 

I  11 


Ge- 

• 

a 

et 

Ai'icht 

....287M 

55-4 

22oM 

39-6 

4 

....287-8 

58-4 

237-0 

44-5 

4 

 242-4 

57*7 

2U-3 

33-6 

2 

Olmütz  (19)  

....279-5 

60-5 

228-0 

42-7 

2 

. ...  6-8 

20- 0 

237-9 

48-4 

2 

Hiubocep  (28)  ,  . 

  19-5 

88 -S 

191-7 

10-0 

<) 

Gr<»ttau  (44i  

....171-0 

57-0 

178-0 

13-3 

1 

Sproitau  (ÖO)  .... 

 121-8 

1 64  •  3 

1-5 

2 

  io-4 

0  0 

232  •  8 

405 

3 
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Ii 

Ge. 


t 


Floridsdorf  (3)  ...  22-1 

Ober-Hollabrunn  (4) . .  13*9 

l.undenburg  (8)   16 '4 

Niv-olsburg  (IV)   1^-^'  " 

Wal.  Meserilsch  (17).  .  10*4 

Pau'iOwitz  (20)   7  8 

Lan.lbkron  (27)   7-0 

h.iuba  (30)    1-1 

N'-:hod  (31).   *5-2 

Czalositz  (34)   9-5 

Lomnitz  (35)  ü  •  5 

Amau  <36)   12*5 

Trautenau  (37)   12*5 

Wildschütz  (38)   3  2 

Aussig  (3Ö)   0*8 

Reichenberg  (42)   1*9 

Telschen  (43;   3-4 

Petersdorf  (46)   0-7 

Hirschberg  (47)   0*0 

Hieraus  ergaben  sich  die  Coordinaten  für  den  schein- 
baren Hadiationspunkt  in 

5*^8  ±  P 1  Rectascension 

und 

I3'4±l*5  n.  DecHnation. 

Die  nöthigen  Verbesserungen  gegenüber  den  ängenom- 
menen  Größen  der  Beobachtungen  ergeben  sich  aus  folgender 
Zusammenstellung,  und  zwar  für  die  ersten  acht  am  Anfangs- 
punkte, für  die  übrigen  an  der  Neigung. 

Brünn   +  2-9 

Kremsier   —  2*2 

Neustadtl   —  0*1 

Olmütz   —  1-7 

Troppau  *  —  3*8 

3* 


o 

Ol 

> 

w 

■»•will 

0-ü 

daö'  1 

>IA?9 

t 
1 

ü  ü 

QQ  .  <X 
OO  O 

I 

O^A  .  O 

AO  *  A 

1 

A  /^ 

1 
1 

/I  7  .  O 

1 

I 

A.  A 

U  U 

.2J9  •  1 

yl  O  .  1 

4o  1 

I 
i 

A  .  A 

O  1  / 1 .  7 

Ol)  .1 

1 
1 

A  .  A 

1  fS.'  O 

1  ö  ü 

I 
1 

A  .  A 

1  ol.  1 

Z4  o 

1 
1 

A  •  A 

I  OO  O 

1  O  U 

1 

I 

A  ■  A 

1  OD  9 

l  o  4 

1 

0*0 

188*6 

20*3 

\ 

0-0 

189-2 

21-8 

1 

0-0 

187-7 

20-4 

1 

0*0 

181-3 

11-8 

1 

0-0 

181-5 

!3-6 

2 

0-0 

179-8 

U-0 

1 

0-0 

178-8 

130 

1 

0  0 

179-9 

14-3 

2 
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Hlubocep   —  9-3 

Grottau   +  7*2 

Sprottau   —  7*1 

Wien   -h  2-2 

Floridsdorf    —  8*2 

Ober-Hollabrunn  ....  +  0*5 

Lundenburg   —  1*0 

Nikolsburg   —  4'9 

Wal.  Meseritsch   4-  4-7 

I\uil.»\viu   -f-  0-3 

I^aiKiskron   4-  7  •  1 

Dauba   -4-11-7 

NachoJ   -f-  7-2 

Czalositz   —  ]8*1 

Lomnitz   —  9*5 

Arnau   —  l ")  •  7 

Trautenau   — 13-3 

Wildschütz    +  8-0 

Aussig   +  9 '3 

Reichenberg   -I-  7*2 

Tetschen   —  7*5 

Petersdorf   -h  6*1 

Hirschberg   -4-11*5 


Der  durchschniulichc  I'.cifa^  der  \'crbcbbcrL;n^  .uii  An- 
fan^spunkle,  d.  i.  also  für  die  ersten  acht  Beobachtungen, 
iKUcigi  ±4°3,  der  durchschnittliche  Neigungstehler  da- 
gegen ±8°. 

Aus  dem  crmiilelten  Radiationspunkle  lässt  sich  nun  an- 
geben, dass  die  Bahn  aus  9'J-5  .Azimut,  also  nur  nörd- 
lich von  W  her  gegen  den  T^ndpunUt  gerichtet  war  und  eine 
Neigung  von  15"  gegen  den  Horizont  des  letzteren  hatte. 

Das  iMeteor  hatte  daher  ziemlich  genau  die  Richtung  über 
Leipzig  her,  zog  ein  wenig  nördlich  von  Riesa,  über 
Großen  he  in  in  Sachsen,  dann  über  Uhsmannsdorf  und 
Rothenburg,  zwischen  Sprottau  und  Liegnitz,  noch  etwas 
nördlich  von  Haynau,  über  .Aufhalt  a.  d.  Oder  und  Treb- 
nitz,  nördlich  von  Breslau,  Wenig  südlich  vom  Kempen  und 
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Über  die  polnische  Grenze  zum  angegebenen  Endpunkte  nörd- 
lich von  W  i  e  1  u  n. 

Höhe  des  ersten  Aufleuchtens. 

Die  Angaben  für  den  l'unkt  der  ersten  Sichtbarkeit  sind 
sehr  von  den  verschiedenen  Umständen,  unter  welchen  die 
Beobachtung  erfolgte,  abhängig.  Je  nachdem  die  Beobachter 
dem  ^etre^fenden  Theüe  des  Himmels  zufällig  ihre  Aufmerk- 
samkeit zugewendet  hatten  oder  erst  durch  den  Lichtblitz  die 
entsprechende  Anregung  erhielten,  konnte  die  Feuerkugel 
früher  oder  später  wahlgenommen  worden  sein.  Es  Hegt  also 
in  der  Natur  der  Sache,  dass  man  hinsichtlich  des  Anfangs- 
punktes der  gesehenen  Bahn  eine  ähnliche  Übereinstimmung 
der  verschiedenen  Wahrnehmungen  wie  beim  Endpunkte  nicht 
fordern  und  erwarten  kann. 

Da  später,  bei  der  Ausmittelung  der  Geschwindigkeit,  die 
beobachteten  einzelnen  Bahnlängen,  mit  welchen  die  Anfangs- 
höhen zusammenhangen,  ohnehin  angeführt  werden  müssen, 
soll  hier  bezüglich  dieser  Höhe  nur  eine  nach  Beobachtungs- 
gruppen geordnete  Übersicht  i^egeben  und  dabei  von  den 
kürzesten  Bahniängcn  ausgc<;angen  werden. 

Nahezu  gleichzeitig  und,  innerhalb  der  unvermeidlichen 
Fehlergrenzen,  ungefähr  am  gleichen  Orte,  im  Mittel  l'SO  km 
vom  Endpunkte  noch  entfernt  und  70  km  hoch  über  der 
Gegend  NW  von  Breslau,  etwas  nördlich  von  Auras,  wurde 
das  Meteor  in  Kremsier,  Olmütz  und  Neustadtl  zuerst  erblickt 
Vielleicht  könnte  dieser  Phase  auch  die  Beobachtung  der  Frau 
Pospiech  in  Brünn  (13^:)  zugezählt  werden.  Eigentlich  trifft 
diese  Angabe  aber  schon  etwas  weiter  westlich,  75  km  über  der 
Gegend  zwischen  Wohlau  und  Aufhalt.  Hiemit  stimmt  auch 
ungefähr  Brünn  b)  der  Richtung  nach. 

Wesentlich  weiter  nach  rückwärts  und  höher  in  der  Atmo- 
sphäre versetzt  die  Feuerkugel  eine  andere  und  u  olil  die  zahl- 
reichste Beubachtungsgruppe.  welche  in  erster  Linie  durch  die 
sorgfältigen  Angaben  des  Herrn  Lehrers  Wlczek  (Brünn,  a) 
sichergestellt  ist  und  der  auch  die  Wahrnehnumgcn  aus 
Trautenau  und  Landskron  anzuschiielJen  wären,  nämlich 
^i  'bkm  über  der  Gegend  NN£  von  Haynau.  Wenig  verschieden 
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davon  sind  die  Ergebnisse  aus  Nachod,  Czalositz,  Komotau. 
Hirsch bc:g,  Grottau,  Liegnitz,  Spruttau,  für  welche  man  eine 
KnUerr.unp:  von  207  bis  209  A'/»  vom  Ende  und  Iii  Hohe, 
etwa  0  km  westlich  von  I  laynau,  zu  nehmen  halte. 

\'iel  früher  wurde  aber  das  Meteor  schon  in  Troppau,  in 
und  bei  Wien,  sowie  auf  dem  Semmering,  wahrscheinlich  über- 
haupt in  den  weitest  entfernten  Gebieten  gesehen.  Wenn  man 
im  Sinne  der  beiden  Troppauer  Beobachtungen  gelten  lässt, 
dass  die  Feuerkugel  etwa  in  der  Mitte  zwischen  Venus  und 
ß  Pegasi  schon  gesehen  wurde,  so  befand  sie  sich  in  diesem 
Momente  \A\km  über  Leipzig.  Vermuthlich  hat  auch  der  Beob- 
achter in  Pautowitz  (20)  das  Meteor  ungefähr  an  dieser  Stelle, 
wenn  nicht  schon  früher  gesehen. 

Dass  die  Feuerkugel  selbst  noch  in  einer  h<">hercn  Rc^i<)n 
sichlb.ir  geworden  ist,  kann  nach  einigen  Angaben  aus  Nieder- 
üsterreich  nicht  bezweifelt  werden.  Nach  der  Beobachtung  aus 
Wien  (2  c)  soll  dort  das  Meteor  schon  in  NW  bemerkt  worden 
sein  Dies  ist  alIoi\iuiL;s  eine  beiläulige  Angabe,  obwohl  dabei 
der  Stadtplan  zu  Rathe  gezogen  wurde.  Allein  eine  andere 
Wiener  Beobachtung  (2  a)  gibt  für  den  Anfang,  als  gut  bestimm- 
bar, gar  das  Azimut  121^9,  also  eine  noch  näher  an  W  liegende 
Richtung. 

Eine  Bestätigung  dieser  Angaben  liegt  in  dem  Umstände, 
dass  hier,  sowie  auf  dem  Semmering  durch  Beschreibung  und 
Zeichnung  zum  Ausdrucke  gebracht  wurde,  dass  das  Meteor 
zuerst  in  aufsteigender  Bahn  erschien..  Erst  ungefähr  in  NW 
konnte  hier  die  Bahn  scheinbar  horizontal  und  noch  weiter 
gegen  W  aufsteigend  erscheinen.  Das  früher  envähnte  Azimut 
aus  (2  a)  würde  eine  sehr  große  Rahnlänge  bezeichnen,  welche 
nur  deshalb  üu  citclhali  erscheint,  weil  die  Beobachtcrin  für  die 
Dauer  nur  angibt. 

Lässt  man  also  auch  nur  die  Angabe  (2  c)  mit  135°  Azimut 
gelten,  so  erhalt  man  eine  Bahnlänge  von  52'.>  km  und  den 
Anfangspunkt  in  einer  Höhe  von  192^'/;/  oder  nicht  ganz 
2G  g.  M.  über  der  Gegend  etwas  örtlich  von  Kassel.  Dies  ist 
eine  für  Boliden  sehr  gewöhnliche  Huhe  des  ersten  Aufleuchtens, 
und  da  in  dieser  Beobachtung  die  Dauer  auf  nicht  weniger 
als  10*  geschätzt  worden  ist,  kann  das  Ergebnis  aU  sehr 
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\\ant>cheinlich  gelten,  ja  man  kann,  in  Anbetracht  der  übrigen 
Angaben,  die  Möglichkeit  einer  noch  größeren  Höhe  nicht  aus- 
schließen. 

Geocentrische  Geschwindigkeit. 

\'on  den  vorliegenden  32  Daiierschatzungen  beziclicn  sich 
-:-ren  ''Briinn  ij)  und  c),  Olmfiiz.  KreniMcr,  Troppnii.  Neustadll 
l:  \i  Leitmeritz)  auf  je  bestimmt  abgeschlossene  Bahnstrecken. 
Kür  weitere  10  Beobachtungen  kann  die  zugeiiörige  Bahnliinge 
wenigstens  annähernd  ermittelt  w  erden.  Hinsichtlich  der  übrigen 
Dduerangaben  fehlen  die  nöthigen  Bezeichnungen,  ausweichen 
man  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  auf  die  entsprechende 
Bahnstrecke  schließen  könnte. 

Zu  den  verlässlichsten  Angaben  scheinen  ^mir  jene  aus 
Brünn  zu  gehören.  Die  Beobachtung  des  Herrn  VVIczek  liefert, 
wie  oben  erwähnt,  195  km  Bahnlänge  und  mit  4*  Dauer 
A^'Skm  Geschwindigkeit.  Die  andere  (13  t)  gibt  nur  151  km 
Länge  und  3*  Dauer,  also  oO*'Sktn.  Die  Übereinstimmiing  ist 
eine  für  derartige  Schätzungen  sehr  günstige.  Von  den  sehr 
••mt^en  Bahnen  würde  Wien  t2  c)  nach  den  oben  rnilgethciiten 
Z.hien  52'9^"m  für  die  Geschwindigkeit  liefern. 

Die  einzelnen  Ergebnisse  aus  den  17  erwähnten  be- 
-tirp.rnieren  Bezeichnungen  sind  der  nachstehenden  Übersicht 
III  entnehmen,  in  welcher  die  erstangeführten  sieben  Beob- 
achtungen, welche  also  wohl  eigentlich  ein  größeres  Gewicht 
verdienen,  mit  einem  *  angeführt  sind. 

Die  Angabe  WNW  in  Wal.  Meseritsch  würde  eigentlich 
auch  sehr  nahe  der  für  Troppau  nachgewiesenen  Strecke  ent' 
sprechen.  Da  sie  jedoch  wegen  geringer  Entfernung  der  Richt- 
marken unsicher  ist,  habe  ich  die  geringere  Länge  beibehalten. 

Hahnliuige  Dauer  ücsch\vinJi.L;keit 


'»-»Imütz   \'2'M-m  3-5"  ■  *J km 

•Kremsier   1.S2  4  33-1 

*Xeiistadtl   137  5  27*4 

•Brünne;   151  3  50-3 

Salzbrunn   174  5  34*8 

•Brünn  ö>   195  4  48-$ 

Trautenau   200  5- 5  36*4 
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Nachod  . 
^Czalositz 


bah  nliin^c 

L'07  hn 


Wal.  Meseritsch 

*Troppau  

Gr.  Paulowitz. . 
Wien  c)  


Gt'ottau , 
Liegnitz 
Sprottau 


Hirschberg 


2Ö{) 
209 
209 
209 
209 
373 
373 
529 


4  52-2 
4    (5*u.3*)  52-2 

5o  38-0 

5-5  38*0 

6  34-8 

r>-5  38-0 

6  62-2 

7  53-3 
10  52-9 


Üab  Mittel  aus  den  mit  *  bezeiciincicii  Ei>»cbn!svon  w  iii  de 
für  die  Gesell  windij^keit  A4'2dzökin  und  der  I)uich-L hmtt^- 
wert  aus  allen  17.  nur  wenig  verschieden,  44  • "J  •  S 
liefern.  Soweit  die  vorliegenden  Beobaclniini^en  e^  gc.->taUeni 
kann  daher  der  abgerundete  Wert  von  4  1  km  für  die  geo- 
centrische  Geschwindigkeit  beibehalten  werden. 

Wenn  man  aber  auch  noch  auf  die  übrigen  Dauer- 
schätzungen Rücksicht  nehmen  wollte,  w  elche  sich  auf  eine 
bestimmte  Bahn  länge  einzeln  nicht  beziehen,  so  könnte  etwa 
das  Mittel  derselben  mit  dem  Durchschnitte  der  Bahnlängen 
verglichen  werden.  Letzterer  beträgt  229  km.  Die  Dauerangaben 
sind,  wenn  man  auch  die  offenbare  Oberschätzung  15'  nicht 
ausschließt,  folgende: 


Semmering  

Wien  a)  

Wien  c7  

Mauer  hei  Wien  . 
Lundenburg  . . . . 

Nicolsburg  

l^oloplas  

Friedek  ........ 

Bielitz  

Piag  


bis  4 


ö'  bis  7 

3     »  4 

 15 

3*  bis  4 

  3 

,   4*5 

,   5 


5"  bis  6* 


3 
2 


2 

5 


(-"lilimietz  , . 
Reichenberg 
Mariaschein 
Breslau  
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Das  Mittel  ist  4  9%  woraus  sich  daher  46*  1  km  Geschwin- 
digkeit  ergeben  würde.  Also  auch  dieses  minder  gewichtige 
Resultat  weicht  von  der  früheren  Bestimmung  so  wenig  ab, 
dass  es  bei  derselben  wohl  sein  Bewenden  haben  kann. 

Angesichts  der  vorstehenden  Einzeln heiten  dürfte  es  am 
Platze  sein,  zu  erwähnen,  dass,  wenn  dieser  kleine  Himmels- 
körper im  Sonnensystem  eine  parabelähnliche  Bahn  durchlaufen 
hätte,  dessen  Geschwindigkeit  nicht  mehr  als  die  Hälfte  oder 
nahezu  22  km  hätte  betragen  können.  Man  bemerkt  aber  leicht, 
dass  es  nicht  gut  möglich  ist,  den  vielen  Beobachtungen  so 
bedeutende  Fehler  zuzuschreiben,  um  zu  einem  derartigen 
Resuiiaie  zu  gelangen. 

Aufiere  Erscheinung  der  Feuerkugel. 

Wegen  der  noch  hellen  Dämmerung  war  die  Lichtstärke 
zwar  vermindert,  doch  zeigten  sich  die  charakteristischen 
Ejgenthümlichkeiten  ganz  ausgeprägt. 

Die  Gestalt  war  die  typische,  »birnförmig«  (34),  »Kugel 
mit  spitzverlaufendem  Schweife«  (22),  »mit  zuckerhutformigem 
Schweife«  (4),  »ein  sehr  stumpfer  Kegel«  (8).  Auch  mit  einem 
geschweiften  Kometen  wurde  sie  verglichen. 

Eine  recht  hübsche  Beschreibung  des  Aussehens  lieferte 
Frau  Henriette  Maslowski  aus  Ung.  Brod.  Das  Meteor  hatte, 
als  es  sich  vom  Himmel  loslöste,  eine  tulpenartige  Form  (der 
Lichtstreifen  hinter  demselben  den  Schaft  andeutend)  und  war 
im  E  (Vorne)  von  schönstem  Pfauenblau.m  im,  im  VV  (rückwärts) 
K-^nz  icuri.LT.  Ks  hinterlicli  einen  feurigen  Schweif,  aus  dem  sich 
o:e  Kugei  entwickelte  und  zur  Erde  fiel.  Je  näher  sie  gegen  die 
Erde  kam.  desto  mehr  verlor  sich  der  Schweif.  »Es  war  ein 
riLMTÜches  Phänomen,  wie  ich  semcst;leichen  noch  nie  sah.«  Im 
Berichte  aus  Nachod  (32)  ist  von  emem  riesigen  Schw  eife  die 
J<?1c,  von  dem  sich  ein  feuriger  Ball  ablöste.  In  VV^ien  aj  i<ommt 
der  Vergleich  mit  einem  brennenden  Strauche  vor.  Nach  der 
Angabe  aus  Meseritsch  (17)  wäre  der  Schweif  scheinbar  nur 
doppelt  so  lang,  als  der  Kugeldurchmesser  gewesen. 

Ob  unter  dem  »nachleuchtenden  Lichtstreifen«,  dessen 
einige  Beobachtungen  erwähnen,  der  Schweif  selbst,  oder  eine 
auf  der  Bahn  zurückgebliebene  längere  Lichtspur  gemeint  war. 


42  G.v,  Niessl, 

If'isst  sich  um>o\vcnit;er  sicher  entscheiden,  als  einii;e  andere 
(Lundenburg,  Hlubocep,  Chlumetz,  Mariaschein)  ausdrücklich 
hervorheben,  dass  eine  nachleuchtende  Lichtspur  nicht  zurück- 
geblieben ist;  Aus  den  Gegenden  in  Schlesien,  über  welchen 
das  Meteor  hingezogen  ist,  wird  davon  auch  nichts  erwähnt. 

Über  die  scheinbare  Große  liegen  nur  drei  brauchbare 
Schätzungen  vor,  nämlich,  den  Durchmesser  des  Mondes  als 
Einheit  genommen:  Wal.  Meseritsch  Va»  Bielitz  *  .,,  Sproltau  1, 

Die  Schätzung  (2  a)  ist  offenbar  zu  hoch  gcgrilTen.  Wenn 
die  drei  vorstehenden  Schätzunc:en  auf  die  betreffenden 
kürzesten  Entfernungen  bezogen  wer.:/);.  -i>  liefern  sie  J^r 
Ordnung  nach  für  den  Durciinicsser  die  K'csultate  (JÜÜ «/, 
102Ü      880  in,  im  Mitte!  8  {()  /;/. 

Nach  vier  Angabe  aus  Meseritsch  müsste  also  die  Länge 
des  conischen  Schueifes  hinter  der  Kugel  mindestens  l«>SOj/; 
betragen  haben.  Sie  kann  aber  auch  großer  gewesen  sein,  denn 
da  nicht  ang^V'^eben  ist,  auf  welche  Stelle  der  Bahn  sicii  die 
Schätzung  bezieht,  so  kann  auch  eine  projectivische  Ver« 
kürzung  vorgekommen  sein. 

Kein  einziger  Bericht  meldet  diesmal  einen  explosions- 
ähnlichen Vorgang  mit  Funkensprühen  beim  Erlöschen.  Viel- 
fach wird  das  Verschwinden  des  Meteors  als  ein  allmähliches 
dargestellt.  Von  einer  Theilung  ist  nur  in  der  Beobachtung  aus 
Kremsier  die  Rede.  Die  Gymnasialschüler,  welche  Herrn  Prof. 
Nabelek  berichteten,  erzählten,  dass  sich  die  Kugel  in  etwa 
sechs  Stücke  getheilt  habe. 

Bei  der  i^ezeichnung  der  b'arbe  des  Li  iao  lüidet  sich 
1  l  mal  gliinzendweiß  imd  der  Vergleich  mit  '•B<.>geniicht>', 
•Auerlicht-«;  aufierdem  kommeii  aber  auch  noch  besondere  An- 
gaben vor:  wie  blendendweißer  Kern  mit  grün-  und  blau- 
schillerndem Mantel«,  »weiß,  mit  gi'ünlichem  Kande.  dann  mehr 
grünlich  ",  "Weiß,  später  grün,  endlich  roth«.  Ferner  linden  sich 
je  2  mal  die  Bjezeichnungen  blau  und  blaugrün,  3malgrunhch- 
weiß,  7nial  grünlicli  und  grün,  Imal  smaragdgrün  ins  orange- 
gelbe,  2  mal  geiblichgrün,  3  mal  hellgelb,  3 mal  gelbroth,  3  mal 
roth.  übrigens  kommt  auch  vielfach  die  nicht  unwesentliche 
Bemerkung  vor,  dass  das  weiße  Licht  vor  dem  Erlöschen  ins 
röthliche  übergieng. 
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Im  Einklänge  damit  steht  es  auch,  dass  der  Schweif  zu- 
meist feuerroth  angegeben  wird,  eine  Farbe,  welche  eben  der 
bereits  stark  verminderten  Wärme-Intensität  entspricht. 

In  wenigen  Secunden  stellen  uns  diese  Erscheinungen 
ihnliche  Phasen  in  der  Farbe  des  Lichtes  dar,  wie  die  Fixsterne 
sie  in  sehr  großen  Zeiträumen  durchmachen. 

Von  Detonationen  ist  im  vorliegenden  Falle  nirgends  die 
Rede.  Allerdings  fehlen  auch  Nachrichten  aus  der  Nähe  der 
Fallstelle  gänzlich. 

Kosmische  Verhältnisse. 

In  dem  vorhin  abgeleiteten  Betrage  der  geuceni;  isclicn 
Gesch^vindigkeit  von  44  km  ist  auch  der  Zuwachs  enihalien, 
welcher  durch  die  Wirkung  der  Erdschwere  entstanden  ist. 
Dieser  beträgt  jedoch  nur  {-  Ikfu,  so  dass  die  ursprüngliche, 
von  dem  Einflüsse  der  Erde  völlig  befreite  Geschwindigkeit 
noch  immer  42' Q  km  beträgt.  Durch  denselben  Einfluss  wurde 
zugleich  die  Zenithdistanz  des  Radiationspunktes  um  1-3  ver- 
mindert, weshalb  für  den  ungestörten  Radianten  A  =92*3, 
h  —  13'5,  entsprechend  a  =  5-0,  5  =  + 12*1  oder  X  =  9-3, 
?  =  +9'  1  hervorgehen  würde. 

Mit  0  r=  330-7  ergibt  sich  dann  die  heliocentrische 
Geschwindigkeit  zu  59' 7  jb«  oder  rund  Bg.  M.,  entsprechend 
einer  hyperbolischen  Bahn  von  der  Halbaxe  0"5.  Die  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  ist  mit  0  identisch,  die  Neigung 
der  Bahn  gegen  die  Ekliptik  /  =  8^iS,  die  Bewegung  war  recht- 
laufig.  Die  auf  das  Perihel  bezüglichen  Elemente  sind  hier  ohne 
Wert.  Die  Sor.neimähe  war  bereits  überschritten  und  das 
■'?*?or  hatte  sich  bereits  wieder  aus  derselben  entfernt,  als  das 
/iisammentrefifen  mit  der  Erde  erfolgte.  Wichtig  ist  der 
siUerische  Ausgangspunkt  im  Welträume,  welcher  —  allerdings 
in  hohem  Grade  abhängig  von  der  angenommenen  Geschwindig- 
keit ~  heliocentrisch  sich  in  333"*  Länge  und  0"7  nördlicher 
Breite  ergeben  würde. 

Da  der  hier  nachgewiesene  Radiant  um  diese  Zeit  noch 
sehr  im  Bereiche  des  Sonnenlichtes  liegt,  ist  es  wohl  nicht  auf- 
fallend, dass  er  in  den  Verzeichnissen  der  Radiationspunkte 
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von  Feuerkugeln  und  Sternschnuppen  bisher  nicht  vorge- 
kommen, also  wenigstens  für  diese  Epoche  neu  ist.  Denning 
führt  (General  Catalog,  p.  227)  für  1896  März  1  wohl  eine  cor- 
respondierend  beobachtete  Stemschnuppenbahn  aus  dem  Ra- 
dianten in  ot  =  18**,  $  =  +5*  —  also  viel  weiter  von  der  Sonne 
entfernt  —  an,  allein  der  Abstand  von  dem  hier  nachgewiesenen 
(a  ^  5-8,  B  =  +13^4)  ist  doch  zu  groß,  als  dass  man  an  eine 
nahe  Beziehung  dieser  beiden  denken  könnte. 

Wenn  man  jedoch  eine  etwas  entferntere  Epoche  berück^ 
sichtigt,  so  zeigt  der  Radiant  des  großen,  durch  Prof.  Calles 
ausgezeichnete  Untersuchungen  bedeutungsvoll  gewordenen 
M eteor i  t c  n  failes  bei  Pultusk  am  30.  Jänner  1868  schon 
in  der  von  (iaile  (Abhandlungen  der  schlcsischen  Gcseilschalt 
für  vaterländische  Cultur  in  Breslau  UStiS)  gelieferten  .Ableitung 
a=  13*5,  0  —  -hiy"  eine  bemerkenswerte  Annäiierung,  wenn 
nämlich  auch  die  der  Veränderung  im  Knoten  entsprechende 
V  erschiebung  in  Betracht  gezogen  wird.  Diese  muss  in  der 
That  derart  erfolgen,  dass  vom  Jänner  bis  März  die  Rectascen- 
sion  des  Radianten  sich  vermindert.  Die  Quantität  wäre  von 
der  Hypothese  für  die  Geschwindigkeit  abhängig. 

Die  Bahn  der  PuUusker  Meteoriten  erwies  sich  ebenfalls 
als  eine  stark  ausgeprägte  Hyperbel,  ungefähr  mit  derselben 
Halbaxe,  wie  sie  hier  gefunden  wurde.  Jene  und  die  Körper, 
welche  das  Meteor  vom  1 1.  März  1900  veranlassten,  sind  daher 
aus  relativ  benachbarten  Regionen  des  Fixstemraumes  in  das 
Sonnensystem  gekommen.  Es  schien  mir  daher  von  Interesse, 
zu  untersuchen,  ob  etwa  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  beiden 
ein  identischer  Ausgangspunkt  zugeschrieben  werden  küiinle. 

Bekanntlich  hat  Frul.  Calle  den  Radianten  nur  aus  den 
Beobachtungen  von  Breslau  und  Danzig  abgeleitet.  I'.s  wiir 
eben  ein  wichtiges  Bestirnmunq^stiick  durch  die  thalsachliche 
Fallstelle  der  Meteoriten  bei  Puiiusk  schon  gegeben.  Somit 
bedurlte  die  Angabe  aus  Breslau,  dass  das  Meteor  scheinbar 
vertical  herabgefallen  sei,  keiner  weiteren  Richtungsorientierung. 
Die  Beobachtung  aus  Danzig  stammt  von  dem  Astronomen 
Kayser  und  ist  sehr  bestimmt  gehalten. 

Die  übrigen  noch  vorliegenden  Beobachtungen  wurden 
nachträglich  mit  dem  Resultate  verglichen,  wobei  sich  zumeist 
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eine  recht  gute  Übereinstimmung  zeigte,  bis  auf  den  Umstand, 
dass  denjenigen  Angaben,  nach  welchen  das  Meteor  vom 
Monde  (a  =  15-5,  8  =  +3°)  herzukommen  schien,  am 
wenigsten  gut  entsprochen  war. 

Ich  habe  nun  den  Versuch  gemacht,  auch  die  Übrigen 
Beobachtungen  einzubeziehen.  Die  Schätzung,  ob  die  Bahn 
(tQ  Breslau)  ganz  genau  vertical  war,  ist  ja  doch,  wie  die  Er> 
fahrung  lehrt,  auch  unvermeidlichen  Fehlem  untenvorfen,  und 
was  die  Beobachtung  aus  Dan  zig  betrifft,  so  ist  die  Lage  des 
angegebenen  Bahnbogens  gegen  den  Radianten  eine  derartige, 
dass  ein  Fehles  in  der  Declination  am  Anfangspunkte  der 
scheinbaren  Bahn  fast  in  dreifacher  Größe  auf  die  Declination 
Jes  Rndiantcn  übergeht.  Letztere  kann  also,  selbst  bei  sehr 
genauer  BeobachlimL;'.  doch  merklich  unsiciier  sein. 

Zur  Beurtheilung  des  Ergebnisses  dieser  Untersuchung 
halte  ich  es  für  nothwendig,  die  Angaben,  auf  welche  sie  sich 
stützt,  hier  ganz  kurz  mitzutheilen. 

Zunächst  nehme  ich  mit  Galle  die  Epoche:  1868  Jänner  30, 
^  50"  mittlere  Danziger  Zeit,  die  geographische  Lage  der  Fall- 
stelle in  39^  3'  östlich  von  Ferro  und  52*  45'  nördlicher  Breite, 
und  die  Höhe  der  Hemmung  über  derselben  zu  41 -6^1»». 
Femer  finden  sich  bei  Galle  folgende  Beobachtungen: 

1.  Breslau  (34' 42';  51*  70.  Fall  senkrecht,  ziemlich 
genau  von  x  Ursae  maj.  oder  in  der  Mitte  zwischen  «  Urs.  maj. 
und  3  Geminorum  herab  zu  4  bis  5"  über  dem  Horizonte. 

2.  Dan  zig  (36**  20':  54*  21').  Die  Erscheinung  zeigte  sich 
zuerst  genau  bei     Orionis  und  endete  bei  Sirius. 

o.  ka-ei. dort  in  Ungarn  (34°  ^A)';  48°  C/).  Erschien  unter 
tiem  Polarsterne  und  bewegte  sich  zwischen  s  und  C  Ursae  maj. 
in  nordnordöstlicher  Richtung  dem  Horizonte  zu. 

4.  Leobschütz  (35"  3'/;  5U''  120-  Die  Feuericugel  kam 
aus  ^  Ursae  maj.  und  gieng  gegen  NE. 

5.  Ratibor  (35°  53';  50°  5').  Zwischen  den  beiden 
snittelsten  Sternen  der  Deichsel  des  Wagen  löste  sich  ein  Stern 
ab  etc. 

6.  Kock  (40*  5';  51'  4(y).  Der  Mond  stand  in  A  =  50% 
h  =  33*.  Der  Beobachter  berichtete,  dass  er  gerade  in  diese 
<je|^end  hinsah  und  bezeichnet  nun  den  Anfang  des  Meteors  in 
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gleicher  Höhe  mit  dem  .\h»nüe,  etwa  tiO"  nördhcher.  Kr  zeich- 
nete die  scheinbare  Neigung  des  zurückgebliebenen  heilen 
Schweifes,  wie  Prof.  Galle  angibt,  zu  30°. 

7.  Sokolovv  (39"  5';  52'  450.  Ein  kleiner  Stern  fieng  an, 
sich  vom  Mond  zu  entfernen  und  hierauf  sich  immer  mehr  in 
die  Hohe  heben,  vergrößerte  er  sich  u.  s.  w. 

Nach  dem  wirklichen  Endpunkte  können  die  scheinbaren 
Positionen  desselben  für  alle  Beobachtungsorte  berechnet 
werden.  Sie  sind  hier  unter  II  angeführt  Was  den  ersten  Bahn- 
punkt  betrifft,  so  sind  für  Breslau  nach  dem  Berichte  dreierlei 
Annahmen  möglich.  Die  eine  —  genau  \erticaler  P'all  —  ent- 
spricht einer  Balir.  ÜLUch.s  Zcnith.  Diejenige,  welche  sich  aui 
die  Mitte  zwischen  a  Urs.  maj.  und  ["i  Geminoium  bezielit, 
würde  einen  Bogen  liefern,  der  7°  nördlich  am  Zenith  \T»ri!ber- 
gieng.  Allein  der  Abstand  dieser  beiden  Steine  i>t  gr(tlj,  Jas> 
die  Halbierung  desselben  schätzungsweise  nicht  genau  möglich 
ist,  daher  die  Abweichung  wohl  begreiflich  erscheint.  Die 
Position  %  Urs.  maj.  (a  =  133° 7,  o  =  -4- 47° 7)  würde  eine  Bahn 
3"  südlich  vom  Zenith  geben.  Ich  habe  daher  das  Mittel  aus 
dieser  Angabe  und  dem  senkrechten  Fall  beibehalten,  also  eine 
Bahn  t^o  südlich  am  Zenith  vorbei,  was  gewiss  eine  kaum 
merkbare  Abweichung  vom  senkrechten  Fall  und  eine  noch 
geringere  bei  x  Urs.  maj.  bedingt. 

Für  Danzig  wurde  unter  I  der  Ort  von  ß  Orionis,  für 
Ragendorf  die  Mitte  zwischen  den  bezeichneten  Sternen,  für 
Leobschütz  ß  Urs.  maj,,  für  SokoJow  zur  Bezeichnung  der 
Hahnlage,  nicht  als  Anfangsort,  der  Mondort  genommen  und 
für  Kock  ein  durch  den  berechneten  Endpunkt  unter  30* 
scheinbarer  Neigung  gegen  den  Horizont  liegender  Bogen 
gewählt.  Hinsichtlich  Ratibor  erhält  man  eine  sehr  stark  von 
den  übrigen  abweichende  Bahn,  wenn  :n:m  sie  /.wischen  die 
bezeichneten  H ^eichselsterne«  legt.  X'ermuthlich  ist  eine  Ver- 
wechselung mit  den  niichstanliegenden  vorgekommen.  Diese 
Beobachtung  habe  auch  ich  ausgeschlossen. 

Es  ergaben  sich  auf  diese  Weise  folgende  scheinbare 
Bahnen: 


Digitized  by  Google 


Meteor  vom  1 1.  März  1900. 


47 


!  II 
a  S  a  i  wicht 

•Breslau                      50-1  +49'6  163^8  +24'3  4 

Danzig                       77-0  —  8-4  100*0  -16-4  4 

Ra^^endorf  195*9  -h5(31  195-3  -+-35-2  4 

Leub-jhutz   103-5  -f-57-0  181-9  +34-0  4 

'Kock                            14  '2       ()  350-8  -f- 23 -4  1 

Sokofow                       15-5  4-  3  4U-6  H-52-ü  1 

Aus  diesen  sechs  Gleichungen  ergab  sich  nun  der  schein- 
bare Radiationspunkt  ungefähr  6**  südlicher  als  bei  Galle, 
nämlich  in 

I2'6rfc3*  Rectascension 

und 

13-l=fc4*  nördl.  Declination. 

Die  Verbc'^'^eriini^en  stellen  sich  für  die  beiden  ersten  \  (*n 
Galle  allein  benützten  Beobachtungen  auch  bei  diesem  Re- 
sultate als  sehr  i^ennglugig  heraus,  es  hat  jedoch  den  X'  n  zug, 
dass  es  den  übrigen  Beobachtungen  besser  entspricht,  als 
seines. 

Es  ergibt  sich,  dass  für  Danzig  die  Bahn  1  °3  unter 
^  Orionis  und  in  Breslau  2^5  südlich  am  Zenith,  dann  sehr 
nahe  an  %  Urs.  maj.  vorübergieng.  Die  Verbesserung  für  Ragen- 
dorf beträgt  nur  0-8,  jene  für  Leobschütz  3-7.  Für  Kock  wäre 
die  scheinbare  Neigung  auf  37^8  zu  erhöhen  und  in  Sokotow 
hätte  der  Abstand  des  Mondes  von  der  Bahn  nur  mehr  6-7 
betragen. 

Der  Versuch,  die  beiden  Radiationspunkte  im  Jänner  und 
März  durch  Bahnen  von  identischer  kosmischer  Herkunft  dar- 
zustellen, wurde  mit  verschiedenen  Hypothesen  für  die  Ge- 
schwindigkeit unternommen,  weil  die  so  häufig  stattfindende 

Überschätzung  der  Dauer  und  der  Einfluss  de^  Luftwider- 
standes J:c  Sich.ciiicit  des  aus  Jen  I jeobael:tungcn  crhaileiicn 
Resultates  mehr  oder  weniger  beeinträchtigen. 

Das  schiieüliche  Ergebnis  lässt  sich  dahin  zusammen- 
fassen, dass  für  eine  Geschwindigkeit  vun  ^=2*5  gene  der 
Erde  als  Einheit  genommen),  d.  h.  für  eine  hyperbolische  Halb- 
axe  a  z=z  0-24  die  günstigste  Übereinstimmung  statttinden  und 
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class  dann  für  die  hcliocentrisciien  Conrdinatün  des  Ausgangs- 
ortes: Ö'5  Länge  und  3-3  nördl.  Breite  den  beiden  nach- 
gewiesenen Radianten  am  besten  entsprochen  würde. 

Durch  Rechnung  würde  sich  nämlich  mit  diesen  Annahmen 
der  Radiant  für  den  30.  Jänner  ergeben,  in  «  =  9^5,  6  =  + 1 1  ^5, 
gegen  den  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten  in  a=  12^6, 
5  =  +13'1  (Aa  =  — 3'1,  A5  =  —1*6)  und  jener  für  den 
11.  März  in  «=7*5,  5  =  H-14'1,  während  der  vorhin  ge- 
fundene die  Coordinaten  a  =  5'8,  d=-i-13'4  halte  (Aoi 

A8  =  +0*7).  Die  Unterschiede  sind  daher  nicht  so  groß, 
dass  sie  nicht  aus  jener  Unsicherheit  erklärt  werden  könnten, 
welche  durch  die  gewöhnlichen  Beobachtungslehler  bc- 
grüiulct  ist. 

Dieser  Ausgangspunkt  wurde  versuchsweise  der  Berech- 
nung von  Radiationspunkten  zu  anderen  Jahresepochen 
(Kiu.Lcnlungcn )  und  einer  Verglcichung  mit  beobachteten 
Sternschnuppen-  und  Feuerkugel- Radianten  zugrunde  gelegt. 
Letztere  ist  gegenwärtig  sehr  erleichtert  durch  die  vollständige 
und  übersichtliche  Darstelluni::  in  Dennings  »General-Cata- 
logue«.  Er  ist  hier  mit  ^D.  G.^  citiert.  Gut  vergleichbares 
Material  erhielt  ich  für  Mai  bis  November. 

Man  findet  im  folgenden  einige  Beispiele. 


Uerechnet 


Aus  den  Beobachtungen  nachgewiesen 

Ort 


Juni  1   350*4 

I  Juli  1  . . .  .j     O  u 


Alai  1   337  ?3  —  S^äjäSS"  |— 

,337 
I  ' 

'334 

I  i^^« 
■  338 


I 

1  2  M4r» 


8 
2 

5 
5 


0 


-h  4 


Epoche 


**     Apnl  jy.  bis  Mai  5.  1870 
.April  30.  bis  Mai  6.  188G 
April  bis  Mai 
.Mal  1893 

Mai  1.  bis  •}.  lS9.'i.  1806 
(Den.  G-  C.  p.  L'Sii) 

Mittel :  «  =  336?0,  «  =  -^4?6 


Juni  n.  bis  13.  1885 
(C.  C.  p.  280). 

Juli.  Schmidt  G.  C.  p.  22ö) 
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1 

1 

Berechnet 

^Aus  den  Beobachtungen  nachgewiesen 

Ort 

Epoche 

a 

«  1 

Attgttit  l  • 

• 

11*0 

-4-  7?2 

August  t  .  bi<;  31.  Schmidt 
(G.  C.  p.  227). 

Vielleicht  auch  die  Feuerkugel 
von  August  25.  1884  (nicht 

sehr  «iicher) : 

20-1 

-^11*1 

22 

-t-lö 

Feuerkugel  von  Sept.  19.  ISÖ2 

/  Port     1  Si<<'>  t\nA  \ 

i,i\cp.  lo'i-  una  loDOj 

Ociob.  l . . 

-+-14  3 

25-2 
20(?) 

4-lD'O 

H-17-8 
-M5 

October  1.  bis  5.  IS88 
(G.  C.  p.  232). 

Vielleicht  auch  lolgenoe  reuer^ 

kugeln: 

October  15.  188U 

October  19.  1877 
(Munlhly  Not.  1878,  p.  229) 

,  Nf'V.  1  . . . 

31-3 

30 

4-1Ö 

November  4.  bis  7.  Ib77 
(G,  C.  p.  232) 

1 

[ 

1 

34 

Feuerkugel  Novemb.  17.  1886 
(G.  C.  p.  232),' 

.An  den  berechneten  Positionen  ist  hier  die  Wirkung  der 
Krdrjhwere  nicht  an^cb!■acht,  weil  sie  von  der  scheinbaren 
Hohe  des  Radianten  abhängt.  Sie  kann  jedoch  unter  den  ge- 
gebenen Voraussetzungen  1**  nur  wenii:  überschreiten.  Die 
Mehrzahl  der  verglichenen  Positionen  würde  lür  eine  etwas 
r.örilichere  Lage  des  Ausgangspunkte'^  sprechen,  wie  sie  auch 
aus  dem  Pultusker  Kadianten  folgen  würde. 
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Zur  sphärischen  Abbildung  der  Flächen  und 

ihrer  Anwendung  in  der  darstellenden  Geo- 
metrie 

voi; 

August  Adler, 

k.  k.  Pfo/issor  au  ätr  dtittsehtn  Stjats-Rfals,;httlt  tii  Katoliniuthat. 

(Vorgelegt  in  der  Sitsung  am  10.  JMnner  1901.) 

Die  spliiirische  AbLnlJung  der  I'liichen,  u  eiche  bekanntlich 
von  Gauss  (Di sq.  i;en.,  Art.  t'>)  einL,'efiihrt  uurJe  und  in  der 
Diflerenliali.;eomelrie  eine  hervorragende  Rolle  spielt,  wurde 
synthetisch,  unseres  Wi&sens  nach,  noch  nicht  behandelt,  und 
insbesondere  wurde  sie  noch  nicht  zur  Lösung  von  Aufgaben 
der  darstellenden  Geometrie  heran L;ezogen. 

Es  ist  das  Ziel  des  Folgenden,  dies  zu  leisten.  Es  wird 
sich  dabei  heraussteilen,  dass  niclit  nur  die  synthetische  Be- 
handlung der  sphärischen  Abbildung  vieler  Flächen,  insbeson- 
dere der  des  zweiten  Grades,  eine  einfache,  sondern  dass  auch 
die  Beziehung  dieser  Abbildung  zu  vielen  umfassenden  Auf- 
gaben der  darstellenden  Geometrie  eine  innige  ist. 

A. 

1.  Sei  P  ein  Punkt  der  Fläche  F,  t  die  Tangentialebene 
von  F  m  P,  K  eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  O;  fallt  man 
nun  von  O  auf  t  die  Normale  (»),  bringt  dieselbe  mit  K  zum 
Schnitte  und  weist  einen  dieser  beiden  Schnittpunkte  (P) 
dem  Punkte  P  zu.  so  ist  (P)  das  sphärische  Bild  des  i^iinktc- 
P  der  Räche  F.  (Beide  .Schnittpunkte  von  ^u)  mit  A.'  werden 
im  Uilgenden  imnici  zusammen  auftreten.) 
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Man  kann  übrigens  die  sphärische  Abbildung  von  Fnoch 
auf  ci  IC. An  durchtuhren;  Construictt  man  zu  icdeni 
Punkte  P  (mit  der  Tangentialebene  t)  von  F  die  Tularebene  tt, 
in  Bezug  auf  die  Kugel  A',  so  umhüllt  -j  bei  veränderlichem  !' 
eine  Fläche  F,  und  berührt  F,  in  7,.  Prujicjert  man  nun  den 
Punkt  Tj  aus  ü  auf  A",  so  erhält  man  schon  das  gesuchte 
sphärische  Bild  (P)  von  P;  denn  die  Polarebene  eines  Punktes 
ir:  Bezug  auf  Ä'  steht  immer  normal  zu  dem  aus  0  gelegten 
Radius  vector  des  Punktes;  K^  und  x  sind  aber  die  Polarebenen 
von  P  respective    bezüglich  A'. 

Man  bemerkt,  dass  F  und  Fj  in  folgender  Beziehung 
stehen:  Sie  sind  punktweise(PpTi)  au  feinander  bezogen, 
und  zwar  so,  dass  immer  die  Normale  eines  Punktes 
der  einen  Fläche  parallel  ist  zu  dem  Radius  vector 
nach  dem  entsprechenden  Punkte  der  anderen  Fläche. 

2.  Bewegt  sich  P  unendlich  wenig  auf  F  in  der  Richtung  / 
b:s  P,.  so  schneidet  bekanntlich  die  Tangentialebene  t,  von  P, 
ilie  l'a:tgciiiKi!'j;^cnf  :  von  P  in  der  zu  /  cor.jii.i;:ei'tcn  ( icradcn  /,. 

Fällt  man  nun  auf  r  und  r,  die  Normalen  aub  O,  so  erhäU 
man  die  sphärischen  Bilder  (P)  und  (P,)  von  P  respectix  e  P, 
und  damit  die  Gerade  (/)  (P)(P,).  Da  offenbar  (/)  normal 
zu  /,  ist,  so  ergibt  sich  der  bekannte  Satz:  »Das  sphärische 
Bild  der  einen  von  zwei  conjugierten  Tangenten  steht  immer 
senkrecht  auf  der  anderen«. 

Jede  Haupttangenie  in  P  ist  sich  selbst  eonjugiert,  ihr 
sphärisches  Bild  steht  also' auf  ihr  senkrecht  Die  Richtung  der 
dnen  Krümmungslinie  durch  P  ist  eonjugiert  zu  der  ihr 
normalen  Richtung  der  zweiten  Krümmungslinie  durch  P, 
daraus  ergibt  sich  bekanntlich:  »Das  sphärische  Bild  der 
Hichtung  einer  KrUmmungslinie  ist  in  jedem  ihrer  Punkte 
parallel  zu  dieser  Richtung  <. 

3.  Definiert  man  umgekehrt  die  Krummungslinien  als 
(Junen,  deren  Elemente  PP,  parallel  zu  ihren  sphäiischen 
Bildern  (!*)(  P,)  sind,  so  sieht  nuui  daraus  leicht  ciii,  da-^  dio 
Normalen  in  den  aufeinanderfolgenden  Punkten  einer  Krün, 
nungsünie  einander  schneiden  niüssen.  Da  nämlich  !T,i  (P)(  P,) 
i-^t  und  die  X'>rmalen  in  den  Punkten  (P),  (P^^  eiitandct 
schneiden,  so  müssen  die  dazu  parallelen  Nurmalen  von  F 

4* 
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in  F  und  P,  einander  ebemalls  schneiden,  was  nicht  mehr  gilt, 
wenn  Pj  nicht  einer  der  durch  P  gehenden  Krümmungslinien 
angehört;  denn  dann  ist  {PjiP^)  nicht  mehr  parallel  PPy 

B. 

1.  Die  sphärische  Abbildung  der  Mittelpunktsflächen 
zweiten  Grades  gestaltet  sich  ganz  analog  für  die  elliptischen 
und  hyperbolischen  Flächen.  Um  aber  die  Vorstellung  zu 
fixieren,  wollen  wir  in  diesem  Abschnitte  gewöhnlich  ein 
Ellipsoid E mit  den  Halbaxen  a^b^c  {a^^b^  c\  mit  den  Haupl- 
schnitten  Sj,  s^y  in  den  Hauptebenen  bc^  ca  und  ab,  mit  den 
Kretspunkten  ^j,  k^,  voraussetzen,  und  die  orthogonalen 
Projectionen  eines  Punktes  P  auf  ab,  ac,  bc  mit  P*y  respective 
P"  und  P'"  bezeichnen.  Zur  sphärischen  Abbildung  wollen 
wir  eine  mit  E  concentrische  Kugel  A'  mit  dem  Radius  r  und 
dem  Mittelpunkte  O  voraussetzen.  Die  sphärischen  Bilder 
Wüllen  wir  immer  durch  dieselben  Buchstaben  bezeichnen  wie 
die  Originale,  aber  eingeklammert. 

2.  Dem  Punkte  D  von  5^  z.  B.  entspricht  dann  bei  unserer 
.Abbildung  jener  Punkt  iD)  von  (Sg),  für  welchen  die  Tangente 
parallel  zur  Tangente  an  5,  in  D  ist  oder  für  welchen  der 
zugehörige  Radius  vector  {g)'  senkrecht  steht  auf  dem  zu  g' 
bezüglich  5,  conjugierten  Durchmesser  (Fig,  1). 

Damit  sind  wir  schon  zu  einer  Construction  gelangt, 
welche  für  die  sphärische  Abbildung  der  F*  von  der  größten 
Wichtigkeit  ist:  Es  handelt  sich  nämlich  sehr  oft  darum,  zu 
jedem  D  sein  (D)  oder  zu  jedem  die  »entsprechende« 
{gy  möglich  einfach  zu  construieren.  Dies  gelingt  auf 
verschiedenem  Wege : 

«)  Construiert  man  Sj  aus  den  Kreisen  a,  b  unter  Zuhilfe- 
nahme der  Linie  h'  und  des  Kreises  mit  dem  Radius  a  +  h,  so 
ist  bekanntlich  (big.  1)  DG  schon  die  Normale  in  D  und  OF 
(j  Z>0".  weil  l_,GED^OCV)  schon  die  gesuchte,  zu  g'  ent- 
sprechende ig)'. 

Ist  nun  <^'OA'  =  <x,  ^h'OX—tüy  <^{g)'OX  —  ia),  so 
ist  offenbar: 

b 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  schon  die  gesuchte  Construction 
von  {gy  aus  g'  und  umgekehrt:  Zieht  man  nämlich  (Fig.  1)  die 
Hilfsgeraden  m  und  n  parallel  OY,  so  geschieht  der  constructive 
Übergang  zu  {g)*,  respective  g'  mittels  der  Zickzacklinie  LKJH. 

ß)  Obwohl  die  angegebene  Construction  einfach  genannt 
werden  muss,  so  lässt  sich  eine  zweite  geben,  welche  noch 
rascher  zum  Ziele  führt: 

Zici.L  uuui  namlicli  die  Lüiicn  /)F  (Fig.  1),  so  erhält  mar. 
cic  Punkte  R,  S,  und  es  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass 
DS  -VR  —  b  und  DR^a  bind. 

Daraus  lolut  die  praktisch  beste  Lösung  unserer  Aul- 
gabe, aus  g'  die  Gerade  (,;^  /  zu  tinden: 

Man  henützt  zu  diesem  Zwecke  einen  Papierstreifei^ 
RS=za+bf  auf  welchem  man  die  Punkte  F  und/)  in  dem 
Abstände  b  von  den  Endpunkten  R,  S  aufgetragen  hat.  Legt 
man  diesen  Papierstreifen  so  in  die  Zeichenfläche,  dass  R  und  6' 
in  die  Axen  der  Ellipse  zu  liegen  kommen  und  gleichzeitig  D 
mg\  so  liegt  schon  F  in  (gY;  F  wird  nun  markiert  und  damit 
(gY  auf  das  genaueste  gefunden. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  ist  ungewöhnlich  und 
erfordert  daher  einige  Worte:  Dem  Beispiele  der  alten  grachi- 
schen  Geometer  folgend  ist  man  vielfach  gewöhnt,  als  zulässige 
Hilfsmittel  der  Construction  nur  den  Zirkel  und  das  Lineal 
anzusehen.  Diese  Besciii ankung  ist  aber  weder  nothwendig, 
noch  praktisch  genommen  zweckmäßig  und  bewirkt  nur,  dass 
manche  Constructionen  wohl  mit  dem  Munde  sehr  leicht  sich 
ausführen  lassen,  ihre  thatsächhche  Durchführung  aber  s<> 
compliciert  wird,  dass  das  construcliv  gefundene  Resultat,  was 
Genauigkeit  anbelangt,  oft  jeden  Wert  verliert.  Wir  glauben 
daher,  dass  die  nächste  Entwickelung  der  darstellenden  Geo- 
metrie und  des  graphischen  Calculs  überhaupt  dahin  gehen 
wird,  durch  zweckmäßige  Erweiterung  der  Zeichen hilfsmittei 
die  Genauigkeit  selbst  complicierter  Constructionen  zu  erhöhen 
und  ihre  Durchführung  zu  erleichtem. 

Dieser  Gedanke  ^  scheint  sich  auch  Bahn  zu  brechen.  So 
konstruiert  S.  Finsterwalder  (Die  geometrischen  Grund- 

>  Vcrgi.  A.  Adler,  »Über  die  zur  Ausführu.ng  geomctr.  C<jnsti uctjoneii 
nolhir.  Hilfsmittel«.  Diese  SiUungsbct  .,  1891. 
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lagen  der  Pliologrammclri e.  Jahresbericht  der  deutschen 
Mathematiker-Vereinigung.  VI.  Jahrg.,  1899»  S.  4)  den  vierten 
Strahl  eines  Büschels,  welches  mit  einer  gegebenen  Punktreihe 
projectiv  sein  soll,  mittels  eines  Papierstretfens,  auf  welchem 
diese  vierpunktige  Reihe  aufgetragen  und  welches  dann  zum 
Strahlenbüschel  in  perspective  Lage  gebracht  wird. 

3.  Die  Strahlen  des  Büschels  O  sind  projectiv 
einander  zugeordnet  (Fig.  I),  wenn  man  zwei  Strahlen  ^' 
und  {g)\  welche  wir  immer  als  »entsprechend«  in  Bezug 
auf  5''  bezeichnen  wollen,  einander  zuweist.  OX  und  OV  sind 
die  Doppelsii alilcn  dieser  I^rojectivität.  (Art.  .1.  L'.i 

4.  Die  unter  2.  angegebenen  Constructionen  setzen  uns 
nun  in  die  Lage,  in  sehr  einlacher  Weise  zu  einem  F*unkte  P 
von  K  (OP  .(f)  den  zugehr>riL'en  Punkt  (P)  der  Kugel  con- 
struieren  zu  können,  und  zwar  mit  Hilfe  des  folgenden  leicht 
zu  beweisenden  Satzes:  Die  Projection  en  \  on  und  {g) 
auf  irgendeine  Hauptebene  bilden  zw  ei  in  Bezug  auf 
den  Haupikegelschnitt  der  Pi '^jectionsebene  ent- 
sprechende Gerade;  denn  den  Punkten  von  £  in  der  Ebene 
g'OZ  z.  B.  entsprechen  jene  Punkte  von  A',  welche  in  der 
ßbene  {gfOI  liegen. 

Hat  jetzt  P  auf  den  Hauptebenen  ab  und  ac  die  ortho- 
gonalen Projectionen  P'  und  P",  so  sind  damit  und  g" 
gegeben;  f^)'  und  {gf*  constnitert  man  nun  nach  Art  2  und 
bringt  die  so  erhaltene  {g)  zum  Schnitt  mit  K,  wobei  man 
vortheilhaft  die  Affinität  anwendet. 

').  Die  eben  angegebene  Construction  ist  gewiss  einfach, 
iiei  häutiger  .Anwendung  derselben  wai^e  aber  das  Zeichen- 
papier mit  Linien  überladen  werden,  was  wir  durch  folgende 
Bernjikunr,'  vermeiden  können: 

Denken  wir  uns.  um  eine  der  vi:irs?el!enden  (»comeLne 
geläurige  Vorstellung  zuhüfe  711  nehmen,  E  durch  Lichtstrahlen 
parallel  der  Tangente  in  D  beleuchtet,  ebenso  die  Kugel  durcli 
Lichtstrahlen  von  derselben  Richtung.  Schneiden  wir  dann  den 
Lichtstrahlencylmder,  welcher  E  längs  /  berührt,  durch  die 
Normalebene  (g)'  des  Cy linders,  so  schneidet  diese  Ebene  K 
in  dem  Kreise  (/)  (Fig,  1  a).  Durch  Ümlegung  dieser  Normal- 
ebene  erhalt  man       und  (/)"".  Zwei  entsprechende  Punkte 
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Y""  und  {?)""  werden  parallele  Tangenten  haben  und  P', 
respective  (P/  liefern  (Fig.  1  a). 

Gewöhnlich  ist  folgende  Aufgabe  zu  losen:  Auf  {g)*  sind 
mehrere  (py  gegeben;  die  entsprechenden  P'  sind  zw 
construieren.  Zu  diesem  Zwecke  zeichnet  man  (/)"",  (P)"" 
und  {gY^  und  sucht  nun  P''"  nach  Art.  2  entweder  mitteis  des 
Pbpierstreifens  oder  mittels  unseres  Zickzackzuges. 

Es  ist  auch  vortheilhaft*  die  ganze  Figur  \a\xmO  um  den 
Winkel  a  zu  drehen  und  dann  l'"'  auf     affin  zu  beziehen. 

6.  Wir  wollen  nun  tieier  in  das  Weser,  der  sphärischen 
Abbildung  eindringen  und  zunächst  die  Verwandtschaft  der 
Strahlen  g  und  {g)  im  Bündel  O  betrachten. 

Nach  Art.  ^4.  1  findet  man  zu  dem  gegebenen  \  on  K 
den  entsprechenden  (P)  von  A',  indem  man  zu  elem  durch  P 
gehenden  Durchmesser  g  von  E  die  conjugicrtc  Durchmesser- 
ebene  Y  sucht  und  auf  dieselbe  durch  O  die  Normale  {g)  con- 
stniiert  Weist  man  zwei  so  zusammenhängende  Strahlen  g 
un<i  (^)  einander  als  entsprechend  zu,  so  sind  die  beiden 
conjectiven  Bündel  O  collinear  aufeinander  bezogen; 
4enn  sie  sind  beide  reciprok  zu  dem  Bündel  7.  Die  Doppel- 
strahlen dieser  CoUineation  sind  die  drei  Hauptaxen  OX^  OV, 
OZvonJS. 

Bewegt  sich  P  in  einer  Curve  auf  Ey  so  kann  man  nach 
dem  eben  Gesagten  die  entsprechende  Curve  auf  K  leicht 
finden;  beschreibt  insbesondere  P  einen  Mittelpunkt- 
kegelschnitt von  £,  so  duichläult  (P)  einen  größten 
Kreis  von  A' 

Von  Vortheil  ist  es  mitunter,  die  Siran lenbündel  von  O 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  /.um  Schnute  zu  bringen. 
Sind  u  und  {v)  die  unendlich  fernen  Kegelschnitte  von  E 
und  A'  P  und  (P)  die  Richtungen  von  g,  respective  {g),  so 
müssen  nach  Obigem  P  und  (V)  in  Bezug  auf  «,  respective 
i'  dieselbe  Polare  haben..  Vermöge  der  sphärischen  Ab- 
bildung entsprechen  also  in  der  unendlich  fernen  Ebene  zwei 
i*unkte  einander,  wenn  sie  in  Bezug  auf  «,  respective  (v)  die- 
selbe  Polare  haben,  und  zwei  Geraden  dann,  wenn  sie  in  Bezug 
auf  diese  beiden  Kegelschnitte  (in  richtiger  Weise  genommen) 
«denselben  Pol  haben. 
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Wir  werden  da\  on  wiederholt  Anwendung  machen,  gehen 
aber  jetzt  darauf  nicht  näher  ein,  sondern  betrachten  die 
wichtige  Verwandtschaft      welche  in  jeder  Hauptebene 
durch  die  f  rojecttonen  entsprechender  Punkte  von  E  und 
entsteht 

7,  Betrachten  wir  die  Beziehung  zwischen  P'  und  (P/  in 
der  Ebene  XOY,  so  bemerken  wir  zunächst,  dass  zu  jedem  P' 
zwei  (P)'  gehören,  welche  symmetrisch  in  Bezug  auf  O  liegen 
und  umgekehrt  zu  jedem  (P/  zwei  P'  in  derselben  Lage  zu  0. 
Die  Verwandtschaft  fp  zwischen  den  beiden  ebenen  Feldern  £' 
und  (1/,  welche  wir  als  Träger  der  Punkte  P'.  respective  (P)' 
denken  wollen,  ist  demnach  eine  2,  2-deutige.  Aus  irgend  zwei 
entsprechenden  Punkten  trehen  durch  Spiegelung  an  ÜX  und 
Oy'alsu  auch  an  U  wieder  zwei  entsprechende  Punkte  herv'or; 
die  Verwandtschaft  ^  hat  demnach  zwei  Axen  und 
einen  Mittelpunkt. 

Der  Punkt  Ü  entspricht  sich  selbst;  beschreibt  P'  die  Ge- 
rade ^i^'  aus  O,  so  beschreibt  (P/  die  entsprechende  (g)'  (Art.  3). 

beschreibt  P'  irgendeine  beliebige  Gerade  so 
bewegt  sich  (P/  auf  einem  Kegelschnitte  (//,  der 
seinen  Mittelpunkt  in  O  hat,  dessen  Axen  dann  und 
nur  dann  in  OX^  respective  OY  fallen,  wenn  f*  parallel 
zu  einer  dieser  Axen  ist. 

Beweis:  Wir  können  /'  als  Projection  eines  Kegel- 
schnittes 7*  von  E  betrachten;  wird  aus  O  durch  den 
Kegel  projiciert.  Gemäß  Art.  6  construieren  wir  nun  zu  ^* 
den  collinearen  Kegel  (4»')  und  bringen  denselben  mit  K  zum 
Schnitte.  Wir  erhalten  so  den  sphärischen  Kegelschnitt  (f') 
und  seine  Projection  (/)',  welche /'  entspricht.  Die  Ebene  XOY 
ist  offenbar  Hauptebene  von  tp',  daher  OZ  eine  Axe  desselben 
Kegels:  da  Ebene  XOY  und  Gerade  OZ  bei  der  Colüneation 
sich  selbst  entsprechen,  so  sind  sie  auch  Hauptebene  und  Axe 
des  Kegels  ('{/-j.  Sie  sind  abei-  auci;  emander  cüniui;iert  in 
Fiezug  auf  die  Kugel  A'.  und  daher  wird  der  sphärische  Kegel- 
schnitt (<p=*)  parallel  zu  OZ  durch  einen  Cylinder  2.  Grades  pro- 
jiciert. 

(//  ist  also  ein  Kegelschnitt  mit  O  als  Mittelpunkt,  denn 
die  orthogonale  Projection  irgendeines  sphärischen  Kegel- 
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Schnittes  auf  eine  seiner  Hauptebenen  ist  ein  mit  O  concen* 
irischer  Kegelschnitt 

Ist  f*  aber  parallel  zu  OX  z.  B.,  so 'sind  auch  OXund  OY 
Axen  von  also  auch  von  {^)*,  und  demnach  müssen  die 
Axen  von  (//dann  mit  OX,  respective  OV  zusammen  fallen; 
q.  e.  d. 

Ganz  analog  beweist  man  folgende  Sätze,  indem  man  von 

der  Ebene  auf  E,  respecttve  K  übersieht  und  die  Symmetrie- 

verhäitnisse  der  entstehenden  Ket^cl  des  Bündels  0  Studien. 

Beschreibt  V  irgendeinen  Kegelschnitt  mit  O  als 
Mittelpunkt,  so  beschreibt  fP)' ebenfalls  einen  Kegel- 
schnitt mit  O  als  Mittelpunkt;  dieser  zweite  Kegelschnitt 
kann  auch  ein  Kreis  werden  oder  in  zwei  parallele  Gerade 
zerfallen. 

Beschreibt  (P)'  irg;endeine  Gerade  oder  einen 
Kegelschnitt  mit  0  als  Mittelpunkt,  so  wird  P'  immer 
einen  Kegelschnitt  mit  O  als  Mittelpunkt  beschreiben: 
dieser  Kegelschnitt  kann  dabei  ein  Kreis  werden  oder  in  zwei 
Gerade  zerfallen. 

8.  Alle  diese  Verhältnisse  übersieht  man  auch,  wenn  man 
die  Verwandtschaft  durch  Gleichungen  ausdrückt. 

Bezeichnet  man  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  von  P' 
mit  €  und.iQ,  die  von  (P/  mit  x  undj^,  so  findet  man  durch  ein- 
fache Rechnung  die  gesuchte  Gleichung  der  Verwandtschaft, 
wobei  r  den  Radius  von  iT  bezeichnet: 

_    ^'^y   f 


Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  weiter  folgende 
bemerkenswerte  Resultate: 


X  =z 

y  = 
^  = 
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»E?  L;!bt  in  vier  Kbenc  ai?  außer  0  noch  vier  in  der  Ver- 
wandtschai't  f  sich  selbst  entsprechende  Punkte;  die^ 
selben  liegen  auf  den  Axen  OAT,  respective  OY  in  den  Ab- 

sianüen  ±  y  -  -      -  und  d=  v   ^  • 

Der  Kegelschnitt,  welcher  0-Y  und  OY  zu  Axen  hat  und 
durch  diese  vier  Du|  pelpunkte  hindurchgeht,  entspricht  in  der 
Verwandtschaft  ^  sich  selbst. 

Es  j?ibt  ferner  vier  gerade  Linien  in  I',  welchen 
Kreise  in  entsprechen,  und  zwar  sind  diese  Geraden 
paarweise  parallel  zu  den  Axen  und  folgen  aus  den  Gleichungen 

X'  —  - — -  ,  respective   .   Die  Kreise  selbst 

c-y- 

haben  die  Gleichungen  x'+y^  =z  ^  .  respective  = 
_       g«r«  . 

In  (1/  gibt  es  cbcnüills  vier  Gerade 
=  ; ,  respective — 


fr*  d*  \ 

w  e  1  c  h  e  n  K  r  e  i  s  e  ^.r^        =     —  ,  respective    +y-  =:  I 

in  entsprechen. 

Ferner  gibt  es  einen  Kreis  (a?*-^^*  =  ö-h-Z^-)  in  1',  welchem 

/  C'l-  \ 

ein  Kreis  uf*+v*  =     ,  ,    ,  ,  in  (2/ entspricht.« 

\  >.  -[u--hb-—u-b'^] : 

X'on  allen  diesen  constructiv  recht  verwendbaren  Resultaten 
wollen  wir  eines  in  Worten  ausdrücken: 

Der  Polaren  eines  jeden  Brennpunktes  von  5,  be- 
züglich 5,j  entspricht  in  (-/ein  Kreis  ni ;  i  O  als  Mittel- 
punkt, was  man  auch  unschwer  ohne  Rechnung  nachweisen 
kann. 

9.  Aus  den  Gleichungen  2)  können  wir  noch  einige  für 
uns  wichtige  Resultate  ziehen : 

Es  gibt  auf  E  eine  Curve  deren  sphärisches 
Bild  der  unendlich  ferne  Kugelkreis  (v)  ist,  ebenso 
befindet  sich  auf  K  eine  Cur\'e       welche  das  sphärische  Bild 
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des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  u  von  E  darstellt,  v  und  (u) 
sind  Curven  4.  Ordnung  I.Art;  denn  die  Projection  von  v  aus  O 
auf  die  unendlich  ferne  Ebene  mu§s  (nach  Art.  0)  jener  Kegel* 
schnitt  sein,  welcher  die  Polarfigiir  von  (v)  bezüglich  «  dar- 
stellt; Jie  Projection  von  (//)  auf  dieselbe  Ebene  wird  gegeben 
durci»  jenen  KegeLsciiniU,  welcher  u  bezüglich  t^i*)  polar  ent- 
spricht. 

Die  Gleichungen  der  Projectionen  von  dt)  und  v  auf  die 
Hauptebenen  ergeben  sich  sofort  aus  Gleichung  2),  und  zwar 
wird  die  Gleichung  von  v'  sein: 

a*b'—b\a--'C-)x'—u\ö'—c')y  -  0.  3) 

Denn  liegt  P'  auf  v',  genügen  also  seine  Coordinaten  i 

und  7^  der  Gleichung  3),  so  muss  (P)'  (mit  den  Coordinaten  x 
una  vj  ic^  l.'ncnJlichc  lallen,  was  nach  Gleichung  2)  stimmt. 
v'  ist  also  auch  jener  Kegelschnitt,  der  von  P'  beschrieben 
wird,  falls  (P/  die  unendlich  ferne  Gerade  durchläuft. 

Durch  cyclische  Vertauschung  von  .Vyy,z  und  a,  ^,  t  findet 
man  von      und  v'"  nämlich: 

c*a'—a'ic'—b^)  z'-c^{a'—b'-)x'^  =  0  ) 

Aus  analogen  Betrachtungen  folgen  die  Gleichungen  der 
Projectionen  {^n/,  {uf,  {lif  von 

(c^—b^)  'j^-hia^—b')x^'¥b^r^  =  0  ) 

('// /  z.  B.  stellt  dabei  jenen  Kegelschnitt  dar,  den  (P/ 
beschreibt,  wenn  P'  die  unendlich  ferne  Gerade  durchläuft. 

10.  Die  besonders  wichtige  Curve  u  auf  E  wollen  wir 
weiter  noch  auf  synthetischem  Wege  untersuchen.  Zu- 
nächst müssen  wir  aber  folgenden  Hilfssatz  vorausschicken: 

Sei  eine  Fläche  zweiten  Grades,  «a  eine  Ebene,  O  ihr 
Pol  bezüglich  F',  (v)  ein  Kegelschnitt  in  ta  und  u  der  in  «o 
liegende  Kegelschnitt  von  F*. 
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•  Legt  man  nun  durch  irgendeine  Tani^e- *e  t  von  (v)  eine 
Tangentiaiebene  an  welche  F*  in  B  berühren  möge.  S(» 
schneidet  die  Gerade  OB  die  Ebene  m  in  einem  Funkte  T, 
weicher  der  Pol  von  /  bezüglich  ii  sein  muss;  denn  /  und  OT 
sind  reciproke  Polaren  bezüglich  F'.  Legt  man  durch  sämmt* 
liehe  Tangenten  von  (v)  die  Tangentialebenen  von  F*,  so 
werden  die  Berührungspunkte  dieser  Tangentialebenen  aus  O 
auf «»  in  einen  Kegelschnitt  projiciert,  der  die  Polarßgur  von  (v) 
bezüglich  «  ist.« 

11.  Ist  nun  V  jene  Curve  auf  E,  deren  sphärisches  Bild  der 
unendlich  lerne  Kugelkieis  (v)  ist.  so  sicii:  [üan  /.uiuicii^:  ein. 
dass  die  Tangentialebene  \  l-"-  m  jedem  Punkte  von  v  durch 
die  entsprechende  Tangente  von  (u)  gehen  nuiss.  Die  Tangen- 
tialebenen in  zAvci  entsprechenden  Punkten  P  und  (P)  von  E, 
respective  A'  sind  nämlich  parallel,  haben  daher  dieselbe  unend- 
lich ferne  Gerade,  welche  hier  eine  Tangente  von  (v)  sein  wird, 
da  (P)  sich  auf  {v)  bewegt. 

V  kann  auch  erhalten  werden,  indem  man  die  gemein* 
schaftiichen  Tangentialebenen  an  F*  und  den  unendlich  fernen 
Kugelkreis  (v)  legt  und  deren  Berührungspunkte  mit  F*  be- 
stimmt Die  gemeinschaftliche  Devellopable  von  (t^)  und  F'  hat 
aber  bekanntlich  noch  drei  weitere  Doppeicurven,  nämlich  die 
Focalkegelschnitte  von  F*.  v  kann  also  auch  erhalten  werden, 
indem  man  durch  die  Tangenten  irgendeines  dieser  Focal- 
kegelschnitte die  Tangentialebenen  an  F*  legt  und  deren 
Berührungspunkte  sucht.  Nach  Art.  9  muss  also  die  Pro- 
jection  von  v  aul  die  Hauptebene  iit  die  Pulariigur 
des  in  dieser  Hauptebene  befindlichen  Focalkegel- 
schnitte bezüglich  .s;,  sein,  ein  Resultat,  welches  sich 
auch  aus  Gleichunix  3)  ergibt. 

Wir  bemerken  noch,  dass  v  als  Krümmungsiinie  von  K- 
angesehen  werden  kann,  worauf  wir  später  noch  zurück-- 
kommen  werden. 

('  ist  für  alle  reellen  F*  imaginär,  hat  aber  trotzdem  zwei 
reelle  Projectionen.  (»)  ist  reell  bei  den  Hyperboloiden;  beim 
EUipsoid  ist  (if)  imaginär,  hat  aber  trotzdem  auch  zwei  reelle 
Projectionen. 
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12.  Nachdem  wir  in  der  Ebene  des  Hauptschnittes  außer 
und  (53)  noch  zwei  besonders  wichtige  Kegelschnitte  v' 
und  (uy  kennen  gelernt  haben,  liegt  der  Gedanke  nahe,  die 
Verwandtschaft  zwischen  P'  und  (P)'  mit  Hilfe  dieser  Kegel- 
schnitte zu  construieren  und  dabei  die  Gleichungen  2)  zu 
benützen. 

Durch  einfache  Rechnung  ergibt  sich  aus  diesen  Gleichun- 
gen Folgendes:  Ist  p  die  Polare  von  P'  (mit  den  Coordinaten 

bezüglich  v',  sind  6,  respectiveAdie  Abstände  der  Punkte  P'» 
respecttve  O  von  so  sind  die  Coordinaten  x,y  des  Punktes  (P)' 
;;egeben  durch 

er  .  A 

*  =  -^-\  5 

_  > 

er  'A 

FHT 

Sind  ferner  q  die  Polare  von  P'  bezüglich  (//)',  dann  S,, 
respective  ^,  die  Abstände  der  Punkte  (P)',  respective  O  von  q, 
so  bestehen  die  Gleichungen: 


Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 

13.  Die  2y  2-deutige  Verwandtschaft  9  lässt  sich  noch  von 
einer  anderen  Seite  her  betrachten:  Quadriert  man  nämlich  die 
Gleichung  2)  beiderseits,  so  bemerkt  man,  dass  dann  nur  die 

Quadrate  der  Coordinaten  der  Punkte  P'  und  (P)'  vorkommen. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  iib 
mit  u  und  v,  die  Coordinaten  eines  Punkten  einer  zweiien 
Ebene  AB  mit  U,  V,  und  weist  man  zwei  Punkte  von 
und  AB  einander  zu,  wenn  U :  V  —  u'^ :  r^,  so  ist  zwischen  den 
Ebenen  und  AB  eine  quadratische  Verwandtschaft  «j»  her- 
gestellt, deren  nähere  Untersuchung  leicht  fällt. 
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Stehen  iiun  die  i'unkic  Jci  übu;.c  uö  m  «jcr  tiuri.h  Jic 
Gleichiuigcji  2)  definierten  Verwandtschaft  »p.  so  ist  dadurcii 
auch  eine  X'crwandtschal't  zwi.schcn  den  Punkten  von  AB  her- 
f^estellt,  und  zwar  o!Tenbar  eine  collincare;  also;  Die  \'er- 
wandtschaft  9  wird  durch  die  Verwandtschalt  <|»  in 
eine  collineare  übergeführt, 

14.  Wir  können  die  sphärische  Abbildung  des  i  Jhpsoidesü 
noch  auf  eine  zweite  bemerkenswerte  Art  construieren  (Art. 

Wir  polarisieren  E  in  Bezug  auf  unser  K  und  erhalten 
dadurch  ein  neues  Ellipsoid  Wenn  wir  nun  jedem  Punkte 
Pvon  £  jenen  Punkt  von  J?,  zuweisen,  in  welchem  die  Polar- 
ebene 7c  von  P  bezüglich  das  Ellipsoid  berührt,  so  ist 
dadurch  im  Kaume  eine  affine  Verwandtschaft  festi^clegt. 

Jeder  Kbcne  ot,  welche  E  nach  dem  Kegelschnitte  's 
schneidet,  entspricht  infolt^c  unserer  Zuweisuni;  ein  Kegel- 
schnitt 'J,  und  damit  eine  I*^hene  a,.  Dreht  sicli  7.  um  eine 
Cierade,  so  dicht  sich  a,  zufolge  der  i*olareigenschaften  auch 
um  eine  Gerade.  Die  beiden  Räume  sind  daher  collinear  auf- 
einander bezogen,  sie  sind  aber  aucii  aftin,  weil  /:  und  E^  ci>n- 
centrisch  sind,  also  die  unendlich  ferne  Ebene  in  dieser  \*er- 
wandtschaft  sich  selbst  entspricht. 

Aus  dem  affinen  Ellipsoide  E,  erhalt  man  die  sphänsche 
Abbildung  von  indem  man  die  Punkte  von  E^  aus  O  auf  K 
projiciert. 

15.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  sphärischen  Abbildung 
der  Krümmungslinien  einer  Fläche  zweiten  Grades. 

Dieselben  sind  bekanntlich  als  Schnitt  zweier  confocaler 
Flächen  zweiten  Grades  Curven  vierter  Ordnung  erster  Art 
und  werden  aus  O  durch  Kegelflächen  zweiten  Grades  pro- 
jiciert,  welche,  wie  wir  sofort  nachweisen  werden,  eine  Schar 
bilden,  d.  Ii.  welche  vi  e  r  g  e  111  e  i  nsc  h  ui  i  i  i  c  ii  e  1  a  n  gc  n  t  i  al- 
ei^enen  besitzen: 

Jede  Tani^ente  der  Krümmungslinie  hat  nämlich  (Art.  A,  "J.  t 
viie  Eigenschalt,  auf  ihrer  conjugicrten  Tangenie  •senkrecht  zu 
stehen,  und  umgekehrt  berührt  jede  Tangente  der  Kiäche. 
welche  auf  ihi  er  CDnjugierten  normal  steht,  eine  Krümmungs- 
linie der  Flache. 
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In  jeder  der  beiden  Scharen  geradliniger  Erzeugenden 
einer  F-  gibt  es  nun  vier  Gerade,  welche  den  unendlich  fernen 
Kugelkreis  trelYen,  aisu  .Minimalgerade  (Gerade  von  abso- 
luier  i<ichtLing)  sind.  Dieselben  haben  bekannilich  die  iür  uns 
wiciitige  Eigenschaft,  in  jedem  ihrer  Punkte  auf  sich  selbst 
senkrecht  zu  stehen,  un.!  da  sie  außerdem  ats  Erzeugende  der 
Fläche  sich  selbst  conjugiert  sind,  so  sind  sie  also  in  jedem 
ihrer  Punkte  Tangente  einer  Krümmungstinie  der  Fläche.  Jede 
Krümmungslinie  der  Fläche  muss  daher  diese  Mini- 
malgeraden berühren.  Jede  Kegelfläche,  welche  eine  Krüm- 
mungslinte  von  F^  aus  O  projiciert,  muss  also  die  vier  Ebenen 
berühren,  welche  O  mit  den  unendlich  fernen  Geraden  i.,, 
ly  .  j  \  erbinden,  wobei  /j,  t^,  /g,  die  Tangenten  an  den  unendlich 
fernen  Kegelschnitt  u  von  F^  in  seinen  Schnittpunkten  1,  2,  3,  4 
mit  (t  »  sind. 

Die  l'ruj  ectioii  c  der  Krümmungsimicn  a.us  (  >  auf 
die  unendlich  ferne  Ebene  bilden  demnach  eine  Kegel- 
schniiUächar  Sj  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  tf,  i^,  t.^,  t^', 
u  gehört  dieser  Schar  an  und  kann  daher  als  Krümmungslinie 
von  V'  betrachtet  werden. 

Um  jetzt  die  sphärischen  Bilder  der  Krümmungslinien  zu 
erhalten,  gehen  wir  nach  Art.  6  vor:  Wir  polarisieren  5,  an  v. 
erhalten  dadurch  das  Büschel  ß  mit  den  Basispunkten  1, 2, 3, 4; 
diesem  Büschel  gehören  u  und  (v)  an.  Nun  polarisieren  wir  B 
an  (tr),  wodurch  wir  eine  Schar  iS^  mit  den  gemeinsamen  Tan- 
genten    ty,        in  1, 2»  3, 4  an  (v)  erhalten. 

Projiciert  man     aus  O  auf     so  erhält  man  schon  die 
sphärischen  Bilder  der  Krümmungslinien  der  F';  (v)  gehört  I 
auch  iSj  an,  daher  ist  v  eine  Krümmungslinie  von  F', 
wie  früher  (Art.  B,  1 1.)  behauptet  wurde. 

Jeder  Schnittpunkt  (P')  der  vier  Tangenten  t,,  t.,,  t, 
lielert  mit  O  verbunden  eine  Focalaxc  jeder  Kcgelllachc  der 
Schar  S^.  Diese  Eegeillächen  sind  also  confocal. 

Nach  Art.  ü  ist  (P)  das  sph.nrische  Bild  jene>  Punkten  P. 
welcher  in  Bezug  auf  //  dieselbe  Polare  hat,  wie  (P)  in  Bezug 
auf  (z');  (P)  ist  also  das  sphärische  Bild  eines  Kreispunktes  der 
Fliiche.  Wir  können  demnach  behaupten :  Die  sphärischen 
Bilder  der  Krümmungslinien  einer  F-  sind  confocale 
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sphärische  Kegelschnitte,  deren  pemeinschaltliche 
Brennpunkte  die  sphärischen  Bilder  der  Kreispunkte 
darstellen.* 

K*^  sei  noch  bemerkt,  dass  das  Büschel  der  Kegelflächen, 
welches  aus  0  projiciert.  concyclisch  ist,  d.  h.  von  zwei 
verschiedenen  Scharen  paralleler  Ebenen  nach  Kreisen  ge- 
schnitten wird. 

16.  Der  im  vorigen  Artikel  benützte  Satz  lässt  sich  auch 
projectiv  veraDgemeinern  und  liefert  dann  folgenden  neuen  Satz: 

Gegeben  sei  eine  Schar  Flächen  zweiten  Grades 
mit  dem  gemeinschaftlichen  Poltetraeder  PiP^Ps^v 
Schneidet  man  eine  dieser  Flächen  F'  mit  allen 
übrigen  und  projiciert  die  so  entstehenden  Schnitt- 
curven  aus  dem  Punkte  P|  2.  B.,  so  erhält  man  Kegel- 
flächen zweiten  Grades,  welche  eine  Schar  bilden. 
Die  vier  gemeinsamen  Tangentialebenen  dieser  Schar 
berühren  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem  m  der 
KbeneP.P^P^  liegenden,  zur  Flächenschar  gehörigen 
Kegelschnitte. 

Den  S;it/  sieht  man  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Schnittlinie  vier  Tangentuilebenen  m  zwei  unendlich  be- 
nachbarten Punkten  einer  Fläche  immer  eine  Tangente  der 
Fläche  ist,  geradeso  wie  die  \'erbindungslinie  von  zwei  unend- 
lich benachbarten  Punkten  der  Fläche  eine  Tangente  derselben 
darstellt. 

Aus  dem  eben  erwähnten  Satze  liefie  sich  auch  das  Haupt- 
resultat des  vorigen  Artikels  ableiten,  ohne  Zuhilfenahme  der 
Minimalgeraden. 

17.  Aus  der  sphärischen  Abbildung  der  Krümmungslinicn 
ergeben  sich  unmittelbar  viele  Sätze  über  die  Krümmungslinien 
der  F». 

Der  Winkel  zwischen  den  Normalen  zweier  Punkte  der  F* 
ist  nämlich  derselbe  wie  der  Winkel  zwischen  Jen  Normalen 
der  sphärischen  Bilder  der  Punkte.  Die  Tangenten  der  Krüm- 
mungslinien von  F-  Mnd  parallel  zu  den  Tangenten  ihrer 


1  Dic^^tr  Satz  steht  schon,  analytisch  bewiesen,  in  Darboux,  »Surfacc«, 
tonne  1,  p.  237. 
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sphärischen  Bilder  (Art  A,  2.).  Jedem  Mittelpunktskegelschnitt 
Ton  entspricht  als  sphärisches  Bild  ein  größter  Kreis  und 
umgekehrt.  Vier  Tangenten  von  F'  bilden  ein  harmonisches 
Büschel,  wenn  ihre  entsprechenden  Tangenten  auf  K  ein 
hannonisches  Büschel  bilden  und  umgekehrt.  Hält  man  dies 
fesl,  so  kann  man  viele  Sätze  der  sphärischen  Kegelschnitte 
sofort  auf  die  Krümm ungsl inten  der  F*  übertragen,  z.  B,: 

a)  Die  Summe  oder  Differenz  der  Winkel,  welche 
die  Normale  e  i  n  es  b  c  vv  cgi  ic  h  e  n  1' u  n  k  Icb  cm  und  der- 
•^elben  Krümmungslinie  mit  den  Normalen  in  den 
Kreispunkten  der  Fläche  bildet,  ist  für  alle  Punkte 
dieser  Krümmuni^sünie  constant. 

J;)  Legt  man  durcri  einen  beliebigen  l^unkt  P  einer 
Krümmungslinie  Mittelpunktskegelschnitte  nach  den 
Kreispunkten  der  Fläche,  so  halbieren  die  Krüm- 
niungslin  ien  im  Punkte  P  den  Winkel  zwischen  diesen 
beiden  Kegelschnittentangenten. 

Wir  erwähnen  der  Kürze  halber  nur  diese  zwei  Sätze; 
dieselben  scheinen  trotz  ihrer  Einfachheit  unbekannt  zu  sein, 
tt'enigstens  finden  sie  sich  nicht  in  dem  ausführlichen  Lehr- 
buche der  Raumgeometrie  von  Salmon-Fiedler.  Der  zweite 
Satz  lässt  sich  übrigens  leicht  rein  geometrisch  beweisen,  wie 
wir  im  folgenden  Artikel  kurz  zeigen  wollen:  damit  ist  unser 
Hauptsalz  über  die  sphärische  Abbilduni;  der  Krümmungs- 
Iinien  von  neuem  erwiesen  und  außerdem  gezeigt,  dass  man 
^ie  Krümmungslinien  der  F-  aus  ihrer  sphärischen 
Abbildung  definieren  und  constriictiv  behandeln 
^ann,  ohne  die  Theorie  der  conlocalen  heran- 
zuziehen. 

18.  Sind  nämlich  x,  und  x,,  zwei  Kegelschnitte  von  F^,  so 
^hneiden  sie  einander  in  zwei  Punkten  A  und  liegen  also 
doppelt  perspectiv,  d.  h.  es  gibt  zwei  Kegelflächen  mit  den 
Spitzen  X  und  Y,  welche  sie  ineinander  projicieren.  Sind  x 
und  y  die  durch  A  gehenden  Erzeugenden  der  Kegelflächen, 
so  siebt  man  leicht  ein,  dass  x  und  y  nicht  nur  hinsichtlich 
Mmdem  auch  in  Bezug  auf  das  Ebenenpaar  X|X,  harmonisch 
conjugiert  sind  Man  erkennt  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  als- 
bald, wenn  man  eine  Gerade  g  parallel  und  unendlich  nahe  der 

d.  mAthem.  natum.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  5 
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Tangentialebene  in  A  annimmt  und  die  Involution  betrachtet, 
welche  das  Flächenbüschel  v.^■A.^  auf  ^  ausschneidet 

Sind  nun  Xj  und  Mittelpunktskegelschnitte  von  F^  so 
liegen  X  und  Y  unendlich  fem.  Gehen  x,  und  Xg  außerdem 
durch  je  zwei  Kreispunkte  7v',ä.', .  respective  A',  A', ,  so  beweist 
inan  leiciu,  dass  4,  und  y  aufeinander  senkrecht  stehen 
müssen,  also  (da  sie  auch  in  Bezug  auf  F-  conjugiert  sind) 
Tangenten  der  Krüniinungslinien  durch  A  sind. 

I^amit  ist  Satz  des  v<»n^en  Artikels  direct  bewiesen:  aus 
demselben  folgt  aber  (Art.  A,  2,  3)  sofort  unser  Hauptsatz  über 
die  sphärische  Abbildung  der  Krümmungshnten. 

C. 

1.  Kür  die  Hyperboloide  gelten  die  im  vorigen  Abschnitte 
für  das  EUipsoid  entwickelten  Formeln  ausnahmslos,  wenn  man 
statt  a,  b,  c  die  richtigen,  eventuell  imaginären  Zahlenwerte 
setst.  Auch  die  übrigen  Sätze  über  die  Curven  («)  und  über 
die  Krümmungslinien,  die  Verwandtschaft  im  Bündel  und 
ebenen  Felde  bleiben  erhalten,  nur  die  Realitätsverhältnisse 
sind  mitunter  andere.  Wir  wollen  daher  im  folgenden  kurz 
darauf  eingehen. 

'1.  Da  das  Hyperboloid  H  einen  recUen  ui. endlich  feinen 
Kegelschnitt  //  besitzt,  so  ist  (/<)  minier  reell  (Art.  9),  die 
Projectionen  («)',  {n)"'  von  \n'\  zeichnet  man  entweder 
nach  Gleichung  4*  oder  ueniäti  der  geomeinschen  Bedeutung 
von  {u).  Man  braucht  nur  in  den  Hauptebenen  von  H  die 
Normalen  auf  die  Asymptoten  zu  zeichnen  und  mit  A'  zum 
Schnitte  zu  bringen,  um  schon  die  Axen  der  Frojectionen 
von  («)  zu  erhalten. 

3.  Die  sphärischen  Bilder  der  Krümmungslinien  von  H 
sind  nach  Art  15  sphärische  Kegelschnitte  mit  gemeinschaft- 
lichen Brennpunkten,  welche  Bilder  der  Kreispunkte  von  H 
sind.  Beim  einschaligen  Hyperboloid  gibt  es  zwar  keine  reellen 
Kreispunkte,  wohl  aber  zwei  reelle  Verbindungslinien  von  vier 
solchen  lenkten;  diesen  Verbindungslinien  entsprechen  (Art. 
B,  6)  im  Bündel  O  colHnear  zwei  reelle  Gerade,  welche  unsere 
Bildkugel  in  reellen  Punkten  schneiden.  Diese  vier  imaginären 
Kreispunkte  von  H  haben  al>o  reelle  sphärisciie  Bilder. 
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Ist  Überhaupt  g  eine  Gerade  durch  0,  so  haben  die  Schnitt- 
punkte von  g  mit  H,  mögen  sie  reell  sein  oder  nicht,  stets  reelle 
sphärische  Bilden 

Das  sphärische  Bild  von  H  bedeckt  also  die  ganze  Kugel, 
wenn  man  sich  nicht  auf  den  reellen  Theil  von  H  allein 
beschrankt.  Betrachtet  man  aber  nur  den  reellen  Theil  von 
so  gilt  Folgendes:  Die  Curve  {u)  theilt  K  in  drei  Theile,  in  zwei 
Kugelhauben  und  eine  Kugelzone.  Die  sphärische  Abbildung 
des  zweischaligen  Hyperboloids  bedeckt  nur  die  beiden  Kugel- 
haubcii,  die  sphärische  .Vbbildung  des  einschaligen  Hyper- 
boloids bedeckt  die  Kugelzone. 

Consiruiert  man  nun  zu  dem  einschalij^cn  Hyperboloid 
ein  zweischaliges  mit  demselben  .Asymptoienkegel,  wobei  also 
jede  Fläche  die  imaginärp rojection  der  anderen  für  O  als 
Centrum  darstellt,  so  bedeckt  die  sphärische  Abbildung  dieser 
beiden  Flächen  zusammen  die  ganze  Kugel,  und  die  sphäri- 
schen Bilder  der  Krümmungstinien  der  beiden  Flächen  ergänzen 
einander  zu  vollständigen  sphärischen  Kegelschnitten. 

4.  Jede  Erzeugende  einer  Regelfläche  ist  Träger  eines 
Tangentialebenenbüschels.  Die  sphärischen  Bilder  aller  Punkte 
dieser  Erzeugenden,  also  das  sphärische  Bild  der  Erzeu- 
genden selbst  ist  daher  jener  größte  Kreis  von  A'  der 
auf  der  Erzeugenden  senkrecht  steht. 

Die  sphärischen  Bilder  der  Erzeugenden  des  einschaligen 
Hyperboloids  werden  also  größte  Kreise  sein,  welche  (//)  in 
zwei  Punkten  berühren;  letztere  Punl<te  sind  dabei  Bilder  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  Erzeugenden.  Jede  Erzeugende 
dcT  ersten  Schar  von  H  w  n  d  dasselbe  Bild  haben,  wie  die 
parallele  Gerade  der  zweiten  Schar. 

ö.  Das  einschalige  Hyperboloid  H  hat  zwei  Strictions- 
linien'  und  S,;  es  tritt  die  Aufgabe  an  uns  heran,  ihr 
sphärisches  Bild  zu  construieren.  Der  Kürze  halber  wollen  wir 
nur  das,  übrigens  leicht  zu  beweisende»  Resultat  angeben: 

Zieht  man  durch  O  in  den  Tangentialebenen  des  Asym- 
ptotenkegels A  von  H  Normale  auf  die  zugehörige  Erzeu- 

>  Siehe  A.  Adler,  Über  Slrictionslinien  der  RegelOächeii,  diese  Sitzungs- 
bericbte.  1882  und  A.  Adler»  Ober  Raumcurven  4.  Ordnung  3.  Art,  diese 
SiUungsbericbte,  1882. 

5* 
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genden  von  A.  so  erhält  man  eine  Kegeltläche  Ä'*  vierter 
Ordnung  dritter  Classe  mit  drei  Doppelinflexionsgeraden  in 
den  Axen  von  H.  A'*  schneidet  die  Kugel  A'  schon  in  einer 
nicht  zerfallenden  Curve,  welche  das  Bild  von  .Si  und 
darstellt. 

Derselbe  Kegel  schneidet  H  in  zwei  Raumcurven 
vierter  Ordnung  zweiter  Art;  dieselben  sind  offenbar  die  Fu6- 
punktcurven  der  Normalen,  welche  man  von  0  auf  die  Erzeu- 
genden von  H  fällen  kann. 

6.  Zum  Schlüsse  unserer  Betrachtung  über  die  sphärische 
Abbildung  der  Hyperboloide  müssen  wir  noch  die  für  con- 
structivc  Zwecke  so  wichlii^e  Beziehung  zwischen 
den  Projectionen  zweier  entsprechender  Strahlen  ^ 
und  (g)  durchnehmen  (Art.  B,  2), 

Wir  landen  die  liezieiumg  zwischen  ^'  und  i^)'  (Fig.  1) 
gegeben  durch  die  Gleichung 

tg  C«)  =  ^  tg  a.  1) 

Die  Gleichung  wurde  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet, 
dass  der  Hauptschnitt  eine  Ellipse  sei.  Die  Gleichung  gilt 
aber  auch  selbstverständlich,  wenn  eine  Hyperbel  oder 
imaginär  (nuUtheilig)  wird;  im  ersteren  Falle  ist  dann  eine 
der  beiden  Größen  a,  b  imaginär»  im  letzteren  Falle  sind  es 
beide. 

Da  Gleichung  1)  nur  die  Quadrate  von  a*  und  &•  enthält, 

so  ergibt  sich  nun  folcende  Constructionsregel:  »Man  con- 
struiere  zunächst  die  z  u  e  n  t  s  p  re  c  h  e  ful  e  deriide 
geradezu,  wie  wenn  die  Ellipse  mit  den  reellen  Axen 
iV,  fr  H  auptschnitt  wäre  (Fig.  1).  Ist  nun  eine  der  beid  en 
.Axen  imagin.är,  so  zeichne  man  zu  dem  S')  i;efundeiit  n 
Resultate  das  Spiegelbild  an  der  reellen  Axe  und 
weise  erst  dieses  dem  gegebenen als  entsprechend 
zu«.  Sind  beide  Axen  imaginär,  so  braucht  man  an  dem  zuerst 
gefundenen  Resultate  nichts  zu  ändern. 

Analog  sucht  man  respective  (g'f  und  bestimmt  deren 
Schnittpunkte  mit  H,  respective  K  unter  Benützung  afßner 
Beziehungen. 
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D. 

Wir  wollen  nun  die  Anwendung  des  Vorgetragenen  für 
die  Zwecke  der  darstellenden  Geometrie  besprechen.  Mit 
Rücksicht  auf  das  bereits  Durchgenommene  und  den  Ort  der 
Publicatton  müssen  wir  uns  aber  nur  auf  Andeutungen  be- 
schränken. 

1.  Zunächst  sieht  man  folgenden  Satz  unmittelbar  ein: 
Die  sphärischen  Bilder  der  Isophoten  einer  beliebigen 
Fläche  sind  bei  paralleler  Beleuchtung  die  Isophoten 

fLichtgleichen)  der  Bild kugel  bei  derselben  Beleuch- 
tung also  Kreise. 

Das  Isophütenproblem  kann  also  für  alle  Flächen  leicht 
gelöst  werden,  für  weiche  die  constructive  Durchführung  der 
sphärischen  Abbildunt;  nicht  compliciert  ist.  Es  kommt  dabei 
noch  ein  günstiger  Umstand  hinzu.  Die  Lichtstrahlen  werden 
nämlich  von  ganz  bestimmter  Richtung,  gleich  geneigt  gegen 
Grundriss,  Aufriss  Und  Kreuzriss  angenommen.  Die  Projectionen 
d«r  Kugelisophoten  sind  dann  in  allen  drei  Projectionsebenen 
congruente  Figuren.  Es  kann  daher  ein-  für  allemal  eine 
derartige  Projection  J  verzeichnet  werden  und  zur  Benützung 
für  die  verschiedenen  Flächen  vorliegen. 

Bei  Mittelpunktsflächen  F>  zweiten  Grades  kann  man  jetzt 
so  vorgehen:  Man  zeichne  die  Axen  von  F'  in  J  ein  und 
bestimme  nach  Fig.  1  zunächst  die  Isophotenpunkte  der  Haupt- 
schnitte von  F*  Falls  dies  nicht  genügt,  so  schneide  man 
noch  J  durch  zwei  \erticalc  Ebenen  in  verschiedenen  Qua- 
cr^i^Ltn  (etwa  durch  den  hellsten  Punkt  von  7)  und  construiere 
die  entsprechenden  Punkte  von  F^,  Man  darf  dabei  nicht  ver- 
gessen, dass  jedem  V  zwei  (?)'  und  umgekehrt  entsprechen, 
wodurch  die  Construction  erleichtert  wird.  Auch  die  in  Art.  ^,8 
entwickelten  Sätze  wendet  man  oft  mit  V'ortheil  an.  Bei  einem 
Vorgelegten  Hyperboloide  zeichne  man  {lii  auf  J,  was  nach 
dem  Vorgetragenen  auf  das  einfachste  geschehen  kann;  aus 
(»  /  ergeben  sich  die  Lichtgleichen  des  AsympTtotenkegels  und 
4amit  schon  die  Asymptoten  der  Lichtgleichen. 

Ist  J  nicht  zur  Benützung  vorhanden,  so  wendet  man  die 
CoUineation  im  Bündel  O  (Art.     6)  vorttieilhaft  an.  Es  ist 
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dabei  passend,  das  Bündel  O  mit  einer  zur  Ijchtsu ahlcn- 
richlun^  senkrechten  b^bene  zum  Schnitte  zu  bringen  oder  mit 
einer  zu  einer  Hauptebene  parallelen  Ebene.  Die  Vervoil- 
stiindigung  der  dabei  auftretenden  coliinearen  oder  affinen 
Felder  geschieht  praktisch  c:enommen  am  besten  nach  der 
Art.  B,  2  erwähnten  Methode  Finsterwaldners. 

Bei  Benützung  der  Tafel  J  ist  unsere  Methode  beträchtlich 
kürzer  als  die  gewöhnlich  angewendeten.  Wendet  man  J  nicht 
an*  so  sind  unsere  Constructionen  nicht  complicierter  als  die 
besten  der  gebräuchlichen,  ja  vielfach  mit  ihnen  überein- 
stimmend, wie  es  ja  anders  nicht  sein  kann. 

2.  Die  Summe,  respecttve  die  Differenz  der  sphärischen 
Entfernungen  ir^»endeines  Punktes  (P)  eines  sphärischen 
Kegelschnittes  von  seinen  Brennpunkten  (K^)(K.,)(K^)(K^) 
ist  bekanntlich  constant.  Aus  dieser  Definition  lolgt  dse  con- 
sirucii\c  Behandlung  der  sphärischen  Kegelschnitte  auf  das 
eintachsle: 

Wird  A'  auf  die  Ebene  der  ßicnnpunkte  orthogonal  pro- 
jiciert,  so  erhalt  man  Fig.  2.  Ist  nun  (P)  ein  beliebiger  Punkt 
des  sphärischen  Kegelschnittes,  so  bestimmt  man  die  wahre 
Länge  der  sphärischen  Abstände  von  (P)  bis  (A'j).  respective 
(Aj)  durch  Umklappen  in  die  Zeichenfläche,  wodurch  man  die 
Punkte  (P\  und  (P),  erhält.  Es  muss  dann  (Fig.  2): 

arc(P),(A',)-+-arc  (,P),(Ag)  =  Const  =  arc  (^)(^) 

sein. 

Daraus  kann  man  leicht  beliebig  viele  Punkte  unseres 
Kegelschnittes  leicht  finden,  insbesondere  aber  jeden  der  Punkte 

{A)(C)(P}ili),  wenn  einer  von  ihnen  gegeben  ist. 

Man  kann  aber  auch  aul  eine  cnilachc  Art  die  'l  angen  Le 
in  (P)  construie re n:  Zieht  man  nämlich  in  iP),  und  (P),  die 
Tangenten  /j  und  an  J^n  Uinrisskreis,  uägt  auf  denselben 
die  crleichen  Strecken  s  auf  und  zieht  durch  die  Endpunkte 
vli(-  -er  Strecken  parallele  Geraderi  zu  (l*)i(P)  und  fP)2(P),  wo- 
durch man  das  Parallelogramm  (P)123  erhält  (Fig.  2),  so  ist 
schon  die  durch  (P)  gehende  Diagonale  die  gesuchte  Tangente, 
wie  man  wohl  sofort  einsieht. 
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Dies  Wenige  aus  der  'i'heorie  der  «iphärischen  KeL;ol- 
-chnitte  genügt,  um  auf  Grund  des  Vorhergehenden  sämnu- 
iiche  Constructionsaufgaben  über  Krümmungslinien 
der  f*  leicht  lösen,  insbesondere  die  ganze  Theorie  der  Krüm- 
mungslinien  aufbauen  zu  können.  Da  z.  B.  die  Projectionen 
der  sphärischen  Kegelschnitte  auf  die  Hauptebenen  KegeU 
schnitte  sind,  so  müssen  (Art.  Bf  7)  auch  die  Projectionen  der 
Krümmungslinien  auf  dieselben  Ebenen  Kegelschnitte  sein;  die 
Axen  letzterer  Kegelschnitte  bestimmt  man  dabei  auf  das  ein- 
fachste aus  (A),  (B),  (C). 

Viele  Aufgaben  über  die  Krümmungslinien  der  F*  kann 
man  nach  unserer  Methode  besonders  einfach  lösen,  z.  B.  gleich 
die  folgende  Aufgabe:  Gegeben  sei  ein  Punkt  P  von  F-. 
Es  sind  die  Richtungen  der  K ]•  ü m m u n g s  1  i n i c n  in 
diesem  Punkie  zu  bestimmen  und  die  Krümmungs- 
linien selbst  zu  verzeichnen.  Die  Tangenten  einer  Krüm- 
mungsünie  ^ind  dabei  (Art.  Af  2)  parallel  zur  entsprechenden 
Tangente  ihres  Bildes. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  könnte  man  auch  Satz  ß), 
Art.  ß,  17  heranziehen  oder  den  Satz;  Die  Richtungen  der 
Krümmungslinien  inPhalbieren  den  Winkel  zwischen 
den  Tangenten  der  reellen  Kreisschnitte  durch  P. 
Letzteren  Satz  sieht  man  leicht  ein,  wenn  man  das  System 
berührender  Kugeln  in  P  betrachtet;  die  beiden  durch  P 
gehenden  Kretsschnitte  liegen  nämlich  auf  einer  dieser  Kugeln. 

Damit  sind  wir  zum  Schlüsse  unserer  Betrachtungen 
gekommen.  Viele  Probleme,  die  sich  uns  aufdrängten,  haben 
Hir  nur  ganz  kurz  besprochen;  manche  derselben  gar  nicht,  so 
2.  B.  die  sphärische  Abbildung  der  Kreisschnittc  von  f  '\  die 
Verwertung  der  stereographischen  Prnjection,  Aufgaben  im 
letzten  Abschnitte,  endlich  die  Beschreibung  eines  Mechanis- 
f^ius,  der  zum  Zeichnen  entsprechender  Punkte  P'  und  (P/ 
benutzt  werden  kann  und  dessen  Theorie  aus  Fig.  1  hervor- 
geht. 

Immerhin  hoffen  wir  aber  so  weit  gegangen  zu  sein,  dass 
Jie  Wichtigkeit  der  sphärischen  Abbildung  für  so  verschieden- 
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artige  Probleme  der  darstellenden  (jeometrie  hervortritt.  Da 
auUcrdcni  die  bpiiari>chc  Abbildung  der  Flächen  an  ujid  iur 
sich  eine  Dibciphn  ist,  deren  synthetische  Betrachtung  als  geo- 
metrisch leicht  zu  behandelnde  Abbildiiü^Miieiliode  in  die  dar- 
stellende Geometrie  gehört,  aber  in  derselben  noch  nicht  durch- 
geführt wurde,  so  dürfte  obige  Arbeit  nicht  ganz,  iruchtlos  sein. 
Mr){Te  damit  die  Aufnahme  der  sphärischen  Abbildung  in  die 
darstellende  Geometrie  begründet  und  gesichert  sein. 
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Zur  Genesis  der  riehtigen  Erklärung  der 

Sciiiuiiaiiüiiserscheinungen 

von 

Karl  Exner, 

c.  M.  k.  Akad. 

(Mit  3  Textßguren.) 
^Vorgelegt  in  der  Sitzung  >ni  10.  JinQ«r  1901.) 

I. 

1.  Schon  bei  Aristoteles  (1 )  linden  wir  die  Beobachtung 
der  Zitterbewegung  der  Fixsterne  und  der  Nicht- 
scinti  1 1  atio n  der  Planeten. 

Pto  lern  aus  wusste,  dass  die  Sterne  in  der  Nähe  des 
Horizontes  stärker  scintitlieren. 

Averrhoes  (2)  sagt,  dass  die  Dichtigkeit  der  von  den 
Lichtstrahlen  durchlaufenen  Mittel  das  Funkeln  der  Sterne,  von 
denen  sie  ausgehen,  hervorrufen,  dass  diese  in  bestandiger 
Bewegung  befindlichen  Medien  die  Bilder  auf  verschiedene 
Punkte  des  Auges  fallen  lassen. 

Alhasen  und  sein  Commentator  Vitellio  betrachten  die 
Scintillatton  als  eine  Wirkung  der  Brechung,  welche 
die  Strahlen  der  Sterne  in  der  Atmosphäre  erleiden. 
Da  diese  Bewegung  —  sagen  sie  —  nicht  immer  die  nämliche 
ist,  so  müssen  die  Sterne  als  in  Bewegung  befindlicii  er- 
scheinen, 

2.  Keppler  (3)  entdeckte  jenes  Phänomen,  welches  das 
Grunviphänomen  der  Scintillati^Mi  i^enannt  zu  werden  v  erdient. 
Kr  beruhtet:  >  Am  19./29.  December  lü02,  -ci;cii  Abend,  sah 
ich  durch  ein  i^\nster  Venus,  welche  schon  im  Abnehmen  war. 
...Der  Planet  funkelte  stark;  als  ich  nach  der  weiüen  Wand 
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blickte,  aiit  w  ck-hc  die  Strahlen  der  Veinis.  tiek-n,  gewahrte  ich 
l 'ndulationen,  etw  a  w  ie  wenn  der  Rauch  zu  sehen  hindert,  und 
zwar  mit  großer  Schnelligkeit  und  unregelmäiiigen  Bewegungen. 

.Ich  habe  bemerkt,  dass  diese  Luftundulation  in  Beziehung 
zu  der  am  Planeten  erscheinenden  Scintillation  stand.«  ich 
nenne  dieses  Phänomen  das  Keppler'sche  Scintiltattons- 
phänomen. 

3.  Descartes  stellt  sich  vor,  dass  die  Wirbel,  welche  in 
seinem  Systeme  alle  Himmelskörper  umgeben,  aus  einer 
flüssigen  Materie  bestehen  und  deshalb  an  ihrer  Oberfläche 
eine  zitternde  oder  wellenförmige  Bewegung  besitzen.  Steht 
man  nun  die  Sterne  durch  ein  solches  Medium  hindurch,  sn 
funkeln  sie  und  erscheinen  in  ziUuinder  Bewegung;  ktzicic 
muss  nach  seiner  Meinung  sogar  eine  Vergrößerung  li^rer 
Bilder  zur  Kolge  haben,  wie  dies  später  Newton  in  anderer 
Weise  gefolgert  und  beobachtet  hat 

4.  Nach  Huygens  ist  das  Sternfunkeln  die  Folge  einer 
zitternden  Bewegung  der  unsere  Krde  umgebenden  iJünste. 

5.  Hooke  machte  die  Scintillation  von  den  unregelmäßigen 
Brechungen  abhant:ic:.  Nvclche  die  Lichtstrahlen  beim  Durch- 
gange durch  die  Atmosphäre  erfahren.  Er  hatte  ferner  den 
Gedanken,  dass  die  in  der  Vertheilung  der  Warme  vor- 
handenen Unregelmäßigkeiten  einem  begrenzten  Stück  der 
.Atmosphäre,  im  Vergleiche  zu  den  benachbarten  Theilen,  mög- 
licherweise die  Gestalt  einer  convexen  oder  concaven  Linse 
geben  könnten.  Diese  Bemerkung  Hookes  deckt  die  wahre 
Ursache  der  Scintillation  auf.  » 

6.  Auch  der  große  Forscher  Newton  führte  die  Scintilla- 
tion aul  die  aurci^^elmäßigen  Brecl.ui\L;cn  in  dci  Atmosphäre 
zurück.  Von  ihm  riihrt  die  uiiporlanlc  licobacliLung  des  Scin- 
tillation s  -  Ze  rstre  u  u  n  £r?^kreise  s  und  die  der  Nichtscin- 
tillation  der  Fixsterne  bei  Beobachtung  durch  In- 
strumente mit  großer  Öffnung  her. 

Er  sagt;  »Auch  die  ...Scintillation  der  Fixsterne  ist  den 
Brechungen  zuzuschreiben,  welche  die  Lichtstrahlen  . .  .in  der 
unruhigen  Atmosphäre  erleiden...   Das  Zittern  der  Luft.  .  . 
verursacht,  dass  die  Strahlen  leicht  abwechselnd. . .  abgelenk 
werden . . .  Die  Luft,  durch  welche  wir  die  Gestirne  betrachten. 
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berindei  sich  in  ununterbrochener  BcvvcgunL^ ... .  docii  hcin- 
I  liieren  die  Sterne  nicht,  wenn  sie  durch  Fernrohre  mit  weiten 
Öffnungen  beobachtet  werden.  Denn  indem  alsdann  die  Licht- 
f'rarilen  durch  verschiedene  Punkte  der  ( )lTnung  hindurch 
liehen  und  jeder  für  seinen  Theil  iremuhert,  so  treffen  sie  mit 
mannigfaltigen  und  selbst  entgegengesetzten  Schwingungen  zu 
gleicher  Zeit  auf  verschiedene  Punkte  des  Auges,  wo  ihre  Be- 
wegungen zu  lebhaft  und  zu  unregelmäßig  werden,  um  einzeln 
einen  Eindruck  hervorbringen  zu  können.  Indem  nun  jene 
vielen  schwingenden  Punkte  infolge  ihrer  raschen  Bewegung 
und  ihrer  äufierst  kurzen  Vibrationen  sich  untereinander  ver- 
mischen und  unmerklich  zusammenfliefien^  erzeugen  alle  diese 
Punkte  einen  einzigen  großen  leuchtenden  Punkt  und  bewirken 
dergestalt,  dass  das  Bild  eines  Sternes  nicht  allein 
größer  erscheint,  als  es  eigentlich 'der  Fall  ist,  son« 
dem  auch  ohne  jede  zitternde  Bewegung  des  Ganzen, 
NKveil  eine  solche  aurch  unsere  Sinne  wahrgenommen  werden 
kann.« 

Bei  Betrachtung  durch  sfroße  Instrumente  verur.sacht  abo 
■iie  Scinüllation  eine  \'ergrößerung  des  punktfr>rmigen  Bildes, 
■^.v^en  Scintillations-Zerstreuungskreis.  Ich  nenne  dieses 
Phänomen  das  Newton'sche  Scintillationsphänomen. 

7.  Mai  ran  (5)  vergleicht  die  Scintillatlon  mit  der  wellen- 
förmigen oder  oscillatorischen  Bewegung,  die  man 
wahrnimmt,  wenn  man  den  Horizont  »Über  einem 
weiten,  von  der  Sonne  beleuchteten  Gefilde.«  be- 
trachtet, oder  auch  mit  der  Bewegung,  welche  die  von  einem 
Gegenstande  ausgehenden  Strahlen  erleiden,  wenn  sie  vor 
ihrem  Eintritte  in  das  Auge  sehr  nahe  an  der  Ober- 
fläche eines  geheizten  Ofens  vorübergehen. 

Saussure  (6)  erblickt  im  Funkeln  der  Sterne  ein 
Schwanken  der  Lichtstrahlen,  hervorgerufen  durch  alter- 
nierende V'crdichtungs-  und  Verdünnungszustände  in  gewissen 
Theilen  der  Atmosphäre. 

Young  (7)  sagt  von  der  Scintillation  der  (iestirne.  »Die 
Ursache  des  Funkeins  der  Sterne  ist  nicht  vollkommen  bekannt, 
Joch  bringt  man  diese  Erscheinung  nicht  ohne  einige  Wahr- 
scheinlichkeit mit  den  Veränderungen  in  Verbindung,  welche 
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in  der  Atmosphäre  fortwährend  vorgehen  und  ihr  Brechungs- 
vermöucn  alternieren.* 

8.  Simun  Marius  beubaviUcie  zuerst  jenes  PhänoMien. 
das  ich  das  Marius'scheScintiilationsphänomen  genannt 
habe.  Beobachtet  man  einen  scintillierenden  Fixstern  durch  ein 
Fernrohr,  so  erscheint  das  durch  Ausziehen  oder  Einschicben 
des  Oculars  erweiterte  Bild  des  Sternes,  z.  B.  der  Querschnitt  b 
des  Strahlenbündels  in  Fig.  2,  nicht  gleichförmig  hell:  In  einem 
gegebenen  Momente  erscheinen  verschiedene  Stellen  der 
Scheibe,  als  welche  der  Stern  wahrgenommen  wird,  in  beträcht- 
lich ungleicher  Helligkeit,  und  die  Vertheilung  der  Helligkeiten 
wechselt  unregelmäßig  von  einem  Momente  zum  anderen.  Es 
gleicht  die  Erscheinung  dem  Lichtspiele  der  Sonnenstrahlen 
auf  einer  Wand,  wenn  dieselben  von  einer  leicht  beweuten 
Wasserfläche  rctlcctiert  worden  sind.  IW\  Licl.slchcnücn  Sternen 
wechselt  überdies  in  dem  scheibenlormigen  Bilde  nicht  nur  die 
Helligkeit  von  Ort  zu  Ort  und  von  Moment  zu  Moment,  sondern 
auch  die  Farbe  in  sehr  lebhakcr  Weise. 

9.  Nicholson  führt  zuerst  den  Versuch  an,  bei  welchem 
das  Bild  des  Sirius  in  einen  farbigen  Lichtstreifen  \ervvandelt 
wurde,  als  dessen  Bild  rasch  auf  der  Netzhaut  des  Auges  hin- 
geführt wurde. 

Biot  (8)  hält  die  Scintiüation  für  eine  Art  von  Zittern  oder 
Schwanken  der  Sterne,  verursacht  durch  häufige  Ungleich* 
heiten  in  den  Brechungen,  welche  die  Lichtstrahlen  bei 
ihrem  Durchgange  durch  die  Atmosphäre  erleiden. 

10.  So  waren  die  Forscher  auf  dem  richtigen  Wege  zur 
Erklärung  der  Scintillation,  als  im  Jahre  1852  Arago  (40)  seine 
berühmte  Abhandlung  über  das  Funkeln  der  Sterne  veröffent- 
lichte, in  welcher  er  mit  einer  ebenso  glänzenden  als  un- 
richtigen riieone  hervortrat,  üleiciiwohl  enthalt  seine  Abliand- 
hing  genug  des  BeliaUenswerten.  Arago  gab  drei  Sciniülonieter 
an.  Das  erste  besieht  in  einem  grölieren  Fernrohre,  dosen 
Ucnlar  eingeschoben  wird.  Man  erhält  so  das  oben  beschriebene 
Ph.unomcn  des  Marius  [8],  welches  gestattet,  die  Kr-^ueekuiii^en 
der  hellen  und  dunkeln  Theile  der  einfallenden  Lichtwellen- 
Hachen  angenähert  zu  bestimmen,  die  Richtung  der  Bewegung 
der  Maxima  und  Minima,  wenn  eine  solche  ausgesprochen  ist. 
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wahrzunehmen,  und  das  Vorhandensein  der  Scintiüation  an 
den  HelligkeitS'  und  Farbenfluctuationen  zu  erkennen.  »Man 
könnte  auch«,  sagt  Arago,  »ein  Scintitlometer  construieren, 
mdem  man  nach  der  Methode  von  Nicholson  das  Bild  eines 
Sternes  in  einen  Lichtstreifen  verwandelt. . .  Wir  wollen  an- 
nehmen, von  einer  bestimmten  Lage  des  Femrohres  ausgehend, 
verrücke  man  dasselbe  in  einer  Zwanzigstelsecunde  dergestalt, 
dass  in  diesem  kurzen  Zeiträume  der  Stern  im  Gesichtsfefde 
eine  gerade  Linie  von  2  Minuten  Länge  zu  beschreiben  scheine. 
Dieses  Kauniintei A  all  wird  dann  die  verschiedenartigen  Bilder 
enthalten,  v^  ekiie  in  einer  Zwanzigstelsecunde  erzeugt  werden 
und  sich  gedeckt  haben  würden,  wenn  das  Fernrohr  unverrüci^t 
geblieben  wäre.  Man  kann  nun  zählen,  wie  viele  solche  ver- 
schiedenfarbige Bilder  vorhanden  sind.  .  .  Ich  habe  eine  dritte 
Methode  entdeckt,  um  die  Scintillation  mit  Hilfe  des  Fernrohres 
zu  untersuchen  und  will  sie  im  folgenden  beschreiben.  Seit 
man  Femrohre  anwandte  mit  kleinen,  natürlichen  Öffnungen, 
oder  noch  besser,  mit  verkleinerten  Öffnungen,  indem  man  vor 
dem  Objective  einen  mit  einem  kreisrunden  Loche  versehenen 
Dtckel  anbringt,  hätte  man  bei  passender  Entfernung  vom 
Focus  (verschobenem  Oculare)  sehen  können,  dass  das  ver- 
groflerte  Bild  des  Sternes  in  der  Mitte  von  einem  regelmäßigen 
dunkeln  Loche  durchbohrt  war.  Ich  finde  jedoch  in  keiner 
Schrift  eine  derartige  Beobachtung  angeführt.  Wenn  man  vor 
dem  Objective  eines  ...Fernrohres  (von  etwa  9  cm  >  »ftnuni; 
oder  mehr)  einen  mit  einer  kreisförmigen  Öftnung  von  kleinem 
iJurchmes>er,  etwa  3  bis  4  cm  (oder  besser  noch  kleiner),  ver- 
sehenen Schirm  oder  Deckel  anbrint^t,  so  sind  die  Bilder  der 
Siei  nc  im  Focus  rund,  scharf  begrenzt  und  von  einer  Reihe  sehr 
femer  und  dicht  gedrängter,  abwechselnd  heller  und  dunkler 
Hinge  umgeben. . .  Schiebt  man  nun .  .  .  das  Ocular  ganz  all- 
mählich weiter  ein,  so  sieht  man  das  Bild  des  Sternes  nach  und 
nach  gTö6er  werden,  und  bald  entsteht  im  Mittelpunkte  ein 
schwarzer,  runder,  scharf  begrenzter  Flecken,  ein  wahres, 
dunkles  Loch.  Der  Abstand  vom  Brennpunkte,  bei  welchem 
dieser  Flecken  auftritt,  ändert  sich  mit  dem  Durchmesser  der 
vor  das  Objectiv  gestellten  Öffnung.  Eine  neue  Verschiebung 
ies  Oculars  in  demselben  Sinne  bat  zunächst  eine  Erweiterung 
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<jci>  dunklen  Fleckens  zur  Folge,  und  hierauf  die  Bildung  einer 
kleinen»  leuchtenden  Scheibe  in  der  Mitte  des  Loches.  Vom 
Centrum  gegen  die  Peripherie  gerechnet,  wird  also  das  Bild  des 

Sternes  dann  bestehen  aus  der  leuchtenden  Sciicibe,  einem 
breiten,  dunkeln  Ringe  und  aus  einem  breiten  Lichtnnge.  In 
einer  dritten  Stellung  des  Oculars,  noch  näher  dem  ( Jbjective. 
wird  die  Mitte  des  Bildes  wieder  dunkel  sein,  dem  breiten, 
glänzenden  Ringe,  der  dieses  Centrum  umgibt,  fo\<^i  alsdann 
ein  dunkler  Ring,  an  den  sich  seinerseits  ein  leuchtender  Ring 
anschlieüt.  Nehmen  wir  für  einen  Augenblick  an,  dass  das 
Ocular  des  Fernrohres  sich  in  einer  Lage  befinde,  wo  das 
Centrum  des  Sternbildes,  noch  ganz  dunkel,  eben  im  Begntfe 
ist,  bei  weiterer  Verschiebung  leuchtend  zu  werden.  Wenn  der 
Stern  nicht  sein ti liiert,  so  wird  alsdann  die  Gestalt  des  Bildes 
cimstant  bleiben;  bei  leichter  Scintillation  dagegen  erscheint  in 
der  Mitte  des  schwarzen  Fleckens  von  Zeit  zu  Zeit  ein  kleiner, 
leuchtender  Punkt,  als  wenn  man  in  diesem  Augenblicke 
das  Ocular  ein  wenig  hineingeschoben  hätte.  Ist  das 
Funkeln  lebhaft,  so  sind  die  Veränderungen  dieser  Art  con- 
tinuierhch.« 

Ich  habe  dieses  Phänomen  das  Arago'sche  Scinlilla- 
tionsphänoinen  genannt.  Indem  dann  Arago  die  Häufigkeit 
des  Erscheinens  des  leuchtenden  Punktes  in  der  Mitte  des 
schwarzen  I'ieckens  bei  eingeschobenem  und  feststehendem 
Oculare  zur  Messung  des  Grades  der  Scintillation  benützt, 
gelangt  er  zu  seinem  dritten  Scintillometer  (Arago'sches  Sein- 
tillometer). 

Arago  hat  auch  die  Frage  aufgeworfen,  ob  die  Scintillation 
für  verschieden  gestellte  Beobachter  dieselbe  ist,  und  zur  Be- 
antwortung dieser  Frage  einen  Versuch  vorgeschlagen.  Dass 
terrestrische  entfernte  Lichtpunkte  scintillieren,  ist  zu  allen 
Zeiten  beobachtet  worden;  eine  scintilloskopische  Beobachtung 
an  dem  Sonnenbildchen  eines  entfernten  Thurmknaufes  hat 
aber  zuerst  Arago  gemacht.  Wenn  ausgedehnte  Objecte,  wie 
die  Planeten,  weder  Helligkeits-  noch  Farbenwechsel  zeigen, 
so  rührt  dies,  wie  der  Hauptsache  nach  schon  Aragu  erkannt 
hat,  daher,  dass  die  einzelnen,  sein*  nalie  benaciibarten  Punkte 
der  leuchtenden  Fläche,  deren  Verbindungslinien  mit  dem  Au^^e 
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gleichwohl  in  der  Luft  nicht  dieselbe  Lage  haben,  unabhängig 
von  einander  ihren  Ort,  ihre  Helligkeit  und  ihre  Farbe  variieren, 
und  dass  aile  diese  von  einander  unabhängigen,  raschen  und 
unregelmäßigen  Veränderungen  im  Auge,  indem  sie  ihre  Ein* 
drücke  vermischen,  eine  gleicbmäSige  Erhellung  hervorbringen. 
Schliefllich  hat  Arago  das  Vorhandensein  einer  Bewegungs* 
richtung  der  Fluctuationen  in  dem  durch  Verstellung  des 
Oculars  erweiterten  Bilde  des  Fixsternes  und  die  Oberein- 
Stimmung  dieser  Richtung  mit  der  Windrichtung 
bemerkt. 

II.  Montigny  (9)  trat,  einer  Idee  Plateaus  folgend, 
,;'egen  die  Autorität  Aiagos  mit  einer  neuen  Theorie  der 
Scinuilation  auf.  die  ebenfalls  unrichtig  ist.  Gleich\\  '>hl  bedeutet 
diese  TheiMie  einen  wesentlichen  F<n ischritt  7-ur  Erklärung  der 
Siiaiiilüüun  dadurch,  dass  die  reuel  mäßige  Dispersion  des 
Lichte':  beim  Durchtränke  durch  die  Atmosphäre  zur  Erklärung 
der  Karbenentwickelung  herangezogen  wird.  Damit  war  eine 
der  beiden  Ursachen  aufgedeckt,  durch  deren  Zusammenwirken 
die  Scintillation  entsteht. 

V'^erfolgt  man  das  von  einem  Fixsterne  kommende  und 
durch  die  Pupille  des  Auges  tretende  Strahlenbündel  vom  Auge 
aus  zurück  bis  2um  Sterne,  so  sieht  man,  dass  nach  dem 
Brechungsgesetze  die  verschiedenfarbigen  Bündel,  aus  denen 
sich  das  weifle  Bündel  zusammensetzt,  in  der  Atmosphäre 
infolge  der  regelmäßigen  atmosphärischen  Dispersion  ver- 
schiedene Wege  gehen,  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  gegen- 
seitige Distanzen  bis  zu  einem  Betrage  von  ungefähr  10  in 
gewinnen  [141  ^^^^  ^i^i^  i'^^  Sterne  wieder  vereinigen,  hidem 
"un  uiese  verschiedenfarbigen,  getrennt  gehenden  Strahlen- 
Bündel  in  der  Atmosphäre  unabluingig  von  einander  und  ver- 
schieden modihcieri  w  ei  ien,  enlsicht  nach  Montigny  das  die 
Scintillation  begleitende  Farbenspiel. 

Nur  in  Bezug  auf  die  Art  dieser  Modification  irrte 
Montigny,  indem  er  eine  interception  der  Strahlen  durch 
T  'iaireflexion  annahm,  und  wurde  so  verhindert,  zu  einer  voll- 
^digen  Erklärung  der  Scintillation  zu  gelangen.  Es  ist  schon 
erwähnt,  dass  Arago  die  Frage  stellte,  ob  die  Scintillation  für 
verschiedene  Beobachter  identisch  sei.  Indem  Montigny  die 
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beiden  Hälften  eines  Fernrohres  von  77  mm  Öffnung  derart 
getrennt  wirken  ließ,  dass  ein  Doppelbild  des  Sternes  wahr- 
genommen wurde,  und  die  beiden  Bilder  auf  die  bekannte 

Art  \{)]  in  zwei  kleine  Kreislinien  verwandelte,  zeigte  sich  keine 
Übeieiiistimmung  in  der  l'^arbenfolge.  Es  scintillierten  also  die 
durch  die  beiden  Häliicii  der  Objcctiv(>tTnung  gehenden 
Strahlenbündel  unabhängig  von  einander.  Montigny  erinnerte 
auch  daran,  dass  nach  Garcin  im  persischen  Meerbusen 
die  Sterne  nur  im  Winter  funkein,  und  dass  nach 
Korbes  und  Xecker  de  Saussure  in  Schottland  die 
Sterne  nicht  tunkein,  es  müsste  denn  ein  Nordlicht 
am  Himmel  stehen. 

Femer  haben,  wie  schon  früher  Arago  [10],  später 
Li  and  i  er  und  Poey  [10]  einen  Zusammenhang  der  Richtung 
der  Ructuationen  in  dem  durch  Einschieben  des  Oculars 
erweiterten  Bilde  des  Sternes  mit  der  Windrichtung  con- 
statiert. 

Wolf  und  Respighi  haben  die  Scintillatton  der  Sterne 

unter  Anwendung  eines  Spcctroskopes  studiert,  wie  dies 
Muutigiiy  schon  früher  v^r^ehchhigcn  hatte  (9):  sie  tandcn 
im  Spectrum  der  scintillierendcn  Sterne  Kluctuatn-»ncn,  ueiche 
vom  Zustande  der  Atmosphäre  abhängig  waren.  Montign\' 
bediente  sich  bei  >eir,en  zaiih eichen  Beobachtungen  eines 
Scintillometers,  das  mi  wesentlichen  mit  dem  zweiten  der  drei 
von  Arago  angegebenen  Scintillometer  [10]  zusammenfällt, 
welch  letztere«^  selbst  wieder  auf  einem  Versuche  Nichol- 
sons [9]  beruht  Montigny  fand  die  Scintiilation  in  seinem 
Scintillometer  am  lebhaftesten  in  einer  bestimmten  Himmels^ 
richtung  und  in  der  entgegengesetzten  Richtung;  nämlich  in 
der  Richtung,  von  welcher  der  Wind  kam,  und  in 
jener,  nach  welcher  er  gieng. 

Schließlich  hat  Montigny  scintillierende  Sterne  mittels 
eines  Spectroskopes  beobachtet;  er  benützte  hiebei  ein 
Fernrohr  von  nur  2  cm  Öffnung,  wodurch  das  Eintreten  des 
Newlon'schen  Phänomens  [tj]  vermieden  wird.  Er  nahm  Ver- 
längerungen und  Verkürzungen,  transversale  Oscillalionen  und 
Übereinanderlagerungen  der  einzelnen  Theile  des  Spectrums 
wahr. 
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13.  Während  das  Montigny*sche  Princip,  d.  i.  die 
Heranziehung  der  regelmäßigen  atmosphärischen  Strahlen- 
dispersion zur  Erklärung  der  Scintillatton,  seit  seiner  Auf- 
stellung allgemein  angenommen  wurde,  fand  Montignys 

Theorie  der  Interception  der  Strahlen  durch  Totalreflexion  als- 
bald Widerspruch  durch  Plateau  und  Donati.  Letzterer 
ersetzte  in  M«")ntignys  Theorie  die  totalen  Rctlexioncn  durch 
Ablenkungen  der  Strahlen  auf  dem  Wege  der  l^rechung, 
erklärte  also  die  Scintillation  aus  dem  Zusainmen- 
wirken  u nregel mäßiger  Brechungen  und  der  regel- 
mäßigen Dispersion  in  der  Atmosph«äre.  In  der  That 
führt  sich  die  Scintillation  auf  diese  beiden  Ursachen  zurück. 
Indem  aber  Donati  bei  seinen  Beobachtungen  ein  Instrument 
von  zu  großer  Öffnung  benutzte,  wurde  er  durch  das  Newton'- 
sehe  Phänomen  [6]  irregeführt  und  sah  sich,  um  die  Heltigkeits- 
wechsel  erklären  zu  können,  genöthigt,  auch  noch  eine  dritte 
Ursache,  hypothetische,  unregelmäßige  Absorptionen  in  der 
Atmosphäre  anzunehmen.  Donati  nahm  seinen  Ausgangspunkt 
von  der  Beobachtung  der  atmosphärischen  Spectra  sctntil- 
lierender  Sterne,  was  allerdings  sehr  lehrreich  sein  musste.  Die 
einzelnen  I  heile  des  Spectrums  zeigen  von  einander  unab- 
hängige V'ariatioticii  der  Gestalt,  GröI3c,  l-ai;c  und  Helligkeit, 
so  dass  i  arben  sich  übereinanderschieben  oder  sich  vom 
Spectrtim  trennen.  Donati  beobachtete  indessen  diese  Er- 
schemungen  nur  unvollkonimen. 

Während  nämlich  die  einzelnen  Thcile  des  Spectrums 
.«-ehr  beträchtliche  Helligkeitssch wankungen  zeigen,  beob- 
achtete Donati  solche  nur  ausnahmsweise  und  in  geringem 
Grade.  Die  Ursache  dieser  Unvollkommenheit  der  Beobachtung 
war  der  Umstand,  dass  Donati  ein  Instrument  von  zu  großer 
Öffnung,  lOVt  Zol^  benutzte,  so  dass  das  Newton'sche 
Phänomen  [6]  störend  mitwirkte.  Die  Art,  wie  Donati  aus  den 
Erscheinungen  des  atmosphärischen  Spectrums  der  scintil- 
Uerenden  Sterne  die  Farbenwechsel  erklärte,  ist,  wie  schon 
Montigny  ausgeführt  hat,  nicht  annehmbar.  Ebensowenig 
Donatis  Erklärung  der  Helligkeitswechsel  aus  der  Annahme 
wechselnd  starker  Absorption  in  der  Atmosphäre.  Immerhin 
war  Dünati  wieder  auf  den  richtigen  Weg  zur  Erklärung  der 

Sitzb.  Ii.  oiatlieiD.-oaturw.  CL:  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  ^ 
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Scintillation  /.uruckgekommen,  welcher  schon  vor  Ai  ago  von 
Newton  und  anderen  betreten  war. 

13.  Donati  reproducierte  zur  Widerlegung  der  ThcMiie 
Aragos  einen  Versuch  Amicis,  der  in  mehrfacher  BczichuniTj 
beachtenswert  erscheint.  E\n  Com  cxspic-f^el  redfcticrt  im  Freien 
Sf^nnenstrahlen  theils  direct,  thcils  durch  ein  nahes  Prisma  nach 
dem  Auge  de»  in  größerer  Entfernung  betindlichen  Beobachters, 
welcher  wegen  der  Größe  der  Entfernung  und  der  geringen  Aus- 
dehnung des  Spectrums  nebeneinander  zwei  weiße  Punkte 
sehen  sollte.  £$  erscheint  nun  das  eine,  dtrecte  Bild  stets  wei0, 
während  das  andere  der  Reihe  nach  durch  verschiedene  Partien 
geht,  so  dass  es  in  einem  Momente  roth  und  im  nächsten  etwa 
blau  erscheinen  kann,  wie  ein  farbig  scintillierender  Stern. 
Donati  gibt  keine  Erklärung  dieses  Versuches,  doch  ergibt  sich 
dieselbe  unmittelbar  aus  der  richtigen  Erklärung  der  Scintilla- 
tion (25). 

14.  Das  Monii^ny  sehe  Princip  [11]  musste  als  fruchtbar 
in  der  ICrklärung  der  Scinlillaliun  ci.schcmen. 

O.  F.  Mossoni  ^^11)  stellte  sich  daher  die  Aul^abc,  dic.^c> 
Princip  in  K'iick^icht  auf  die  q  uan  titati  ve  ZulänL;ticl-ikeit  zu 
prüfen  und  luhrte  eine  kechnunu  durch,  welche  zeigen  >"ilte, 
ob  die  verschiedenfarbigen  Strahlen,  welche  von  einem  Fix- 
sterne ausgehen,  um  nach  ihrem  Durchgange  durch  die  Atmo- 
sphäre im  Auge  des  Beobachters  ein  Bild  des  Sternes  her\'or- 
zubringen,  in  der  Atmosphäre  hinreichend  getrennt  gehen,  um 
Montignys  oder  Donatis  Erklärungen  der  bei  der  Scintilla« 
tion  auftretenden  Farbenerscheinungen  als  möglich  erscheinen 
zu  lassen.  Mossotti  gründete  seine  Berechnungen  auf  eine 
Messung  Struves,  welcher  den  Stern  Fomalhaut  in  einer 
Zenithdistanz  gleich  88*  33'  als  atmosphärisches  Spectrum 
wahrnahm,  und  dessen  Dimensionen  in  verticaler  und  hori- 
zontaler Richtung  zu  22"  und  8"  bestimmte.  Der  Stern  hätte 
ohne  Dispersion  als  eine  Scheibe  von  8''  Durchn\cs.ser  er- 
scheinen müssen.  Es  bleiben  demnach  14"  für  die  Ausdehnunt^ 
des  Spectrums.  Hieraus  berechnete  Mnssotti,  dass  der  roihe 
und  violette  Strahl,  welche  sicli  im  l'iinkte  des  Beobachters 
trafen,  unmittelbar  außerhalb  der  Atmosphäre  einen  gegen- 
seitigen Abstand  von  0*  78  m  haben  mussten,  und  zog  hieraus 
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einen  günstigen  Schluss  in  Bezug  auf  die  Möglichkeit  der 
Ttieorien  Montignys  und  Donatis. 

15.  Denzlers  (12)  Beobachtungen  bestätigen  die  Beob- 
achtung  Aragos,  nach  welcher  die  Bewegungen  in  der 
Marius'schen  Scheibe  vorwiegend  die  Windrichtung  befolgen. 

16.  R.  Clausius  (14)  schreibt  die  Weltenbewegung  des 
Randes  der  Planeten  in  richtiger  Weise  derselben  Ursache  zu, 
wie  die  Zitterbewegung  der  P'ixsterne:  »Daher  werden  sie  nicht 
ganz  aus  ihrer  Stelle  gerückt,  sondern  nur  am  RaiiJc  bald  er- 
weitert, bald  verengt,  was  man  durch  ein  Fernrohr  als  ein 
Zittern  des  Randes  gewahr  wird.* 

17.  Das  Marius'sche  Phänomen  [8]  ze\^{  die  Besctialfen- 
heit  der  durch  die  verschiedenen  Stellen  des  Objectivs  tretenden 
Strahienbündel,  da  sich  dieselben  noch  nicht  im  Focus  ver- 
einigt haben.  Man  beobachtet  dieses  Phänomen,  indem  man 
das  Ocular  einschiebt,  erhält  es  aber  auch  dadurch,  dass  man 
bei  uneingeschobenem  Oculare  eine  Sammellinse  vor  das  Auge 
bringt.  Ersetzt  man  die  letztere  durch  eine  Cylinderlinse,  so 
nimmt  man  das  Marius'sche  Phänomen  in  unvollkommener 
Weise  wahr,  indem  sich  dann  nicht  mehr  jeder  durch  das 
Objectiv  tretende  Strahl  auf  eine  andere  Stelle  des  kreis- 
flächenförmigen  Netzhautbtldes  proji eiert,  sondern  je  alte 
Strahlen,  welche  durch  eine  mit  einer  fixen  Richtung 
parallele  Sehne  der  ObjectivÖffnung  treten,  sich  in  einem 
Punkte  des  alsci.au;  geradli  nigen  Ijijüe."-»  de;  ^  Sternes  vereinigen, 
in  diesem  L^eradlmigen  Bilde  des  Sternes  muss  dann  auch 
eine  bestimmte  Bewegungsrichtung  der  Helligkeiisnuctualionen 
zur  Erscheinung  kommen  können,  wie  ui  der  Marius'schen 
Scheibe,  d.  Ii.  es  müssen  sich  die  Lichtmaximn  und  Minima 
unter  Umstanden  in  einer  bestimmten  Richtung  längs  des 
linearen  Sternbildes  fortbewegen  können.  Betrachtet  man 
anderseits  einen  scintillierenden  Stern  mittels  eines  Spectro- 
skops,  so  zeigen  die  verschiedenen  Theile  des  linearen 
Spectrums  in  einem  gegebenen  Momente  sehr  verschiedene 
Helligkeiten.  Nun  hat  C.  Wolf  (15)  die  Entdeckung  gemacht, 
dass  im  allgemeinen  auch  diese  Helligkeits-Maxima 
und  Minima  im  Spectrum  sich  in  einer  bestimmten 
Kichtung  bewegen,  bald  von  roth  gegen  violett,  bald  um- 
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gekehrt.  Betrachtet  man  ferner  das  in  der  oben  beschriebenen 
Weise  mittels  einer  Cylinderiinse  erhaltene  lineare  Bild  eines 
Sternes  auch  noch  mittels  eines  Spectroskopes,  dessen  Dis< 
persionsebene  auf  der  Richtung  des  linearen  Sternbildes  senk- 
recht steht,  so  hat  man  ein  zweidimensionales  Spectrum,  und 
in  demselben  eine  doppelte  Bewegung  der  Maxima  und  Minima 
der  Helligkeit,  in  der  Dispersionsebene  und  senkrecht  zu  der- 
selben. Man  sieht  leicht,  wie  sich  aus  der  Zusammensetzung 
dieser  beiden  Bewegungen  im  allgemeinen  eine  Schaar  dunkler 
Banden  ergibt,  welche,  je  nacti  Umständen  longitudinal,  trans- 
versal oder  schräg  über  das  Spectrum  laufen.  Dieses  eben 
hat  Wolf  beobachtet. 

18.  Respighi  (Ji))  ging  den  Weg  Donatis,  ohne  in  des 
letzteren  l-chler  zu  veifalle:i.  und  bcnützte  hiebei  die  Experi- 
mente Wolfs,  welche  er  eingehend  wiederholte.  Er  kehrte  zu 
der  ursprünglichen,  richtigen  Hypothese  Donatis  zurück,  nach 
welcher  die  Scintillation  lediglich  durch  die  regelmäßige  Dis- 
persion und  unregelmäßige  Hefraction  entsteht.  £r  fand,  dass 
diese  beiden  Ursachen  zur  Erklärung  der  Woirschen  Er- 
scheinungen ausreichen.  Damit  ist  freilich  die  Refractions- 
theorie  noch  nicht  bewiesen,  da  die  Erscheinungen  im  Wolf  *^ 
sehen  Scintiilometer  [  1 7]  sich  zwar  aus  der  Refractionstheorie 
sehr  gut  erklären  lassen,  doch  nicht  minder  aus  jeder  anderen 
Theorie,  welche  nur  die  Ursache  der  Scintillation  überhaupt  in 
dct  Atmosphäre  sucht  (Aragci.  Moiuigny),  wie  denn  auch 
Wolf  diese  Erscheinungen  fui  die  Interferenztheorie  Aragos 
in  Anspruch  genommen  hat.  Respighi  hat  auch  eine  Beob- 
achtung gemacht,  die  Wolf  entgangen  war.  Bei  Windstille 
wandern  m  den  Spectren  östlicher,  d.  i.  aufsteigender  Sterne 
die  Lichtmaxima  und  Minima  vom  violetten  Ende  des  Spectrums 
gegen  das  rothe,  bei  den  westlichen  hingegen  umgekehrt. 
Respighi  hat  dieses  Phänomen  auch  richtig  erklärt. 

Befinde  sich  der  Einfachheit  wegen  sowohl  der  Beob> 
achter,  als  der  Stern  im  Äquator.  Die  gerade  Verbindungslinie 
zwischen  Beobachter  und  Stern  dreht  sich  infolge  der  taglichen 
Bewegung  des  Sternes  um  den  Beobachter,  und  zwar  bewegen 
sich  die  entfernteren  Theile  dieser  Verbindungslinie  schneller, 
so  zwar,  dass  ein  noch  ui  der  Atmosphäre  gelegener  Punkt 
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derselben  mit  einer  Geschwindigkeit  von  70  m  in  der  Seen  n  de 
fortschreiten  kann,  wenn  der  Stern  dem  Horizonte  nahe  steht 
Befindet  sich  also  in  irgend  einem  Momente  an  einer  östlichen 
und  entfernten  Stelle  der  Atmosphäre  eine  Ungleichheit»  welche 
geeignet  ist,  das  durchgehende  Strahlenbündel  in  irgend  einer 
Weise  zu  alterieren,  so  wird,  wenn  in  demselben  Momente  die 
voranschreitenden  violetten  Strahlen  des  Sternes  diese  Stelle 
passieren,  der  violette  Theil  des  Spectrunis  des  Sternes  eine 
entsprechende  Veränderung  zeigen  und  es  kann  bei  der  groüen 
Geschwind iL^kcit,  mit  welcher  sich  die  Trajeciorieii  der  Strahlen 
in  entfernleren  lAiftschichten  bewegen,  geschehen,  dass  noch 
ehe  jene  Ungleichheit  der  Luft  sich  beträchlhch  verändert  hat, 
die  übrigen  Farbstrahlen  der  Reihe  nach  dieselbe  Stelle  pas- 
sieren, so  dass  sich  die  Störung  im  Spectrum  von  violett  gegen 
roth  fortpflanzt.  Man  sieht  leicht,  dass  das  umgekehrte  statt- 
finden muss,  wenn  der  Stern  im  Westen  steht 

19.  Jamin  (17)  war  der  erste,  welcher  einen  Versuch 
machte,  das  Arago*sche  Phänomen,  d.  i.  die  Erscheinungen  in 
Aragos  Scintillometer  [10]  zu  erklären  und  hiedurch  die  Vor- 
stellung von  der  Art  der  unregelmäßigen  Brechungen  der 
Strahlen  in  der  Atmosphäre  nicht  unwesentlich  verbesserte.  Er 
fand  r.ärnlicli.  dcis>,  um  die  durch  die  SciniiUation  verursachten 
continuierlichen  X'eränderungen  des  Bildes  in  Aragos  Scintillo- 
meter zu  erklären,  es  hinreichend  ist  anzunehmen,  dass  die 
einfallenden  Lichtwellenflächen  be^tändig^  ihre  (.iestak  ändern. 
Indem  aber  Jamin  die  Erscheinungen  in  .Aragos  Scintillo- 
meter, welche  schon  B abinet  (18)  als  Beugungserscheinungen 
erkannt  hatte,  als  interferenzerscheinungen  auft'asste,  wurde  er 
verhindert,  zu  weiteren  Resultaten  zu  gelangen. 

IL 

20.  So  waren  über  die  Ursachen  der  Scintillation  ver- 
schiedene Hypothesen  aufgestellt,  ohne  dass  es  gelungen  wäre, 

eine  dtrielben  voUständiti;  zu  begründen. 

Bei  meinen  Studien  über  diesen  (  legensiana  i.ind  ich  emen 
sicheren  und  fruchtbaren  .Aus^^anL^spunkt  in  Aragos  Scmtilla- 
tionsphänomen,  d.  i.  den  Erscheinungen,  welche  in  Aragos 
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Scintillometer  \  luj  wahrgenommen  werden,  und  deren  \  olles 
X'erständnis  dem  Entdecker  selbst  ver«;agt  blieb.  Von  diesen 
Phänomenen  ausgehend,  gelangte  ich  zu  Con- 
sequenzen,  weiche  die  sämmtlichen  Scintiilations- 
erscheinungen  umfassen. 

2L  Die  Lichtbilder,  welche  man  im  Arago'schen  Scintillo- 
meter, d.  i.  dem  dritten  der  drei  von  Arago  angeführten 

Scintillometer  [10]  beim  An- 
»  visieren  eines  entfernten,  nicht 

scintillierenden  Lichtpunktes  bei 
verschiedenen  Stetlungen  des 
Oculars  wahrnimmt,  hatte  wie 
erwähnt  schon  Babinet  als 
Beugungsbilder  der  kreisförmi- 
gen Öffnung  des  (nslrumenltis 
erkannt.  Thaisachlich  ist  der 
Pocus  des  Instrumentes  von 
einem  räumlichen  ß  e  u- 
gungsbilde  umgeben,  das 
in  roher  Weise  durch  Fig.  1  dar- 
gestellt ist 

Wenn  das  Ocular  auf  die 
Brennebene  cä  eingestellt  ist« 
so  nimmt  man  das  Fraunhofer'- 
sehe  Beugungsbild  der  Öffnung 
des  Instrumentes  wahr:  ef  ist 
die  centrale  Aureole,  wahrend 
die  Ringe  in  der  Figur  nicht 
angeLieutel  smd.  Schiebt  man 
lerner  von  dieser  Stellung  aus 
das  Ocular  ein.  bis  man  bei- 
spielsweise die  Ebene  ik  deut- 
lich sieht,  so  hat  man  eine 
Fresnel'sche  Beugungserschei- 
nung der  kreisrunden  Öffnung  und  das  Phänomen  besteht  in 
diesem  Falle  aus  einer  centralen  hellen  Scheibe,  welcher  ein 
dunkler  und  ein  heller  innerer  Ring  und  die,  in  der  Figur  nicht 
gezeichneten,  äußeren  Ringe  folgen.  Wenn  man  überdies  das 


Fig.  1. 
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Ocular,  statt  es  einzuschieben,  auszieht,  so  erhält  man,  was 
Arago  entgangen  zu  sein  scheint,  dieselben  Erscheinungen. 
Betrachtet  man  die  Variationen  der  Intensität  längs  der  Axe  ab 
des  Femrohres,  so  hat  man  eine  Folge  von  Maxima  und  Minima, 
welche  ich  longitudinale  Maxima  und  Minima  genannt 
habe.  In  Jedem  Punkte  der  Axe  befindet  sich  ein  transver- 
sales  Maximum  oder  Minimum,  doch  nur  an  bestimmten 
Punkten  der  Axe  longitudinale  Maxima  oder  Minima,  deren 
Lage  leiclit  zu  berechnen  und  selbst  elementar  abzuleiten  ist. 
Nach  der  elementaren  Ableitung  sind  die  longitudinalen  Minima 
sämmtlich  Null,  und  der  gegenseitige  Abstand  zweier  benach- 
barter loiigitudinaler  Minima  ist: 


wenn  a>  der  scheinbare  Radius  der  Öffnung,  bezogen  auf  den 
Focus,  ist.  Ausgenommen  hievon  sind  die  beiden  dem  Focus, 
der  immer  ein  Maximum  ist,  unmittelbar  benachbarten  Minima, 
von  welchen  eines  vor,  das  andere  hinter  dem  Focus  liegt  Der 
gegenseitige  Abstand  dieser  beiden  Minima  ist  doppelt  so  gro8, 
als  es  die  obige  Formel  verlangt.  Die  genauere  Theorie  gibt 
für  die  Lage  der  Minima  dieselben  Resultate,  jedoch  für  die 
Maxima  genauere  Werte. 

E*i  wurde  angeführt  [10],  in  welch  merkwürdiger  Beziehung 
diese  IjcLigungsbiider  zur  Scintillation  stehen,  und  mit  Aragos 
eigenen  Worten  jenes  Phänomen  beschrieben,  welches  ich  das 
Arago'sche  Scintillationsphänumen  genannt  habe. 

Um  die  durch  die  Scintillation  hervorgerufenen  continuicr- 
lichen  Veränderungen  der  Reugungsbilder  in  Aragos  Sciniiilo- 
meter  zu  erklären,  ist  es  hinreichend,  anzunehmen,  dass  die 
emfallenden  VVellenflächen  bestcändig  ihre  Gestalt  in  sehr  ge- 
ringem Grade  verändern,  wie  schon  Jamin  [19J  zu  beweisen 
versucht  hatte.  Sei  beispielsweise  das  Ocular  auf  die  Ebene  gh 
(Fig.  1)  eingestellt,  wo  das  Beugungsbild  aus  einer  centralen, 
dunkeln  Scheibe  und  einem  dieselbe  umgebenden  hellen  Ringe 
besteht,  wenn  von  den  lichtschwachen  äußeren  Ringen  abge- 
sehen wird.  Mögen  femer  die  einfallenden,  ursprünglich  ebenen 
Lichtwellenflächen  in  einem  gegebenen  Momente  eine  sehr 
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kleine  sphärische  Krümmung  angenommen  haben,  die  con- 
vexe  Seite  beispielsweise  dem  Beobachter  zugekehrt.  Dann 
wird  hiedurch  dieselbe  Wirkung  hervorgebracht,  als  wenn  der 
Focus  des  Instrumentes,  und  mit  ihm  das  ganze,  denselben 

umgebende  räumliche  Beu^^unpfsbild  sich  dem  Ocular  um  eine 
sehr  kleine  Strecke  gcnahcrl  halle.  Die  hiedurch  hervor- 
gebrachte X'erändcrung  des  wahrgenomniencn  tlächenhatten 
BeiiL^ungsbiiJes  \-A  dieselbe,  als  wäre  das  Ocular  um  einen  ^chr 
kleinen  Betrag  eingeschobei.  worden,  so  dass  etwn  die  Ebene  ik 
(Fig.  1)  deutlich  gesehen  wird.  Es  wird  demnach  in  dem  be- 
trachteten Momente  in  der  centraten  dunkeln  Scheibe  plötzlich 
ein  leuchtender  Punkt  auftauchen,  wie  dies  Arago  be- 
schreibt [tO].  Ändert  sich  die  Krümmung  des  einfallenden 
Stückchens  der  Wellenfläche  continuierlich,  indem  dieselbe 
immer  sehr  klein  und  sphärisch  bleibt,  so  erhält  man  das  Scin- 
tillationsphänomen,  wie  es  Arago  beschreibt. 

22.  Es  ist  nicht  anzunehmen,  dass  die  durch  die  kleine 
Öffnung  des  Instrumentes  tretenden  Theile  der  Wcllenflächen 
stets  sphärisch  gcl;rümmt  sind,  sie  \\ei\;Lii  vielmehr  im  all- 
gemeinen zwei  verschiedene  IjaLiplkrüinmungen  haben.  In  der 
That  zeigt  auch  das  Aragu'bchc  Scintillationsphänomen  nicht 
jene  Regelmäßigkeit,  die  stets  sphärischen  WeiienHächen  ent- 
sprechen würde.  Man  kann  aber  die  Momente,  in  denen 
die  Krümmung  angenähert  sphärisch  ist,  sehr  deut- 
lich an  der  Figur  des  Beugungsbildes  erkennen. 

Die  Hypothese,  dass  die  von  einem  scintillierenden  Sterne 
kommenden  Lichtwellenflächen  mit  stets  wechselnden  kleinen 
Abweichungen  von  der  ebenen  Gestalt  behaftet  seien,  führt  in 
der  That  zum  Arago'schen  Scintillationsphänomen.  Daraus 
folgt  aber  noch  nicht  strenge,  dass  diese  Hypothese  auch 
richtig  sei,  es  muss  vielmehr  das  Vorhandensein  dieser  stets 
wech.selnden  Delormatione!.  der  Wellenliacheii  duieh  Beob- 
achtung naehge\\  iesen  werden.  Zu  diesem  Zwecke  habe  ich 
die  tolgenden  drei  Experimente  angestellt. 

23.  Man  richte  ein  Instrument  von  großer  Offnuniz  nach 
einem  nicht  zu  entlernten  scintillierenden  Lichtpunkte  und 
bedecke  das  ( »bjecliv  mit  einem  Schirme,  in  welchem  sich  kleine 
Locher  behnden.  Durch  diese  dringen  elementare  Strahlen^ 
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bündel  ein,  und  man  sieht  bei  verstelltem  Oculare  im 
Fernrohre  ebensoviele  Lichtpunkte,  als  Öffnungen  vorhanden 
sind.  Würde  die  SeintiUation  auf  Ausscheidungen  elementarer 
Strahlenbündel  durch  Totalreflexion  an  dünneren  Luftschichten 
entstehen,  wie  Montigny  angenommen  hatte,  so  müssten  im 
Fernrohre  helle  Punkte  verschwinden  und  wieder  erscheinen; 
beruht  im  Gegentheite  die  SeintiUation  auf  unregelmäßigen  Ab- 
Jenkungen  der  Strahlen  durch  Brechung,  so  müssen  im  Fern- 
rohre die  hellen  Punkte  um  ihre  Ruhelagen  schwankende 
Bewegungen  ausführen. 

Dieser  Versuch  wurde  am  21.  Mai  1886  unter  freundlicher 
Mitwirkung  de.s  Herrn  Dr.  Mar.^ules  zwisciien  der  Central- 
ar.stalt  für  Meteorologie  und  der  Uni versitäts- Sternwarte  Wiens 
von  mir  ausgeführt. 

Auf  dem  Thurme  der  Centraianstalt  wurde  mittels 
eines  Steinheü'schen  Handheliotropen  ein  intensiver  Licht- 
punkt hervorgebracht,  ein  künstlicher  Stern,  und  in  der 
Nordkuppel  der  Sternwarte  mittels  des  in  derselben  befindlichen 
sechszölligen  -Refractors  beobachtet  Das  Ocular  war  einge* 
schoben  und  vor  dem  Objective  befand  sich  ein  Schirm  mit 
zehn  unregelmäßig  angebrachten  kreisrunden  Öffnungen  von 
je  9  mm  Durchmesser.  Im  Fernrohre  erschienen  ebensoviele 
i,ri;;;^iuniic,  glänzend  intensive  Bilder,  üa  ua>  1  leliotropenlicht 
sehr  deutlich  scintillierte,  befanden  sich  die  im  Fernrohre  sicht- 
baren Bilder  in  continuierlicher  schwankender  Bewegung, 
andern  «^ie  sehr  kleine  K.xcursionen  um  ihre  kuheiagen  aus- 
führten, mehrere  an  Zahl  in  der  Secunde.  Die  Intensität  der 
kleinen  hellen  Scheiben  änderte  sich  hiebei  kaum  merklich, 
jede  derselben  blieb  während  der  halbstündigen  Beobachtungs- 
zeit unausgesetzt  brillant  leuchtend.  Während  dieser  Zeit 
wurde  an  iceinem  einzigen  der  Bilder  auch  nur  ein  einziger 
Fall  von  Interception  durch  Totalreflexion  bemerkt,  hingegen 
an  jedem  derselben  continuierliche  unregelmäßige  Ablenkungen 
durch  Brechung.  Wenn  aber  Lichtstrahlen  von  einem  Punkte 
ausgehen  und  an  beliebigen  Flächen  Brechungen  erleiden,  so 
belialLcn  sie  nach  dem  Gergonne'schen  Theorem  gleichwohl 
■Jie  Eigenschaft,  NormalOächen  zu  besitzen.  Es  hatten  also  auf 
dem  Wege  zwischen  der  Centralanbtalt  und  der  Sternwarte  die 
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Lichtwellenllächen   ihaibächlich   sehr   kleine,  unregelmäßige 
Verbiegungen  durch  Brechung  erfahren. 

24.  Bei  einem  zweiten  Versuche  wurde  eine  nicht  ter- 
restrische Lichtquelle,  der  Sirius,  benützt  Vor  dem  Objective 
des  zwölfzölligen  Refractors  der  Wiener  Universitäts-Stem- 
warte  wurde  ein  Schirm  angebracht,  an  weichem  sich  drei  in 
gerader  Linie  liegende  Öffnungen  von  je  3*2  m»  Durchmesser 
befanden,  eine  in  der  Mitte  des  Objectivs,  die  beiden  anderen 
am  Rande  desselben.  Wurde  das  Rohr  nach  dem  Sirius  ge- 
richtet und  das  Ocular  etwas  eingeschoben,  so  zeigten  sich 
nahe  aneinander  drei  kreisrunde  liüder  de^  Sternes,  die  sich  in 
beständiger  relativer  Bewegung  belatuien.  so  dass  sie  die 
Ecken  eines  Dreieckes  von  vollständig  \ariablei-  Cestalt 
bildeten.  Die  l'.rscheinung  glich  jener,  die  man  wahrnimmt, 
wenn  auf  dem  Grunde  eines  Bassins  drei  weiße  Kiesel  in 
gerader  Linie  nahe  nebeneinander  liegen  und  die  Oberfläche 
des  Wassers  leicht  bewegt  ist. 

25.  Bei  einem  dritten  Versuche  wurden  die  Erscheinungen 
in  Aragos  Scinttllometer  [10]  auf  künstliche  Weise  im  Labora> 
tortum  hervorgebracht  Der  Stern  wurde  ersetzt  durch  ein  sehr 
kleines  Sonnenbtldchen  und  auf  dieses  in  größerer  Entfernung 
ein  Arago'sches  ScintiHometer  gerichtet,  dessen  Ocular  ent> 
sprechend  eingeschoben  war.  Wurde  nun  eine  Spiegelglasplatte 
vor  dem  Objective  des  Scintillometers  hin-  und  hergeschoben, 
so  genügten  die  siets  wechselnden,  durch  die  kleinen  Unregel- 
mäßigkeiten der  Platte  verursachten  AMenkun<,'en  der  Strahlen, 
um  dieselben  l->scheinungen  hervorzubringen,  wie  ein  sein- 
tillierender  Stern.  Die  Wirkung  der  Atmosphäre  ist  hier  durch 
die  in  Bewegung  gesetzte  Spiegelglasplatte  ersetzt. 

26.  Die  beiden  ersten  Versuche  beweisen,  dass 
die  besprochenen  stets  wechselnden  Deformationen 
der  Lichtweltenflächen  wirklich  in  der  Atmosphäre 
vorhanden  sind. 

27.  Ich  habe  ferner  gezeigt  (24),  wie  man  durch  eine 
Modification  des  Arago'schen  Scintillometers  [10]  die  durch  die 
wechselnden  Ungleichheiten  der  Atmosphäre  hervorgebrachten 
wechselnden  Krümmungen  der  von  den  Fixsternen  kommenden, 
ursprüuglicii  ebenen  Lichtwellentlächen  auch  messen  könne. 
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Man  richte  ein  Arago'sches  ScintiUometer  auf  einen  scin- 
liUierenden  Fixstern  und  messe  den  Spielraum  et,  innerhalb 
dessen  das  Ocular  verschoben  werden  kann,  ohne  dass  das 
Arego'sche  Phänomen,  d.  i.  der  Wechsel  zwischen  hell  und 
dunkel  im  Centrum  der  Erscheinung,  aufhört  wahrgenommen 
zu  werden.  Man  hat  dann  für  die  größten  Krümmungs- 
halbmesser der  Wellenflächen  während  der  Zeit  der 
Beobachtung: 


U  Krümmuni^'shalbniesser,  p  Brennweite  des  Fernrohres). 

28.  Ich  habe  die  letztere  Formel  zur  Construction  eines 
Scintiliometers  benützt  Bringt  man  vor  dem  Objective  eines 
astronomischen  Fernrohres  von  IVt  bis  2  m  Brennweite  einen 
Schirai  mit  kreisrunder  Öffnung  an,  so  dass  die  scheinbare 
Gröfie  des  Radius  der  Öffnung,  bezogen  auf  den  Focus,  uhge- 

gleich  O'Ol  ist,  so  wird  man  das  Arago*sche  Phänomen  110] 
deutlich  wahrnehmen.  Befindet  sich  nun  am  Auszuge  des  Fern- 
rohres eine  Längstheilung,  so  können  die  Verschiebungen  des 
Oculars  längs  der  Axe  des  Fernrohres  gemessen  werden.  Dies 
vorausgesetzt,  richte  man  das  I'"ernruhr  auf  einen  scintillierenJen 
Stern  und  stelle  das  Ocular  zunächst  auf  den  Focus  ein.  Hier- 
auf schiebe  man  das  Ocular  ein.  bis  das  Centrum  constant 
dunkel  erscheint,  fahre  fort  langsam  einzuschieben,  bis  man  an 
eine  Stelle  gelangt,  wo  zeitweilig  im  Centrum  ein  heller  Punkt 
auftaucht,  und  mache  an  dieser  Steile  die  erste  Ablesung  am 
Oculare.  Bei  fortgesetztem  Einschieben  gelangt  man  an  Stellen, 
wo  das  Centrum  öfter  hell  als  dunkel  ist  und  sodann  an  eine 
Grenze,  an  welcher  es  constant  hell  erscheint  Hier  mache  man 
die  zweite  Ablesung.  Die  Differenz  der  beiden  Ablesungen  gibt 
die  Gröfie  a.  Dividiert  man  diese  Gröfie  in  das  doppelte  Quadrat 
der  Brennweite  des  Fernrohres,  so  hat  man  den  Radius  der 
größten  der  Beobachtungszeit  entsprechenden  Krtlmmung  der 
einfallenden  VVellenflächcn.  Dieses  ScintiUometer  hat  \  or  dem 
Arago'schen  den  wesentlichen  \'orzug,  dass  die  erhaltenen 
Bahlen  eine  bestimmte  physikalische  Bedeutung  haben,  sie 
Glessen  die  durch  die  unregelmäßigen  Brechungen  in  der 
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Atmo->phaic  ctUbtariLienen  Krümmungen  der  einfallenden 
Wellenflächen  des  Lichtes.  Diese,  durch  die  stets  wech- 
selnden Ungleichheiten  der  Atmosphäre  (Schlieren) 
durch  Brechung  bewirkten  Aus-  und  Einbiegungen 
der  von  den  Fixsternen  kommenden,  ursprünglich 
ebenen  Lichtwetlenfiächen  entsprachen  bei  zahl- 
reichen von  mir  angestellten  Messungen  Krüm- 
mungsradien, deren  kleinste  Werte  während  der 
Beobachtungszeit  1817  bis  19380,  und  im  Mittel  4733i#f 
betrüge  n. 

Ich  habe  ferner  angegeben,  wie  ein  solches  Sciniillometer 
eingerichtet  werder.  könne,  um  leicht  tran^-portabel  und  mit 
mäßic^eri  Kosten  herstellbar  zu  werden.  lu-rlei  ScintilMmeter 
sind  m  vorzüglicher  Weise  von  Steinheil  in  München  her- 
gestellt worden  (19). 

29.  Es  ist  klar,  dass  zur  Bestimmung  der  Gestalt  der  ein- 
fallenden  Uchtwellenflächen  außer  der  Messung  der  Krüm- 
mungen noch  eine  zweite  Messung  nöthtg  ist,  z.  B.  die  Messung 
der  Erstreckungen  der  concaven  und  convexen  Theile  der 
Wellenflächen  auf  diesen  selbst,  wobei  es  sich  selbstverständ- 
lich auch  hier  nur  um  die  Größenordnung  dieser  Erstreckungen 
handeln  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  habe  ich  ein  weiteres  Scintillomcter 
con>iriKert.  Man  richte  ein  Fernrohr  nach  einem  scintillierenden 
Steine,  schiebe  das  Ocular  ein,  bis  der  Stern  als  eine  grolie 
Scheibe  ersclieint.  und  bringe  vor  das  Objectiv  einen  Schirm 
mit  geradlinig  spaltentörmiger  Öffnung.  Hiedurch  wird  das  Bild 
des  Sternes  streifenförmig.   Die  Scintillation  verursacht  nun 
Abweichungen  von  der  Geradlinigkeit  dieses  Bildes,  welches  * 
stets  wechselnde  Aus-  und  Einbiegungen  zeigt,  die  sich  im 
allgemeinen  längs  des  streifenförmigen  Bildes  fortbewegen,  das 
in  jedem  Momente  eine  unregelmäßige  Wellenlinie  von  geringen 
Elongationen  bildet.  Zählt  man,  wie  viel  Wellenberge  und 
Thäler  das  streifenförmige  Bild  in  einem  gegebenen  Momente 
zeigt,  so  hat  man  die  diesem  Momente  entsprechende  Zahl  der 
Aus-  und  Einbiegungen  der  einfallenden  Lichtwellenflächen 
längs  der  Spaltöffnung.  Ich  habe  in  dieser  Richtung  nur  vv  emge 
Beobachtungen  angestellt  mittels  des  12zülligen  Refractors  der 
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Wiener  Universitäts-Sternwarte.  Die  Erstreckungcn  der  con- 
caven  oder  convexen  Theile  betrugen  beispielsweise  1  dm, 

30.  Nachdem  in  der  beschriebenen  Weise  einerseit«;  die 
Krümmungen,  andciseits  die  Erstreckungcn  der  gckruiuMiicn 
Theile  der  einlallenden  WellenÜächen  der  Giulienordnung  nach 
rc-t;mmt  waren,  konnte  hieraus  auch  die  Tiefe  einer  Ein- 
biegun.ü:  bestimmt  werden.  So  zeigte  sich,  dass  die  Tiefe  einer 
Einbiegung  sehr  gering,  beispielsweise  mit  einer  Lichtwellen- 
länge vergleichbar  ist. 

31.  Es  eiigab  sich  also  das  Resultat:  Die  ursprünglich 
ebenen,  von  den  Fixsternen  kommenden  Wellen- 
fiächen  gewinnen  beim  Durchgange  durch  die  Atmo- 
sphäre unregelmäßige  und  mit  der  Bewegung  der 
Luft  stets  wechselnde  Aus-  und  Einbiegungen.  Die 
Höhe  oder  Tiefe  einer  solchen  Verkrümmung  ist  im 
aligemeinen  von  der  Größenordnung  einer  Licht- 
Wellenlänge,  der  Durchmesser  oder  die  Erstreckung 
einer  Concavität  oder  Convexität  längs  der  Wellen-  • 
fläche  von  der  Größenordnung  eines  Decimeters, 
und  der  Mini  mal  wert  des  Krümmungsradius  kann 
beispielsweise  4000  «i  betragen. 

Nachdem  dieser  Satz  erwiesen  war,  konnten  aus  demselben 
Consequenzen  gezogen  und  mit  den  Beobachtungsthatsachen 
"er!7|ichen  werden  (24,  25).  Die  Resultate  sind  im  folgenden  in 
Kürze  angegeben. 

32.  So  gering  die  Krümmungen  der  Wellenflächen  sind, 
so  muss  doch  während  der  Fortpflanzung  hinter  einem  nach 
der  Fortpflanzungsrichtung  concaven  Theile  der  Wellenfläche 
eine  Sammlung  und  hinter  einem  convexen  eine  Zerstreuung 
der  Strahlen  eintreten,  und  folglich  während  der  Fortpflanzung 
der  Wellenfläche  längs  dieser  die  Vertbeilung  der  Intensitäten 
eine  ungleichförmige  werden. 

Es  habe  beispielsweise  ein  Theil  einer  Wellenfläche  eine 
Krümmung  von  +6000  m  Radius  und  ein  benachbarter  Theil 
eine  solche  von  — 6000  w,  wie  dies  den  obigen  Zahlen  [;^1] 
entspricht  und  sei  au:  dieser  Wellenfläche  die  Stralnendichte 
vier  Intensität  überall  dieselbe;  es  pOanze  sich  ferner  diese 
Wellenfläche  um   1000  m  ungestört  fort,  und  seien  J  die 
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Intensität  der  Wellenfläche  in  ihrer  ersten  Lage,  J'  und 
die  Intensitäten  längs  dem  concaven  und  dem  convexen 
Theile  der  WellenÜäche  in  ihrer  zweiten  Lage,  nachdem 
sie  sich  um  1000 fortgepflanzt  hat,  dann  ergibt  sich, 

die  Krümmungen  als  sphärisch  vorausgesetzt,  nahe- 
zu J'  :J"  —  2:  1. 

Es  werden  sich  also  auf  der  fnrt^epnanzten  Wellenfläche 
zwei  benachbarte  Stellen  linden,  deren  Intensitäten  sich  wie 
2 : 1  verhalten. 

Die  von  einem  Fixsterne  durch  die  Atmosphäre 
nach  der  Erdoberfläche  gelangenden  IJchtwellen- 
flächen  müssen  sonach  bei  einem  Zustande  der 
Atmosphäre,  welcher  dem  Entstehen  der  Scintillation 
günstig  ist,  aus  abwechselnd  helleren  und  dunkleren 
Theilen  bestehen;  und  es  muss  die  Vertheilung  der 
Intensitäten  längs  den  Weltenflächen,  wie  der  Zu- 
stand der  Atmosphäre,  einem  beständigen  und  un- 
'  regelmäßigen  Wechsel  unterliegen. 

Die  Erscheinuüi^en  bestaligcn  diese  Consequcnz  des 
Satzes  [.Sl]  durch  das  Keppler'sche  l^hano:nen. 

'33.  Eine  andere  Consequenz  des  Salzes  \?>\  \  ist  die  fol- 
gende. Da  die  Straiiien  stets  auf  den  Welientlächen  >cnkrecht 
stehen,  so  haben  die  Krümmungen  der  Wellenflächen  noth- 
wendig  Ablenkungen  der  Strahlen  zur  Folge.  Hat  beispiels- 
weise, wie  dies  dem  Satze  [31]  entspricht,  ein  annähernd  kreis- 
förmig begrenztes  Stück  der  Wellenfläche  eine  annähernd 
sphärische  Gestalt  von  4000  m  Krümmungsradius,  und  beträgt 
der  Durchmesser  der  kreisförmigen  Begrenzung,  wie  dies  eben- 
falls dem  Satze  [31]  entspricht,  Vdm,  so  ergibt  sich  hier- 
aus für  die  Winkelamplitude  der  oscillatorischen 
Bewegung  der  Lichtstrahlen  ein  mittlerer  Wert  von 
nahezu  6  Secundcn.  Die  \mr  bekannt  gewordenen  dirccien 
Messungen  anderer  For.seher  ergaben  für  diese 
Winkelamplitude:  — "V^  See,  5 — 6  See..  -1  See,  4  See. 
Die  Übereinstimmung  ist  eine  befriedigende. 

Betrachten  wir  also  das  Licht  eines  Fixsternes,  nachdenn 
es  durch  die  Atmo?;phäre  gegangen  ist,  SO  sehen  wir:  Die 
Lichtvvellenflächen  weichen  kaum  merklich  von  der 
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ebenen  Gestalt  ab,  die  Strahlen  kaum  merklich  vom 
Parallelismus,  aHein  die  Lichtwellenflächen  be- 
stehen aus  dicht  nebeneinander  liegenden  helleren 
und  dunkleren  Theilen,  der  Querschnitt  eines  dicken 
Strahienbündels  zeigt  an  manchen  Stellen  viele,  an 
anderen  wenige  Strahlendurchschnitte.  Diese  Ver- 
iheilung  der  Intensi  tat  l n  längs  der  Wellenflaclic, 
Suwie  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  der 
Sirahlenbündel  unterliegen  überdies  mit  dem  Zu- 
stande der  Atmosphäre  einem  beständigen  und  un- 
regelmäßigen Wechsel. 

34.  Das  Keppler'sche  Phänomen  [32]  ist  im  altgemeinen 
^0  lichtschwach,  dass  es  wohl  eines  Keppler  bedurfte,  um  auf 
dasselbe  aufmerksam  zu  werden.  Da  aber  die  von  einem 
scintillierenden  Fixsterne  kommenden  Strahlen 
nierkHch  untereinander  parallel  durch  die  Atmo- 
sphäre zur  Erdoberfläche  gelangen  [33],  so  gibt  es  ein 
einfaches  Mittel,  dieses  licht- 
schwache  Phänomen  beliebig 
lichtstark  zu  machen.  Statt  die 
Sirahlcn  sich  auf  eine  weiße 
U'and  projicieren  zu  lassen, 
sammle  man  sie  mittels  einer 
großen  achromatischen  Linse 
uni  hetrachte  einen  Querschnitt 
<^  oder  b  (Fig.  2)  des  durch  die 
Linse  gegangenen  Bündels 
^urch  eine  Lupe.  Das  Phänomen 
muss  dann  in  demselben  Maße 
lichtstarker  erscheinen,  als  sich 
<ler  Querschnitt  des  Bündels 
verkleinert  hat. 

Steht  überdies  der  Stern 
lief,  so  müssen  [14]  die  Hellig- 
keiLsschu  ankungen  für  die  ein-  Fig.  2. 

zelnen  Farben,  aus  w  eichen  das 

Lich:  des  Sternes  besteht,  unabhängig  von  einander  stattfinden, 
müssen  in  jedem  Momente  die  verschiedenen  Stellen  des 
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Phänomens  nicht  nur  ungleich  hell,  sondern  auch  ungleich 
gefärbt  erscheinen.  Hier  haben  wir  das  Marius'sche 
Phänomen  [8].  Projtciert  man  die  helleren  und  dunkleren 
Theile  des  Marius'schen  Phänomens  längs  den  Lichtstrahlen 
auf  das  Objectiv  des  Fernrohres,  so  ergibt  sich  das  Resultat, 
dass  die  Ausdehnung  der  Lichtmaxima  und  Minima 
des  Keppler'schcn  Phänomens  im  allgemeinen  nach 
Ceniinietern  oder  Decimetern  misst. 

3').  Eine  weitere  C^nsequenz  aus  dem  Salze  [31]  führte 
mich  zu  einer  weiteren  fundamentalen  Beobachtungsihaisache. 
Ist  das  in  die  ÖfTnung  des  Instrumentes  gelangende  Strahien- 
bündel  so  dünn,  dass  die  Ablenkungen  der  einzelnen  Strahlen 
des  Bündels  in  jedem  Augenblicke  als  identisch  angesehen 
werden  können,  beobachtet  man  beispielsweise  einen  Stern 
mit  freiem  Auge,  so  resultiert  eine  zitternde  Bewegung  des 
Sternes  von  beispielsweise  6''  Amplitude  [33]. 

Ist  jedoch  das  in  die  ÖfTnung  des  Instrumentes  gelangende 
Strahlenbündel  so  dick,  dass  sein  Querschnitt  in  jedem  Augen- 
blicke eine  größere  Zahl  Aus-  und  Einbiegimgen  enthält  ['M]. 
wie  dies  z.  B.  bei  der  Beobachtung  durch  ein  12 zolliges  Instru- 
ment der  Fall  ist,  so  lässt  sich  das  dicke  Strahlenbündel  in 
jedem  Momente  in  dünne  Strahlenbünde!  zerlegt  denken, 
welche  sich  im  allgenu  inen  in  sehr  verschiedenen,  ja  enigCjL^cn- 
gesetzten  Phasen  ihrer  Schwankungen  befinden,  so  dass  gleich- 
sam das  Bild  des  Sternes  gleichzeitig  nach  allen  Richtungen 
abgelenkt  erscheinen  muss:  Durch  ein  Instrument  mit 
großer  Öffnung  betrachtet,  muss  das  Bild  eines  sein« 
tillierenden  Sternes  vergrößert  und  unsicher  be- 
grenzt erscheinen,  ohne  irgend  eine  zitternde  Be> 
wegung  zu  zeigen. 

Das  ist  eben  das  Newton'sche  Phänomen  [6]. 

36.  Aus  [32]  geht  unmittelbar  hervor:  Die  Helligkeit 
des  Bildes  eines  sein  lillierendea  Sternes  muss  bei 
Beobachtung  durch  ein  Instrument  von  hinreichend 
kleiner  Öffnung  oder  bei  Beobachtung  mit  freiem 
Auge  einem  continui  er!  ichen  und  unregelmäüigen 
Wechsel  unterliegen.  Dass  dies  wirklich  staitlindet,  ist 
allgemein  bekannt. 
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37.  Als  weitere  Consequenzen  aus  [31]  und  [14]  habe  ich 
die  folgenden  Sätze  abgeleitet: 

Die  Lebhaftigkeit  der  Helligkeitsschwankungen 
eines  Sternes  muss  umso  beträchtlicher  sein»  je 
kleiner  die  Öffnung  des  Instrumentes  ist 

Geht  man  von  Instrumenten  mit  kleineren  Öff- 
nungen zu  solchen  mit  grdfieren  über,  so  muss  das 
Marius*sche  Phänomen  stets  sichtbar  bleiben,  das 
Nicholson'sche  [9]  jedoch  bei  einer  gewissen  Gröfie 
der  Öffnung  verschwinden. 

Tiefstehende  Sterne  müsben  iaibig  sciniillieren, 
hochstehende  farblos. 

Die  Planeten  müssen  eine  angenähert  gleich- 
mäßige mittlere  Helligkeit  zeigen. 

Alle  diese  Consequenzen  sind  durch  die  Beobachtung 
bestätigt. 

Aus  dem  Montigny'schen  Principe  [11,14]  und  meinen 
Vennessungen  der  Deformationen  der  Wellenflächen  [31]  konnte 
ich  weiter  folgern: 

38.  Es  muss  das  Keppler'sche  Phänomen  [2]  auch  auf- 
treten, wenn  sich  der  sichtbare  Theil  der  Sonne,  wie  bei  den 
totalen  Finsternissen,  auf  einen  Punkt  reduciert.  In  der  That 
beobachtet  man  bei  den  Sonnenfinsternissen  in  den  Augen- 
blicken, wo  der  sichtbare  Theil  der  Sonnenscheibc  punktförmig 
ist,  das  Phänomen  der  »fliegenden  Schatten*.  Die 
Flecken  bewegen  sich  im  allgemeinen  in  einer  bestimmten 
(Dichtung.  Dasselbe  kann  man  im  Marius  schen  i'hänomen  [8] 
i)eooachten  [15],  das  im  wesentlichen  mit  dem  Keppler'schen 
Klentisch  ist  [34j.  Die  Richtung  der  Bewegung  steht  in  Be- 
ziehung zur  Windrichtung,  wie  beim  Marius'schen  Phäno- 
men [10].  Die  Flecken  werden  bei  manchen  Sonnenfinsternissen 
>ls  &rblos,  bei  anderen  als  farbig  bezeichnet.  Ebenso  sind  die 
Flecken  im  Marius'schen  Phänomen  zuweilen  farblos,  zuweilen 
fartng:  farblos  bei  hochstehenden,  farbig  bei  tiefstehenden 
Sternen.  Dasselbe  muss  also  auch  bei  den  Sonnenfinsternissen 
zutreffen.  Ich  finde  in  einer  Abhandlung  Aragos:  »Ober 
Sonnenfinsternisse«  in  Bezug  auf  die  Finsternis  vom  Juli  1842: 
»Diese  Flecken  waren  theils  ruLh,  iheils  gelb,  blau  und  weiß. 

ä4»b.  d.  m«U)cm,-natiurw.  CI ;  CX.  Bd.,  Abth.  U.  a.  7 
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Die  Kinder  liefen  liinen  nach  und  suchten  sie  mit  den  Händen 
zu  fangen.«  \n  der  That  befand  sich  zur  Zeit  der  Beobachtung 
die  Sonne  in  der  Nähe  des  Horizontes.  Anderseits  linde  ich  in 
den  Berichten  (20)  über  die  Sonnenfinsternis  vom  18.  Juli  1860» 
dass  die  Fransen  »vollkommen  farblos«  waren,  was  mit  dem 
zur  Beobachtungszeii  hohen  Stande  der  Sonne  übereinstimmt. 
Schließlich  ist  noch  die  Größe  der  Flecken  zu  beachten.  Die 
Ausdehnung  der  Lichtmaxtma  und  Minima  des  Kepplefschen 
Phänomens  ist  von  der  Größenordnung  eines  Centimeters 
oder  Deci meters  [34].  Von  derselben  Größenordnung  muss 
auch  die  Au- Jchiuing  der  l-ichtmaxiuia  und  Minima  de> 
Piiänoniens  der  biegenden  Schatten  sein.  Nun  (nide  ich  in  den 
Berichten  (20*  über  die  Finsternis  von  1860,  dass    die  Fransen 

 aniangb  in  Entfernungen  von  1  dm,  später  in  kleinerer 

Entfernung  aufeinandergefolgt  sind«.  Bergsma  {21  f 

berichtete  nach  der  totalen  Sonnentinsternis  vom  l'J.  Dccember 
1871  über  die  fliegenden  Schatten.  Es  wurden  Streifen  von 
5  bis  6  CHI  Breite  beobachtet,  welche  in  hellen  Zwischenräumen 
von  iVt  bis  3  dm  Breite  aufeinanderfolgten.  In  Bezug  auf  die 
amerikanischen  Beobachtungen  der  totalen  Sonnenfinsternis 
vom  28.  Mai  1000  berichtet  Herr  S.  P.  Langley  von  den  in  Rede 
stehenden  Streifen:  »Ihre  Breite  und  ihr  Abstand  von  einander 
betrug  im  Durchschnitte  der  Schätzungen  etwa  5  Zoll«  (30). 
Herr  Moye  beobaLhtete  in  KIche  eine  Breite  von  0-U8  »/ 
bis  0*10»/  und  Zwischenräume  von  0*30  i;/  bis  0''40  «/.  Die 
Streifen  bew  e<j:ten  sich  über  den  ebenen  Boden  mit  der  Ge- 
bchwmdigkcit  eines  schreitenden  Menschen. 

Man  sieht,  die  durchschnitthch  beobachtete  hirstreckuiig 
der  Maxima  und  Minima  stimmt  hinreichend  mit  jenen  der 
Maxima  und  Minima  in  der  Marius'schen  Scheibe  überein, 
wenn  man  die  letzteren  längs  den  Strahlen  auf  das  Objectiv 
projiciert  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  schon  Arago  (22), 
Fearnley  (22),  Pinaud  und  Boisgiraud  dieses  Phänomen 
der  Scintillation  zugeschrieben  hatten. 

39.  Ich  legte  mir  ferner  die  Frage  vor:  »Muss,  was  man 
bei  einer  totalen  Sonnenfinsternis  beobachtet  wenn 
sie  Ii  der  sichtbare  Theil  der  Sonne  auf  einen  Punkt 
leduciert  hat,  nicht  auch   bei  der  auf-  und  unter- 
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gehenden  Sonne  bemerkt  werden?  Und  ich  fand  in  der 
That  eine  einschlägige  Beobachtung  Dufours  (23)  an  der  auf- 
gehenden Sonne:  »Überdies  sah  ich...  im  Augenblicke,  da 
der  erste  Strahl  der  Sonne  erschien,  dies  Gestirn  funkeln  wie 
ein  Stern  erster  GröOe,  und  zugleich  gewahrte  ich  ein  oder 
2wei  Secunden  lang  auf  dem  Boden  meines  Zimmers  sich  eine 
Art  abwechselnd  dunkler  und  heller  Wellen  bewegen,  welche 
bekanntlich  bei  totalen  Sonnenünstemissen  einige  Secunden 
sowohl  vor  als  nach  der  Totalität  der  Finsternis  zum  Vorschein 
koma^cn. .  . « 

In  besöi^j derer  Schunheii  konnic  icli  dieses  Phänomen  der 
Hiegeiuien  Schalten  an  den  Ufern  des  Gardasccs  bcobachicn. 
wenn  nachts  die  Sclieiin\  crtcr  der  Finanzorgane  ibre  kralligen 
Lichtkegel  meilenw  eit  über  den  See  warfen.  Lac;  das  Licht  auf 
der  Wand  eines  Gebäudes,  so  konnte  man  auf  dem  beleuchteten 
Theiie  der  Wand  abwechselnd  dunkle  und  helle  Wellen  sich 
in  bestimmter  Richtung  fortbewegen  sehen.  Die  Größe  und 
Geschwindigkeit  der  Wellen  stimmte  durchaus  mit  den  Beob- 
achtungen überein,  wie  sie  bei  den  totalen  Sonnenfinsternissen 
gemacht  werden. 

.Alle  diese  Beobachtungsthatsachen  ergeben  sich 
4)uatitativ  und  quantitativ  aus  dem  von  mir  er- 
wiesenen Satze  [311  in  X'crbnuUing  mit  dorn  eben  faHs 
erwiesenen  Montigny'schen  Principe  [1  1,  14J,  und  es  ist 
mir  keine  Beobachtungsthatsache  bekannt,  die  mit  diesen 
Sätzen  im  Widerspruche  stünde. 

Es  blieb  also  zur  \  oilständigen  Erklärung  der  Scintillation 
nur  noch  die  Frage  zu  beantworten,  wie  die  unregelmäßigen 
Ablenkungen  der  Strahlen  entstehen,  auf  denen  die  Scin- 
tillation beruht. 

40.  Von  besonderer  Bedeutung  waren  folglich  meine  Ver- 
suche aber  die  terrestrische  Scintillation  (25),  weil  man  da 
weiß,  was  auf  der  Strecke,  die  von  den  Strahlen  durchmessen 
wird,  vorgeht.  Man  kann,  wie  ich  gezeigt  habe,  am 
Tage  und  mit  künstlichen  Lichtquellen  alle  Er- 
scheinungen der  Scintillation  der  Sterne  beobachten, 
ja  besser  als  an  diesen  selbst,  da  die  Lichtquellen  intensiver 
und  der  Zustand  der  Atmosphäre  günstiger  sein  können.  AU 
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Lichtquelle  bei  kleinen  Distanzen  ist  das  Sonnenbildchen  eines 
Convexspiegels  zu  verwenden,  bei  großen  Distanzen  das  Helio- 
tropen licht  (Steinheirscher  Handheliotrop).  Dass  entfernte 
terrestrische  Lichtpunkte  scintillieren,  ist  zu  allen  Zeiten  be- 
merkt worden.  Eine  scintiltoskopische  Beobachtung  an  dem 
Sonnenbildchen  eines  entfernten  Thurmknaufes  hat  zuerst 
Arago  gemacht  Ich  selbst  habe  viele  Versuche  über  ter- 
restrische Scintillation  angestellt.  Weit  besser,  als  bei  wirklichen 
Sternen,  konnte  ich  an  künstlichen  Sternen,  welche  am  Tage 
durch  Retlcxion  der  Sonnenstrahlen  am  Spiegel  des  Heliotropen 
her\ ori^ebracht  wurden,  sämmtliche  ürscheinimgen  der  Scin- 
tillation wahrnehmen,  mit  Ausnahme  der  Farbenerschemungen. 
Um  auch  diese  auf  terrestrischem  Wege  zu  erhalten,  ver- 
größerte ich  die  Distanz  auf  creographische  Meilen,  wo 
dann  die  Farbenerscheinungen  in  aller  Deutlichkeit  in  der 
Marius'schen  Scheibe,  d.  i.  in  dem  durch  Einschieben  des 
Oculars  erweiterten  Bilde  der  Lichtquelle  auftraten.  Bei  Ver- 
kürzung der  Distanz  zeigten  sich  die  Erscheinungen  in  Aragos 
Scintillometer  noch  bei  einer  Entfernung  von  500  m  und  das 
Marius^sche  Phänomen  noch  bei  einer  Entfernung  von 
20  Schritten  über  Wiesengrund. 

Hier  lug  die  walire  Ursache  der  Scintillation  zutage,  ein 
Durcheinanderfließen  krilterer  und  wärmerer  Lufi- 
strömchen,  oder  das  Vorhandensein  beweglicher  Lu  fi- 
sch Ii  eren  [7].  Blickt  man  an  cincni  erhitzten  Gegenstande 
vorbei,  so  zeigen  die  Umrisse  der  betrachteten  Gegenstände 
eine  wellenförmige  Bewegunir.  Diese  ist  eine  Folge  von 
Brechungen,  welche  die  Strahlen  beim  Durchgange  durch  eine 
Menge  durcheinanderfließender  kalter  und  warmer  Luftstrdm- 
chen  erfahren,  wie  u.  a.  Montigny  (9)  näher  ausgeführt  hat. 
Es  bedarf  jedoch  zur  Hervorbringung  dieser  Erscheinung  einer 
kräftigen  localen  Wärmequelle  nicht,  sobald  nur  die  Strahlen 
eine  hinlänglich  große  Wegstrecke  in  der  Luft  zurücklegen. 
So  erscheinen  die  Contouren  entfernter  Gebirge  durch  ein 
Kernrohr  in  wellenartiger  Bewegung,  und  ebenso  die  Ränder 
der  Sonne  und  des  Mondes.  Man  kar^n  liieraus  schliel^en,  da-^s 
jenes  Durcheinanderllielien  kalter  und  warmer  Lulistrümchen 
ein  habitueller  Zustand  der  Atmosphäre  ist.  So  verschieden 
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hievon  die  Erscheinung  des  Sternfunkeins  zu  sein  scheint, 
beruht  sie  doch  genau  auf  derselben  Ursache.  Die  Verschieden- 
heil  der  Wirkung  rührt  einzig  daher,  dass  man  es  im  ersteren 
Falle  mit  ausgedehnten,  und  im  letzteren  mit  punktförmigen 
Lichtquellen  zu  thun  hat,  wie  im  Vorstehenden  ausgeführt  ist. 

41.  Da  schließlich  die  Erscheinungen  der  ScintiUation 
durch  die  unregelmäßigen  Brechungen  in  der  Atmosphäre,  oder 
durch  das  Zusammenwirken  dieser  mit  der  regelmäßigen  atmo- 
sphärischen Strahlendispersion  entstehen,  lassen  sich  die  Er- 
scheinungen der  ScintiUation  auch  mittels  einer  Fensterglas- 
tafel ur.d  dies  Prisma  nachahmen.  Uie  l''cnsterglastafel 
(ccniuell  Spiegelglasplatte)  bringt  die  unregelniäüigen  Ab- 
lenkungen hervor,  das  Prisma  die  regelmäßige  Dispersion,  und 
die  Wirkung  des  Windes  wird  durch  Bewegung  der  Glasiafel 
hervorgebracht.  So  konnte  ich  mit  diesen  einfachen  Vorrich- 
tungen im  Laboratorium  die  wellenförnnige  Bewegung  am 
Rande  der  Sonne,  das  Phänomen  der  fliegenden  Schatten,  die 
Helligkeits-  und  Farbenwechsel  der  Sterne,  die  Erscheinungen 
in  der  Marius'schen 'Scheibe,  die  Erscheinungen  in  Aragos 
und  Montignys  Scintillometer  u.  s.  w.  demonstrieren  (25). 

m. 

Im  folgenden  soll  die  neuere  Literatur  der  Scintillations- 
crscheinungen,  soweit  mir  dieselbe  zugauglicli  war,  einer  Be- 
sprechung unterzogen  werden. 

42  In  seiner  Abhandlung:  *l.a  direction  des  veiits  supe- 
neurs  determinee  par  les  ondulations  du  bord  des  astres«  (26) 
beschäftigt  sich  Herr  Ventosa  mit  den  Beziehungen  zwischen 
der  Windrichtung  und  der  Wellenbewegung  des  Sonnenrandes. 
Herr  Ventosa  richtet  ein  Fernrohr  nach  dem  Sonnenrande,, 
gewahrt  daselbst  eine  Wellenbewegung  in  bestimmter  Richtung 
und  zieht  das  Ocular  von  der  Einstellung  auf  den  Brennpunkt 
$0  lange  aus,  bis  er  die  Wellen  am  deutlichsten  sieht  Die 
Wellen  sollen  dann  an  jener  Stelle  der  Atmosphäre  entstehen, 
auf  welche  das  Femrohr  eingestellt  ist,  und  der  Wind  daselbst 
eine  Richtung  haben,  die  sich  der  wahrgenommenen  Wellen- 
l>eu-egung  eninehnien  lasst. 
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Es  handelt  sich  hier  um  zweierlei:  die  Beziehung  der 
Wellenbewegung  des  Sonnenrandes  zur  Windrichtung,  und  die 
Methode  zur  Bestimmung  der  Höhe  des  Windes. 

Was  den  ersten  Punkt  anlangt,  erinnere  ich  an  meine  ein- 
schlägige  Mittheilung  vom  Jahre  1887  (25),  deren  Inhalt  ich 
hier  in  Kürze  anführen  will. 

Richtet  man  ein  Femrohr  von  nicht  zu  grofier  Öffnung 
nach  dem  Sonnenrande,  so  wird  man  denselben  fast  stets  in 
wellenförmiger  BewegunR  finden.  Auch  wird  man  bald  er- 
kennen, dass  die  P.cweL^inig  in  einer  bestimmten  Richtung 
erfolgt.  Man  \vii\i  am  Rande  der  Sonnen^^chcibe  stets  zwei  dia- 
metral einander  t;et;enübürlici;c'ndi;  Punkte  a,  b  linden,  an 
welchen  keine  Bewe^T^unpfsrichtung  zu  erkennen  ist.  und  zwei 
um  90*"  abweichende  Punkte  c,  an  welchen  die  Richtung  der 
Bewegung  am  deutliclisten  zu  erkennen  ist.  Man  wird  femer 
iinden,  dass  die  Bewegungen  bei  ^  und  <^  in  derselben  Richtung 
vor  sich  gehen.  Diese  Richtung  stimmte,  wie  aus  der  folgenden 
Tabelle  hervorgeht»  auffallend  mit  der  Windrichtung  überein. 


Windii -hu  r.j^  in  Wien  bestimiTit  uns 


der  Wellenbewegung 

der  Stellung 

des  Sonnenrandes 

der  Windfahne 

31.  März  1886 

SE 

s 
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S 

SSE 

3.  » 

SK 

SE 

20.  • 

SSE 

SE 

26. 

sse 

SSE 
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SE 
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Was  zweitens  Herrn  Ventosa.s  Methode  der  Bestimmung 

der  Windrichtung  in  versciiicdcnen  Hüben  anlangt,  so  beruht 


Digitized  by  Google 


Erklärung  der  Scintillation. 


103 


dieselbe  orfenbar  auf  den  beiden  Voraussetzungen,  dass  der 
Ertcgungsori  der  wahrgenommenen  Wellen  sich  an  einer  be- 
stimmten Stelle  der  Atmosphäre  befindet»  und  dass  diese  Stelle 
mit  dem  Orte  zusAmmenföUt,  auf  welchen  das  Fernrohr  ein- 
gtsteflt  ist.  Was  die  erste  Voraussetzung  betrifft,  nach  welcher 
die  Erregung  an  einer  bestimmten  Stelle  erfolgen  soll,  so  ist 
dieselbe  schwer  vereinbar  mit  meinen  Versuchen  über  ter- 
restrische Scintillation  [40].  Richtet  man  das  Fernrohr  nach 
dem  Sonnenrande,  wo  der  Strahl  die  ganze  Atmosphäre  zu 
durchsetzen  hat,  so  gewahrt  man  das  Scintillationsphänomen 
uer  Wellenbewegung.  Dasselbe  Phänomen  gcwalu  i  iviaii  <iuch 
noch,  wenn  man  das  Fernrohr  auf  die  Contouren  sehr  ent- 
fernter Gebirge  einstellt,  wo  also  ein  großer  Theil  der  AUiio- 
sphäre  ausgeschaltet  ist.  Als  ich  unter  Benützung  eines  künst- 
lichen, mittels  eines  Heliotropen  hergestellten  Sternes  die 
Luftstrecke  auf  IV«  Meilen  reduciert  hatte,  zeigte  das  durch 
Verschiebung  des  Oculars  erweiterte  Bild  des  künstlichen 
Sternes»  die  Marius'sche  Scheibe  [8],  sowohl  die  Helligkeits-, 
als  die  Farbenfluctuationen.  Bei  weiterer  Verkürzung  der 
Distanz  auf  500  m  und  unter  Benützung  des  Sonnenbildchens 
in  einem  Convexspiegel  als  Lichtquelle  konnten  im  Arago'schen 
ScintUlometer  die  charakteristischen  Scintillationserscheinungen 
wahrgenommen  werden.  Noch  bei  Reduction  der  Entfernung 
auf  20  Schritte  über  Wicscngrund  zeigten  sich  Spuren  von 
Helligkeitsfluctuationen  im  Marius'schen  Scintillometer  [10]. 

Diese  Beobachtungen  weisen  deutlich  darauf  hin,  dass  der 
Ort  der  Hrregung  der  Scintillaüonser.scheinungen,  also  auch 
der  Wellen  am  Sonnenrande,  nicht  an  eine  bestimmte  Stelle 
der  Atmosphäre  zu  versetzen  ist,  sondern  in  die  ganze  Strecke, 
die  der  Lichtstrahl  in  der  Atmosphäre  durchmisst.  Indem  die 
ursprünglich  ebenen  Lichtwellenflächen  durch  die  Atmosphäre 
geben,  erfahren  sie  daselbst  durch  unregelmäßige  Brechungen 
bestandig  kleine  Verbiegungen,  wie  J am  in  (17)  zuerst  erkannt 
bat;  daher  erfahren  die  Strahlen  auch  beständig  kleine  Ab- 
lenkungen, sie  beschreiben  eine  Art  Wellenlinie. 

Was  die  zweite  Voraussetzung  anlangt,  nach  welcher  sich 
die  Stelle  der  Erregi!ng  der  Scintillation  wie  ein  leuchtender 
Körper  verhallen  soll,  aui  den  man  em  I'ernrohr  einstellen 
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kann,  so  lässt  sich  dieser  Voraussetzung  nur  durch  die 
Annahme  genügen,  dass  die  betreffende  Stelle  der  Atmo- 
sphäre in  so  beträchtlichem  Grade  ablenkend  auf  die  Strahlen 
wirkt,  als  nöthig  ist,  um  in  unmittelbarer  Nähe  ein  System  von 
Brennlinten  hervorzubringen.  Diese  Annahme  erscheiift  nun 
wieder  schwer  verträglich  mit  meinen  Messungen  [28],  nach 
welchen  nach  dem  Durchgange  durch  die  Atmosphäre  die 
Verkrümmungen  der  Weilenflächen  Krümmungshalbmesser 
zeigten,  deren  kleinste,  der  Beobachtungszeit  entsprechende 
Werte  zwischen  1817 fH  und  \93S0m  lagen.  Wollte  man 
sich  auch  mit  einer  solchen  Annäherung  begnügen,  so 
käme  man  doch  über  den  Umstand  nicht  hinaus,  dass  die 
Strahlen  auf  der  Strecke  zwischen  dem  anvisierten  I*unkte 
und  dem  Fernrohie  beständig  neue  Ablenkungen  erleiden. 
Übrigens  habe  ich  eine  Beobachtung  milgeiheilt  (27),  welche 
die  Unrichtigkeit  der  in  Kede  stehenden  Methode  unmittelbar 
erkennen  lässt. 

In  einer  späteren  Publication  (28)  hat  Ventosa  neue 
Versuche  für  die  Richtigkeit  seiner  Methode  beschrieben,  die 
ebenfalls  nicht  beweisend  sind,  wie  ich  a.  a.  O.  eingehend  nach- 
gewiesen habe  (29).  Zugleich  berichtete  ich  daselbst  über  eine 
R^ihe  von  mir  angestellter  Versuche  über  Scintillation,  die  mit 
der  allgemeinen  Erklärung  der  Scintillationf  wie  sie  oben 
gegeben  ist,  bestens  übereinstimmen. 

Richtet  man  ein  Fernrohr  nach  einer  entfernten  Fläche,  die 
sich  aus  vielen  abwechselnd  hellen  und  dunklen  Tlieilen  zii- 
sainniensetzt  fz.  H.  nach  einer  entlernten,  von  der  Sonne 
beschienenen  l-Jaumgruppe ).  und  befindet  sich  zwischen  Fern- 
rohr und  Object  ein  Scintillationserreger  (z.  B.  eine  unter  den 
wirksamen  Strahlen  behndliche  Weingeistlampe),  SO  wird  man 
auf  der  betrachteten  Fläche,  wenn  das  Femrohr  auf  dieselbe 
eingestellt  ist,  ein  Flimmern  wahrnehmen.  Verstellt  man  das 
Ocular,  so  nimmt  die  Bewegung  sofort  eine  bestimmte  Richtung 
an,  es  gewinnt  den  Anschein,  als  flösse  ein  Bächlein  klaren 
Wassers  In  bestimmter  Richtung  über  die  Baumkronen  hinweg. 
Die  vielen  Glanzpunkte  der  Blätter  eines  Baumes  im  Sonnen- 
lichte  wirken  wie  ebensoviele  Fixsterne  und  zeigen  bei  ver- 
stelltem Oculare  in  ihren  zu  kleinen  Scheiben  erweiterten 
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Bildern  dieselben  Fluctuationen  mit  bestimmter  Bewegungs- 
hcfatung,  welche,  wie  oben  erwähnt  [10],  schon  Arago  bei  den 
Fixsternen  in  der  Marius'schen  Scheibe  [8]  beobachtete.  Indem 
tber  hier  die  vielen  nebeneinander  liegenden  Bilder  sich  zu 
daem  Gesammtbilde  vereinigen,  gewinnt  das  Phänomen  eine 
fiichenhalte  Ausdehnung  und  dadurch  eine  ungemeine  Deut- 
Udikeit  Hiebei  zeigt  das  Phänomen  zwei  Maxima  der  Deutlich- 
keit bei  zwei  Einstellungen  des  Oculars  auf  Punkte,  von  denen 
der  eint;  etwas  vor,  der  andere  etwas  hinter  der  Bildebene 
liegt,  und  beim  Durchgange  durch  dieselbe  kehrt  sich  die 
ßewegungsnchtung  der  Fluctuation  um.  Die  Erklärung  ergibt 
sich  leicht  aus  der  allgemeinen  Erklärung  der  Scintiilatioii. 
An  Stelle  der  Weingeistlampe  kann  natürlich  irgend  ein 
tnderer  Scintillationserreger  gesetzt  werden,  beispielsweise 
eine  rotierende  Scheibe  aus  Fensterglas.  Dieselben  Er- 
scheinungen müssen  auch  Wahrgenommen  werden,  wenn 
die  Lichtquelle  sich  auf  einen  Lichtpunkt  reduciert,  z.  B  das 
Sonnenbildchen  in  einem  Convexspiegel  von  kurzer  Brenn- 
weite. Ersetzt  man  das  Sonnenbildchen  durch  einen  Fixstern, 
die  Glasscheibe  durch  die  Atmosphäre  und  die  Bewegung  der 
Scheibe  durch  die  atmosphärische  Strömung,  so  hat  man  das 
Marius'sche  Phänomen  [8,  lOJ,  wie  es  sich  bei  hochstehenden 
fernen  zeigt. 

Die  Abhängigkeit  der  St lomungsgesch windigkeit  und 
Richtung  der  Fluctuationen  von  der  Stellung  des  Oculars.  wie 
sich  dieselbe  bei  den  eben  beschriebenen  \'ersuchen  zeigte, 
ist  leicht  begreiflich.  Schreitet  in  dem  Räume  zwischen  einer 
punktförmigen  Lichtquelle  und  dem  Objectiv  des  Fernrohres 
eine  leichte  Störung  durch  das  einfallende  Lichtbündel  bei- 
spielsweise in  der  Richtung  von  unten  nach  oben  fort,  so  wird 
dasselbe  auch  in  dem  Räume  zwischen  dem  Objectiv  und  dem 
Bilde  des  Lichtpunktes  geschehen,  jedoch  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, die  überall  dem  Durchmesser  des  Querschnittes  des 
Bündels  proportional  ist.  Stellt  man  also  das  Ocular  auf  immer 
kleinere  Querschnitte  des  Bündels  ein,  so  wird  sich  die  wahr- 
genommene Strömungsgeschwindigkeit  beständig  verringern 
unü  be;  Emstelluiig  au!  das  Bild  der  Lichtquelle  gleich  .Null 
werden.  Analoges  gilt  für  den  Raum  jenseits  des  Bilden.  [)a 


Digitized  by  Google 


106 


K.  Exner, 


ferner  ein  Strahl,  ac:  .sich  zwischen  Objccliv  und  Bild  im 
Sirahlenbündel  beispielsweise  (»ben  befindet,  nach  der  Kreu- 
zung der  Strahlen  sich  unten  befinden  wird,  mus^  sich  beim 
Durchgange  durch  das  Bild  der  Lichtquelle  die  Strömungä> 
richtung  umkehren. 

Diese  Umkehrung  der  Strömungsrichtung  konnte  ich  am 
Sirius  bei  günstigen  atmosphärischen  Strdmungsverhältnissen 
und  Benützung  eines  Instrumentes  von  9  cm  OfTnungsdurch- 
messer  in  aller  Deutlichkeit  wahrnehmen.  Noch  besser  gelang 
der  Versuch,  als  ich  dasselbe  Instrument  nach  einer  entfernten, 
von  der  Sonne  beschienenen  Almwiese  richtete. 

Ebenso  verständlich  ist  die  Entstehung  der  beiden 
Maxinia  der  Deutlichkeit,  wenn  man  beachtet,  dasi  *.iic  durch 
den  Scintillatinnserreger  hervorgebrachten  Ablenkungen  der 
Strahlen  als  sehr  klein  zu  denken  sind,  beziehungsweise 
der  Versuch  so  einzurichten  i^t,  dass  sie  ^ehr  klein  seien;  wie 
denn  diese  Ablenkungen  bei  Strahlen,  die  von  einem  Fixsterne 
kommen,  nur  einige  wenige  Secunden  betragen  [33].  Dement- 
sprechend werden  in  jedem  gegebenen  Momente  die  Licht- 
bilder, die  den  Einstellungen  des  Oculars  auf  verschiedene 
Querschnitte  des  Lichtbündels  entsprechen,  in  erster  Annähe- 
rung  untereinander  ähnlich,  und  umso  intensiver  und  zugleich 
kleiner  sein  müssen,  je  näher  der  betrachtete  Querschnitt  denn 
punktförmigen  Bilde  der  Lichtquelle  liegt.  Die  Deutlichkeit,  mit 
der  sich  das  Phänomen  zeigt,  hängt  von  verschiedenen  Um- 
ständen ab.  Sei  beispielsweise  das  Ocular  auf  einen  Querschnitt 
des  Strahlenbündels  cmgcslclli,  der  zwisclicn  Objectiv  und 
P.iidpunkt  liegt.  Der  betrachtete  Querschnitt  darf  dem  Bild- 
punkte nicht  zu  nahe  liegen,  da  dann  das  Bild  7.u  sehr  ver- 
kleinert erscheint,  um  die  Ma.xima  und  Minima  der  Helligkeit 
deutlich  unterscheiden  zu  lassen,  und  die  Strömungsgeschwin- 
digkeit zu  gering  ist,  um  einen  lebhaften  Eindruck  hervor- 
zubringen. Der  betrachtete  Querschnitt  des  Strahlenbündels 
darf  aber  auch  nicht  zu  weit  vom  Bildpunkte  entfernt  sein,  da 
dann  die  Intensität  des  Bildes  zu  gering  ist  und  die  Strömungs- 
geschwindigkeit zu  grofi.  Zwischen  zwei  solchen  Lagen,  wo 
das  Phänomen  nur  unvollkommen  erscheint,  lässt  steh  nun 
eine  Zwischenlage  finden,  wo  das  Phänomen  ein  Maximum  der 
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Güte  zeigt,  d.  h.  verhältnismäßig  deutlich  und  lebhalt  erscheint. 
Genau  dasselbe  findet  aber  auch  statt,  wenn  das  Ocular  auf 
Querschnitte  des  Strahlenbündels  eingestellt  wird,  die  jenseits 
des  Bildpunktes  liegen,  wo  das  Strahlenbündel  divergent  ist. 
Es  gibt  also  zwei  Maxima  der  Deutlichkeit  des  Phänomens, 
entsprechend  der  Einstellung  des  Oculars  auf  zwei  Quer- 
schnitte des  Strahlenbündels,  von  denen  der  eine  etwas  vor, 
der  andere  etwas  hinter  dem  Bilde  der  Lichtquelle  liegt. 

Stellt  man  ein  Fernrohr  auf  einen  scintillierenden  Fixstern 
ein  und  schiebt  sodann  das  Ocular  etwas  ein,  so  dass  man, 
1*  g.  2.  etwa  den  Querschnitt  b  deutlich  wahrnimmt,  so  \vit\l 
man  das  Marius  sche  I^hänomen  [8]  wahrnehmen  und  unter 
l'm^tänden  in  demselben  eine  bestimnilc  BeweL^unLisnehtung 
der  Fluctuatiunen  erkennen.  Auch  wird  das  Phänomen  am 
deuiiichsten  bei  einem  bestimmten  Grade  des  Einschiebens 
erscheinen.  Zieht  man  das  Ocular  aus,  statt  es  einzuschieben, 
stellt  es  etwa  auf  den  Querschnitt  a  ein,  so  wird  man  dieselben 
Wahrnehmungen  machen.  Hier  hat  man  die  beiden  Maxima  der 
Deutlichkeit  wieder,  von  denen  die  Rede  war. 

In  seiner  Abhandlung  berichtet  Herr  Ventosa  auch  über 
eine  von  Herrn  Douglass,  Astronom  des  Observatoriums 
Lowell  (Flagstaff,  Arizona)  angewendete  Methode.  Douglass 
beobachtet  die  Fixsterne  mittels  eines  vom  Ocular  befreiten 
Femrohres  oder  bei  verstelltem  Oculare,  wo  dann  der  Stern  als 
eine  Scheibe  erscheint,  in  welcher  Fluctuationen  wahrgenommen 
werden.  Man  iiat  hier  ersichtlich  das  Mariussche  Phänomen  [8]. 
Herr  Ventosa  bemerkt,  man  müsse  die  Ursache  Jieser  Er- 
scheinung in  unrec^elmaüigen  Brechungen  suchen,  welche  die 
Strahlen  beim  Durchgänge  durch  di"  Atmosphäre  erleiden.  In 
der  'I  hat  habe  ich  schon  im  Jahre  bewiesen,  dass  dem  so 
sei[d4]. 

Herr  Ventosa  berichtet  weiter,  es  habe  Herr  Douglass 
von  diesem  Phänomen  Gebrauch  gemacht,  um  die  Höhe  der 
atmosphärischen  Strömungen  zu  bestimmen.  Es  wird  htebei 
vorausgesetzt,  dass  die  Seintitlation  in  einer  Fläche  entstehe, 
in  welcher  die  Strahlen  abgelenkt  werden,  so  dass  hinter  dieser 
Fläche  ein  reelles  und  vor  derselben  ein  virtuelles  Netz  von 
Brennlinien  entsteht,  deren  Lage  in  der  Alniusphäre  man  durch 
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Einstellung  des  Fernrohres  auf  dieselben  bestimmen  könne 
In  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden  Netzen  von  Btenniinien 
läge  dann  die  erregende  Fläche.  Nach  meinen  Messungen  [28] 
müsste  die  Entfernung  eines  solchen  Netzes  von  der  erregenden 
Fläche  einige  Kilometer  betragen.  Es  setzt  diese  Methode  vor- 
aus, dass  die  Ablenkungen  der  Strahlen  in  einer  gewissen 
Fläche  hervorgerufen  werden,  vor  und  hinter  welcher  gerad* 
linige  Fortpflanzung  stattfindet.  Dem  widersprechen  aber 
meine  Messungen  über  terrestrische  Scintillation  [40].  In 
der  That  haben  die  von  Herrn  Douglass  mittels  dieser 
Methode  angestellten  Beobachtungen  kein  befriedigendes 
Resuital  ergeben. 

Die  helleren  und  dunkleren  Stellen  in  der  Marius'schen 
Scheibe  haben  nach  Herrn  Douglas^  iliien  Grund  in  Ver- 
dichtungen und  Veidünnungen  der  Strahlen  durch  lirechunj^en 
in  der  Atmosphäre.  Dies  ist  durchaus  richtig,  wie  ich  schon  im 
Jahre  1881  bewiesen  habe.  Ferner  hat  Herr  Douglass  die 
Ausdehnung  der  helleren  und  dunkleren  Theile  der  in  das 
Fernrohr  gelangenden  Lichtwellenflächen  gemessen  und  die- 
selbe zu  Vt  15^  bestimmt.  Dies  stimmt  gut  überein  mit 
meinen  schon  im  Jahre  !887  veröffentlichten  Messungen  [34]. 

Weiter  berichtet  HerrVentosa,  es  betrachte  Herr  See  die 
Ungleichmäfiigkeiten  in  der  Atmosphäre,  durch  welche  die 
Scintillation  verursacht  wird,  als  eine  Art  Biconvexlinsen.  In 
der  That  hatte  schon  Hooke  den  Gedanken  ausgesprochen, 
dass  die  in  der  Vertheilung  der  Wärme  vorhandene  Ungleich- 
heit einem  begrenzten  Stucke  der  Atmosphäre,  im  Vergleiche 
zu  den  benachbarten  Theilen.  möglicherweise  die  (ie>talt  einet 
convexen  oder  concaven  Linse  geben  könnte  [oj.  und  meine 
schon  im  Jahre  1887  ven")ft'entlichten  Versuche  über  ter- 
restrische Scintillation  [40]  lassen  keinen  Zweifel  darüber  be- 
stehen, dass  die  Scintillation  durch  derartige  Luftschlieren 
hervorgebracht  wird,  also  durch  eine  Art  Linsenwirkung.  Hieher 
gehören  auch  meine  Versuche  mit  künstlichen  Scintillations- 
erregern  [41,  42]. 

Von  Herrn  Wadsworth  berichtet  Herr  Ventosa,  er  habe 
als  Effect  dieser  atmosphärischen  Linsenwirkungen  momentane 
Veränderungen  der  Brennweite  des  Fernrohres  beobachtet.  Es 


Digitized  by  Google 


Erklärung  der  Scinullation. 


109 


sind  dies  jene  Schwingungen  des  Focus  längs  derAxe  des 
Fernrohres,  auf  deren  Existenz  und  Bedeutung  ich  schon  im 
Jahre  1881  aufmerksam  machte  [21],  und  auf  denen  die  Con* 
smiction  meines  Scintillometers  beruht  [27]. 

43.  Eine  Reihe  von  Artikeln  üt>er  die  Scintillation  hat  Herr 
T.  J.  J.  See  veröffentlicht  (31).-  Es  soll  im  folgenden  in  Kürze 
auf  diese  Mittheilungen  eingegangen  werden.  Herr  See  citiert 
^tm  Experiment  des  Herrn  Douglass,  welcher  mittelst  eines 
künstlichen  Scintillationserregers  das  Marius'bchc  Phänomen 
her\'orbrachte.  wie  ich  dies  in  ähnlicher  Weise  schon  im  Jahre 
1887  gethan  hatte  [41].  Er  führt  terner  aus,  wie  die  unregel- 
iDäfiigen  Brechungen  der  Strahlen  in  der  Atmosphäre  die 
Bilder  der  Sterne  im  Fernrohre  alterieren,  wie  dies  schon 
Xewton  bemerkt  und  erörtert  hatte  [6],  und  führt  diese 
Brechungen  zurück  auf  die  kalten  und  warmen  Luftmengen, 
die  in  der  Atmosphäre  in  großer  Menge  vermischt,  überall  auf 
der  Erde  und  alle  Tage  des  Jahres  vorkommen,  wie  denn  schon 
Hooke  dieselbe  Ansicht  ausgesprochen  hatte  [~>J.  Er  macht 
aufmerksam  auf  die  hiedurch  bedingte  Verundeutlichung  der 
Bilder  der  Planeten  bei  Beobachtung  durch  große  Instrumente, 
wie  ich  dies  schon  früher  eingciicndcr  ausiretührt  hatte  (32). 

44.  Interessant  ist  Herrn  Sees  Bemerkung,  die  Astronomen 
hätten  schon  lange  erkannt,  dass  ein  großes  Instrument  oft 
weniger  brauchbar  ist  als  ein  Instrument  von  kiemer  Ütfnung. 
K'^  ist  hier  zu  bemerken,  dass  im  ersteren  Falle  das  Ncwton'sche 
Phänomen  [6],  im  letzteren  das  Phänomen  der  Zitterbewegung 
[33]  ihre  störenden  Einflüsse  üben. 

Auch  Herr  See  berichtet  über  Messungen  des  Herrn 
Douglass,  dieser  habe  auf  Grund  mehrjähriger  Beobachtungen 
gefunden,  dass  die  Erstreckungen  der  Helligkeitsmaxima  und 
Minima  in  der  Marius'schen  Scheibe  [8]  zwischen  1  Ys  ^  und 
17  cm  variierten,  was  durchaus  mit  meinen  im  Jahre  1887  ver- 
öffentlichten Mitlheilungen  (25)  übereinstimmt,  nach  welchen 
die  fragliche  Größe  »im  allgemeinen  nach  Centimetern  oder 
Decimetern  misst«. 

SchlicLilich  haben  die  Herren  Douglass  und  See  auf  dem 
l-owell  Observatory  die  Amplitude  der  Zitierbewegung  der  Fix- 
sterne zu  beiläuflg  0'5"  bis  2-0"  bestimmt. 
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4,").  I^a  das  Bild  eines  leuciitcnden  Punktes  im  Kernrohre 
infolge  der  Beugung  stets  als  eine  helle,  von  lichtschwachen 
Ringen  umgebene  Scheibe  erscheint,  so  werden  zwei  leuchtende 
Punkte  otTenbar  nur  dann  als  getrennt  wahrgenommen,  wenn 
ihre  scheinbare  gegenseitige  Entfernung  eine  gewisse  Größe 
überschreitet.  Der  reciproke  Wert  dieser  Größe  wurde  von 
Foucault  das  optische  Vermögen  des  Instrumentes 
genannt.  Die  Ausdehnung  des  sichtbaren  Theües  des  Beugungs- 
bildes hangt  von  mehreren  Umständen  ab,  namentlich  von  der 
Helligkeit  der  Lichtquelle.  Das  optische  Vermögen  eines  Instru- 
mentes ist  also  keine  constante  Gröf3e:  alles  übrige  jedoch 
i;lcich  uc'^etzi.  i~>t  das  optische  \'ciniu^cn  dem  Ijurchmesser 
üei  Utlnmiu  d«j>  Instrumentes  proportional.  Nimmt  man  an,  das 
Bild  des  leuchtenden  l'unktes  reduciere  sich  au!  die  Aureole 
und  bezeichnet  man  den  scheinbaren  Halbmesser  derselben 

durch  CO,  so  ist         das  optische  Vermögen  des  Instrumentes. 

Setzt  man  >.  —  0  •  0005  mm  und  nimmt  man  den  Durchmesser 
der  Öffnung  gleich  iO  cm  an,  so  gibt  das  2a»  =  27«  Secunden. 
Versuche,  welche  Foucault  mit  einem  F'ernrohre  von  10  rm 
Öffnung  anstellte,  ergaben  etwas  kleinere  Werte. 

Hat  man  ein  Instrument  von  großer  Öffnung  und  ist  der 
durch  dasselbe  betrachtete  Lichtpunkt  ein  scintiHierender  Stern, 
so  wird  zwar  der  eben  besprochene,  durch  Beugung  entstehende 
Zerstreuungskreis  mit  w  achsender  Größe  der  C)tTnung  beständig 
abnehmen,  doch  hat  man  iiier  inil  einem  aiideien  Zci sU euungs- 
kreise  zu  rechnen,  dem  Scintillations-Zersli euungskreise  [35]. 
dessen  Radiu>  identisch  ist  mit  der  AmpUtude  der  Zuter- 
bewegung  [331. 

Ks  ist  klar,  dass  dieser  letztere  Zerstreuungskreis  eine 
Verundeutlich ung  der  Bilder  ausgedehnter  Objecte,  wie  des 
Mondes,  zur  Folge  haben  muss,  und  dass  die  Störung  umso 
größer  sein  wird,  je  größer  die  AmpUtude  der  Zitterbewegung 
ist  (32). 

Man  könnte,  analog  dem  Vorgehen  Foucaults,  die 

Grölie         ,  wo  hier  o»  die  mittlere  AmpUtude  der  Zitter- 
2(1} 

bewegung  an  einem  gegebenen  Orte  der  Beobachtung  bedeutet. 
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da<^  optische  Vermögen  des  gegebenen  Orte«?  nennen. 
Für  Wien  dürfte  sich  nach  meinen  scintiUometrischen  Mes- 
sungen der  Wert  «•  G  Secunden  nicht  allzuweit  von  dem 
Mittelwerte  der  Amplitude  der  Zitterbewegung  entfernen  [33], 
ebenso  für  das  Lowell  Observatory  nach  den  obigen  Mit- 
theilungen  des  Herrn  See  nicht  allzuweit  von  «=  IV4  Se- 
cunden [44].  Es  würde  hieraus  mit  einem  gewissen  Grade  der 
Genauigkeit  folgen,  dass  das  optische  Vermögen  des  Ortes 
des  Lowell  Observatory  4'8mal  größer  ist,  als  jenes  der  Stern- 
warte zu  Wien. 

4>i.  In  seiner  Abhandlung:  -  On  the  Cause  of  Uie  Scintilla- 
;ion  Ol  ihe  Fixed  Stars«  sucht  Herr  See  die  Ursachen  der 
Scintillationserscheinungen  aufzustellen.  Er  geht  aus  von  jenem 
Phänomen,  das  ich  nach  seinem  Entdecker  das  Marius'sche 
Phänomen  genannt  habe  [8],  und  bemerkt,  dass  dieses  Undula- 
tionsphänomen  von  früheren  Forschem  nicht  beachtet  worden 
sei  Allein  schon  vor  Marius  wurde  dieses  Phänomen,  obgleich 
ohne  Benützung  eines  Fernrohres,  von  Keppler  bemerkt  [2}, 
Arago  hat  sein  ScinttUometer  Nr.  1  auf  dieses  Phänomen 
gegründet  [10],  und  der  Verfasser  dieser  Abhandlung  hat 
sich  eingehendst  mit  der  Beschaffenheit  dieses  Phänomen'^. 
sjuil-  dLf  Erklärung  und  den  Con>equenzen  desselben  be- 
schaltigi  i 

47.  Herr  See  gibt  lür  die  Erscheiniini;en  der  Scintillation 
drei  I''i>achen  an:  Die  irregulären  Biechungen  der  Strahlen 
'n  der  Atmosphäre,  die  mit  diesen  Brechungen  verbundene 
Dispersion,  und  die  gegenseitige  Interferenz  der  durch  die 
Pupille  tretenden  Strahlen.  Ein  Beweis  dafür,  dass  die  Scintilla- 
tion in  dieser  Weise  entstehe,  ist  nicht  beigegeben. 

Was  nun  die  erste  dieser  drei  Hypothesen  betrifft,  so  ist 
sie  richtig;  dieselbe  wurde  schon  vor  den  Mittheilungen  des 
Herrn  See  von  Alhazen  und  Vitellio  [1],  Hooke  [5],  New- 
ton [6],  Mairan  [7],  Respighi  [18]  und  Jamin(19]  aufge- 
stellt und  ihre  Richtigkeit  vom  Verfasser  dieser  Abhandlung 
bewiesen  [31]. 

Die  zweite  der  angeführten  Hypothesen  ist  ebentalh  nicht 
neu.  Um  die  bei  der  Scintillation  auftretende  Farbenentvvickc- 
tung  zu  erklären,  hat  schon  Hooke  daran  erinnert^  dass.  durcii 
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eine  gewöhnliche  Linse  gesehen,  die  Bilder  der  Gegenstände 
Jederzeit  farbig  erscheinen,  wenn  sie  in  der  Nähe  der  Ränder 
des  Gesichtsfeldes  erzeugt  werden.  Diese  Hypothese  Hookes^ 
nach  welcher  die  Farbenerscheinungen  durch  die  mit  den  un- 
regelmäßigen Brechungen  nothwendtg  verbundene  Dispersion 
entstehen  sollen,  besteht  aber,  wie  ich  schon  im  Jahre  1887 
gezeigt  habe  (25),  eine  ernstliche  Prüfung  a  posteriori  nicht  Es 
ist  nämlich  eine  Thatsache,  dass  die  Sterne  in  der  Nähe  des 
Zeniths  farblos  scintillieren.  (Bei  37  zu  verschiedenen  Zeiten 
an  Sternen  erster  und  zw  eiter  ( irolic  in  \  crbciiicdcnen  Höhen 
mittels  des.  Marjus'schcn  l'hänumens  anofestellten  Beobach- 
tungen fand  ich  unter  34°  Höhe  stel>  !■  arbencntw  ickclimr^  und 
ober  51°  Höhe  niemals.)  Jede  Erklärung  der  Farbenscintillation 
muss  von  dieser  Thatsachc  Rechenschaft  geben  können. 
Hookes  Hypothese  vermag  dies  nur  unter  Zuhilfenahme 
einer  zweiten  Hypothese,  dass  nämlich  der  von  den  Strahlen 
in  der  Atmosphäre  zurückgelegte  Weg  eben  in  der  Nähe 
des  Zeniths  zu  klein  werde,  um  das  Entstehen  der  Farben- 
erscheinungen zu  ermöglichen.  Diese  Hilfshypothese  wird 
aber  widerlegt  durch  jenen  meiner  Versuche  über  terrestrische 
Scintitlation,  wo  eine  horizontale  Luftstrecke  von  P/«  Meilen 
genügte,  um  lebhafte  Farbenscintillation  hervorzubringen  [40 J. 
Hiernach  krinri  nicht  angenommen  werden,  dass  hoch- 
stehende Slcrne  deshalb  zwar  lebhaft,  aber  farblos  scin- 
tillieren, weil  die  zu  durchmessende  Luftstrecke  zu  gering  ist. 
Hookes  und  Herrn  Sees  Hypoilie^e  i--t  al^^o  nicht  haltbar. 
Zwar  kann  es  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die  mit  der 
unregelmäßigen  Brechung  verbundene  unregelmäliige  Dis* 
persion  vorhanden  ist,  doch  ist  sie  zu  gering,  um  wahrgenommen 
zu  werden,  und  ist  nicht  die  Ursache  der  lebhaften  Farben* 
erscheinungen,  um  welche  es  sich  handelt.  Die  wahre  Ursache 
der  letzteren  ist  die  schon  besprochene  regelmäßige  atmo- 
sphärische Dispersion  [11]. 

Die  dritte  Hypothese  des  Herrn  See  ist  weder  neu  noch 
richtig.  Sie  fällt  zusammen  mit  jener  Hypothese,  auf  welche 
Arago  seine  unrichtige  Erklärung  der  Scintillation  gründete. 
Arago  sagt:  Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  links  von  der 
Mitte  des  Objectivs  auffallenden  Strahlen  auf  ihrem  Wege  voa 


Digitized  by  Google 


Erklärang  der  ScintilUtion. 


113 


Jen  oberen  Grenzen  der  Almtisphäic  her  Schichten  durchlaufen 
sollen,  welche  ihrer  DichLigkeit,  ihrer  Temperatur  oder  ihres 
hygrorncinschen  Zustandes  wegen  ein  etwas  anderes  Brechungs- 
vermögen  besitzen,  als  die  Schichten,  in  welche  die  zur  Rechten 
Hegenden  Strahlen  gelangen.  Die  Folge  dieser  verschiedenen 
Brechungsverhältnisse  kann  sein,  dass  die  rothen  Strahlen 
rechts  sich  mit  den  gleichnamigen  links  vollständig  (durch 
Interferenz)  aufheben,  so  dass  im  Brennpunkte  statt  des 
normalen  Weiß  Grün  entsteht,  wahrend  einen  Augenblick 
später,  aus  derselben  Ursache,  die  grünen  Strahlen  gänzlich 
vernichtet  werden  und  der  Brennpunkt  folglich  roth  erscheint« 
IL  s.  w. 

Der  ei'is'iC,  der  gegen  A ratlos  Theorie  auliral  unJ  sie 
liurch  ein  schlagendes  Experiment  u  iderlegte,  war  Moign  u  ' 
Dieser  constatierte.  dass,  wenn  man  im  Interferenzrefractor  das 
-ine  der  beiden  Bündel  gegen  das  andere  verzögert,  das  Bild 
eines  weiüen  Lichtpunktes  keineswegs  Farben  zeigt,  wie  dies 
bei  den  scintillicrenden  Sternen  der  Fall  ist.  Ich  selbst  habe 
den  Versuch  Moignos  in  der  folgenden  Form  ange- 
stellt (25). 

Vom  Heliostaten  kommendes  Sonnenlicht  trat  durch  eine 
Linse  und  brachte  ein  nahe  punktförmiges  Sonnenbild  hervor. 
Das  von  diesem  Punkte  kommende  Licht  wurde  durch  einen 
N'icol  vcrtical  polarisiert.  In  einer  Entfernung  von  ungefähr  20  m 
beobachtete  ich  den  potarisierten  Lichtpunkt,  nachdem  ich  die 
beiden  Hälften  meiner  Pupille  mit  zwei,  in  verticaler  Linie 

X 

aneinander  grenzenden  — Blättchen  bedeckt  hatte,  deren 

2 

Hauptschnitte  bezüglich  die  verticale  und  horizontale  Lage 
hatten.  Unter  diesen  Umständen  ist  die  eine  Hälfte  des  Strahlen- 
bündeis,  genau  wie  es  Arago  supponiert,  gegen  die  andere 

um  —  verzögert.  Es  zeigte  sich  nun,  dass  das  Bild  des  Licht- 

Punktes  nicht  ausgelöscht  oder  gefärbt  war,  sondern  genau  so 
erschien,  als  wäre  die  Doppelplatte  nicht  vorhanden. 

Dieser  Versuch  widerlegt  zwar,  wie  jener  Moignos,  die 
von  Arago  gegebene  Erklärung  der  Scintillation  a  posteriori, 
lässt  aber  die  Frage  zurück,  warum  bei  diesen  Versuchen  das 

Siiic.  J.  m*ll»cm.-iiaturw.  CL;  CX.  Bd.,  Ablh.  ll.ä.  8 
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Bild  des  künstlichen  Sternes  nicht  ausgelöscht  oder  gefärlH 
erscheint!" 

Die^  (ührl  auf  eine  theoretische  Überlegung,  welche  ich  in 
einer  früheren  Abhandlung  (24)  gegeben  habe,  aus  welcher 
hervorgeht,  dass  es  unmöglich  ist,  das  Bild  einer  punktförmigen 
homogenen  Lichtquelle  auf  der  Netzhaut  des  Auges  dadurch 
auszulöschen,  dass  man  die  eine  Hälfte  des  durch  die  Pupille 
tretenden  Bündels  gegen  die  andere  um  eine  ungerade  Zahl 
halber  Wellen  verzögert. 

Der  Sachverhalt  wird  durch  das  folgende,  von  mir  ange- 
stellte Experiment  (25)  zur  Anschauung  gebracht 

Wenn  Licht  von  einem  entfernten  Punkte  durch  die  Pupille 
gelangt,  so  werden  die  Strahlen  nach  den  Gesetzen  der  geo- 
nieUisL'lien  Optik  so  gebrochen,  dass  sie  sich  in  einem  Punkte 
der  Netzliaiit  treffen,  wonach  wir  ein  pLinl<ltörnuges  Bild  wahr- 
nelimen  sollen;  die  genauere  Theorie  jedoch,  welche  auf  die 
Beugung  durch  die  Pupille  Rücksicht  nimmt,  ergibt  kein  punkt- 
förmiges Bild,  sondern  ein  Beugungsbild,  dessen  lichtstarkster 
Theil  aus  einer  kreisförmigen,  hellen  Scheibe  besteht,  deren 
Cenlrum  mit  dem  Orte  des  geometrischen  Bildes  zusammen- 
fällt. Die  Ausdehnung  dieser  kreisförmigen  Scheibe  ist  jedoch 
zu  gering,  um  wahrgenommen  zu  werden,  so  dass  wir  das 
gesammte  Beugungsbild  eben  als  einen  hellen  Punkt  wahr- 
nehmen. Will  man  die  Details  des  Beugungsbildes  wahrnehmen, 
so  muss  man  dasselbe  vergrößern.  Dies  geschieht  dadurch,  dass 
man  das  Auge  durch  ein  Fernrohr  gleichsam  verlängert  und 
vor  dem  Objective  des  letzteren  einen  Schirm  mit  kreisförmiger 
Öffnung  etwa  von  der  Groüe  der  Pupille  anbringt.  Man  hat 
dann  das  Praunholer'sche  Beugungsbild  einer  kreisförmigen 
ÜtlnunL];.  (  icsetzt  nun.  man  verz()gere  die  eine  Hälfte  de;>  durch 
die  Öffnung  tretenden  Strahlenbündels  um  eine  halbe  Welle 
gegen  die  andere  Hälfte  in  irgend  einer  Weise.  Dann  sollte 
nach  der  roheren  Theorie  das  Bild  vollständig  verschwinden. 
Es  zeigt  sich  jedoch  ein  Beugungsbild,  dessen  lichtstärkster 
Theil  aus  zwei  ovalen,  hellen  Scheiben  besteht,  welche  durch 
einen  dunkeln,  den  geometrischen  Ort  des  Bildes  enthaltenden 
Zwischenraum  getrennt  sind.  In  Obereinstimmung  mit  der 
elementaren  Theorie  herrscht  also  an  der  Stelle  des  geo- 
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mefrischen  Bildes  Dunkelheit,  die  Lichtbewegun^  ist  jedoch 
mchl  zerstört,  sondern  sie  tritt,  statt  im  Centrum,  zu  beiden 
Seiten  desselben  auf.  Da  nun  das  Beugungsbild  bei  Beobachtung 
mit  freiem  Auge  zu  klein  ist,  um  ausgedehnt  wahrgenommen 
wenlen  zu  können,  so  nimmt  man  dasselbe  eben  wieder  als 
Lichtpunkt  wahr,  so  dass  jene  Verzögerung  der  einen  Hälfte 
des  Lichtbündels  bei  Beobachtung  mit  freiem  Auge  nicht,  wie 
Arago  glaubte,  das  Bild  zum  Verschwinden  bringt,  sondern  es 
vielmehr  völlig  ungeändert  lässt. 

Eine  weitere  Widerlegung  der  Theorie  Aragos  ergibt  sich, 
wie  erwähnt,  aus  der  Thatsache,  dass  tiefstehende  Sterne  farbig 
scmiilliercn,  hochstehende  farblos.  Von  dieser  inipoiuuucn 
Thatsche  vermaj^.  wie  schon  Plateau  bemerkt  hat,  Aragos 
Theorie  durchaus  keine  Rechenschaft  zu  geben.  Während  in 
verticaler  Richtung  die  ganze  Höhe  der  Atmosphäre  nicht  hin- 
reicht, um  selbst  bei  lebhafter  Scintillation  die  geringste  Spur 
einer  Farbenentwickelung  hervorzubringen,  genügt  in  horizon- 
taler Richtung  eine  Strecke  von  1  Vs  Meilen,  um  sehr  lebhafte 
Farbenscintillation  zu  erzeugen,  wie  meine  Versuche  über 
teneslrische  Scintillation  ergeben  haben. 

Herr  See  nimmt  Verzerrungen  der  Lichtwellenflächen  an 
und  folgert  aus  denselben  die  Helligkeitsveränderungen  und 
Farbenwechsel.  Was  die  Existenz  dieser  Verzerrungen  anlangt, 
so  habe  ich  dieselbe  schon  im  Jahre  1881  bewiesen,  den  Grad 
der  Verzerrungen  messend  bcstimiiu  und  die  Helügkeitsver- 
anderungen  gefolgert  [26,  27,  29,  30,  32J. 

Was  die  Folgerung  der  Farbenvvechsel  anlangt,  so  ist  sie, 
Wie  oben  gezeigt,  unrichtig. 

4Ö.  Die  Frage,  wie  der  Grad  der  Scintillation  von  der 
Hohe  des  ßeobachtungsortes  abhängt,  ist  noch  nicht  spruch- 
reif. Ist  doch  selbst  der  Begriff  des  Grades  oder  der  Stärke 
<ler  Scintillation  noch  nicht  aufgestellt.  Mögen  in  dieser 
Hinsicht  zunächst  die  verschiedenen  Scintillometer  betrachtet 
werden. 

Erstes  Scintillometer.  Dasselbe  [10]  besteht  in  einem 
größeren  Femrohre»  dessen  Ocular  eingeschoben  oder  aus- 
gezogen wird.  Man  erhält  so  das  Martus'sche  Phänomen  [8]. 

Dasselbe  gestattet,  die  Erstreckungen  der  hellen  und 
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dunklen  Theile  der  einfallenden  I.ichtw  ellenflächep. 
I'VJ]  an!?enähert  zu  bcstin  nicn.  die  Ricluun.L;  der  P»t'\\  cgung 
der  Maxima  und  Minima,  wenn  eine  solche  ausgesprochen  ist, 
wahrzunehmen  und  das  Vorhandensein  der  Scintiüation 
an  den  Helligkeits-  und  Farbenfluctuationen  zu  erkennen. 

Zweites  Scintillometer.  Das  Montigny'sche  Scintillo- 
mcter  [11]  misst  die  Zahl  der  Farbenwechsel  eines  Fixsternes 
in  einer  gegebenen  Zeit.  Seine  Angaben  haben  gar  keine  angeb- 
bare physikalische  Bedeutung. 

Drittes  Scintillometer.  Das  Arago'sche  Scintillometer 
(das  drille  der  von  Arago  ausgegebenen  Scintillometer  [10] 
liefert  ebenfalls  Zahlen,  denen  jede  angebbare  physikalische 
BedcuiLing  fehlt. 

Viertes  Seiuiiilometer.  Das  \un  mir  construierte  Scin- 
iiUometcr  |28J  gestattet  die  Krümmungsradien  der  ein- 
lullenden Lichtwellenflächen  der  Größenordnung  nach 
zu  messen. 

Fünftes  Scintillometer.  ich  habe  schon  oben  [29] 
eine  andere  Hinrichtung  des  Fernrohres  beschrieben.  Vor  dem 
Objective  eines  Femrohres  von  großer  Öffnung  befindet  sich 
ein  spaltförmig  ausgeschnittener  Schirm,  und  das  Ocular  ist 
eingeschoben.  Zählt  man  in  einem  gegebenen  Momente  die 
vorhandenen  Wellenberge  und  Thäler  des  unter  diesen  Um- 
ständen linearen  Bildes  eines  scintillierenden  Fixsternes,  und 
zieht  die  Länge  der  Spalte  in  Rechnung,  so  gelangt  man  zur 
Größe  der  Krstreckungen  der  Aus-  und  Einbiegungen 
der  einlailenden  LichtwcUenflächen,  längs  diesen  Fla- 
chen selbst  gemessen. 

Sechstes  .Scintillometer.  Jede--  I'ernrohr  mit  großer 
Öffnung  wird  durch  Anbringung  eines  UcLiiarmikrometers  zu 
emem  Scintillometer,  soferne  der  Radius  des  Scintillations- 
zerstreuungskreises  oder  die  Amplitude  der  Zitter- 
bewegung gemessen  werden  kann  [6]. 

Siebentes  Scintillometer.  Montigny  war  der  erste, 
welcher  die  scintillierenden  Sterne  mittels  eines  Spectroskopes 
beobachtete.  Man  erhält  ein  lineares  Spectrum  und  kann  die 
Veränderungen  des  Sternbildes  für  die  einzelnen  homogenen 
Farben  getrennt  beobachten.  Später  hat  Wolf  durch  Hinzu- 
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(ugung  einer  Cylinderlinse  dem  Spectrum  eine  zweite  Dimension 
gegeben. 

Keines  dieser  ScintUlometer  liefert  Zahlen,  die  schlechtweg  • 
als  Mafi  des  Grades  der  Scintillation  bezeichnet  werden  könnten. 
Da  aber  die  Scintillation  im  wesentlichen  durch  die  irregulären 

ßrecikiJigcn  der  Strahlen  hervorgebracht  wird,  während  die 
Farbenentwickelung  eine  accessorische  Erscheinung  ist.  so 
würde  fc-^  sich  empfehlen,  das  sechste  der  oben  angctührten 
Scintillometer  zur  Messung  de>  Grades  der  Scintillation  zu 
benutzen,  d.  h.  die  Größe  der  irregulären  Ablenkungen  der 
Strahlen  (Amplitude  der  Zitterbewegung,  Hadius  des  Scintilia- 
tionszerstreuungskreises). 

Es  würde  sich  dies  umsomehr  empfehlen,  da  eben  die 
Kenntnis  dieser  Größe  es  gestattet,  die  Brauchbarkeit  eines 
Ortes  zur  Aufstellung  astronomischer  Instrumente  vorherzu- 
bestimmen [43].  Es  dürfte  keiner  Schwierigkeit  unterliegen,  ein 
biezu  geeignetes  Scintillometer  zu  construieren. 

Was  nun  die  Abhängigkeit  der  Scintillation  von  der  Höhe 
des  Beobachtungsortes  anlangt,  so  stelle  ich  im  folgenden 
einige  Beobachtungen  zusammen,  die  mit  diesem  Gegenstände 
in  BezichunL^  stehen.  Zunächst  weiß  man,  dass  an  der  unteren 
Grenze  der  Atmosphäre  im  allgemeinen  lebhafte  Scintillation 
wahrgenon  n^.en  wird.  Ferner  ist  es  klar,  dass  eine  Verschiebung 
des  Beobachtung'^  ort  es  vertical  aufwärts  bis  in  die  Nähe  der 
•oberen  Grenze  der  Atmosphäre  ein  Verschwinden  der  Sein- 
tillation  zur  Folge  haben  müsste.  Es  nimmt  also  die  Scintillation 
bei  einer  Erhebung  von  der  Erdoberfläche  zur  oberen  Grenze 
der  Atmosphäre  jedenfalls  im  ganzen  ab.  Gleichwohl  könnten 
in  einem  gegebenen  Momente  zwischen  diesen  beiden  Grenzen 
Maxima  und  Minima  der  Lebhaftigkeit  der  Scintillation  vor- 
handen sein.  I 

Es  haben  verschiedene  Forscher  eine  Übereinstimmung 
der  Bevv  egungsrichtung  der  scintillatorischen  Fluctuationen  mit 
vie.-  Windrichtung  (Stellung  der  Windfahne)  constatiert.  So 
bemerkte  Arago  f  10]  die  Übereinstiiiimiing  der  in  der  Mariu.s'- 
^chen  Scheil^e  wahrgenDmmenen  F^ew  euungsrichtung  mit  der 
Windrichtung.  Dieselbe  Beobachtung  machten  später  Lian- 
dier  (13),  Poey  (10)  und  Denzler(12).  ich  selbst  fand  die 
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Richtung  der  Wellenbewegung  am  Sonnenrande  fast  stets  in 
Übereinstimmung  mit  der  Windfahne  [42].  Die  Erscheinungen» 
welche  sich  in  der  Marius*schen  Scheibe  zeigen  [8],  können 
sich  auch  ohne  Fernrohr  direct  als  Keppler^sches  Phänomen  [2] 
oder  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  als  »fliegende  Schatten«  [38] 
auf  eine  Wand  pioji  eieren,  ja  selbst  analog  der  Erscheinung 
des  »Wasserziehens«  der  Sonne  in  der  Luft  beobachtet 
werden.  So  berichtet  Arago  (25):  »Herr  August  Attenour  in 
Salon  schrieb  mir  noch  am  Tage  der  Finsternis  einen  Brief, 
aus  dem  icli  wurtlich  folgendes  anführe:  »...ein  schwacher 
Nordwest  war  zu  fühlen.  ...  als  ich  sehr  deuUich  eine  leichte 
Undulation  in  der  Luft  wahrnahm,  die  um  uns  der  Richtung 
des  Windes  folgte.,.  Das  auffallend  und  deutlich  wahr- 
nehmbare wellenförmige  Schwanicen  in  der  Luft  erinnerte.  . . 
an  die  Bewegung  einer  in  einem  großen  Bassin  demselben 
Winde  ausgesetzten  Wasserfläche,  auf  welcher  sich  einige 
langgestreckte  Wellen  bilden,  die  schnell  aufeinanderfolgen. 
Dieselbe  Erscheinung  wiederholte  sich  nach  dem  plötzlichen 
Wiedererscheinen  der  Sonne  und  dauerte  nur  wenige  Secunden«. 

Diese  Abhängigkeit  der  Bewegungsrichtung  der  scinttlla- 
torischen  Fluctuationen  von  der  Stellung  der  Windfahne  beweist 
zuniindestens,  dass  die  unteren  Luttschichlen  bei  der  linl- 
stehung  der  Sciniillaliun  kratiip:  mitwirken. 

Prof.  Pernter  führte  an  zwei  aulcniaiuieriol^enJen  Tagen 
niiüeis  des  vScintillometers  iV.  welches  die  Krünimiitigsradien 
der  einfallenden  Lichtwellenflächen  misst.  auf  dem  Hohen 
Sonnblick  (30V^5  m)  und  am  FuÜe  de-sclben  in  Rauris  (900  m) 
gleichzeitige  .Messungen  durch,  welche  das  Resultat  ergaben, 
dass  die  Verkrümmungen  der  Lichtwellenfläche  in  der  Höhe 
beträchtlich  stärker  ausgebildet  waren,  als  in  der  Tiefe. 

Anderseits  bemerkt  Prof.  Pernter  (35):  »Auch  mündliche 
Mittheilungen  von  Freunden,  welche  bei  Bergtouren  die  Sein- 
tillation  sehr  gering  gefunden  hatten,  sprachen  für  die  letztere 
Auffassung«  (Scintillation  hauptsächlich  durch  die  unteren 
Luftschichten  erret;t). 

Kinem  Reiciaie  der  » Fortsclu  itle  der  Physik-»  einnehme 
ich,  es  habe  Ch.  Dufour(;56)  aus  eigenen  Beobachtungen  an 
hoch   gelegenen   Alpenorlen,    wie   auch   aus   solchen  von 
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De  Saussure  gefunden,  dass  das  Funkeln  auf  den  Bergen 
schwächer  ist,  als  in  der  Ebene. 

Es  ist  oben  bemerkt,  dass  an  der  unteren  Grenze  der 
Atmosphäre  im  allgemeinen  lebhafte  Scintillation  der  Sterne 
wahrgenommen  wird.  Diese  Thatsache  kann  durch  die  weitere 
Tbatsache  ergänzt  werden,  dass  an  der  unteren  Grenze  der 
Atmosphäre  auch  lebhafte  Scintillation  entsteht.  Dies  be- 
tteisen meine  Studien  über  terrestrische  Scintillation  [40]. 

49.  Es  ist  oben  aust^eführt  [47],  wie  Aragos  Erklarune^ 
der  Scintillation  zuerst  durch  Moigno,  später  durch  Plateau 
und  meine  eigenen  Arbeiten  widerlegt  wurde.  Neuerlich  hat 
Lord  kayleigh  (34)  eine  Widerlegung  hinzugefügt,  die  sich 
durch  besondere  Kürze  auszeichnet,  und  so  ausgesprochen 
werden  kann:  Aragos  Theorie  ist  unrichtig,  da  sie  dem 
Knergieprincipe  widerspricht.  In  der  That  verlangt  Aragos 
Erklärung  [47],  dass  zwei  gleiche  Energiemengen  sich  zu 
einer  Energie  gleich  Null  durch  Interferenz  vereinigen  sollen. 
Der  genauere  Sachverhalt  ist  oben  [47]  dargelegt  Lord  Ray- 
ieigh  ist  der  Meinung,  es  sei  die  Separation  der  verschieden- 
Tarbigen,  von  einem  Fixsterne  kommenden  und  in  das  Auge 
gelangenden  Strahlen  in  der  Atmosphäre  hinreichend  groß,  um 
die  mit  der  Scmtillaticn  verbundenen  Farbencrscheinungen 
^'c^vorzubringen.  Dies  ist  gewiss  richtig,  wie  schon  aus 
Mossottis  Berechnung  [14]  in  Verbindung  mit  meiner  Beob- 
achtung [31]  hervorgieng.  Da  nämlicli  einerseits  nach  Mossotti 
der  rothe  und  der  violette  Strahl  innerhalb  der  Atmosphäre  eine 
gegenseitige  Distanz  von  m«hr  als  8*78  w  gewinnen  können, 
und  anderseits  nach  meinen  Messungen  zwei  Strahlen  schon 
bei  einer  gegenseitigen  Distanz  von  einigen  Centimetern  in  der 
.Atmosphäre  merklich  unabhängig  voneinander  scintillatorisch 
modificiert  werden,  so  muss  die  Scintillation  in  der  Nähe  des 
Horizontes  für  die  verschiedenen  Farben,  aus  denen  sich  das 
Ucht  des  Sternes  zusammensetzt,  wesentlich  unabhängig  von 
einander  vor  sich  gehen,  wie  ich  schon  im  Jahre  1881  gezeigt 
habe  f24). 

Üa  leriäci  die  Separali<»n  dei-  v  erschiedenfarbigen  SlraiUen 
^it  der  Höhe  des  Sternes  abnim;nt  und  im  Zenith  gleich  Null 
v^ird,  muss  auch  das  Farbenspiel  des  Sternes  bei  wachsender 
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Höhe  abnehmen  und  in  der  Nähe  des  Zeniths  unmerklich 
werden.  Der  Gang  der  Strahlen  in  der  Atmosphäre  ist  in  Fig.  3 
dargestellt. 

Den  hauptsächlichen  Gegenstand  in  Lord  Rayleighs 
Abhandlung  bildet  die  Berechnung  des  Strahlenganges  in  der 


/   V  /  Atnt. 


Fig.  a. 


Aini«»sp!iäie.  Heiv(»rzuhcben  ist  insbesondere  die  sich  hiebei 
er<;ebende  l'orinci  für  die  Separation  der  verschiedenfarbigen 
Sirahlen.  Sie  tautet 


COS*  ö 


und  ist  anwendbar  bei  Höhen  größer  als  10*. 

In  dieser  Formel  bedeutet  das  an  der  oberen  Grenze 
der  Atmosphäre  liegende  Maximum  des  gegenseitigen  Ab* 
Standes  zweier  von  demselben  Sterne  kommender  und  sich  im 
Aut;c  des  Beobachters  treffender  Strahlen  verschiedener  Farbe : 
0|j.„  Jen  Unterschied  der  Brechungsexponenten  dieser  Strahlen 
an  der  l->dober(1iiche;  0  die  scheinbare  Zenithdislanz  des  Sternes; 
/      7  •  yyO  X  10  '  t  m.  Von  dieser  Forniel  gänzlich  verschieden 
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ii>U  wie  Lord  Ra>  Ic  -gh  bemerkt,  die  von  Montigny  für  die- 
selbe Größe  früher  aufgesteUte  Formel 

Zr^  zzZ^a  sin  6,  (B) 

wo  a  der  Radius  der  Krde  ist.  Nach  der  letzteren  Formel  müsste 
für  geringe  Höhen  die  Separation  der  Strahlen  nahezu  unab- 
hängig von  der  Hohe  sein,  was  den  Thatsachcn  nicht  ent- 
sprächt. 

Aus  Formel  (A)  berechnet  Lord  Rayleigh  die  Separation 
der  Strahlen  B  und  H  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  für  einen 
Stern  von  der  scheinbaren  Höhe  10**.  Es  ergibt  sich  Sij  =  XSöcnt. 
Wie  erwähnt,  hatte  Mossotti  [14]  für  einen  Stern  von  der 
Hohe  1  27'  die  Separation  des  rothen  und  violetten  Strahles 
zu  =  878  cm  berechnet.  Da  nach  Formel  (A)  bei  tiefer- 
stehenden Sternen  8i)  mit  zunehmender  Hdhe  rasch  abnehmen 
sotK  scheinen  die  von  Mossotti  und  Lord  Rayleigh  erhaltenen 
beiden  Zahlen  in  guter  Obereinstimmung  zu  stehen. 
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K.  Exner, 


CiUte. 

h  Aristoteles,  De  Coelo,  lib.  II,  cap.  8. 

2.  Averrhoes.  De  Coelo  et  de  Mundo. 

3.  Keppler,  Astronomiae  pars  optica  und  Stella  nova. 

4.  Newton,  Piincipia,  lib.  III,  —  Optice,  lib.  I,  1719. 

5.  Mairan,  Mem.  de  l'Acad.  des  sciences,  1743. 

6.  Saussin  e.  V'oyage  au  Col  du  Geanl, 

7.  Jounj;,  Lectures  on  Natural  Philosnphy. 

8.  Biol,  Traito  d'Astronomie  phj'sique.  I. 

9.  Montigny,  Mem.  cour.  de  l'Acad.  de  Beigique,  XXV'lii, 
1806. 

10.  Doguin,  Traite  de  phys.,  IV.  —  Cosmos,  Kevue  de  progres 
des  sciences,  XIX. 

1 1.  Mossotti*  II  nuovo  cimento,  1855. 

12.  Den  zier,  Mitth.  der  naturforsch.  Ges.  in  Zürich,  II,  1850 
bis  1852. 

13.  Liandier,  Cosmos,  XIV,  1856  —  XX,  1862. 

14.  Clausius,  Grunerts  Beiträge  zur  MeteoroK,  Optik, 
1850. 

15.  C.  Wolf,  C.  K.  LXVI,  p.  792. 

IG.   Respighi,  Atli  dell'  Acc.  de  nuuvi  Lmcci,  XXI,  XXII, 
1SI)S  bis  18(39. 

17.  Jamin,  C.  R.  LXVW. 

18.  Bahinet,  C.  k.  XXXIII.      Pogg.  Ann..  LXXXV. 

19.  K.  Kxner,  Über  ein  Scintillometer,  Sitzungsber. d.  k.  Akad 
d.  VVissenscii.  in  Wien,  1888. 

20.  Mannheim.  Ann.  de  chiin.  (3)  LX. 

21.  ßergsma,  Mondes  (2),  XXX. 

22.  E.  Weiss,  Astron.  Nachr.  LXXVIIl. 
'Iii.  Dufour,  Pogg.  Ann,  1853, 

24.  K.  Kxner,  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wis,sensch,  in  Wien, 
II.  Abth.,  1881. 

25.  K.  Exner,  Exners  Repertorium  XXIII,  1887,  gesondert 
erschienen  bei  F.  Tempsky,  Wien.  1891. 

l*ü.    \'ento>a,  Menioires  de  ia  socicle  r«»yaie  de  gcograpiiie 

d'Anvcis.  189:;. 
'27,  K.  Kxner,  Meteorol.  Zeitbchr.  .April,  1897. 
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28.  Ventosa,  Ciel  et  Terre,  Juli  1899. 

29.  K.  Exner,  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch,  in  Wien, 
1900. 

30.  Naturwissenschafilicbe  Rundschau,  21.  Juli  1900. 

31.  T.  J.  J.  See,  Astronomische  Nachrichten,  1897. 

32.  I\.  Exner,  Astronomische  Nachrichten  Nr.  2791,  1887. 

33.  Moigno,  Cosmos.  II,  1831. 

34.  Lord  Kayleigh,  On  the  Theory  of  Stellar  Sciniiliation, 
Phil.  Mat^.  (n),  36. 

35.  Prof,  Pernter,  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch,  in 
Wien,  188.S. 

:k3.    Dufour,  Arch.  sc.  nat.  29  (3),  p.  545. 

37.  Naturwissenschaftliche  Rundschau,  14.  Juli  1900. 

38.  Respighi,  Atti  Nuovi  Lincei,  XXi,  1868. 

39.  Forel,  Arch.  des  Sc.  Phys,  et  Natur.  (3),  II,  1879. 

44).   Arago,  L'Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1852. 


Digitized  by  Google 


124 


III.  SITZUNG  VOM  24.  JÄNNER  1901. 

IJie  k.  k.  Zoologisch  -  botanische  Gesellschaft  über- 
sendet eine  Einlaviunq;  zu  der  am  Samstag.  '^0.  Marz  1,  J.  statt- 
findenden Jubiläunissitzung  ihres  fünfzigjährigen  Bestandes. 

Herr  Prof.  Dr.  Anton  Frttsch  in  Prag  übersendet  das 
Schlussheft  (IV.  Band,  Heft  3)  seines  Werkes:  »Fauna  der 
Gaskohle  und  der  Kalksteine  der  Permforniation 
Böhmens«. 

Das  \v.  M.  Herr  Prof.  Dr.  G.  Goldschm iedt  legt  eine  im 
chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  deutschen  Universität  in 
Prag  ausgeführte  Arbeit  von  Herrn  Dr.  Hans  Meyer  »Über 
Säurechloride  der  Pyridinreihe«  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Skraup  in  Graz  legt  sieben  Mit- 
theilungen aus  dem  chemischen  Insiiiulc  der  Unucrsiiät  in 
Graz  zur  Autii.ihine  in  die  Sitzungsberichte  vor,  und  zwar: 

1.  »Zur  Kenntnis  der  Glycose«,  von  Herrn  Dr.  Ferd. 
V.  Arlt. 

2.  »Notiz  über  das  Tautocinchonin«,  von  Herrn  Fried- 
rich Langer. 

3.  »Ober  dem  Nichin  analoge  Basen  aus  Ctnchonin«, 
von  Herrn  Friedrich  Langer. 

4.  »Ober  das  AUocinchonin*,  von  Herrn  Josef  Hlav- 

nick  a. 

ö.  »Über  die  Constitution  des  Mononitrosoorcins-, 

von  Herrn  Di.  i'crd.  Henrich, 
(j.  -Über   die   Umlagern rg    des    Cinchonins  durch 

Schwefelsäure«,  von  Herrn  Zd.  H.  Skraup. 
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7.  »Die  Überführung  der  additionellen  Verbindungen 
von  Cinchonin  mit  Halogen  Wasserstoff  in  halo- 
genfreie  Basen«,  von  Herrn  Zd.  H.  Skraup. 

Das  w.  M.  Herr  Director  Prof.  R.  v.  Wettslein  lei;t  eine 
Mirthcilung   von    llcrin    Dr.   Rudolf  Wagner  vor,  bcLitcit: 
Diagnosen  neuer  Polycarpucu-Avian  von  Sokotra  und 
Abd  el  Küri«. 

Herr  Ingenieur  Franz  Rychnowski  in  Lemberg  über* 
sendet  folgende  zwei  Abhandlungen: 

I.  »Die   Aggrcgatzustiiiule   der  Materie  als  l-.rgeb- 

nisse  der  thätigen  Energie«. 
II.  »Analyse  der  physikalischen  Dynamiden«. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

kctzius  G.,  Crania  Suecica  antiqua.  Eine  Darstellung  der 

schwedischen  Menschenschädcl  aus  dem  Steinzeitalter, 
ciüüi  Bronzezeitalter  und  dem  Eisenzcitalter,  sowie  ein 
Blick  auf  die  Forschungen  über  die  Kacencharaktere  der 
europäischen  Völker.  (Mit  92  Tafeln  in  Lichtdruck.)  Stock- 
holm, 1900.  Groß  40 
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SITZUNGSBERICHTE 

DER 

KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 

MATHEMATISCH  -NATURWISSENSCHAFTLICHE  CLASSE. 


CX.  BAND.  III.  HEFT. 


ABTHEILUNG  IL  a. 


IirrHAL.T  DIE  AÖHANDLUNGEN  AUS  DEM  GEBIKTF  DER  MATHEMATIK.  ASTRONOMIE, 
PHYSIK,  METEOROLOGIE  UND  DER  MECHANIK. 


Digitized  by  Google 


135 


VIL  SITZUNG  VOM  7.  MÄRZ  1901. 


Erschienen:  Sitzungsberichte,  Bd.  100»  Abth.  IIa,  Heft  VIII  und  IX  (October 

und  November  1900);  Abth.  IIb,  Heft  VIII  bis  X  (October  bis  D«cember 
1900);  Abth.  UI,  Heft  V  bis  VII  (Mai  bis  Juli  1900). 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  zwei 
Arbeiten  aus  seinem  Laboratorium: 

I.  »Über  die  Kinwirkung  von  Jod  auf  die  Silbcr.Milzc 
von  Oxysäui  ea«,  vorläufige  Mittheilung  von  den  Herren 
R.  O.  Herzog  und  R.  Leiser. 
IL  »Über  die  Condcnsatiun  von  Fropion-  und  Form- 
aldehyd«, von  den  Herren  H.  Koch  und  Th.  Zerner. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Kranz  Exner  legt  eine  Abhandlung: 
von  Herrn  Dr.  Eduard  Haschek  aus  dem  physikalisch-chemi- 
schen Institute  der  k.  k,  Universität  in  Wien  vor.  welche  den 
Titel  führt:  »Spectralanaly tische  Studien  (L  Mittheilung)«. 

Herr  Franz  Baron  Nopcsa  jun.  legt  eine  Arbeit  vor, 
betitelt:  »Dinosaurierreste  aus  Siebenbürgen  (Schädel- 
reste von  MocMoäon).  Anhang:  Zur  Phylogente  der 
Omiihopodtäae*. 

Herr  Emil  Pilous  in  Wien  übersendet  ein  versiegeltes 
Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität  mit  der  Aufschrift: 
»Neues  Princip  zur  Verbrennung  von  Gas  und 
Petroleum«. 
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Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Baratta  M.,  Carta  sismtca  d'  Italia  (Area  di  scuottmento). 

Voghera,  1901.  4« 
Königl.  würllcmbcrg.  Ministenum  des  Kirchen-  und 
Schulwesens,  V'eröffcnilichungen  der  konigl.  würUcm- 
berg.  Commissiiin  für  die  internationale  Erdmessung, 
IV.  Heft:  AstrcinoiDisches  Nivelltinient  durch  Württemberg, 
etwa  entlang;  dem  Meridian  9"  4'  östlich  von  Greenwich, 
von  Dr.  E.  Hammer.  Stuttgart,  1901.  4^ 
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Vm.  SITZUNG  VOM  14.  MÄRZ  190U 


Herr  Prof,  Josef  Sterba  in  Wien  übersendet  eine  Abhand- 
lung mit  dem  Titel:  »Über  eine  Gruppe  der  Cayley'schen 
Gleichung  analoger  Relationen«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang  berichtet  über  einen 
akustischen  Versuch  über  den  directen  Nachweis  der  Schwin- 

^Lngsknoten  transversaler  Schwingungen  mit  dcni  Ohre. 


Selbständige  Werke  oder  neue,    1er  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Sokolow  S.,  Correlations  reguliöres  supplementaires  du 
Systeme  plan^taire.  Moskau,  1901.  8^. 
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IX.  SITZUNG  VOM  21.  MÄRZ  1901. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Zd.  H.  Skraup  in  Graz  legt  eine 

von  ihm  in  Gemeinschaft  mit  Herrn  R.  Kremann  verfasste 
l'ntersuch u n n;  vor :  ■> Ü b e r  A c c Uj 1 1  o r g  1  u c o s e,  A c e t o c h  1  o  r- 
iialactose  und  Acetoclilormilchzucker«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  G.  Goldschmiedt  legt  eine  im 
chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  deutschen  Universität  in 
Prag  ausgeführte  Arbeit  von  Herrn  Dr.  Alfred  Kirpal,  betitelt: 
»Das  BetaVn  der  Chinolinsäure«,  vor. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  L.  Gegenbauer  in  Wien  übersendet 

kilL^cnde  drei  Abhandlungen: 

I.  »Über  dieAbel'sche  Darstellung  des  größten  ge- 
meinsamen Theilers  zweier  ganzer  Functionen«  : 

II.  »Über  die  Vertheilung  der  Divisionsreste«: 

III.  »Über  die  Congruenzen  nach  einem  primzahltg^en 
Modul«. 

Das  w.  M.  Herr  liulrath  Ad.  Liehen  leirt  zwei  am  'I'echno- 
logischen  Gewerbemuseum  in  Wien  zur  Ausführung  gebrachte 
Arbeiten  von  Herrn  Dr.  Paul  Cohn  vor: 

I.  »Über  neue  Diphenylaminderivate«. 

II.  »Ober  die  Chlorierung  von  o-NitrotoIuol«. 

Herr  Dr.  Adolf  J  oll  es  in  Wien  legt  eine  Arbeit  vor,  welche 
den  Titel  führt;  »Beiträge  zur  Kenntnis  der  Eiweili- 
korper«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  G.  v.  Esche  rieh  überreicht  eine 
Abhandlung  von  Herrn  Prof.  Dr.  0.  Bier  mann  in  Brünn : 
»Über  die  Discriminante  einer  in  der  Theorie  der 


Digitized  by  Google 


139 


•<> p p e  1 1 -  p e  i  i  o  d i s c h  e n  F u  n c  1 1  <  1  [T  c  n  a  LI  !  t r e  t e n d e n  T ran s- 
lormationsgleichung«  ^11.  Mittheilung). 

Sdbatfindige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zufi^ekommene  Periodica  sind  eingelengt: 

Groth  H.,  Dr.,  Zur  Dynamik  des  Himmels.  Hambut  i:,  1901.  8". 
A'einek       Dr..  Er1äuteruni;cn  zum  Prager  ptiotographischen 
Mondailas.  (.Mit  4  Abbildungen  im  Texte.)  Prag,  1901,  B". 
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Ober  Congrueiizen  nach  einem  primzahligen 

Modul 

von 

Leopold  Gegenbauer  in  Wien, 
c.  M.  k.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  81.  Mlrz  1901.) 

nie  Bedingungen  für  das  Vorhanden.sein  einer  bestimmten 
Anzahl  von  untereinander  und  von  Null  verschiedenen  Wurzeln 
einer  Congruenz  in  Bezug  auf  einen  Primzahlmodul  wurden 
bekanntlich  zuerst  von  Julius  König  ausgesprochen  und  von 
G.  Rad  OS  in  seiner  im  99.  Bande  des  Journals  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik  enthaltenen  Arbeit  »Zur  Theorie 
der  Congruenzen  höheren  Grades«  bewiesen.  Kronecker  hat 
sodann  in  der  in  demselben  Bande  erschienenen  Abhandlung 
»Ober  einige  Anwendungen  der  Modulsysteme  auf  elementare 
algebraische  Fragen«  für  die  König'schen  Bedingungen  andere, 
ihnen  äquivalente  aulgestelli,  Jeron  Anzahl  wesentlich  geringer 
ist,  indem  er  zeigte,  dass  die  Summe  aus  der  Anzahl  der 
genannten  Wurzeln  und  dem  Range  des  Cnetticienionsystenis 
cmcr  Con^rucnx  bezüglicii  des  Moduls  um  eins  Ixleiner  isi  als 
der  als  primzahlig  vorausgesetzte  Modul.  Ich  habe  in  meuier 
im  95.  Bande  dieser  Sitzungsberichte  veröffentlichten  Note 
»Die  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  bestimmten  Anzahl 
von  Wurzeln  einer  Congruenz«  die  Kronecker'schen  Relationen 
in  möglichst  einfacher  Weise  begründet,  hierauf  in  meiner  in 
demselben  Bande  enthaltenen  Mittheilung  »Über  Congruenzen  « 
zwei  neue,  diesen  äquivalente  Bedingungssysteme  aufgestellt 
und  endlich  in  der  im  98.  Bande  dieser  Sitzungsberichte 
erschienenen  Arbeit  »Zur  Theorie  der  Congruenzen«  die  eine 
der  von  Kronecker  a.  a.  O.  angegebenen  zwei  Fomien  der- 
jenigen Congruenz,  welciier  alle  untereinander  und  von  Null 
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verschiedenen  Wurzeln  einer  vorgelegten  Congruenz,  nach 
einem  Primmodul  genügen,  neuerdings  bewiesen  und  überdies 
eine  neue  (dritte)  Form  derselben  aufgestellt. 

Arbeiten  über  die  Anzahl  derjenigen  Wurzeln  einer  Con- 
gruenz, die  gewisse  arithmetische  Eigenschaften  besitzen»  sind 
meines  Wissens  bisher  nicht  veröffentlicht  worden.  Ich  will 
daher  in  den  folgenden  Zeilen  eine  derartige  Untersuchung 
mittheilen.  Dieselbe  betrifft  die  Bedingungen  für  das  Vor- 
handensein einer  bestimmten  Anzahl  von  Wurzeln  einer  prim- 
moduligen  Congruenz,  welche  quadratische  Reste,  beziehungs- 
weise  Nichtreste  des  Moduls  sind,  denen,  wie  sich  ergeben 
wird,  eine  ganz  vinaloge  Gestalt  gegeben  werden  kann,  wie  die 
von  Kronecker  für  den  allgemeinen  Fall  ermittelte. 

1.  Damit  die  Congruenz 

f{x)=.    V  ay^x^'^'^^^O  (mod./)) 

durch  einen  quadratischen  Rest  |^X  =  1, 2, ^-^ — j  befriedigt 
werden  kann,  muss  das  Product 

£-1 

dti!-:h  /'  iheilbar  sein,  und  dies  reicht  aiicli  hiefür  vollkommen 
aub.  Wegen  der  für  alle     bestehenden  Congruenz 

r  '  i3  1  (mod.  p)  ...  I) 

ist  dasselbe  dem  Producte 

nach  dem  Modul  p  congruent,  welches,  da  die  Congruenz  1) 
so  viele  Wurzeln  hat,  als  ihr  Grad  anzeigt,  nach  einem  be- 
kannten Satze  modulo  p  der  Resultante  der  zwei  Gleichungen 
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r-3 

>     (a^+a         j.r  -  =0 

X  '  -  1  =  0, 
also  der  doppettorthosymmetrischen  Determinante 

Cüngruent  ist.  Daher  haL  man  das  Theorem: 

Die  noth\vendi*re  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  der  Congruenz 

)i=0 

mit  primzahligem  Modul  p  ein  quadratischer  Rest 
des  Moduls  genügt,  besteht  darin,  dass  die  doppelt* 
orthosymmetrische  Determinante 


......     Pzh    (^«  =  ^«+x<^-i,Cmod.^;) 

i 


j  ==0.1.2.,.. J 


durch  p  theilbar  ist. 

Auf  demselben  Wege  tindet  man  ferner  den  Satz: 
Die   nothwenuiL;e   und    hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  primmoduiige  Congruenz 

ftz=p-2 

V  a^ip'"^'"'*  2=  0  (mod,;») 

einen  quadratisch  en  Nichts  est  des  Moduls  zur  Wurzel 
hat,  besteht  dann,  dass  die  doppel torthosymmetri- 
sche  Determinante 


-  ,  H,  I  =0,1.  J,...,  — 7^"  1 

durch  den  Modul  theilbar  ist. 
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Als  Corrolare  folgen  hieraus  auf  Grund  des  Kronecker- 
sehen  und  zweier  von  mir  in  den  zwei  zuletzt  angeführten 
Arbeiten  aufgestellten  Satze  die  Theoreme: 

Der  Rang  des  Systems  0.^^(1, x  =  0, 1,2,  2; 
ii^^.^^^_^^~a^  (mod,p))  in  Bezug  auf  den  Modul  p  ist 
höchstens  gleich  p — 3,  wenn  die  Circulanten 


durch  die  Primzahl  p  theilbar  sind. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen dafür,  dass  die  Congruenz 

y   a^,x''~''~'' —  0    (med. /?) 

P—l 

mit  primzahligcn  Modul  genau   r  verschiedene 

(t 

quadratische  Reste  des  Moduls  zu  Wurzeln  hat,  be- 
stehen  darin,  dass  die  doppeltorthosymmetrische 
Determinante 


nebst  ihren  — ^  r  successiven  Ableitungen  noch 

>— 1  \te 

a ^  3+ Factor /7  besitzt,  währe iid  die  ^^-^  rj 

ZU  dieser  Primzahl  theilerfremd  ist.  Diese  Reste  ge- 
nügen der  Congruenz 


8 

X 


2 


+  1 


Sitz.b.  J.  malhcm.-nalurw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  10 
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in  welcher  die  vte  Potenz  des  Ableitungszeichens  die 
vt«  Ableitung  vorstellt. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen dafür,  dass  die  primmodulige  Congruenz 

genau   r  verschiedene  quadratische  Nichtreste 

des  Moduls  zu  Wurzeln  hat,  bestehen  darin,  dass  die 
doppeltorthosymmetrische  Determinante 


— ^       -  1 


r—Z 

nebst  ihren  — y  successivcn  Ableitungen  nach 

öp_3+a^_2  den  Modul  als  Theiler  besitzt,  während 

die  (~  r\  zu  ihm  theilerfremd  ist;  diese  quadra- 
tischen Nichtreste  genügen  der  Congruenz 


8  8 


in  welcher  die  vte  Potenz  des  Ableitungszeichens  die 

yte  Ableitung  vorstellt. 

Ist  der  H^ng  des  Größensystems  «  .^+0      -  . 

«-3  '^^•■^^ 
(ji,  t     0,  1,  2,  . . — ~  >     ^  0^^^*^-  Bezug 

auf  den  primzahligen  Modul  p  gleich  der  des 
Systems  a   . — a         .  aber  gleich  X,  so  ist  der  Rang 

des  Systems        (jj,  m  =  0, 1,, .  ../^ — 2)  gleich  x+X. 

2.  Es  soll  nun  ein  anderes  System  von  Bedingungen  für 
die  Existenz  einer  bestimmten  Anzahl  von  Congruenzwurzeln, 
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die  quadratische  Reste,  beziehungsweise  Nichtreste  sind,  auf- 

gesiellt  werden.  Muliipliciert  man  die  Congtuenz 

der  Heihe  nach  mit  »x,  rj,. . .,  rj  ^it<:^-^j  und  beachtet  hiebei 
die  Congruenz  1),  so  erhält  man  die  Beziehungen 


p-3 

aus  denen,  falls  man  sie  (etnschliefilich  der  ursprünglichen) 
der  Reihe  nach  mit  den  Adjuncten  der  Elemente  der  letzten 

V'erticalreihe  der  doppeltorthosymmetrischen  Determinante 

ja, .  -k-a  ,  ' 


'■•■'"^    2  |(/.i»=0,l,2,...,«) 

rouUipliciert,  die  Beziehung 


2  p-3 


(1=0,1,2,...,«— ],k;  |i=Ql  1,3,....  «—!,:> 

folgt,  in  welcher  'S^Jx)  eine  ganze  ganzzalilige  Function  von  x 
vom  Grade  x  ist,  in  der  nicht  alle  Coefticienten  durch  p  theilbar 

10* 
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sind,  wenn  die  oben  angegebene  Determinante  zu  p  theiler- 

fremd  ist.  Dieselbe  zeigt,  dass  f{^)  für  nicht  mehr  als   x 

quadratische  Reste  des  Moduls  p  durch  den  Modul  theilbar 
.werden  kann,  wenn  die  eben  genannte  Joppeltorthosym- 
metrische  Determinante  zu  diesem  theilerfiemd  ist. 

Haben  alle  doppeltorthosymmetrischen  Determinanten 


fCir  t=x+l,  x+2,. . .,  den  Factor  p,  so  besteht,  wie  man 
auf  dem  oben  eingeschlagenen  Wege  findet,  die  Convergenz 

für  jeden  Wert  von  X  =  1,  2,. . ^  ^  Da  nun  der  Coefli- 
cient  von  if*  in  9^^,  (jir)  die  Circulante 

und  demnach  der  Voraussetzung  nach  zu  p  theilerfremd  ist, 
so  kann  <p,+i(^)  nicht  für  mehr  als  x+1  untereinander  ver- 
schiedene Werte  von  x  durch  p  theilbar  werden,  und  demnach 

17—3 

genügen  derCongruenz  f{x)  =  (}  (mod./?)  mindestens  ~  x 

quadratische  Reste  von  p.  Man  hat  daher  den  Satz: 

Die  nothvvendigen  und  hinreichenden  Bedingun- 
gen dafür,  dass  die  primmodulige  Congruenz 

a^x^''^-{-a^x^~^'^  . . .  +^p^x+a^^  _  0  (mod.  p) 
p — 3 

gena-u  ^-5  x  untereinander  verschiedene  quadrati- 

sehe  Reste  des  Moduls  zu  Wurzeln  hat,  bestehen 
darin,  dass  die  doppeltorthosymmetrischen  Determi- 
nanten 

2  i(ji=o,i,2,...,it,-.n=o,i,a,...,ii,x+u 
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«—3 

für«  =  x+l,         . durch  den  Modul  theilbar 

sind»  während  die  Circulante 


a 


^+1  +  ^ 


(*.1»=0.1,«....,«-1,«) 


zu  ihm  theilerfremd  ist  Die  der  vorgelegten  Con- 
gruenz  genügenden  quadratischen  Reste  des  Moduls 
sind  Wurzeln  der  Congruenz 


7     \a  -k-a 


—  X 


X        ==0  (mo±p), 

(/ =0,1,2,...,«;  |»=s0kl,2,...,i»-l,t) 

Auf  demselben  Wege  Imdet  man  das  Theorem: 
Die  nothwendigen  und  hinreiche lulun  Bedingun- 
gen dafür,  dass  die  primmodulige  Congruenz 

2]  a^x'^'-'^^O  (mod./^) 

genau  ^-7^  x  untereinander  verschiedene  quadrati- 

sehe  Nichtreste  des  Moduls  zu  Wurzeln  hat,  bestehen 
darin,  dass  die  doppeltorthosymmetrischen  Determi- 
nanten 


sO,  1, 2, . . «, «+ 1;  |i  - 0, 1, 2,. . «,  t) 


für  t  =  xH-1,  x+2,. . 


p-3 


durch  den  Modul  theilbar 


sind,  während  die  Circulante 

|i+f+^  (,-^.0.1,2....,x;  ^  =  0.1,2  IL) 

ZU  ihm  theilerfremd  ist.  Die  dieser  Congruenz  ge- 
nügenden quadratischen  Nichtreste  des  Moduls  sind 
Wurzeln  der  Congruenz 


tss« 


r-3  . 
X  '      =0  (mod.  p). 
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Uber  die  Vertheilung  der  Divisionsreste 

von 

Leopold  Gegenbauer  in  Wien, 
c.  M.  1(.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sittung  am  21.  MXn  IBOl.) 

1,  Lejeune  Dirichlet  hat  in  seiner  in  den  Abhandlungen 
der  königl.  preußischen  Akademie  der  Wissenschaften  vom 
Jahre  1849  enthaltenen  Arbeit:  »Über  die  Bestimmung  der 
mittleren  Werte  in  der  Zahlentheorie«  gezeigt,  dass  bei  der 
Division  einer  sehr  großen  ganzen  Zahl  n  durch  alle  nicht 
größeren  ganzen  Zahlen  der  Rest  weit  öfter  (beiläufig  0*614ii- 
mal)  unter  dem  halben  Divisor  liegt,  als  er  denselben  übertrifft 
oder  ihm  gleich  wird  (ungefähr  0*386«-malX  sowie  dass  die 
Summe  der  n  Quotienten  aus  Diyisionsrest  und  zugehörigem 
Divisor  ungefähr  den  Wert  (1— C^»  (d.  i.  0 -42311)  hat,  wo  C 
die  Euler-Mascheroni'sche  Constante  0-57721566...  ist.  Wären 
die  Divisionsreste  innerhalb  der  genannten  zwei  Intervalle 
gleichmäßig  vertheilt,  so  wäre  diese  Summe  beiläufig  gleich 
0"443m,  und  daher  liegt  die  V'ernuuluing  nahe,  d.iss  sie  sich 
gegen  den  Nullpunkt  Inn  anhiiulen,  und  dies  wird  auch  durch 
eine  genauere  Untersuchung  bestätigt.  Man  konnte  eine  solche 
auf  (irund  der  von  mir  in  der  im  49.  Bande  der  Denkschriften 
der  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Classe  der  kaiserl. 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  veröffentlichten  Ab- 
handlung: »Arithmetische  Theoreme«  abgeleiteten  Relation 

[TLrjf]  =  jxlogx4-x— 1— X    )    — U+a V^i*, 
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in  welcher 

n  1 


X 


und  ot  eine  für  alle  n  endliche  Grüße  ist,  führen.  Diese  Relation 
kann  in  folgender  Form  geschrieben  werden: 

=  jxlogTtH-x — ] — X   y   —  |lH-a\/«,  1) 

wenn  miti4„.;c(a,ß)  die  Anzahl  derjenigen  Größen  (;ir  =  l,2,...,M) 
bezeichnet  wird,  welche  der  Bedingung 

genügen.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  der  Coefficient  von  n 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  für  x  =  2, 3, 4, 6, 8  der 
Reihe  nach  die  Werte  0386..,  0*821..,  1*211..,  2-038.., 
2*874...  annimmt  Subtrahiert  man  unter  Vernachlässigung 
der  GrÖfien  von  der  Ordnung  sjn  das  Doppelte  der  aus  1)  für 
X  =r  2  entstehenden  Formel 

von  der  aus  ihr  für  x  =r  3  sich  ergebenden 


SO  erhält  man  die  Beziehung 

|)=0-049»+.4„,.(|.|), 


« 
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deren  Verbindung  mit 

A„,^  (o,  1)  -  An,»  (^1 ,  1  j  =  0  •  22Ö«  3) 

die  Gleichung 

^«,x(o,-^j  =  0179iH-^«,,(^|-,  ij  4) 

lielcrl. 

Man  hal  daher  deii  Satz: 

Dividiert  man  eine  sehr  große  ganze  Zahl  n  durch 
alle  nicht  kleineren,  so  liegen  von  den  Quotienten 
aus  Divisionsresi  und  zugehörigem  Divisor  um  0']79if 

mehr  zwischen  0  und  —  (exci.),  als  zwischen  —  und  1 

3  1  1  3 

und  um  0*049jf  mehr  zwischen  —  und  —  (exci.)  als 

12  3  2 

zwischen  —  und  —  (excl.). 
2  3 

Subtrahiert  man  von  der  aus  1)  für  x  r=  4  sich  ergebenden 
Gleichung 


das  Dreifache  von  2),  so  entsteht  die  Relation 

^fi.*(4-'  4-)  =  0  0ö3n-i-A,;,,  [^i  4")' 
\4     2'  ^24' 

aus  welcher  wegen  3)  folgt 

1  /  3  ^ 

&s  liegen  also  von  den  in  dem  vorigen  Theoreme 
angeführten  0*179»  Verhältnissen  aus  dem  Intervalle 

0. . .  —  (excl.)  O'l 75«  zwischen  0  und  —  (excl.)  und  nur 

3  1  1  4 

0"004ff  zwischen  —  und  — 

4  3 
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Auf  demselben  Wege  tindet  man,  dass  von  den  eben 

angeführten  Verhältnissen  des  Intervalles  0...—  0169» 

1  4 
twischen  0  und  —  (excL)  liegen  u.  s.  f. 

6 

Ich  will  es  unterlassen,  aus  meiner  Formel  weitere  Sätze 
abzuleiten,  d;i  Herr  Berger  in  seiner  in  den  >  No\  a  Acta  i  cgiae 
S0v;:eiati>  scicntiarum  Upsalicnsis  dll.  s.,  vol.  Xl)  enlhakenen 
Arbeit;  »Sur  quelques  appiications  de  la  fonction  V  ä  la  theorie 
des  nombres«  für  die  Anzahl  B{ct,(i)  derjenigen  von  den  oft 
genannten  Verhältnissen,  welche  zwischen  «  und  ß  liegen,  die 
allgemeine  Relation 


ermittelt  und  aus  ilir  eine  Reihe  von  interessanten  speciellen 
Formeln  hergeleitet  hat. 

2.  Es  drängt  sich  nun  sofort  die  Frage  auf,  ob  die  ermittelte 
Vertheilung  der  Divisionsreste  von  der  Beschaffenheit  der  Divi- 
soren unabhängig  ist  oder  nicht,  d.  h.  ob  man  dasselbe  Ver- 
theilungsgesetz  erhält,  wenn  man  als  Divisoren  nicht  alle 
ganzen  Zahlen  des  Intervalles  1 . . ,  n,  sondern  nur  solche 
nimmt,  welche  eine  bestimmte  arithmetische  Eigenschaft  be- 
sitzen. Mit  einer  derartigen  Untersuchung  hat  sich  schon 
Lejeune  Dirichlet  in  seiner  im  47.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  erschienenen  Arbeit:  »Über  ein  die  Division  be- 
treflcr.dcs  Problem«  beschäftigt,  in  welcher  er  bewies,  dass 
die  Anzahl  derjenigen  uüLcr  den  Divisoren  1,  2, . . . ,  ^  «, 
denen  ein  Rest  entspricht,  dessen  Verhältnis  zum  Üivisor  unter 
einem  gegebenen  echten  Bruch  a  liegt,  sich  zu  p  verhält,  wie  a 
zu  i  oder  wie 


Hm 


BjoL,^)  _  </[ogr(i-i-ß) 


<^logr(H-a) 


da 


s-l 
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ZU  1,  je  nachdem      mit  n  über  jede  Grenze  hinaus  wächst 

oder  endlich  bleibt,  wobei  aber  in  beiden  Fällen  vorausgesetzt 
ist,  dass  p  von  einer  höheren  Ordnung  als  \/n  ist.  Einen 
weiteren  Beitrag  zur  Beantwortung  der  eben  erwähnten  Frage 
zu  liefern,  sind  die  folgenden  Zeilen  bestimmt. 

3.  Es  mögen  zunächst  als  Divisoren  nur  die  durch  eine 
gegebene  Zahl  X  theilbaren  ganzen  Zahlen  des  Intervall  es  1 . . . 

ist,  benutzt  werden.  Aus  der  Relation 


deren  Anzahl 


folgt  bütort  für  jedes  ^anzzahlige  positive  %  die  Beziehung 

*5=1  fwl  .  . 

welche  sich  unter  Benützung  der  bekannten  Formel 


I.  I 


X  =  tn 


,     ,        =  w(logi«H-2C— l)  +  ß  VW, 


in  der  ß  eine  für  alle  )n  endliche  Große  ist,  in  die  folgende  ver- 
wandeln lässt: 


«  I 


X'- !  — 


y.  n  \  ^ 


7.1/ 

A 


+3  V 


Nun  ist 


V 


»  =  1  — 


V  5S  1  «  ,  , 


wo 


a  rr 


A 


u 

A 


4-1 
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ist  Woraus  unmittelbar  fol^?t,  dass  a  <:  x  ist.  Fügt  num  nun  auf 
der  rechten  Seite  dieser  Gleiciiung  lür  jeden  Wert  von  die 

w 


den  Werten  jr  =  1, 2, . . . , 


entsprechenden  Functionswerte 


von  8(a),  die  wegen  1  sämmtlich  gleich  1  sind,  hinzu  und 
beachtet,  dass 


X«  ^        r  X«  ] 

^)  "  L  vi 


tst,  sowie  dass  für^  =r  a  +  l,         . . . ,  x — 1 

[f1=1v1 

wird,  so  erhält  man  die  Gleichung 


V 


Kl 


L  X 


=-<-'>["M 


X« 


und  daher  ist 

•=[t] 


xlogx+x— 1  — X  V 


WO  £  für  aile  VV'ertc  vun  ii  endlich  ist. 

Es  befolgt  daher  auch  in  diesem  Falle  dteVer- 
theilung  der  D i v i s i < > n mc ste  dasselbe  Gesetz,  wie  im 
aligemeinen.  Speciell  hat  man  den  Satz: 

Dividiert  man  eine  sehr  große  ganze  Zahl  durch 
aUe  nicht  größeren  geraden  (ungeraden)  ganzen 
Zahlen,  so  verhält  sich  die  Anzahl  derjenigen  Divi- 
»lonsreste,  welche  unterhalb  des  halben  Divisors 
•legen,  zur  Anzahl  der  übrigen  wie  307  zu  193. 

Es  m&g  an  dieser  Stelle  nur  bemerkt  werden,  dass  sich 
iuf  dem  eingeschlagenen  Wege  dasselbe  Gesetz  auch  für  die 
;;anzzahligen  Divisoren  der  Form  X;r-i>(t  herleiten  lässt. 
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4.  Zu  einem  etwas  anderen  Resukate  ,Q:e1an,i;t  man,  wenn 
man  als  Di\"isoren  nur  jene  ganzen  Zahlen  4  »^^es  Inter\a!les 
1...«  nimmt,  welche  durch  kein  Quadrat  (außer  1)  theilbar 
sind,  in  diesem  Falle  hat  man  nämiicti  zunäciist  die  Gleichung 

2K]=l][f]-«I][y]-S[f} 

1  1  I  «+! 

Nun  ist 

m  y  ^  m  m 

1  1  —  11 

=  £  Ur), 

WO  i^(r)  die  Summe  der  x^^n  Potenzen  derjenigen  Theiler  der 
ganzen  Zahl  r  ist,  welche  durch  kein  Quadrat  (außer  1)  theiU 
bar  sind.  Da  nun  nach  einem  von  Herrn  Mertens  gefundenen 
Satze 

^     (r)  =  -j^^logiM  +  -^H-2C— lj4-:\/MlogK 
ist,  wo  C  für  aüe  Werte  von  n  endlich  ist  und 

xt=oo 

y  jog^  =  0- 9375482543.  . . 


ist,  so  hat  man  zunächst  die  Beziehung 
^  [xr^]  =  ^  X  log  X— ^  j^-^j  -4-7^  \/w  log  n   (UmTj  endlich). 


1  «+i 
Man  hat  ferner 


Li 

WO 
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ist,  wenn  u-^x  die  erste  durch  kein  Quadrat  (außer  1)  tbeil* 
bare  ganze  Zahl  zwischen  n  (excK)  und  x»  (incl)  ist.  Schreibt 
matt  für  die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Doppelsumme  ,  = 

SO  hat  man  für  ^  =  1  die  Weite  x  =  1, 2, . . . , »  und  x  gleich 
den  zwischen  u  (excl.)  und  xii  (incl.)  gelegenen  ganzen 
Zahlen  mit  quadratischen  Factoren  (außer  1)  also  im  ganzen 

M--C(x»i)  +  C(»/)  Werte  von  x  hinzugefügt,  wo  mit  0(ii)  die 
Anzahl  der  ganzen  Zahlen  von  1  bis  )i  bezeichnet  wird,  die 

keinen  quadratischen  Theiler  (außer  1)  besitzen.  Da  alle  Pro- 
üucte  aus  den  genannten  VV'ertepaaren  x,y  x»  nicht  über- 

VLlt  ^ 

treflfen,  so  ist  für  jedes  derselben  s  [  ^  j  gleich  1.  Analog  hat 

man  für  ^  =  2  für  x  die  Werte  1,2....,»  und  die  ganzen 
Zahlen  des  Intervalles  n  (excl.)  ...     -  (incl.)  und  demnach 

—  1  — Oj— j  +ü(«)  addiert  u,  s.  f.,  so 


Jass  also 


n+l  Xsl 

ist.  Beachtet  man  nun,  dass 
SO  kann  man  die  folgenden  Beziehungen  aufstellen: 


=        +  d  >/»   (lim  *  endlich), 


+ai\/ M  log  II    (lim  a,  endlich) 


H>=00 


— BÖS)  =  -^"^■'■^■--Zj 
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Da  die  ganze  Zahl  p,  welche  selbstverständlich  nicht 
größer  als  * — 1  sein  kann,  den  Wert  x— a  hat,  wenn  t  der 
Bedingung 

«ff   _        (a — 

 TT 

X— a  X — a+1 

genügt,  so  folgt  zunächst  aus  dem  Bertrandschen  Lemma, 
dass  auch  in  dem  Kalle,  in  welchem  n  durch  alle  nicht 
kleineren  ganzen  Zahlen  ohne  quadratischen  Theiler 
(außer  1)  dividiert  wird,  dieVertheilung  der  Divisions- 
reste nach  dem  Dirichlet'schen  Gesetze  erfolgt.  Für 

'  I 

andere  liUcrvalle,  als  die  von  Dii  ichlet  untersuchten  (0...  — » 

IN  ^2 
.  1 1  wird  das  Vertheilungsgesetz  dann,  aber  auch  nur  dann, 


2 

von  dem  durch  die  Gleichung  1)  gegebenen  allgemeinen  ver- 
schieden sein  kiinnen,  wenn  auf  ;/  in  der  Reihe  der  natürlichen 
Zahlen  unmittelbar  eine  sehr  große  Anzahl  von  ganzen  Zahlen 
mit  quadratischem  Theiler  (außer  1)  folgt.  Die  auf  der  rechten 
Seite  der  letzten  Gleichung  stehende  Summe  ist  m  einem 
solchen  Falle  stets  größer,  als  der  Ausdruck  des  allgemeinen 
Vertheilungsgesetzes;  so  ist  z.  6.  die  Differenz  aus  diesen  zwei 

Größen  für  a  =  2,  d.  i.  wenn  auf  «  mehr  als  — ^-^—r-  und  weniger 

2«  * 
als  ■ —   + 1  ganze  Zahlen  ohne  quadratischen  Divisor  (auBer  1) 

-  I  3^  4 

unmittelbar  folgen,  gleich  r,  für  a  =  3   —  ^r-  u.s.f. 

X — 1  (x — l)(x — 2) 

Es  haben  also  die  Divisoren  ohne  quadratischen  Theiler 

(außer  1)  in  den  Fällen,  in  denen  sie  eine  Abänderung  des 
allgemeinen  Vertheilungsgesetzes  der  Divisionsreste  herbei- 
führen, die  Tendenz,  die  Reste  von  der  Null  abzu- 
rücken. 

r\  Es  sollen  endlich  als  Divisoren  alle  ganzen  Zahlen  des 
Bereiches  1 .  .  .  «  genommen  werden,  welche  s^^  Potenzen  sind. 
Alsdann  wird: 

X=\\'n]  XB^iS^^nj  a=[v''h|  >  =  |  v''«"  1 
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Nun  ist: 


xsl 


V  -  [  '*V'«  ]-«     *■  =  [  >/"«  J 


WO  «  durch  die  Relation 


['V^]— «4-1 


m 


definiert  ist.  LSsst  man  in  der  letzten  Summe  auf  der  rechten 

Seile  dieser  Gleichung  x  von  1  an  laufen,  so  vermehrt  man  sie 
für  jeden  Wert  von^  um  [  v/i»],  beachtet  man  ferner,  dass  für 


jedes  Wertepaar  x,y,  welches  die  Beziehung  ZJZ.^  ^  erfüllt,  auf 
m 


^1  ist,  und  bedenkt,  dass 


y  \ 


für  y  —  ^s/  m\  —«+ 1 , 


i  v'm]— «+2, . . . ,  [^V^w]  den  Wert  [^V^*«]  hat,  so  erhält  man 
die  Relation 


1  [^]=  r  [fI*  I 


~  m 


^  1 


?t1 


-<J 


m 


1  J+i 


m 


(lim  ßi  endlich), 

maseo 


ich  hier  nur  der  Vollständigkeit  wegen  abgeleitet  habe, 
obwohl  sie  durch  Specialisierung  aus  einer  allgemeineren 
Formel  erhatten  werden  kann,  die  ich  in  meiner  im  87.  Baniie 
dieser  Sitzungsberichte  enthaltenen  Arbeit:  »Über  einige  zahlen« 
Uieoretische  Functionen«  aufgestellt  habe.  Dieselbe  rührt  übri- 
gens  meines  Wissens  von  Herrn  Lipschitz  her. 
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Nun  ist  bekanntlich: 

X  —  r  . 

>  —  =r  C(5)  r  +    T      (5>  1,  lim  A  endlich) 

xsl 

1-1 

VI     1  r     ^  B 

y  — —  =  C^H  -H  lim  5  endlich), 

WO  eine  für  jedes  in  Betracht  kommende  5  endliche  Con- 
stante  ist,  die  so  bestimmt  werden  muss,  dass  die  rechte  Seite 
der  letzten  Gleichung,  falls  für  B  sein  Wert  gesetzt  wird,  für 
r  =  1  den  Wert  0  annimmt  Daher  verwandelt  sich  die  letzte 
Gleichung  in 

y      [ ^  1  =  <«C(5)+C,  s/m-k-A'^s/m    {Wm  A'  endlich). 

xsl 

Durch  Benüt/.ung  dieser  Gleichung  ergibt  sich  endlich  die 
Formel 

x=[v'«I  jr«fv^] 

V  rx.^]  =  c,(v'i-«)v'«H-^"'v'«-    X  [vi 

jirt=(\/«l+l 

(lim  i4"  endlich). 

II  =oo 

Man  hat  nun  weiter 

5   S  

X  —  [  V  *« J  y-ct,  x~[  v'xn j 


5  _  .  .< 

■*  =  Lv'«]  +  l  >'  =  l,  4r  =  i\ 

wo 

Xff 


also  höchstens  % — I  ist.  Lüsst  man  in  der  auf  der  rechten 
Seite  stehenden  Doppelsumme  x  von  1  bis  [v^m]  laufen  und 
fügt  überdies  noch  alle  Glieder  hinzu,  welche  entstehen«  wenn 
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man  ab  Factor  von  y  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  wt  nimmt, 

welciie  kerne  .«ten  PoUnzuii  sind  l  und  für  w  elche  das  Argu- 
menl  von  e  ^—  j  nicht  kleiner  als  I  istj ,  so  hat  man  für^  =  t 

zu  derselben  hinzugefügt  x» — [v^xm  ]  +  [v^ff  ],  für  ^  =  2 


2 

Iv 

Vij 


+  L  V   J     ^'  daher  wird  wegen 


y 

schtiedlich 
V 

r    -  ' 
i  ^  i.  \  «  1  r  l 


—  l\  "  J      y  =  «  +  l»  a+2,  a+3. . . . ,  x — l 


\  ---- » - 1 


X» 


1  -^x-l 


lV 


1  lim  i4"'  endlich,  lim  =  0' 
^«=00  *"^^^n 


Man  hat  demnach  die  Relationen 

fX-lM.  a 

X 


lim  A  *"  endlich 


r  *  -I 


« —00 


) 


X, 


lim 

»SCO 


j  =  1 


>.  =  1 


1      X  -  l 


0(«) 

=  C,(v^x-xHx— I— v/x  ^ 


Siub.  d.  iBelliem.«omtiinr.  Cl,:  CX.  Bd.,  Abth,  U.a. 
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L.  Gegenbauer» 


wo  Q{n)  die  Anzahl  derjenigen  ganzen  Zahlen  des  Intervalies 
1 . . .  «  ist,  welche  stc  Potenzen  sind. 

Für  ^  :-  —  >  —  >  —  erhält  C,  nach  einer  nicht  sonder» 

^234 

lieh  genauen  Rechnung  die  Werte  — 1*46. . ,  —  0*97. . ,  0-85. 
und  daher  werden  für  x  =:  2  die  rechten  Seiten  der  letzten 
Gleichung  ungefdhr  gleich  0*4472..»  0-4ö0ö..,  0*d003... 
Man  hat  daher  folgende  Sätze: 

Dividiert  man  eine  sehr  grolic  ganze  Zahl  durch 
alle  sie  nicht  übertreftenden  Quadratzahlen,  so  ver- 
hält sich  die  Anzahl  derjenigen  Di visionsrestö,  welche 
kleiner  sind  als  die  Hälfte  des  zugehörigen  Divisors 
zur  Anzahl  der  übrigen/wie  691  zu  559. 

Dividiert  man  eine  sehr  große  ganze  Zahl  durch 
alle  sie  nicht  übertreffenden  Cubikzahlen,  so  ver- 
hält sich  die  Anzahl  derjenigen  Divisionsreste»  welche 
kleiner  sind  als  der  halbe  Divisor  zur  Anzahl  der 
übrigen  beiläufig  wie  1099  zu  901. 

Dividiert  man  eine  sehr  große  ganze  Zahl  durch 
alle  nicht  größeren  Biqua  Ji  .ite.  so  verhall  sich  die 
Anzahl  derjenigen  Di  vis  i  uns  res  te.  welche  kleiner  sind 
als  die  Hälfte  des  zugehörigen  Divisors,  zur  Anzahl 
der  übrigen  wie  4997  zu  5003. 

Die  allerdings  mit  ziemlich  roher  Annäherung  geführten 

Rechnungen  scheinen  zu  dem  Ergebnisse  zu  führen,  dass 
mit  dem  \Wichsen  des  Potenzexponenten  eine  V'er- 
schiebung  der  Divisionsreste  zu  Gunsten  des  Inter- 
valies -^...1  verbunden  ist. 


Auch  die  leicht  zu  findenden  Relationen 


U.  5.  f. 
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scheinei;  Jaraui  liinzuueutcii,  dcis.-.  aie  Potenzen  als  Divi- 
soren das  Bestreben  haben,  die  Divisionsreste  von 
der  Null  gegen  1  hinzudrängen. 

ich  behalte  mir  übrigens  vor,  über  diese  Verhältnisse 
genauere  numerische  Untersuchungen  anstellen  zu  lassen. 


0 


JI* 
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Über  die  Abelsche  Darsielluiig  des  größten 
gemeinsamen  Theilers  zweier  ganzen  Func- 
tionen 

von 

Leopold  Qegenbauer- in  Wien, 
e.  M.  k.  Akad. 

(Vorgelegt  in  der  Sitxung  mm  U.  MSn  1901.) 

§,  I.  Abel  hat  in  seiner  im  17.  Bande  der  »Annales  de 

Mathcmatiqucs  pures  et  appliquees  •  von  Gci  gönne  enthal- 
tenen Mittheilung  »Recherche  de  la  quantile  qui  satistait  ä  deux 
equations  algebriques  donnees«  (Abel,  ()eii\res  completes. 
T.  I,  p.  212  SS.  Nouveilc  edition)  für  eine  rationale  Function 
F{x^)  der  den  zwei  ganzen  I'^mctionen  /{x)  und  g{x)  gemein- 
samen Wurzel  x^  unter  djgr  Voraussetzung,  dass  dieselben 
keine  mehrfachen  Wurzeln  besitzen  und  nur  diese  einzige 
Wurzel  gemein  haben,  die  Formel  aufgestellt 

/.  II 

in  welcher  ^{x)  eine  beliebige,  für  alle  inbetracht  kommenden 
Werte  des  Argumentes  endliche,  rationale  Function  von  x  ist, 
mit  Rg(x),hix)  die  Resultante  der  zwei  Gleichungen  g{x)^0, 
h(x)=zO  bezeichnet  wird,  .v,,a. die  Wurzeln  der  Gleichung 
«ten  Grades  /(ar)  — 0  sind  und 
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gesetzt  ist  Aus  derselben  ergibt  sich,  falls  man  6(;r)  gleich  1 
nimmt,  für  den  größten  gemeinsamen  Theiler  Th(f(x),g(x)) 
von  f{x)  und  g(x)  die  Formel 

X-  M 
\  ^ 


X^l 

welche  in  theoretischer  Hinsicht  deshalb  von  besonderem 
Interesse  ist,  weil  diircli  mc  wenigstens  für  dcü  von  Abel 
behandelten  speciellen  Fall  die  Theorie  des  größten  gemein- 
samen Theilers  zweier  ganzen  Functionen  auf  die  Theorie  der 
!»>'mmetrischen  Functionen  zurfickgeführt  wird.  L.  Krnneckci- 
hat  daher  auch  in  den  Vorlesungen  über  Algebra,  welche  er  an 
der  Berliner  Universität  in  jedem  zweiten  Jahre  zu  halten  pflegte, 
wiederholt  eine  Verallgemeinerung  der  Abel'schen  Formel,  in 
weidier  der  Grad  des  größten  gemeinsamen  Theilers  der  zwei 
ganzen  Functionen  beliebig  ist,  nebst  den  Bedingungen  für 
das  Vorbandensein  eines  solchen  von  vorgeschriebenem  Grade 
atigdeitet  Die  Kronecker'sche  Formel  lautet  bei  Benützung  der 
sie  einfacher  und  durchsichtiger  gestaltenden  obigen  Bezeich- 
nuogsweise 

V 


WO  die  Summationen  nach  X,, X,,. . über  alle  Combinationen 
Gasse  ohne  Wiederholung  der  Elemente  1, 2, 3, . . . ,  ti  tu 
erstrecken  sind.  Die  Kronecker*schen  Bedingungen  für  die 
Fjdatenz  eines  größten  gemeinsamen  Theilers  vom  Grade  r. 


164 


beziehungsweise  von  genau  r  gemeinsamen  Wurzein  der  zwei 
ganzen  Functionen  /{x)  und  gi^x)  sind 


wo  die  Sumniationen  in  der  x^<^»i  Relation  über  die  Combina- 
tionL;  y. c  (jiasse  ohne  Wiederholung  der  Elemente  1,2,...,m 
auszudehnen  sind. 

Diese  Relationen  biiden  den  gedanklich  einfachsten  Aus- 
druck der  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  der  gr()ßte  gemeinsame  Theiler  der  zwei  ganzen  Func- 
tionen f(x)  und  g(x)  den  Grad  r  hat  Sie  sind  nämlich  der 
Reihe  nach  bis  zur  letzten  hin  nothwendig  und  hinreichend, 
damit  /(x)  und  g(x)  überhaupt  einen  gemeinsamen  Theiler 
haben,  sodann  dass  keines  der  Functionenpaare  g(x\  (jt;  x-^ 
(X=:1,2, theilerfremd  ist,  also  der  gröfite  gemeinsame 
Theiler  von  f{x)  und  g{x)  mindestens  den  Grad  2  hat,  u.  s.  f. 
endlich  dass  dieser  Theiler  mindestens  den  üiad  r  hat.  Da  nun 
die  letzte  beim  Bestehen  der  früheren  besagt,  dass  unter  den 

P'unctionen  fJx\x  ,x  x  i  eine  zu  i^ix^  theilerfremd  ist, 

so  sagt  die  Vereinigung  aller,  dass  /Vi  )  und  ,i^M  i  einen  größten 
gemeinsamen  Theiler  genau  vom  Grade  r  haben. 

Da  weder  ^—x^  {x — • .  ■  {x — x^^  noch      ;  ar^,     ■  v 

sich  ändert,  wenn  x^  .  x^^, . . . ,  x^   irgendwie  permutiert  werden, 

so  braucht  man  in  den  angeführten  Ausdrücken,  um  symme- 
trische Functionen  der  w  Großen  x^,  x^, . . x„  und  demnach 


=  0 
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im  Raüonalitätsgebiete  der  Coetticienten  von  J\x)  und  g{x) 
liegende  Darstellungen,  beziehungsweise  Bedingungen  zu  er- 
halten, die  einzelnen  Combinationcn  der  bezüglichen  Classe 
nur  ohne  Wiederholung  und  ohne  Versetzung  bei  den 
Summaüonen  zu  nehmen. 

DerAbel-Kronecker'schen  Darstellung  des  größten  gemein- 
samen Theilers  zweier  ganzen  Functionen  kann  man  eine  ganz 
analoge  für  den  Quotienten  aus  einer  dieser  Functionen  und 
dem  größten  gemeinsamen  Theiler  an  die  Seite  stellen.  Die- 
selbe lautet  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Coeflicient  der 
höchsten  Potenz  von  x  in  f{x)  gleich  1  ist, 

m 


wo  die  Summaüonen  nach  .  .    a„  über  alle  Perniut^itioneit 

der  Zahlen  l,2,...,w  auszudehnen  sind.  Dieses  Resultat  ist 
unmittelbar  einleuchtend;  denn  sind  x,,  jt,,.  . ., alle  gemein- 
samen Wurzeln  von  /{x)  und  g(x),  so  ist  jede  der  Größen 
Rto^/(x;x^  .X  X.    in  welcher  unter  den  Zahlen  Xj,  X,,. . X, 

auch  nur  eine  von  1, 2, . . . ,  r  verschiedene  vorkommt,  gleich  0, 
während  dieselbe  in  allen  anderen  Fällen  den  von  0  ver- 
schiedenen Wert  Re(x\  f  (X  »-.  r,  .  x\  besiizen.  Bei  der  Aus- 
fiihrun«;  der  Summationen  könnte  man  sich,  wie  man  sofort 
erkennt,  auf  die  eben   genannten  Combmationen  bezüglich 

 beschränken  und  für  X,^  i,  X,.4.j.  ....X„  jedesmal 

eine  beliebige  Anordnung  derjenigen  von  den  Zahlen  \ .,n 
nehmen,  welche  von  den  für  X,,  Xg, . . .,  in  dem  betreffenden 
Ghede  genommenen  Werten  verschieden  sind. 

§.  2.  Den  Entwickelunge  n  Abels  und  auch  Krön  eck  ers 
itegt  die  Annahme  zugrunde,  dass  f{x)  keine  mehrfache  Wurzel 
besitzt,  die  aufgestelUen  Relationen  werden  daher  auch  im 
allgemeinen  falsch,  wenn  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist. 


366  L.  GegenbAuer, 

So  vor>ch\vindcL  beispielsweise  der  Nenner  der  Abclschen 
Formel,  wenn  fix)  .v,  als  Doppelwurzel  .^(.r)  diese  Größe  aber 
nur  als  einfache  Wurzel  hiit,  und  es  zeigen  in  diesem  Falle  die 
Kronecker'schen  Kelationen  die  Existenz  von  zwei  geniein- 
sannen  Wurzeln  von  /{x)  und  g(x)  auch  dann  an,  w  enn  diese 
Functionen  auSer;i',  keine  Wurzel  gemein  haben.  Hat  m  diesem 
Falle  g{x)  keine  mehrfache  Wurzel,  so  kann  diesem  Übelstande 
natürlich  durch  Vertauschung  von  ^(x)  mit  /(x)  abgeholfen 
werden.  Es  wäre  daher  möglich,  dass  die  Abel-Kronecker*$chen 
Relationen  namentlich  in  dem  weitaus  interessantesten  Falle, 
d.  i.  wenn  die  zur  Ermittelung  des  größten  gemeinsamen 
Theilers  von  f(x)  und  /'(.v)  beim  Vorhandensein  mehrfacher 
Wurzeln^  von /(«)  und  zur  Aufstellung  der  Bedingungen  für 
dieses  Vorhandensein  verwendet  werden,  versagen.  Dieser 
Umstand  hat  mich  schon  vor  mehr  als  10  Jahren  veranlasst, 
in  meinen  algebraischen  X'orlesungen  an  der  Universität  in 
Innsbruck  meinen  HTMcrn  Jiesbezüghche  iMorterungen  über 
diese  Kelationen  milzutheilen  und  für  den  eben  hervorgehobenen 
speciellen  Fall  andere  Relationen  aufzustellen,  die  in  natur- 
gemäßester  Weise  zu  den  Resultaten  führen,  welche  L.  Baur 
in  seiner  im  dO.  Bande  der  »Mathematischen  Annalen«  ver- 
öffentlichten, im  wesentlichen  auch  in  Webers  Algebra  auf- 
genommenen  Arbeit  »Über  die  verschiedenen  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung«  abgeleitet  hat.  Diese  Auseinander- 
setzungen sollen  in  den  folgenden  Zeilen  angegeben  werden. 

Es  möge  jede  gemeinsame  Wurzel  von  f{x)  und  ji*{x) 
in  fix)  keinen  höheren  Grad  der  Vielfachheit  haben  als  in  ^^(r). 
Ist  nun  .V,  eine  solche  lur  /(x)  y/j-faehe  Wurzel,  so  dass  also 

ist,  50  haben  die  Functionen  f(x),  f^{x;x^,  f^(x;Xf  j  x.)y, . 

fix) 

1,2,...,«;  /^z^/j,  für  n^^p)  außer/^  (A:;  .v,,.v^....,  .i^,)  -j; 

den  Factor  x — jr,  und  demnach  mit  g(x)  die  Wurzel  x^ 
gemeinsam.  Es  sind  daher  Rg<x).j\K)  und  alle  Resultanten 
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gleich  ü,  so  dass  also  die  ersten  Kronecker'schen  Relationen 
erfüllt  sind,  während  die  wird 

^        ^g{Je),A, '  S  \  )  —       . , i  _  ./HL * 

Ist  nun  x^t^^  eine  von  ^|  verschiedene  gemeinsame  Wurzel 

von  fix)  und  g(x),  die  für  /(,r)  eine  XJ- fache  und  nach  der 

gemachten  \'oraub;setzung  für  g(x)  mindestens  eine  Xi-fache 
Wurzel  ist,  so  dass  also 

wird,  so  hat  jede  der  Functionen  f^,^^(x;x^,XJ^, . ,  .^x.  ), 

^1^2 (-«f;  •  •  -  t  -^ji^.^j^ "  •  '-^[^-x;-!  \*  •  •  ^V+v-i^' 
fi'^k^'^ '  'S,'  "^jk,»  •  •  •  t  -^^j^'  ^)|»)  (^11  » •  •  • » —  1 ,  ^,  •  •  • »  "  t  X,i  Xp 
fflr  «.ßer  .v..     . .,  .^^^  = 

entwt'dei  die  Wurzel  .r,  oder  die  Wurzel  oder  beide  mit 
g(x)  gemein,  und  daher  ist  in  diesem  Falle  niciU  nur  die  auf 
der  rechten  Seite  der  eben  aufgeschriebenen  Gleichuntj  stehende 
Summe  gleich  Null,  sondern  es  verschwiFiden  auch  noch  die 
im  Kronecker  sehen  Schema  unnuuelbar  darauf  folgenden 
ÄJ— 1  weiteren  Relationen»  während  die  (X'jH-XJ+l)»«  Formel 
übergeht  in 

\^    jp  _  yw.  

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man,  wie 
man  leicht  erkennt,  zu  dem  Resultate,  dass  die  Kronecker- 
sehen  Relationen  und  damit  auch  seine  Darstellung  des  größten 
gemeinsamen  Thetlers  zweier  ganzen  Functionen,  sowie  die 
oben  angegebene  Darstellung  des  Quotienten  aus  einer  dieser 
Functionen  und  dem  größten  gemeinsamen  Theiler  auch  noch 
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für  den  Fall  bestehen  bleibt,  dass  die  beiden  Functionen  mehr- 
fache Wurzeln  besitzen,  wenn  nur  eine  der  beiden  Functionen 
keine  gemeinsame  Wurzel  öfter  enthält  als  der  größte  gemein- 
scliaftliche  Theiler.  Sie  gelten  also  namentlich  auch  für  den 
Fall,  als  die  eine  der  beiden  Functionen  die  Ableitung  der 
anderen  ist,  in  welchem  Falle  sich  die  Summationen  auf  die 
Wurzeln  der  Ableitung  beziehen. 

Aus  diesen  Auseinandersetzungen  folgen  die  zwei  Theo- 
reme: 

Kommt  jede  gemeinsame  Wurzel  der  ganzen 
Functionen  f{x)  und  g{x)  in  f{x)  nicht  öfter  vor  als  in 

g{x),  so  ist  der  Grad  des  größten  gemeinschaftlichen 

Theilers  der  beiden  Funciionen  um  eine  I'hiilieit 
kleiner  als  die  Zahl,  welche  angibt,  die  \sie\ielte 
von  den  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln 
derselben 

>.  =  » 

V 

J  hf 

^•|>  ^» 

die  erste  nicht  verschwindende  ist 

Die  Anzahl  der  untereinander  verschiedenen  Wur- 
zeln einer  ganzen  Function  f{x)  einer  Veränderlichen 
ist  gleich  der  Differenz  aus  dem  Grade  der  Function 

und  der  Zahl,  welche  angibt,  die  wievielte  von  den 

symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  Jij,  ^3,. .., 
ihrer  ersten  Ableitung 

Rjixuj  ix)'    ^    R/{x)./,\x:  x^)<     ^    ^/ix),/lixix  ,x  Ii 


die  erste  nicht  verschwindende  ist 
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§.  3.  Bei  der  vorstehenden  Entwicklung  in  Bezug  auf  den 
gröfiten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  ganzen  Functionen 
wurden  ausschließlich  Resultanten  verwendet.  Da  die  Resul- 
tante, falls  eine  der  zwei  Functionen  die  Ableitung  der  anderen 
ist»  in  die  Di$criminante  übergeht,  so  liegt  die  Vermutbung 
nahe,  dass  in  diesem  Falle  die  Benützung  von  Discriminanten 
ein  tieferes  Eindringen  in  den  Gegenstand  ermöglichen  wird, 
weil  sie  sachgemäßer  ist  —  und  dies  bestätigen  auch  dici 
folgenden  Erörterungen. 

Hat  fix)  —  {x—x^)(x—x^) . .  .(x — x,j)  zwei  gleiche  Wurzehi 
ij  und  X,,  so  haben  alle  Functionen  /,U';  in  denen  Ä  von  1 
und  2  verschieden  ist.  als  Doppelwurzel,  und  daher  ist  nicht 
nur  die  Discriminante  Dfix)  von  f(r)  gleich  Null,  sondern  es 
verschwinden  auch  alle  Discriminanten  I^/f(xix^f  in  denen  X>'2 
ist,  und  es  ist 

Man  hat  daher  in  diesem  Falle  die  Beziehungen 


Besitzt  f{x)  außer  der  Doppel wurzel  x^  keine  mehrlache 
Wurzel,  so  ist  i)/,(jr:»,)  und  demnach  auch  die  zuletzt  auf- 
geschriebene Summe  von  Null  verschieden,  und  umgekehrt, 
wenn  Dß^  verschwindet  und  diese  Summe  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  hat  f(x)  nur  eine  Doppel  wurzel  und  außerdem 
lauter  ungleiche  Wurzeln.  Daher  sind  die  Relationen 


für  die  eben  erwähnte  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der  Gleichung 
/{m)  nothwendig  und  hinreichend. 

Ist     eine  dreifache  Wurzel  von  fix),  also 
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SO  ist  auch 

imd  es  verschwinden  alle  Discriminanten  D,.  »  v  • .  »n  denen 
auch  nur  eine  der  Zahlen  X,.  \  von  1.  2.  3  verschieden  ist,  weil 
die  betreffenden  Functionen  als  mehrfache  Wurzel  besitzen. 
Die  übrij^en  von  diesen  Discriminanten  sind  in  diesem  Falle 
gleich  Df{xiXt,»,)t  so  dass  folgende  drei  Relationen  bestehen: 

Mfix,  =  0 

^  /),,,,,,^.=:0 

Auf  diesem  Wege  gelangt  man,  falls  x\  eine  Ä^-iache  ^ 
Wurzel,  also 

ist,  leicht  zu  folgenden  Gleichungen: 


x,.x. 


wo  die  letzte  Summe  von  Null  verschieden  ist,  wenn  f(x)  aufier 
der  A,'-fachen  Wurzel  ^,  nur  einfache  Wurzein  besitzt 


Digiiizuu  Ly  ^i^j^.i-j^i^ 
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Besitzt  fi^)  aber  außer  der  ^(-fachen  Wurzel     die  >4-fache 
Wurzel  x^^ , ,  so  dass  also 

ist,  so  haben  au6er  den  bisher  angeführten  Functionen  auch 
noch  JTi,  *i, ...  p  *';  _,)  und  sämmtUche  Functionen 

ATj^,  >  ■ .  f  ^\)^      '         ^J^* '  *  *  *  ''^>  .  ,^»'  •  • 
den  Wert  0,  während  von  den  Functionen 

nur  diejenigen  etwa  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  und 

zwar ra--«        »      «      ^         x        .haben können, 
A;+i;-2      *»■  •  *>.;-!*       *x;+2   Ji;+x:-r 

in  denen  unter  den  Zahlen  Xj,  X,,  ..  .,X^,_i_j,_2  genau  X^—l 

von  den  Zahlen  1,  2, 3,...,     und  genau  X,  von  den  Zahlen 

^j'+I.  Ä,'-f-2,. .  .,  X,'-i-XJ  vorkommen.  Es  treten  daher  zu  den 

bereite  aufgeschriebenen  Gleichungen,  m  deren  letzter  die  linke 
Seite  durch  Null  zu  ersetzen  ist,  noch  die  folgenden  hinzu. 


D..     .    .       .  =0 


^      D  0 
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y  D, 


/(*) 


Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  gelangt  man  sehüefilich 

zu  dem  Satze:  '  ' 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  Jass  eine  ganze  Function /(:ir)  vom  Grade«  r 
untereinander  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  besteht 
darin,  dass  die  (tf — r)te  von  den  symmetrischen  Func- 
tionen 

der  Wurzeln  dieser  Function  die  erste  nicht  ver-. 
schwindende  unter  ihnen  ist.  Dieselbe  ist  ^Heich  dem 

P  r  o  d  u  c  t  e  a  u  b  t1  e  n  O  r  d  n  u  n  g  b  z  iL  h  1  e  n  der  untereinander 
verschiedenen  Wurzeln  der  Function  und  der  Dis- 
criminante  derjenipren  Gleichung,  welcher  diese 
Wurzeln  genügen  (Stammgleichung). 
Man  sieht  sofort  auch,  dass 


>»,>..,... ,Ä  H—r 
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und 

■D/r      (;r;  X  ,«  ) 

ist  Bezüglich  der  in  diesen  zwei  Gleichungen  ausgeführten 
Summationen  kann  eine  analoge  Bemerkung  gemacht  werden, 
wie  am  Schlüsse  des  §.  1. 

§.  4.  Die  Discriminante  einer  ganzen  Function  Grades 
ist  bekanntlich  gleich  der  aus  den  Potenzsummen  5«  ihrer 
Wurzeln  gebildeten  Determinante 


!*rf+X|(4X«0, 1.2... 

nian  kann  ..ialicr.  wenn  man  mit  .sV^'j^"""**'^"*  die  (/-4-X)te  Potenz- 
summe  der  von  ^  verschiedenen  Größen 

XyX^,,,fX^  bezeichnet,  die  %^  von  den  eben  angegebenen 
«symmetrischen  Functionen  in  folgender  Weise  schreiben: 

^  |i/,X  =  0,l,2,...,  «-«) 

Diese  Summe  ist  aber,  wie  sich  mit  Hüte  des  Cauchy- 
Bmet  sehen  Determinantensatzes  leicht  zeigen  lässt,  gleich 

und  aaher  ^ind  die  in  dem  letzten  Salze  angeführten  Bc- 
diogungen  mit  den  oben  erwähnten  Baur'schen  identisch. 

Es  wird  femer  bei  der  eben  eingeführten  Bezeichnungsweise 

7»(/(^),/'<*))  = 

 *t«  *s>  •  •  •  •  *u  —  r 

^        r <+X  Kl,  X  »  0,  1 , 2.  ...,>-! ) 


r 
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welche  r  unter  einander  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  so  ist 

der  Quotient  aus        i|^,[^~lo.i  -  .  .r  n  ^^^^  Discrimlnante 

Jer  Stammgleichung  sowohl  kleiner  als 

als  auch  kleiner  als 


Silcb.  d-  mfttbem.-fiÄturw.  Cl.  CX.  B4.,  Abth.  II  «. 
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Eine  Beziehung  zwischen  der  speciflsehen 

Wärme  einer  FliissigkeiL  und  der  ihres 

Dampfes 

von 

Dr.  Heinrich  Mache. 
Aus  dem  phystkalisch-chemischcn  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  7.  Februar  IBOl.) 

Herr  Prof.  L.  Boltzmann  hat  im  II.  Theile  seiner  Vor- 
lesungen über  Gastheorie«  ^  auf  S.  101  einen  für  die  kinetische 

Theorie  der  Fiüssif^kciten  sehr  bedeutungsvollen  Satz  abge- 
leitet. Iis  wird  dort  eine  Schar  ^ioiL-h.bcsL-halTencr  mechanischer 
Systeme  betrachtet,  die  ausschiicUhch  uiuer  dem  Einflüsse  con- 
servaliver,  innerer  Kräfte  stehen  und  in  denen  ein  jede?^  Element 
eines  jeden  Systems  unter  diesem  Finf!iis«^e  cinfaclie  Sinus- 
schvvingungen  aufführt.  Es  ist  dann  für  den  stationären  Zustand 
der  Mitteiwert  aus  den  potentiellen  Energien  der  Systeme  gleich 
dem  aus  ihren  kinetischen. 

Man  hat  sich  über  die  Constitution  der  Flüssigkeiten 
Vorstellungen  gebildet,  die  ohneweiters  gestatten,  das  Boltz- 
mann'sche  Theorem  auf  sie  anzuwenden.  Hienach  besteht 
nämlich  jeder  Fiüssigkeitskern  aus  hunderten  von  Dampf- 
molekeln, die  innerhalb  des  Kernes  unter  dem  Einflüsse  innerer 
Kräfte  durcheinander  schwingen  -  Specialisieren  wir  unsere 
\'orstellung  im  Sinne  des  Boitzmann'schen  Bildes,  so  können 
wir  behaupten,  dass  die  potentielle  ur.d  die  kinetische  lüiergie 
einer  Flüssigkeit  einander  gleich  suid. 

1  L.  Boltzmann,  Vorlesungen  über  Gastheorie.  J. A. Barth.  Leipzig,  1 898 . 

2  Die  lebendige  Kraft  der  Progreiisivbewegung  des  ganisen  Kernes  wird 
vemaclilässigt. 
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£s  hat  nun  schon  Ctausius  den  Satz  aufgestellt,  dass 
die  wahre  Wärmecapacität  eines  Körpers  durchaus  constant 
sei,  gleichviel  in  welchem  Aggregatzustand  sich  der  Körper 
befindet.  Es  ist  aber  die  wahre  Wärmecapacität  eines  Körpers 
im  Arbeitsmaß  ausgedrückt  nichts  anderes  als  seine  kinetische 
Energie.  Da  somit  sowohl  die  potentielle,  wie  auch  die  kine* 
tische  Energie  einer  Flüssigkeit  gleich  ist  der  kinetischen 
Energie  ihres  Dampfes,  so  ist  ihre  Gesamnitcncr^ic  einlach 
doppelt  so  groU,  oder  es  ist  mit  anderen  Worten  der  VVärme- 
inhalt  einer  Flüssigkeit  doppelt  bo  .L^roß.  w  ie  der  des  Damptes. 
Da  diese  Beziehung  für  alle  Temperaturen  gilt,  so  gilt  das 
Gleiche  auch  für  ihre  Wärmecapacitäten. 

Es  ergibt  sich  somit  als  unmittelbare  Folge  des  Boltz- 
mann'schen  Theorems  der  Satz; 

Die  specißsche  Wärme  einer  Flüssigkeit  ist  gleich  der 
doppelten  wahren  speciflschen  Wärme  ihres  Dampfes. 

Es  sei  mir  gestattet,  noch  einen  zweiten  Weg  anzugeben, 
auf  dem  man  ebenfalls  zu  dieser  einfachen  Beziehung  gelangt. 
Es  haben  nämlich  Lord  Kelvin^  und  Prof.  G.  Jäger*  die 
Flüssigkeitsmolekel  wiederholt  mtt  Erfolg  als  kleine  Flüssig- 
keilströpfclien  behandelt.  Die  püienticile  Energie,  bedingt  durch 
u.u  zwischen  den  Molekeln  im  Flüssigkeitskern  wirkenden 
inneren  Kräfte,  scheint  hienach  ersetzbar  zu  sein  durch  eine 
über  die  Oberfläche  der  Kerne  wirkende  capillure  Tension. 
Iber  Flüssigkeitskügelchen  vom  Radius  r  besteht  aber  nach 
Kelvin  ein  Oberdruck  A/?,  der  durch  o»  das  speciüsche  Volumen 
^er  Flüssigkeit,  fv  das  des  Dampfßs,  a  die  Constante  der  be* 
treffenden  capillaren  Spannung,  endlich  durch  r  gegeben 
Es  gilt  nämlich 

—     -         Qder  angenähert  Ap  =  

Da  für  den  absoluten  Nullpunkt  r  sehr  groß  und  der 

Dampfdruck  sehr  klein  wird,  so  lässt  sich  dieser  capülare 
tberdruck  auch  direct  dem  beobachteten  Dampfdrucke  gleich 


1  Naturc.  28  (1883). 

»  Diese  Sitzungsber..  100,  S.  1233  ^mi). 
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setzen.  Es  ist  dann  an^'c-iuthert  pw  —  —  --  ,  wo  c-  das 

r  z 

mittlere  molecuUre  Geschwindigkeitsquadrat  des  Dampfes  be- 
zeichnet^ 

Es  ist  nun  einerseits  die  potentielle  Energie  der  Flüssig- 
keit gegeben  durch  den  Ausdruck 

V  =  iV.4r'«ff.«, 

wo  A'  die  Zahl  der  Flüssigi<eiismolekeln  in  dei  Masseneinheit 

4 

bedeutet  Da  N — r*ic  =  o»  ist  *»o  wird  auch 

3 

r 

Anderseits  ist  aber  die  kinetische  Energie  des  Dampfes 

t-        3         .  SoMc 
L-=.  —  =  pw  

Es  ist  also  die  potentielle  Energie  einer  Flüssigkeit  gleich 
der  kinetischen  ihres  Dampfes.  Hieraus  ergibt  sich  aber  wieder 
ohneweiters  der  oben  ausgesprochene  Satz,  dass  die  specißsche 
Wärme  einer  Flüssigkeit  doppelt  so  groß  ist,  wie  die  ihres 
Dampfes  bei  constantem  Volumen. 

Ich  versuciiic  die-^e  einlache  I-iczichung  an  Iland  des  \'or- 
handenen  BeobachlungsniaLcriaies  zu  prütun.  Das  Resultat  ist 
die  nachfolgende  Tabelle.  C  bedeutet  hier  die  f  pecifische  Wärme 
der  Flüssic^keit,  c,,  diejenige  des  Dampfes.  Die  kegnault'schen 
Werte  für  wurden  auf  den  Mittelwert  des  von  ihm  \er- 
wcndeten  Temperaturintervalles  bezogen.  Die  beigedrückten 
Buchstaben  bedeuten  die  Beobachter:  R.  =  Regnault,  H.  = 
Hirn,  W.  =  E.  Wiedemann,  M.  Milthaler,  K.u.Wg.= 
Kundt  und  Warburg,  d.  H.  -zz  P.  de  Heen,  L.  u.  St  =r  Lude- 
kind und  Strass. 

1  Es  ist  also  auch  der  Radius  der  Flüssigkettsmolekel  r  =        t=s  , 

wo  'j  die  sugenunnte  wahre  Dichte  der  Flüssigkeit  bedeutet.  I)iü:>  ist  ein  Aus- 
druck, der  sicli  in  der  Form  völlig  mit  dem  von  I*rof.  Jäger  1.  c.  gegebenen 
deckt.  Es  ergibt  steh  so  für  den  Durchmesser  einer  Wassermolekel  o  s  2ras 
50.  XQr^cm.  Htebei  ist  p  =s  4'9  gesetzt. 
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Wasser  verhält  sich  anomal.  £$  ergibt  nach  Regnauit  für 

C 

—  den  Wert  2-84.  Alle  anderen  Substanzen  zeigen  für  die 

Größe  dieses  Verhältnisses  eine  bemerkenswerte  Annäherung 
an  den  Wert  2.  Es  ist  dies  umso  aufTallender,  als  es  auch  noch 
für  Substanzen  zutrifft,  welche  eine  mit  der  Temperatur  stark 
veränderliche  specißsche  Wärme  aufweisen.  Es  mag  dies  davon 
herrühren,  dass,  wie  E.  Wiedemann  bemerkt  hat,  die  speci- 
fischen  Wärmen  in  beiden  Agi^M  ogatzuständen  in  ihrer  Abhän  u  L, 
kcit  von  der  Temperatur  annähernd  parallel  laufen.  Auch  ist  es 
vielleicht  nicht  übertlüssij^,  darauf  hinzuweisen,  dass  die  oben 
gegebene  Ableitung  in  \oller  Strenge  nur  lür  l^^iüssigkeiten  ^^ilt. 
welche,  wie  das  Quecksilber,  auch  bei  niederen  Temperaturen 
einatomige  Dämpfe  liefern  oder  für  die  doch  zum  mindesten 
die  Gesammtenergie  der  Dampfmolekel  sowohl  in  der  gas- 
förmigen, wie  auch  innerhalb  der  Üüssigen  Phase  denselben 
Thei  (betrag  an  kinetischer  und  an  innerer  Energie  aufweist. 
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Spectralanalytische  Studien 

(I.  Mittheilung) 
von 

Dr.  Eduard  Haschek. 

Aus  dem  physikaliscben  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  1  Texiagur.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  7.  März  1901.) 

I.  Die  Berechnung  des  Funkendruckes  aus  Linien- 
verschiebungen. 

W.  J.  Humphreys  und  J.  F.  Möhler*  haben  theils  allein, 

theils  gemeinsam  in  einer  Reihe  von  Arbeiten  den  Einfluss  des 
Druckes  auf  die  Wellenlänge  der  P.ogcnlinien  bei  einer  groöen 
Zahl  von  Elementen  untersucht.  Als  hauptsächliche  Resultate 
haben  j-ich  dabei  folgende  erg^eben:  Bei  Stei^erun<;  des  Druckes 
im  Gas,  innerhalb  dessen  der  l''lammenbogen  erzeugt  wird,  ver- 
schieben sich  einzelne  Bogenlimen  nach  Roth,  und  zwar  so, 
dass  die  Vergrößerung  der  Wellenlänge  dem  Druck  des  um- 
gebenden Gases  proportional  ist.  Die  Verschiebung  der  Linien 
variiert  von  Element  zu  Element,  sie  ist  eine  periodische 
Function  des  Atomgewichtes.  Aber  auch  innerhalb  eines 
Spectrums  sind  die  Verschiebungen  variabel.  Sie  sind  pro- 
portional der  Wellenlänge  der  Linie,  so  dass  sie  für  eine 
gewisse  Anzahl  von  Linien,  bezogen  auf  die  gleiche  Wellen» 
länge»  constant  ist.  Vergleicht  man  Linien  verschiedener  Serien 
beim  gleichen  Elemente,  so  ergeben  sich  die  relativen  Ver- 
schiebungen in  den  Verhältnissen  1:2:4. 


1  .\stroph,  Journ.  1696,  1897. 
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Es  ist  nahelie/^end,  aul  Grund  der  oben  angeiuhrteii  Re- 
sultate von  Hiimphreys  und  Möhler  in  allen  jenen  Fällen 
auf  Druck  innerhalb  des  leuchtenden  Dampfes  zu  schließen,  in 
denen  Linienverschiebungen  zw  Beobachtung  kommen.  Weiters 
wird  man  die  Große  des  Druckes  aus  der  Linienverschiebung 
berechnen  dürfen,  solange  nicht  andere  Ursachen  bekannt  sind, 
die  eine  Variation  der  Wellenlängen  bedingen.  Beide  Schlüsse 
sind  gezogen  worden.  Es  haben  nämlich  F.  Exner  und 
E.  Haschek'  gelegentlich  ihrer  Messungen  der  ultravioletten 
Funkenspectra  der  Elemente  beträchtliche  Verschiebungen  der 
I-"unkcnlinicn  .i-iL'U^'n  die  analogen  im  Bogen  beobachlei,  Me 
durch  Druck  im  i''unK.cn  erklärt  und  aus  dem  absoluten  Betrag 
derselben  die  Größe  dieses  Funkendruckes  berechnet.  Oer 
Druck  in  der  Bahn  der  elektrischen  Entladung  wurde  dann  von 
E.  Hasctiek  und  H.  Mache-  direct  beobachtet  und  seine  Ab- 
hängigkeit von  den  Versuchsbedingungen  messend  verfolgt. 
Die  Werte,  die  sich  so  ergaben,  sind  wesentlich  größer,  als  die 
aus  den  Verschiebungen  berechneten,  die  Differenz  lässt  sich 
nicht  einfach  aus  Ungenauigkeiten  der  Beobachtung  erklären. 
Endlich  hat  J.  F.  Möhler,*  wieder  aus  den  Linienverschie- 
bungen, den  Druck  im  Funken  eines  Inductoriums  bestimmt 
und,  entsprechend  den  geringen  Verschiebungen,  kleine  Werte 
erhatten.  Es  ist  aber  bemerkenswert,  dass  die  Verhältnisse 
zwischen  dem  direct  bestiiiiniien  und  dem  gerechneten  Druck 
für  das  Inductorium  sowohl,  wie  für  den  IVansIurrnator,  mit 
dem  E  Hase  tick  und  H  Mache  hauptsächlich  arbeiteten, 
nahe  dieselben  sind,  und  zwischen  2  und  'i*')  hegen. 

Diese  Verschiedenheiten  zwischen  der  Messung  und  der 
indirecien  Bestimmung  des  Funkendruckes  lassen  an  der 
Oiltigkeit  einer  directen  Übertragung  der  Resultate  von  Huni- 
phreys  und  Möhler  auf  den  Funken  zweifeln.  Es  wird  im 
folgenden  gezeigt  werden,  dass  für  die  Linienverschiebungen 
im  Funkten  andere  Gesetze  gelten,  als  für  den  Bogen,  dass  also 
eine  Berechnung  des  Funkendruckes  aus  der  Linienverschie- 
bung unzulässig  ist.  Dazu  ist  die  Kenntnis  der  Verschiebung 

»  Diese  Sitzunt;sbcr,  {  IS97)  ff. 
8  Diese  Sitzun^'sbcr.  ( 1  SUbK 
*  .-Istioph.  Jourti.  (I80t»). 
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für  eine  größere  Zahl  von  Linien  des  Kunkenspcctrums  nöthig, 
für  die  auch  in  der  zusammenfassenden  Arbeit  von  W.  J.  Hum- 
pbreys  die  entsprechenden  Zahlen  im  Bogenspectrum  vor- 
liegen. Es  ist  ja  offenbar  nicht  gestattet,  den  Funkendruck  aus 
der  Verschiebung  von  Linien  zu  berechnen,  die  im  Bogen- 
spectrum nicht  untersucht  sind.  Für  die  meisten  Elemente  ist 
die  Zugehörigkeit  der  Linien  zu  Serien  unbekannt,  eine  An- 
wendung des  oben  zuletzt  angeführten  Resultates  von  Hum- 
piiic ys  also  ausgeschlossen. 

Darf  man  aus  der  Verschiebung  der  Linien  auf  einen  Druck 
im  Flinken  zurückschließen,  so  ist  klar,  dass  die  N'erschicbung 
für  alle  Linien  den  gleichen  Wert  des  Druckes  ergeben  niuss, 
wenn  nicht  noch  andere  Umstände  von  Einfluss  sind.  Ist 
letzteres  der  Fall,  so  werden  im  allgemeinen  die  Zahlen  ver- 
schieden ausfallen.  Es  lassen  sich  ja  immerhin  Fälle  denken, 
dass  gewisse  äußere  Umstände  manche  Linien  oder  Linien - 
gmppen  anders  beeinflussen  als  andere.  Es  ist  dann  auch  nicht 
nöthig,  dass  die  empirisch  gegebene  Zusammenfassung  der 
Linien  in  Serien  in  allen  Fällen  erhalten  bleibt. 

Unsere  erste  Aufgabe  wird  also  sein,  für  eine  gröfiere 
Anzahl  von  Linien  verschiedener  Elemente,  die  alle  unter  nahe 
gleichen  auücrcn  Umständen  gewonnen  sind,  die  Verschie- 
bungen zu  bestimmen  und  aus  ihnen  den  Kunkcpidruck  zu 
berechnen.  Dann  werden  wir  andere  Ursachen  aufzusuchen 
haben,  welche  Linienverschicbiingen  bedingen  und  die  (tesetze 
zu  bestimmen  suchen,  nach  denen  dann  die  Variationen  der 
Wellenlängen  verlaufen. 

Das  Material  für  den  ersten  Theil  liefern  uns  die  Messungen 
der  ultravioletten  Funkenspectra  der  Elemente  von  Prof. 
F.  Exner  und  E.  Hasch ek,  die  alle  unter  denselben  Verhält- 
nissen und  mit  der  gleichen  Genauigkeit  ausgeführt  sind.  Die 
angeführten  Zahlen  entstammen  zum  Theile  den  Publicationen, 
zum  Theile  auch  einer  Neubestimmung  der  Spectren,  die  dem- 
nächst veröfTentlicht  werden  soll.  Um  allzu  umfangreiche 
Tabellen  zu  vermeiden,  sollen  nur  jene  Linien  angeführt 
Werde:;,  Jic  eine  Jeutiiche  X'crschicbung  aufweisen.  Als  untere 
Grenze  dafüi'  diciu  uns  der  Wert  von  0*03  AE.  Die  MessLingcn 
tici  Funkenspectren  weisen  im  Mittel  eine  Genauigkeit  von 
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0'015  AE  auf,  wir  werden  also  Abweichungen  von  0*02  A£ 
noch  als  Beobachtungsfehler  deuten.  Größere  Fehler  werden 
aber  wohl  sehr  selten  auftreten. 

Um  die  Verschiebung  der  Funkenlinien  zu  bestimmen,  ver- 
wenden wir  die  Zahlen  des  Bogenspectrums  zum  Vergleiche. 
Wo  es  möglich  ist,  werden  nur  Angaben  von  Rovvland  theils 
aus  dem  Bogenspectrum,  theils  aus  dem  Sonnenspectrum 
benützt.  Da  die  Werte  der  Linien  in  den  beiden  Fällen  mein 
vollständig  übereinstimmen,  sind  die  Zahlen  auf  zwei  Decimalen 
abgerundet. 

Die  ersten  drei  Coionnen  der  folgenden  Tabellen  sind 
ohneweiters  klar.  In  der  vierten  ist  mit  A(a/.— X/^)  die  Verschie- 
bung der  Funkenlinie  bezeichnet,  in  der  fünften  mit  AX  die 
Verschiebung  der  Bogenlinie  *  für  eine  Atmosphäre  Druck  im 

umgebenden  Gas.  Das  Verhältnis    ^^^aV  '^'^'^    S'^^  ' 


Druck  im  Funken,  der  in  der  sechsten  Colonne  unter  P  in  Atmo* 
Sphären  angegeben  ist. 


Element. 

^Funken 

i  ^ 

P 

1 

.AI 

3092*82 
3944*16 

39üi -ex 

3092*89 
3944-22 

3961 -74 

0-07 
0-06 

0-00 

0*0049 
0-0043 

0  0047 

14 

14 

13 

Ge 

3269-63 
4226-72 

3269-70 
4226-76 

0-07 
0-04 

0-0026 
0*0043 

27 

Zn 

3302*72 
3345-10 
3282-46 

4680  •:i2 
4722-34 

3302*73 
3345  20 
3282-49 
4680-43 

4722-.'iO 

0*03 
0-04 
0-03 

o-ii 

0-  m 

0*0031 
0-0029 
0-0030 

0,  <>(>»)  4 
U-OU57 

9 
14 
10 

17 

28 

Ca 

3159-00 
3179-45 

3159  11 
3179-60 

1 

O-ll 
0-15 

0-0052 
0  0046 

21 

33 

1  Berechnet  aus  allen  Einzelbeobachtungen. 
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Element 

VBogcn 

^Funken 

1  " 

Si 

25Hi-21 
2881-70 
3905 -ÖÖ 

2510 -26 
2881-73 
3905-71 

0-05 
0-03 
005 

0-0014 
0-0025 
0  0035 

35 
12 
14 

Zr 

1 
t 

3958*36 
3999*12 
4029*80 

3958-39 
3999*18 
4029*88 

0*03 
0*06 
0*08 

0*0014 
0*0027 
0-0026 

21 
22 
31 

Cr 

t 

3886*93 
3919-31 
3963-83 
3984*06 

4280 -50 

3886*97 
3919*36 
3963-88 
3984*09 

4280-59 

0*04 
0*05 
0*05 
0-03 

0-03 

0*0022 
0*0018 
0*0026 
0-0032 

0-0024 

18 
28 
19 

9 

13 

Ti 

1 
1 

1 
t 

i 
1 

32<>0  •  03 

324.i- 13 
3254-31 
3326*91 
3341  97 
3349*04 
3361*33 
3380-40 
3900*68 
3904  93 
3913*61 
3924  67 
39->8-36 
39M  -92 
3989-91 
3998 • 79 
4009-08 

3200-07 
3234-72 
3242-19 
3254-41 
3326- 99 
3342*00 
3349*14 
3361-40 
3380*45 
3900*81 
3804*98 
3913*72 
3924-72 
3958  -  39 
3US1 -96 
39M*-95 
3998-86 
4009*11 

0-04 
u-os 
0-Oß 
0- 10 
0*08 
0*03 
010 
0-07 
005 
0-13 
0-05 
011 
0-05 
0-03 
004 
0-04 
007 
0*03 

0-0026 
0-0017 
0  0014 
0-0020 
0-0016 
0*0018 
0-0014 
0*0011 
0*0019 
0-0020 
0-0018 
0-0018 
0-0015 
0-0018 
0-0020 
0  0015 
0-0016 
0*0015 

15 

47 

43 

50 

50 

17 

71 

64 

26 

65 

28 

61 

33 

17  1 

20 

27 

44 

20 
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Element 

AK 

P 

O           r  •  Oll 

U  Vi 

A  •  AA'J  1 

3896-98 

0-08 

0-0021 

29 

3921*86 

3921*90 

004 

0-0034 

12 

U 

3929 -3'? 

3929-40 

0-04 

0-0026 

15 

404ÜM(5 

4043- 18 

o- 13 

0-0036 

36 

40äö'86 

4086-90 

0-04 

0-0026 

15 

Sc 

4:U4-2r) 

4.il4-32 

UU7 

0-0025 

28 

4Ü20-91 

4321-01 

0-10 

0-0022 

45 

Y 

4309-78 

4309-81 

003 

O-OOll 

27 

4422-  7lj 

4422-80 

0-04 

0-U020 

20 

Cs 

4555*44 

4555*80 

0-36 

0*0201 

18 

4393-34 

4593-50 

0-  lü 

0-0133 

12 

qoqo • ao 

O  U# 

A* AAl A 

44 

1 

OQOA  »  O  ^ 

000^*^A 

U  üi> 

n> AAI7 

U  Wir 

oo 

1 

H\1A all 

J>'.54  1 1 

>>('k'>  ,1 ,  <  (\ 

U  \}r> 

A  •  AAAÜ 

1  oo 

«JS't'ü      i  1 

f\  •  AQ 

u  oy 

A • AAOQ 

0  OOJo 

•  ?  *> 

O.'il-  4 

A  •  AQ 
O"  Uli 

A . AA 1 Q 
0    OO  1  U 

iD 

40.>1  Sv' 

40o 1-9 

0  Oo 

o  c 

40.'il  -49 

4051 -60 

011 

0-o<J24 

46 

4U9^  \fi 

77 

4105-33 

4105*40 

0*08 

0*0029 

28 

4123*o4 

4123*74 

0*20 

0*0023 

87 

4128*23 

4128*30 

0*05 

0*0024 

21 

4132*10 

4132*21 

OMl 

o*ooie 

69 

1 

J 

4134*60 

4134*72 

0-12 

0*0028 

43 

i  DieAng 

üben  des  {io 

jenspcctrum 

s  von  H.A.  R o 

wiaiid  und 

C.  N.  Ha-- 

rison  (Astroph.  Joum.  7*  1898)  sind  offenbar  zu  tief,  wie  sich  aus  den  Wellen- 
längen der  Ca-Linlen,  die  mitgemessen  und  im  Speetrum  belassen  wurden, 
ergibt.  Die  Abweichung  Ist  keine  eonstante  und  lisst  sich  daher  nur  schwer 
corrigieren.  Obige  Zahlen  entstammen  dem  Sonnenspectrum. 
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Eine  Betrachtung  der  vorstehenden  Tabellen  zeigt  sofort, 
dass  nur  in  den  seltensten  Fällen  der  berechnete  Druck  an- 
nähernd constant  für  alle  Linien  ist.  Doch  hat  dies  nicht  viel  zu 
sagen.  Es  sind  ja  in  die  Tabelle  nur  Linien  mit  beträchtlicher 
Verschiebung  aufgenommen.  Alle  jene,  für  die  ACkp — ^a)  =  0 
ist,  ergeben  ja  den  Druck  Null.  Ja,  es  kommt  sehr  vereinzelt 
auch  vor,  dass  die  Wellenlängen  im  Funkenspectrum  kleiner 
sind  als  im  Bogenspectrum.'  Die  Verschiebung  und  damit  auch 
uv-r  D;ück  lallen  dann  negativ  aub.  im  allijeincincn  sind  die 
berechneten  Drucke  so  stark  von  einander  versciiicdcn,  da-^s 
man  nicht  daran  zweifeln  wird,  dass  noch  andere  Ursachen  für 
die  LinienverschiebunL;  bestimmend  sind.  Durch  Ungenaiiigkeit 
der  Beobachtung  sind  die  DitXerenzen  nicht  erklärbar,  wenn 
auch  zugegeben  werden  muss,  dass  die  absoluten  Werte  der 
ünienverschiebung  im  Funkenspectrum  nicht  die  Genauigkeit 
haben,  wie  im  Bogenspectrum.  Doch  können  Beobachtungs- 
fehler das  Resultat  nur  bei  den  kleinen  Verschiebungen  wesent- 
lich beeinflussen. 

Die  Zahlen  zeigen  noch  mehr.  Nach  den  Angaben  von 
Humphreys  lassen  sich  die  Linien  ordnen  nach  der  Ver- 
schiebung, die  sie  erfahren.  Linien  mit  gleicher  Verschiebung 
können  in  zusammengehörige  Gruppen  zusainnien;4efasst 
werden  und  es  zeigt  sich,  dass  gerade  die  Linien,  die  auch  von 
Kayser  imd  Runge  in  Serien  eingeordnet  >ind,  sich  auch 
durch  relauv  gleiche  Linicn\  crschiebunL:  auszeichnen.  Bei  einer 
allgemeinen  Giltigkeit  der  Humphreys'schen  Resultate  müsste 
die*;e  Beziehung  auch  für  den  Funken  bestehen  bleiben.  VAn 
Vergleich  der  beobachteten  Verschiebungen  lehrt  aber,  dass 
vielfach  Linien,  für  die  Humphreys  starke  Verschiebungen 
beobachtet  hat,  ihre  Wellenlänge  im  Funken  wenig  ändern  und 
umgekehrt  Besonders  Ti  und  Va  zeigen  dieses  Verhalten.  Die 
Linien  4051  *2  und  4051  '5  (Va)  weisen  im  Bogen  nahe  gleiche 
Verschiebungen  auf,  während  diese  sich  im  Funken  wie  1 : 2 
verhalten.  Im  Gegensatze  dazu  stehen  die  Linien  4132*1  und 
4134-6  (Va),  die  bei  annähernd  gleicher  Verschiebung  im 

^  Vcrgl.  F.  Exner  und  E.  Haschck,  Cbci  die  ultravioletten  Funkcti- 
<p«ctra  der  Elemente,  XI.  .Vliitheilung.  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  107  (IbUä). 
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l'iinken  starke  Vet "^chicJenheit  in  dieser  Hinsicht  im  Bogen 
zeigen.  Analoge  Beispiele  lieüen  sich  noch  mehr  anfuhren. 
Besonders  auffallend  ist  das  Verhalten  von  Ca.  Humphreys 
hat  für  eine  große  Zahl  von  Linien  dieses  Elementes  zum  Thcil 
beträchtliche  Verschiebungen  beobachtet.  Jm  Funken  erweisen 
sich  nur  zwei  als  verschoben,  alle  anderen  aber  sind  es  nicht, 
trotzdem  eine  Verschiebung  leicht  beobachtbar  wäre. 

Sollen  wir  die  Resultate  zusammenfassen,  die  sich  bisher 
ergeben  haben,  so  sind  es  folgende: 

1.  Im  Funkenspectrum  treten  beträchtliche  Verschiebungen 
von  Linien  im  Sinne  einer  Vergrößerung  der  Wellenlänge  auf, 
die  analog  sind  den  von  llumphi  c\  s  und  Möhler  im  Bogen 
unter  Druck  beobachteten,  aber  h'Wierc  W  erte  erreichen. 

2.  Fasst  man  diese  I .inienverschiebun^eii  als  nur  von 
einem  im  FunKcn  herrschenden  Druck  bedingt  auf,  der  expeii- 
mcntell  bestimmt  ist,  und  rechnet  aus  der  Verschiebung  im 
Kunken  und  der  im  Bogen  den  Funkendruck,  so  bekommt  man 
beim  selben  Elemente,  je  nach  der  gewählten  Linie,  sehr 
variierende  Werte. 

3.  Linien  gleicher  Verschiebung  im  Bogen  erweisen  sich 
im  Funken  verschieden  stark  verschoben  und  umgiekehrt  Die 
Regel,  dass  die  Linien  der  Serien  von  Kayser  und  Runge 
relativ  gleiche  Verschiebung  zeigen,  bestätigt  sich  für  den 
Funken  nicht. 

IL  Über  die  Abhängigkeit  der  Wellenlänge  von  der  Dichte 

des  ieuchtenden  Dampfes. 

Wir  haben  bisher  die  Finienverschiebungen  inuner  als 
hedin^Tt  durch  Druck  in  der  l  unkenbahn  aufgefasst  und  den 
Funkendruck  als  einzige  Ursache  angesehen.  Versuche,  die 
angestellt  wurden,  lehren  aber,  dass  noch  andere  Ursachen  auf- 
gefunden werden  können.  Allerdings  ist  es  schwer,  immer  die 
gleichen  Versuchsbedingungen  einzuhalten.  Es  hat  ja  die 
Untersuchung  von  E.  Haschek  und  H.  Mache:*  »Ober  den 
Druck  im  elektrischen  Funken«  ergeben,  dass  der  Funkendruck 


1  £.  Hasclick  und  H.  Mache,  diese  Sitzungäber.,  Bd.  107,  Abth.  IIa. 
(1808). 
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in  hohem  Maße  von  der  Versuchsanordnung  abhängt  Es  sei 
uns  gestattet,  in  Kürze  die  Resultate  dieser  Arbeit  hier  wieder- 
zugeben. Sie  wurde  angestellt  unter  Benützung  eines  Hoch- 
spannungstransformators, der  primai-  mit  Wechselstrom  von 
IW  Vo\t  Spannung  gespeist  wurde.  Im  secundarcn  Kreis 
konnten  gemessene  Capacitäten  parallel  zur  Funkenstrecke 
einiie-chaitei  werden.  Es  er^ab  sich,  dass  der  Kunkendruck 
von  der  Natur  der  verwendeten  Elektroden,  von  dem  Druck  und 
der  Natur  des  imigebenden  Gases,  von  der  Größe  der  ver- 
wendeten Capacität,  hingegen  nicht  von  der  Funkenlänge  ab- 
hängt. Die  unter  Verwendung  des  Hochspannungstransformators 
erhaltenen  Drucke  sind  ganz  bedeutende.  BenQtzt  man  ein 
Inductorium»  so  sind  die  Druckunterschiede  zwischen  Funken 
und  Umgebung  wesentlich  kleiner,  was  durch  die  Messungen 
von  Möhler*  qualitativ  bestätigt  erscheint.  Allgemein  kann 
man  sagen,  dass  der  Druck  umso  größer  wird,  je  größer  die  im 
Einzel; üiikcn  iii  ergehende  elektrische  Energie  ist. 

Eine  Erkliijunu  für  die  Entstehung  des  Punkendruckes 
'äsj.t  sich  finden  durch  die  Versuche  von  H.  Schuster,^  der 
beobachtete,  dass  sich  die  von  den  Elektroden  abgeir)sten 
Tiieilchen  des  Metalldamples  mit  großer  Geschwindigkeit 
bewegen,  die  mit  wachsendem  Abstand  von  den  Elektroden 
stark  abnimmt.  Daraus  folgt,  dass  ge^en  die  Mitte  der  Funken- 
bahn sich  die  Theilchen  ansammeln,  dass  der  Druck  mit  dem 
Abstand  von  der  Elektrode  wächst.  Eine  Vorstellung,  wie  der 
Dmck  die  Wellenlänge  des  emittierten  Lichtes  beeinflusst« 
bekommen  wir  durch  die  Überlegung,  dass  bei  genügender 
Annäherung  der  Theilchen  aneinander  sie  gegenseitige  Kräfte 
ausüben  müssen.  Es  schwingen  dann  die  Lichten cger  nicht 
mehr  frei,  sondern  unter  dem  Einllusse  einer  Dämpfung,  die 
eine  Vergrößerung  der  Wellenlänge  zur  Fol<;e  hat. 

ist  diese  Überlegung  richtig,  so  nuissen  in  allen  jenen 
f^^^llen,  in  denen  wir  die  Zahl  der  lichterregenden  Theilchen  in 
der  Volumeneinheit,  also  die  Dichte  des  leuchtenden  Dampfes 


J  J.  F.  Möhler,  .Astr^ph.  Journ.  10  (IhUU). 

«  Nature,  57  (I899>:  59(1899>.  —  A.  Schuster  und  G.  Kemsalecti. 
l1ii].Tfaiis.  t93,  <4  (1899). 
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erhulien,  X'cr^iuÜciungen  der  Wellenlängen,  a]>o  Verschie- 
bungen der  Linien  nach  Roth  auftreten.  Dabei  müssen  natürlich 
die  den  Druck  in  der  Bahn  der  Entladung  beeinflussenden 
Größen  nach  Thunlichkeit  constant  gehalten  werden,  also 

* 

namentlich  Stromstärke  und  Capacität  im  secundären  Kreise. 

Die  Versuche  über  den  Einfluss  der  Dampfdichte  auf  die 
Wellenlänge  der  Linien  wurden  an  Kalium  gemacht,  das  eine 
beträchtliche  Verschiebung  aufweist.  Die  .Anordnung  war  fot- 
gende.  Es  wurden  0'2,  respective  2,  20  und  200  .;,'  KOH  in  je 
lOO  rmMVasser  gelöst  und  aul  Koiile  aufgetragen.  Um  diese 
poröser  zu  machen,  wut  de  sie  durch  einige  SccunJcn  im  Boi^en 
eruaiinl.  Die  verwendete  Flüssigkeitsmenge  betrug  in  allen 
l-'ällen  Owöcm',  s«»  d.i^s  die  Mengen  des  aufgetragenen  K  ^ich 
wie  1  :  10:  100:  luio  verhielten.  Es  dürfte  w<^hl  gestattet  sein 
anzunehmen,  dass  auch  die  Zahlen  der  in  die  Funkenbahn  ein- 
tretenden K-Theilchen  in  demselben  Verhältnis  standen.  Die 
Funken-  und  Bogenspectra  der  so  präparierten  Kohlen  wurden 
photographisch  Hxiert  mit  einem  Rowland  schen  Concavgitter 
von  15  Fuß  Radius  und  20.000  Linien  pro  Zoll.  Die  Kohlen 
selbst  wurden  für  jede  Aufnahme  erneuert,  die  Expositionszeit 
betrug  für  den  Bogen  5,  für  den  Funken  150  Secunden.  Zur 
Erzeugung  des  Funkens  diente  ein  Hochspannungstrans- 
fnrmator,  der  mit  12  Ampere  und  100  Volt  primär  betrieben 
wurde.  i:^r  ti-..nsformiert  auf  du  a  10.000  \'olt.  In  den  Secundär- 
kreis  war  parallel  zur  Funkenstrecke  eine  Condensatorenbatteric 
von  62Ö  m  Capacität  eingeschaltet.  Die  Bogenspectren  wurden 
mit  Gleichstrom  von  1  10  Volt  Spannung  und  etwa  8  Ampere 
Stromstärke  erzeugt.  Die  äußeren  Versuchsbedingungen  wurden 
für  alle  Aufnahmen  gleichgehalten.  Als  Standards  für  die  Mes- 
sung dienten  in  allen  Fällen  Linien  des  Bogen spectrums  des 
Eisens,  das  mit  einer  Expositionszeit  von  3  Secunden  einphoto- 
graphiert  wurde.  Zur  Messung  wurden  die  Spectren  in  etwa 
30facher  Vergrößerung  projiciert  und  die  Stellung  der  Linien 
auf  einer  Scala  abgelesen.  Bezüglich  der  Messmethode  selbst 
sei  auf  die  .Arbeiten  von  F.  Exner  und  E.  Haschek*  ver- 
wiesen. 

'  1".  Exncr  und  L.  l^a^^ci^ck,  Uicif  Sil/.üngsbci.,  ijj.  IU4,  Abth.  IIa.  ff. 
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Die  folgenden  Tabellen  geben  die  Resultate  der  Messungen 
an  den  zwei  violetten  Kaltumlinien  4044  und  4047  wieder. 
Bemerkt  sei  dazu,  dass  jede  Zahl  das  Mittel  aus  wenigstens  10, 
wenig  von  einander  abweichenden  Werten  ist,  und  dass  die 
mitgetheilten  Wellenlängen  bei  den  geringeren  Concentrationen 
auf  mindestens  0  -002  A£,  bei  den  höheren  auf  0  *  003  AE  sicher 
sind. 


1 

Concenttiition  | 

Bogen 

Funken     j*  Bogen 

Funken 

ä 

j1.  Linien  nicht  ungekehrt 


0-2 
2*0 

• 

l  20*0 

1 

^  4044*313 

4044-332 

4044-300 
4044-3:^0 
4044-382 

4047-374 

4047 -SÜ? 

4047*300 

4047-382 
4047*450 

4047  055 

B.  Linien  umgekehrt 

20-0 

•-'«K)-0  (a) 
200-0  (W 

1 

4044-310    I  ^ 
4044-392    j  4044-321 
4044-392    1  4044*300 

» 

f 

4047-865 

1 

4047 -302 
4047-302 

4047-41» 

Infolge  einer  Ungleichmäßigkeit  im  Befeuchten  der  Rlek- 
troden  ergab  sich  bei  der  höchsten  Concentration  im  Funken- 
spectrum eine  Dissymmetrie  zwischen  den  beiden  Enden  der 
Linien.  Zwischen  Funken  und  Spalt  ist  zur  Erhöhung  der 

l-ichtstärke  ein  Quarzcondenser  eingeschaltet,  der  ungefähr 
S  :^r;ille!es  Licht  liefert.  Es  entsprechen  im  Spectrum  die  landen 
ier  Linien  immer  den  Partien  des  Funkens,  die  den  Elektruden 
anliegen,  wahrend  die  Mitte  der  Linie  auch  der  i'unkenmilte 
entspricht.  Zeigt  also  der  Funken  Ungleichförmigkeiten  in 
^»einer  Richtung,  so  werden  diese  in  gewissem  Grade  in  den 
Linien  abgebildet  In  unserem  Kalle  war  durch  Abtropfen  der 
Lösung  von  der  oberen  zur  unteren  Elektrode  die  Menge  des 

Sit«b.  d.  Qaih<in.>iiatarw.  O.;  CX.  Bd.,  Abth.  If.  a,  )  3 
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autgetragenen  und  daht;r  auch  des  in  die  Funkenbahn  ge- 
langenden Kaliums  an  den  beiden  Bnden  verschieden,  am 
oberen  kleiner»  am  unteren  größer.  Die  Folge  ist,  dass  an  dem 
einen  Ende  entsprechend  der  geringeren  Dichte  des  leuchtenden 
Kaliumdampfes  nur  die  Linie  4044  umgekehrt  erscheint,  am 
anderen  hingegen  beide.  Die  Umkehrungen  selbst  waren  im 
Bogen  sowohl,  als  auch  im  Funken  nicht  genau  symmetrisch, 
im  letzteren  Falle  war  auch  die  rothe  Componente  regelmäßig 
stärker  als  die  violette. 

Was  nun  die  Wellenlängen  seihst  anlangt,  so  zeigt  die 
Tabelle  zunaciist  das  überraschende  Resultat,  dass  bei  der 
tiefsten  Concentration  von  O  'i.^KOH  auf  l(X)i.;//  Wasser  die 
Wellenlänge  der  Linien  im  Fiiiikcn  kieinei  ist,  als  im  Bogen, 
(iemäß  den  Resultaten  von  Huniphreys  hätte  man  anzu- 
nehmen, dass  in  diesem  Falle  im  Bogen  ein  um  etwa  13  .Atmo- 
sphären größerer  Druck  herrscht,  als  im  Funken.  Aik  Ii  bei  den 
nächsthöheren  Concentrationen  bleibt  die  Wellenlänge  der 
Bogenlinien  zutiächst  noch  größer  als  die  der  Funkenlinien, 
doch  wird  die  Differenz  kleiner.  Was  die  Variabilität  der  Wellen- 
länge mit  der  Dichte  anlangt,  so  zeigt  die  Tabelle  ein  stetiges 
Wachsen  derselben  mit  der  zunehmenden  Concentration.  Ks 
gilt  dies  ebenso  für  die  Linien,  wie  für  ihre  Umkehrungen.  Auch 
diese  verschieben  sich.  Es  zeigt  sich,  dass  die  Wellenlänge  der 
Ljr.kciiru;;;^.  bei  der  kritischen  Dichte  kleiner  ist,  als  bei  der 
kleinsten  angewendeten  Dichte  des  Kaliumdampfes  und  ferner, 
dabs  diese  für  den  Funken  hoher  liegt  als  für  den  Bogen. 

Als  kritische  Dichte  ist  dabei  jene  bezeichnet,  bei  der  eben 
Linienunikehrung  eintritt. 

Fs  dürfte  die  Vermuthung  ihre  Berechtigung  haben,  dass 
die  Wellenlänge  der  ümkehrung  bei  der  kritischen  Dichte  voll- 
kommen  mit  der  kleinsten  möglichen  Wellenlänge  der  Linie 
übereinstimmt. 

Besonders  interessant  ist  wieder  das  Verhalten  der  Linien 
bei  der  höchsten  Concentration  im  Funken.  Infolge  der  oben 
erläuterten  Ungleichmäßigkeit  im  Befeuchten  der  Elektroden 
bei  diesem  Versuche  und  der  dadurch  bedingten  Dichteverthei- 
lung  im  Kaliumdampte  erscheinen  an  dem  einen  Ende  (a)  beide 
Linien  uingekehit.    Doch  ist  die  Umkehrung  bezuglicii  der 
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\\cl!enlängen-  und  Intensitätsvertheilung  innerhalb  der  Linie 
vollkommen  unsymmetrisch.  Sie  erscheint  nach  Violett  von 
der  Mitte  abgerückt.  Die  violette  Componente  ist  schwach  und 
veni-aschen,  die  rothe  hingegen  ist  kräftig  und  setzt  scharf  von 
der  Umkehrung  ab,  um  dann  gegen  die  Seite  der  längeren 
Wellen  langsam  abzuklingen.  Es  gilt  dies  für  beide  Linien.  Bei 
der  geringeren  Dichte»  die  für  die  Linie  4044  ziemlich  gleich 
der  kritischen  sein  dürfte,  während  sie  für  4047  noch  beträcht- 
lieh  tiefer  lie^t,  ist  nur  die  erstere  Linie  umgekehrt.  Doch  ist 
der  Ori  der  Umkehrung  nicht  scharf  bestimmbar,  da  die  Ab- 
N'iption  noch  nicht  genügt,  um  einen  beträchtlichen  Intensitru^ 
unterschied  zwischen  der  Stelle  der  Umkehrung  und  der 
Violetten  Cuinponenie  hervorzubringen.  Die  Linie  4047  hin- 
gegen zeigt  gar  keine  Umkehrungserschetnung.  Das  Maximum 
is{  wenig  ausgesprochen,  die  Linie  breit  und  stark,  besonders 
flach  Roth,  verwaschen.  Diese  Linie  zeigt  auch  die  größte  Ver- 
schiebung, 0'  295AE  gegen  die  tiefste  verwendete  Concentratton. 
Entsprechend  diesem  Verhalten  zeigt  sie  auch  im  Bogenspectrum 
bei  einer  die  kritische  Dichte  nur  wenig  übersteigenden  eine 
siemlich  bedeutende  Unsymmetrie  in  der  Einstellung  der  Um- 
kehrung in  die  Linienmitte  und  in  dem  Intensitatsverhältnis  der 
beiden  Componenten.  Eine  bildliche  Darstellung  der  hier  er- 
wähnten Eigenthümlichkeiten  ist  zur  Versinnlichung  noth- 
wendig.  I'.üic  Ucproduction  der  Linien  selbst  ist  aber,  selbst  in 
Ziemlich  siarkcr  Vergrößerung,  unthunhch  und  \vcrllü.-5,  da  bei 
dem  nolhwendigen  weiten  Weg  von  der  Un.uinalaufnahme  bis 
zum  Cliche  die  feineren  Details  der  Linien  verloren  ,i;ehen.  Wir 
haben  es  daher  versucht,  den  Charakter  der  Lünen  m  den  hier 
reproducierten  Curven  wiederzugeben.  Sie  leisten  freilich  nicht 
dasselbe,  wie  die  directe  Vergrößerung  der  Originaiaufnahme. 
Selbst  bei  der  größten  Vorsicht  kann  man  ja  die  Darstellung 
nicht  von  subjectiven  Auffassungen  freimachen,  die  sich  viel- 
leicht weniger  auf  die  Ablesungen  der  Ränder,  Intensitäts- 
oiaxima  u.  dergl.  beziehen,  als  auf  die  Schätzung  der  Intensität. 
Messungen  sind  bei  der  geringen  Breite  kaum  möglich.  Auch 
U'Qrden  sie  wohl  kein  genaueres  Bild  liefern,  weil  die  Ände- 
rungen der  Inleubitat  mit  der  Wellenlänge  innerhalb  der  Linie 
sehr  oetiachtlichc  sind. 
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Die  Cur\  en  sind  vor  dem  Schirme  nach  Lage  der  Maxima, 
Handern  der  Ümkehrungen  und  Linien  construiert.  Die  Hötie 
der  Ordinalen  aber,  die  die  Linienintensität  wiedergeben, 
benihen  auf  bloßer  Schätzung.  Es  sind  also  die  verschiedenen 
Concentrationen  entsprechenden  Curven  in  dieser  Hinsicht 
nicht  miteinander  vergleichbar,  dagegen  wohl  die  derselben 
Dampfdichte  zugehörigen,  namentlich  3.  und  4.  Sie  entstammen 
ja  denselben  Platten.  Bezüglich  der  Anordnung  sei  noch  be- 
merkt, dass  die  Curven  bezüglich  der  Wellenlängen  nach 
T.uailiclikcit  orientiert  sind.  Der  Ort  der  Ablesung  ist  durch 
einen  verticalen  Strich  markiert. 

Wir  wollen  im  foli^ciulcn  versuchen,  eine  Erklärung  lür 
die  beobachteten  That.sacijeii  /u  finden.  Wir  müssen  uns  dazu 
eine  Vorstellung  von  der  Constitution  des  leuchtenden  Damptes 
zu  bilden  irnchtcn.  Beschäftigen  wir  uns  zunächst  mit  dem 
B«\^en.  Es  ist  klar,  dass  wir  bezüglich  der  Temperatur  und  der 
Dichte  zu  unterscheiden  haben  zwischen  dem  Mantel  des 
Bogens  und  seinem  Kern.  Es  ist  dieser  jedenfalls  heifier  als  die 
Randschichtent  da  diese  mit  der  kühleren  Umgebung  in  Be- 
Kihning  stehen  und  durch  Strömungen  und  Strahlung  einenTheil 
ihrer  Wärmemenge  abgeben.  Die  inneren  Schichten  sind  hin- 
gegen geschützt  und  bleiben  auf  hoher  Temperatur.  Wir  haben 
also  ein.  wenn  auch  vielleicht  kleines  Temperaturgefälle  vom 
Inneren  des  Bogens  nacii  aulicn.  ( ileichzcilig  isl  aber  au^h  .lic 
Üampt"dichte  in  einer  zur  K'ichlLing  des  Bogens  senkrechten 
variabel.  In  den  Schichten  an  der  .Manleltläche  üitYundieren 
Theilchen  aus  dem  Bogen  heraus,  kühlen  sich  ab  und  tragen 
zur  Strahlung  wenig  oder  nichts  bei.  Namentlich  bei  geringen 
iiichien  wird  bich  dies  von  Kinfluss  zeigen,  so  dass  wir  fast 
nur  Licht  aus  dem  inneren  des  Bogens  beobachten.  In  allen 
Fällen  besteht  aber  die  Linie  aus  unendlich  vielen,  deren  jede 
einer  anderen  Temperatur  und  Dichte  des  leuchtenden  Dampfes 
entspricht. 

Die  Intensitätscurven  superponieren  sich  zu  der  beob- 
achteten, und  diejenigen  werden  den  Charakter  der  Linie  am 
meisten  beeinflussen,  die  mit  germgen  Variationen  am  häufigsten 

vorkommen.  Ks  sind  dies  die  Jen  Durchschnittswerten  ent- 
j-precliendcn.  Steigern  wir  die  Concentralion,  also  die  Dichte 
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Je>-  i  ikhleiiden  Dan^pto,  >(»  wird  zunächst  die  Intensität  der 
Linie  stellten,  da  die  Zahl  der  strahlenden  C'eniren  gewachsen 
ist.  Gleichzeitig  nmiint  auch  die  Ijnicnbreite  zu.  Es  gelangen 
noch  Wellenlängen  zur  Beobachtung,  die  bei  gerinrterer  Tem- 
peratur die  Schwelle  noch  nicht  erreichen.  Auch  die  Wellen- 
länge steigt,  da  infoige  der  größeren  Dichte  und  der  dadurch 
bedingten  Annäherung  der  Thei lohen  aneinander  die  Kräfte 
wachsen,  die  diese  auf  einander  ausüben.  Diese  Dämpfung  ist 
naturgemäß  im  Inneren  des  Dampfes  größer  als  außen.  Da  nun 
infolge  der  höheren  Temperatur  des  Kernes  die  Energie  der 
aus  dem  Inneren  stammenden  Strahlung  größer  ist,  als  der 
äußeren,  so  beobachten  wir  in  der  Linie  eine  Wellenlänge,  die 
einer  Partie  des  Kei  nes  entspricht.  Die  \'crhalims'-e  andern  sich 
über  bei  der  kritisciien  Dichte. 

Es  ist  ja  klar,  dass  wir  die  resultierende  lntensitälscur\  e 
als  aus  zwei  entstanden  auffassen  können,  aus  der  Kmissions- 
und  der  Absorptionscurve.  Licht  aus  dem  Inneren  des 
leuchtenden  Dampfes  erfährt  beim  Passieren  desselben  in  allen 
Schichten  eine  der  Emission  derselben  proportionale  Absorption. 
Steigt  diese  soweit,  dass  Selbstumkehrung  beobachtet  wird, 
haben  wir  über  die  Emissionscurve  der  stark  verschobenen 
Linie,  die  der  centralen  Strahlung  entspricht«  die  Absorptions^ 
curve  der  peripheren  gelagert,  die  infolge  der  hier  herrschenden 
tieferen  Temperatur  und  kleineren  Dichte  eine  geringere  Ver- 
schiebung aufweist.  Es  erscheint  also  die  Umkehrung  ex- 
centrisch  und  ist  schmal,  entsprechend  der  verhältnismäßig 
geringen  Emission  der  peripheren  Strahlung.  Je  höher  die 
Dichte  steigt,  desU)  tiefere  Schichten  betheiligen  sich  noch  an 
der  ümkehrung.  desto  l^reiter  wird  diese  und  desto  weiter  rückt 
sie  nach  Roth.  Schon  iiei  laichten,  die  unieihalD  der  kritischen 
liegen,  beobachten  wir  natürlich  Absorption,  nur  sprechen  wir 
noch  nicht  von  Selbstumkehrung  der  Linie.  Es  lagert  sich  in 
diesem  Falle  die  Absorptionscurve  entsprechend  ihrer  geringeren 
Verschiebung  hauptsächlich  über  dem  violetten  Theile  der 
Emissionscurve,  der  also  gegen  den  rothen  geschwächt  wird. 
Die  Linie  erscheint  dadurch,  wie  man  sofort  einsieht,  nach  Roth 
verwaschen.  Infolge  der  Absorption,  die  auch  im  Falle  der  Um- 
kehrung sich  selbstverständlich  nicht  nur  auf  diese  beschränkt. 
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Sinken  die  Intensitäten  der  Componenten,  ein  Schluss,  der  auch 
von  der  Erfahrung:  bestätigt  erscheint.  Die  maximale  Intensität 
beobachtet  man  in  der  Nähe  der  kritischen  Dichte. 

AufTallendcr  noch  als  beim  Bogen,  liegen  die  V'crhälluisse 
beim  Funken,  bei  dem  auch  noch  der  Druck  eine  gewisse  Rolle 
spielL  Es  sind  hier  offenbar  die  TemperatLii -  und  Dichteiintcr- 
schiede  zwischen  dem  Inneren  und  der  Peripherie  noch  größere 
als  beim  Bogen. 

ich  habe  an  anderer  Stelle  ^  auf  Grund  der  Versuche  von 
Schuster  eine  Ansicht  entwickelt,  der  entsprechend  der  Druck 
und  die  Temperatur  im  Funken  wesentlich  von  der  Geschwin- 
digkeit der  Theilchen  abhängt.  Es  ist  nun  klar,  dass  an  der 
Peripherie  des  Funkens  die  translatorische  Geschwindigkeit 
der  Theilchen  wegen  der  Reibung  an  dem  umgebenden  Gas 
beträchtlich  kleiner  sein  muss  als  im  Inneren,  wo  alle  Theilchen 
im  wesentlichen  parallele  Bahnen  beschreiben.  Es  kommt  also 
zu  der  auch  beini  Bogen  stattfindenden  Abkiihlung  des  Mantels 
durch  die  Strömungen  noch  der  Umstand  dazu,  dass  aus  den 
angegebenen  (Irimden  die  Temperatur  schon  anfangs  einen 
kleineren  Werl  hat  als  im  Inneren.  Ks  ist  daiier  das  Teniperatur- 
gefälie  ein  größeres  als  beim  Bogen.  Infolge  des  im  Inneren 
herrschenden  hohen  Druckes  ist  die  X'erschiebung  der  dem 
Kern  entstammenden  Linie  eine  größere  als  beim  Bogen.  Da 
jedoch  auch  das  Dichtegefälie  beim  Funken  ein  größeres  ist,  so 
beobachten  wir  als  resultierende  Wellenlänge  eine  solche,  die 
einer  geringeren  Dichte  entspricht,  als  bei  der  gleichen  ein- 
getragenen Menge  beim  Bogen,  da  ja  beim  Funken  der  Mittel- 
wert, bei  dem  wir  beobachten,  für  Temperatur  und  Dichte  tiefer 
liegt,  als  beim  Bogen,  gleiche  Verhältnisse  des  Kernes  voraus- 
gesetzt. 

Bei  den  angestellten  Versuchen  durfte  diese  Voraussetzung 
angenähert  zutreffen.  Es  erklärt  .^ich  daraus.  \\  arum  bei  den 
h^enngen  Concentrationen  die  Wellenlänge  im  Funken  kleiner 
ist  als  im  Bogen. 

Steigern  wir  nun  die  Dichte,  so  pravalieren  in  der  In- 
tensitätscurve  immer  tiefere  Schichten  durch  ihre  rascher 

1  £.  Haschek»  Druck  und  Temperatur  im  e1ektri.scben  Funken,  D\ef>t 
Sittmijjsber.,  Bd.  100,  Abth.  Ua.  (1900).  .  . 
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Steigende  Emission.  Es  wächst  ja  die  Intensität  im  Inneren  pro- 
portional  der  Zahl  der  leuchtenden  Theilchen,  während  an  der 

Peripherie  Strömungen  und  Diffusion  gleich  bleiben,  dagegen 
die  K'cibung  iiiil  ihrem  abki^ihlenden  iMnlluss  wächst.  Wegen 
des  im  Inneren  herrschenden  Druckes  treten  nun  kräftigere 
Verschiebungen  auf,  als  im  Bogen,  da  zur  Annäherung  der 
Theilchen  nicht  nur  die  gesteigerte  Dichte,  sondern  auch  der 
Druck  beiträgt.  Die  Emission  des  Kernes  steigt  also  rascher  als 
die  der  Peripherie.  Es  wird  also  auch  die  Absorption  der  Rand- 
partien erst  später  zur  Geltung  kommen,  d.  h.  die  kritische 
Dichte  höher  liegen,  was  durch  die  Erfahrung  bestätigt 
erscheint.  Bevor  aber  diese  noch  eneicht  ist.  werden  wir  beim 
Funken,  analog  wie  beim  Bogen,  die  Absorption  am  violetten 
Rande  der  Linie  bemerken.  Da  nun  das  Maximum  beim  Funken 
weiter  nach  Roth  liegt,  werden  wir  stark  verwaschene  Linien 
bekommen,  die  aus  denselben  Gründen  wie  beim  Bogen  nach 
Hoth  abschatlicrl  sind.  Diese  Absorption  am  violeUen  Ivundc 
bleibt  auch  bei  der  kritischen  und  den  höheren  Dichten 
bestehen.  Es  muss  also  aufier  der  Umkehrung  noch  eine 
Schwächung  der  violetten  Componente  beobachtet  werden, 
wie  es  auch  die  Erfahrung  lehrt. 

Die  im  vorhergehenden  erhaltenen  Resultate  sind  in  Kürze 
folgende: 

Bei  steigender  Dichte  des  leuchtenden  Dampfes  treten 
sowohl  im  Bogen-,  als  auch  im  Funkenspectrum  Verschiebungen 
auf.  Diese  betreffen  sowohl  die  Linien,  als  auch  ihre  Um- 
kehrungen, eine  Erscheinung,  die  durch  die  Constitution  des 
leuchtenden  Dampfes  bedingt  ist 

III.  Über  die  Abhängigkeit  der  Wellenläogen  von  der 
Erzeugungsart  des  leuchtenden  Dampfes. 

Schon  im  vorigen  .Abschnitte  haben  wir  bei  der  Be- 
sprechung des  El^^]u^se^  der  Dichte  auf  die  W  ellenlänge  den 
Unterschied  zwischen  Bogen-  und  Funkenspeclren  iicrvor- 
gehoben.  Wir  sahen  dort,  dass  die  Verschiebung  bei  gleicher 
("oncentrationszunahme  für  das  Eunkenspectrum  größer  aus- 
füllt, als  für  das  Bogen spectruni.  Den  Grund  hiefür  fanden  wir 
einerseits  in  dem  im  Funken  auftretenden  Druck,  anderseits  in 
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denn  L^roUeren  Temperatur-  und  Dichtegefälle  gegenüber  dem 
Bogen.  Es  ist  nun  klar,  dass  alle  Variationen  in  der  Erzeugung 
Jes  leuchtenden  Dampfes  begleitet  sein  werden  von  ent- 
sprechenden Änderungen  in  der  Weilenlänge  der  emittierten 
Linien.  Von  den  Änderungen  des  Gesammtcharakters  des 
Spectrums  wollen  wir  dabei  ganz  absehen. 

Einen  Fingerzeig  für  die  Untersuchung  bietet  uns  die 
bereits  oben  erwähnte  Arbeit  über  den  Druck  im  elektrischen 
Funken.  Alle  Umstände  nämlich,  die  diesen  ändern,  müssen 
such  einen  Einfluss  auf  die  Wellenlänge  ausüben.  Am  auf- 
Mendsten  nun  ist  der  Unterschied  im  Drucke  zwischen  dem 
Transformator  und  dem  RhumkorfTschen  Inductorlum,  was 
sich  durch  den  verschiedenen  Energieverbrauch  erklärt.  Aber 
auch  beim  gleichen  Appaiat  ergeben  sich  dadurch  Unterschiede, 
namentlich  mit  variabler  Capacität  und  auch  mit  dem  Drucke 
und  der  Natur  des  umgebenJen  Gases, 

Der  Kintluss  dieser  letzterwähnten  Größen  ist  klargelegt 
durch  die  Arbeit  von  J,  F.  Möhler.'  »Pressure  in  the  electnc 
spark«.  Ich  will  seine  Resultate  in  Kürze  referieren.  Möhler 
arbeitete  mit  einem  Inductorium,  das  ohne  Capacitäten  etwa 
20  cm  Funkenlänge  gab.  Bei  den  Aufnahmen  der  Spectren 
wurden  gemessene  Capacitäten  (von  11*1 1»  bis  70*2  m)  ein- 
geschalten und  mit  3  mm  oder  weniger  Funkenlänge  gearbeitet. 
Als  Elektroden  diente  Cadmiummetallp  so  dass  in  allen  Fällen 
die  maximale  Dampfdichte  erreicht  war.  Es  zeigte  sich  nun, 
dass  die  Wellenlänge  mit  der  verwendeten  Capacität  wuchs. 
u:ij  zwar  von  O'O'JO  AK  bei  11  •  1  m  bis  0-088  AE  bei  70-2  in. 
Leider  sind  A\c  Messungen  niclu  für  die  gewählten  Linien 
[ö08(.  (Hj  1 .  4800  ( »97.  -IÜ78 •  339]  getrennt  angeführt,  sondern 
ts  ist  aus  den  gefundenen,  auf  X  =  4000  reducierlen  Werten 
das  Mittel  genommen.  Es  ist  also  nicht  zu  ersehen,  ob  alle 
Linien  in  gleicher  Weise  afhciert  wurden.  Bemerkenswert  ist, 
dass  die  Verschiebung  erst  rascher,  dann  langsamer  mit  der 
Capacität  steigt,  also  offenbar  einem  Maximum  zustrebt,  genau 
so.  wie  £.  Haschek  und  H.  Mache  es  für  den  Funkendruck 
fanden.  Es  scheint  also,  dass  dieser  allein  maßgebend  ist 

>  J.  F.  Möhler,  A«tfitph.  Jouni.  10  (tSVm). 
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Bei  constant  gehaltener  Capacität  iinlersuchte  Möhler 

auch  den  KintUiss  des  Druckes  und  der  Natur  des  umgebcp.dcn 
(-iases.  Im  ersteren  Falle  lindet  er  eine  Steigerung  der  V'er- 
schiebun^.  die  pi(ipr>rtional  ist  der  Driickstcigerung  im  um- 
gebenden Medium.  V  erw  endete  er  Koh!ciKiioxyd  statt  Luit,  so 
stieg  die  Verschiebung  im  Vcrhall-^i-  von  1  .SS:  1. 

Hieher  zu  zählen  sind  auch  die  Versuche  von  J.  \Vi Ising.* 
der  den  Funken  unter  Wasser  übergehen  ließ.  Die  dabei  beob- 
achteten Verschiebungen  sind  sehr  beträchtliche,  sie  erreichen 
in  einzelnen  Fällen  den  Wert  mehrerer  Einheiten. 

Von  Wichtigkeit  ist  noch  der  Vergleich  der  Spectren,  die 
man  beim  RhumkorflT'schen  Inductorium  erhält,  wenn  man  ver* 
schiedene  Unterbrecher  verwendet.  Ich  benützte  eine  Inductions- 
spule,  die  ohne  Condensatoren  zwischen  Kugeln  eine  Funken- 
länge von  etwa  \2cftt  gibt,  mit  dem  gewöhnlichen  Hammer- 
interruptor,  respektive  Jen:  elektrolytischen  Untei  brechei'  luu  h 
W'ehnelt.  In  den  secundären  Kreis  war  dabei  euie  Coadeasa- 
torenbntterie  von  circa  60  m  Capacität  eingeschaltet.  Die  \'er- 
siiche  wurden  mit  ?Oprocentiger  Losung  vuii  Kuil  unter  Begut- 
achtung der  oben  angegebenen  Vorsichtsmaßregeln  gemacht. 
Die  gemessenen  Wellenlängen  enthält  die  folgende  Tabelle, 
Bemerkt  sei,  dass  im  Gegensatze  zum  Transformator  die  Linien 
schwach  und  sehr  verwaschen  sind,  so  dass  der  mdgliche 
Fehler  0*02  AE  betragen  kann;  es  sind  daher  auch  die  oben 
bereits  mitgetheilten  Zahlen  für  den  Hochspannungstrans- 
formator  auf  zwei  Deci malen  abgekürzt 

Inductunuin 

Transfonnator  W«hnelt-Unterbrccher  Hammer 

4044-38  4044-36  4044-44 

4047-45  4047-41  4047*47 

l'Lh  /.ci^en  "^ich  die  Linien  mKo  auch  hier  stark  verschoben, 
und  zwar  bemi  Wehnelt'schen  Unterbrecher  ziemlich  gleich 
wie  beim  Transformator,  beim  Hammerunterbrecher  dagegen 
stärker.  Der  Grund  dafür  mag  darin  liegen,  dass  bei  der  geringen 
Zahl  der  Funken  (etwa  150  pro  Minute)  die  Luft  in  der  Nähe 

1  J.  Wilsin g.  B«r1.  Ber.  (1899j. 
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der  FunKcnl\ihn  <\ch  \  < )llsiäiulic:  wieder  abkühlt,  so  da.ss  ein 
starkes  Ternpuratiir^etälle  vorhanden  ist.  Analocr  vnt\ü;  es  auch 
mit  den  iJruckverhältnissen  sein.  iJie  Entladung  nuiss  sich 
immer  wieder  ihre  Bahn  durch  das  Medium  neu  brechen,  die 
Theilchen  an  der  Peripherie  werden  sehr  stark  gehemmt.  Man 
beobachtet  also  eine  starke  Verschiebung,  die  nahe  dem  Druck- 
maximum  entspricht,  während  der  Mitteldruck  tief  Hegt  Für 
diese  Erklärung  spricht  auch  der  Umstand,  dass  die  Linien 
sehr  stark  verwaschen,  ohne  besonders  deutliches  Intensitäts- 
maximum  sind. 

Bemerkt  sei  schlieSiich  noch,  dass  die  Expositionszeiten 
beim  Inductorium  sehr  beträchtliche  sind;  sie  betrugen  beim 
HammcrunterbrechcT  400'',  beim  W'ehnelt  trotz  der  größeren 
Z  1  ,i  der  Funken  ÖOO".  Es  ist  also  auch  aus  diesem  GriiiKle 
Von  einer  Verwendung  dieses  Unterbrechers  bei  Aufnahmen 
Von  Spectren  abzurathen. 

Es  zeigen  jedoch  die  mitgetheiiten  Zahlen,  dass  man  die 
mit  Benützung  des  Hochspannungstransformators  erhaltenen 
Wellenlängen  mit  großer  Berechtigung  auf  das  Inductorium 
übertragen  kann. 

Aus  den  Ergebnissen  dieses  und  der  vorhergehenden  Ab- 
schnitte lässt  sich  ein  wertvoller  Schluss  für  die  Genauigkeits- 
grenze der  Messungen  ziehen.  Wir  haben  gesehen«  dass  die 
Unienverschiebungen  dem  Bogen-  und  Funkenspectrum  ge- 
meinsam sind  und  unter  Umständen  beträchtliche  Größe 
erreichen.  Namentlich  das  Funkenspectrum  weist  siaikc  Ver- 
schiebungen auf.  die  bei  den  Unienreichen  Elementen  bis  zu 
O  'i  AE,  bei  den  linienarmen  aber  bis  0*7  AK  betragen  Der 
beobachtete  Wert  der  Wellenlänge  ist,  wie  gezeigt  wurde,  in 
hohem  Grade  von  den  momentanen  Versuchsbedingungen  ab- 
hangig, und  diese  werden  sich  in  vielen  Fällen  nicht  einmal 
controlieren  lassen.  Es  bezieht  sich  dies  namentlich  auf  die 
Dichte  des  leuchtenden  Dampfes.  Man  wird  sich  also  in  den 
meisten  Fällen,  namentlich  wenn  es  sich  um  Identification  von 
Linien  handelt,  mit  einer  Messgenauigkeit  begnügen  können, 
bei  der  der  Einfluss  der  Verschiebung  noch  zu  vernachlässigen 
ist  wenigstens  solange  nicht  für  jede  Linie  jedes  Elementes  die 
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möglichen  Variationen  bekannt  sind.  Und  diese  Aufgabe  ist 

kaum  lösbar.  Soll  nun  eine  Genauigkeit  angef^eben  werden,  so 
dürften  sich  0*03  AE  bei  linienreichen,  0*  1  AE  bei  linienarnicn 
Elementen  als  Fehlergrenze  gut  ei<j:nen.  Die  ersteren  Spectren 
weisen  einerseits  leicht  mit  der  (Icnauigkeit  von  etwa  0-03 
messbare  Lmien  auf,  die  in  den  meisten  Fiilien  aucit  geringe 
Verschiebungen  zeigen,  während  eben  Elemente  mit  hohen 
Linienverschiebungen  wenige  und  sehr  starke  breite,  nicht  leicht 
messbare  Linien  geben.  Diese  Ausführungen  gelten  natürlich 
nur,  wenn  man  die  gesammten  Spectren  für  Identißcations- 
zwecke,  also  chemische  Analyse  mit  Hilfe  des  Spectrums,  misst. 
Man  zieht  ja  in  solchen  Fällen  seine  Schlüsse  aus  der  Oberein- 
stimmung einer  Reihe  von  Linien.  Handelt  es  sich  aber  um  das 
Studium  von  Veränderungen  der  Weltenlänge  durch  äußere 
Einflösse,  Untersuch  im  gen  der  Homogenität  von  Linien  u.  dergl., 
kurz  um  das  Studium  Jet  Linie  als  solcher,  so  ist  eine  m<")g- 
lichst  genaue  Wellenlängenmessung  anzustreben.  Doch  auch 
in  diesen  Fällen  wird  meist  eine  ungefähre  Wellenlangenangahe 
genügen,  wenn  nur  die  Änderungen  mit  t^enimcnder  Schärfe 
bestimmt  smd.  Und  diese  Aufgabe  ist  die  unL;leich  leichtere. 

Es  tritt  noch  die  Frage  auf,  inwieweit  die  Wellenlängen- 
angaben, die  für  das  Transformatorspectrum  gelten»  auf  Funken- 
spectren  mit  dem  Rhumkorff'schen  inductorium  Übertragbar 
sind,  eine  Frage,  die  sich  allgemein  nicht  beantworten  lässt. 
Wie  die  vorhergehenden  Untersuchungen  zeigen,  ist  die  Wellen- 
länge der  Linien  von  der  verbrauchten  Energie  in  hohem  Grade 
abhängig.  Der  Energieverbrauch  ist  aber  gerade  beim  Trans- 
formator ein  sehr  großer,  einzelne  Linien  also  stark  nach  Roth 
verschoben.  Eine  nahe  gleiche  Verschiebung  gab  auch  der 
kUumkurff  unter  den  angeführten  V'ersuchsbedingimgen.  Es  ist 
aber  der  Sclilu^'^  unstatthaft,  da-^s  in  allen  Fällen  mit  dem  In- 
duclunum  die  gleichen  \*erschiebun^cii  erhalten  werden,  wie 
mit  dem  T  ransformator,  zum  Beispiel  gewiss  nicht  bei  kleinen 
Instrumenten,  die  mit  Batterie-  (»der  .Accumulatorenstiom  ge- 
speist werden.  Es  w^erden  dann  für  die  verschobenen  Linien, 
die  übrigens  die  Mindeczahl  bilden,  tiefere  Wellenlängenangaben 
gelten,  als  für  den  Transformator.  Als  Regel  kann  man  übrigens 
annehmen,  dass  Linien  eines  Elementes,  das  als  Verunreinigung 


Digltized  by  Google 


Sj-'ectrHlar.aiy lischt'  Suniien. 


203 


auftritt,  unverschoben  sind;  oder  genauer  gesagt,  wählt  man  als 
Genauigkeit  der  Messung  eine  solche,  bei  der  der  Fehler  in  den 
Hunderteln  A£  Hegt»  so  ist  die  Verschiebung  kleiner  als  der 
Messfehler»  wird  also  verdeckt.  Man  wird  also,  allerdings  mit 

einiger  Vorsicht,  die  mit  dem  Transformator  erhaltenen  Wellen- 

Lr.^en  als  giltig  für  da.s  Ixiiuinkorffspcctrum  nehmen  k(')nnen, 
und  nur  bei  kleineren  Apparaten  und  nur  bei  wenigen  Linien 
neträchtliciie  ÜilTerenzen  bekommen.  Irrthümer  in  der  Identi- 
tication  der  Linien  werden  aber  trotzdem  kaum  auftreten 
können,  da  man  ja  nie  eine  einzelne  Linie,  sondern  immer  eine 
ganze  Reihe  verwendet. 
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Zur  ConstrueUou  der  Fläehen  zweiten  Grades 
aus  neun  gegebenen  Punkten 

von 

August  Adler, 

k.  k.  Pto/fssar  an  äfr  dtntschfu  Stüttls-ReahchHlc  iu  Karolintnthut. 

r 

(Vorgelegt  in  der  Siuung  am  21.  Februar  1901.) 

Bekanntlich  gibt  es  eine  große  Zahl  Methoden,  eine  Fiäciie 
zweiten  Grades  aus  neun  ihrer  Punkte  zu  '  construieren. 
Derlei  Methoden  wurden  von  Hesse,  Chasles,  Steiner, 
Seydewitz,  Schröter,  Reye,  Röhn  und  anderen  angegeben: 
die  wenigsten  derselben  sind  aber  vom  Standpunkte  der  dar- 
stellenden Geometrie  aus  praktisch. 

Im  Nachfolgenden  soll  eine  auch  praktisch  brauchbare 
Lovuiii;  Jci'  Aufgabe  gegeben  werden;  die  Methoden  von 
C basier  i,Comptes-rendus,  24  Dec.  1855),  Steiner  (J<,turnal 
für  Mathematik,  Bd.  08,  S.  191)  und  Röhn  Berichte  der  säch». 
Akademie,  XLVI,  1884)  stehen  zu  ihr  in  einiger  Beziehung. 

1.  Zunächst  müssen  wir  an  einen  später  gebrauchten 
Satz  erinnern:  «Legt  man  durch  die  Punkte  .4,  B,  C  und  durch 
je  zwei  zusammengehörige  Punkte  einer  Involution  auf  der 
Geraden/ Kegelschnitte,  so  bilden  dieselben  ein  Büschel.«  Sind 
nämlich  a  und  ß  zwei  dieser  Kegelschnitte,  so  bestimmen  die- 
selben ein  Büschel,  welches /  in  einer  Involution  schneidet« 
und  ist  mit  identisch,  da  beide  zwei  entsprechende 
Elementen  paare  gemein  haben. 

Wir  wollen  auch  eine  Constructionsaufgabe  erledigen, 
die  wir  später  benöthigen  werden: 

'F.ine  CoHineation  ebenen  Felde  sei  gegeben  durch 
einen  ihrer  Üuppelpunkte  .i)'  und  durch  zwei  entsprechende 
Punkte tripel  T^T,T^,  T[T^T'^\  es  ist  die  dem  Punkte  5' gegen- 
überliegende Doppellinte  s  der  CoHineation  zu  construieren.« 
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Zu  diesem  Zwecke  verbinde  man  S'  mit  7j  und  bringe 
diese  Linie  zum  Schnitte  mit  T^T^  im  Punkte  ebenso  ver- 
binde man  S'  mit  T'  und  erhalte  analog  Äj.  Der  Schnittpunkt 
iler  Geraden  TiT[  mit  Äti?(  liefert  schon  einen  Punkt  der 
gesuchten  Doppellinie.  Einen  zweiten  Punkt  von  s  erhält  man, 
indem  man  S'  mit  respective  7^  verbindet,  die  Punkte  R^y 
erhält  und  mit  R^^i  zum  Schnitte  bringt;  aus  T,,  7^  erhält 
man  endlich  ganz  analog  R^^,  R!^  und  damit  einen  dritten  Punkt 
ron  s. 

Die  RicluiLikcit  der  Construction  sieiit  man  unmittelbar 
ein,  vvciir.  die  beiden  Dreiecke  T^T^T^,  T[T!,T!^  ahnlich  Miid  und 
ahnlich  zu  S'  liefen;  v  bet'iruiet  sich  in  diesem  Faile  unendlich 
lern:  die  Doppelpunkte  der  Colhneation  sind  dann  außer  S' 
noch  die  unendhch  lernen  Kreispunkte.  Der  allgemeine  Fall 
iässt  sich  nun  durch  Colhneation  immer  auf  diesen  speciellen 
Fail  bringen. 

Damit  haben  wir  nicht  nur  eine  für  das  Folgende  wichtige 
Construction  gezeigt,  sondern  auch  einen  sehr  allgemeinen 
Satz  über  zwei  Dreiecke  derselben  Ebene  nachgewiesen,  einen 
Satz,  von  dem  der  bekannte  Desargues'sche  über  perspectiv 
Hegende  Dreiecke  nur  ein  sehr  specieller  Fall  ist. 

3.  Wir  haben  nun  die  Mittel  gewonnen,  unsere  Haupt- 
aufgabe rasch  erledigen  zu  können. 

Wir  theilen  wie  Chasies.  Steiner,  Kuhn  die  gegebenen 
neun  Punkte  in  drei  Gruppen  123,  40(3,  789  und  legen  durch 
jedes  Tripel  eine  I'3bene;  dadurch  entsteht  ein  Dreikant  mu  6' 
als  Spitze  und  a,  b.  c  rils  Kanten. 

Nun  nehmen  wir  auf  der  Kante  b  zwei  Punkte  F  und  P' 
an.  legen  durch  dieselben  und  durch  1,2,3  einen  Kegel- 
schnitt Kyy  ferner  durch  die  Schnittpunkte  von  mit  c  und 
durch  4, 5, 6  den  Kegelschnitt  A,,  endlich  durch  die  Schnitt- 
punkte von  üTj  mit  a  und  durch  7, 8, 9  den  Kegelschnitt  Ä^, 
n^elcher  b  \ft  Q  und  Q'  schneiden  möge. 

Jedem  Punktepaare  PP*  von  b  entspricht  auf  diese  Weise 
ein  Punktepaar  QQ'  derselben  Geraden  und  umgekehrt.  Gehört 
insbesondere  5  einem  dieser  Punktepaare  an,  so  gehört  S  auch 
dem  anderen  entsprechenden  Punktcpaare  an,  wie  man  aus 
•ier  Constructiüu  von  ATj,  Ag,      sofort  einsieht. 
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4.  Fallt  das  Punktepaar  PP'  mit  dem  entsprechenden  QO' 
in  A',  Y  zusammen,  dann  sind  schon  AT,,  ATg,  A,  drei  Kegel* 
schnitte  der  gesuchten  FK  Unsere  Aufgabe  reduciert  sich  also 
wie  bei  Ohas  1  es  auf  die  Bestimmung  der  Punkte  X,Y, 

5.  Dies  erreichen  wir  einfach  auf  folgendem  Wege:  Wir 
nehmen  in  der  Zeichenebene  (die  ganze  Figur  denken  wir  uns 
auf  dieselbe  projiciert)  einen  Kreis  K  an  und  auf  demselben 
einen  Punkt  O.  Projicieren  wir  nun  die  sich  erj^ebenden  Punkte- 
paare PP',  OQ'  aus  0  äul  /i,  so  erhalten  wir  die  Piinktepaare 

PxP'v  Q\Q'\        '^^^''"^'^  ^'^  Geraden        P,P[,  q  Q,0[. 

Weisen  wir  immer  />  und  q  einander  zu.  so  ist  in 
der  Zeiclieneben  e  eine  Coliineation  lestge! egt.  Jedem  p 
entspricht  nämlich  nur  ein  einziges  q  und  umgekehrt,  dreht 
sich  aber  eine  dieser  beiden  Geraden  um  einen  Punkt,  so 
dreht  sich  aber  die  entsprechende  ebenfalls  um  einen  Punkt, 
wie  man  leicht  beweist.  Beschreibt  p  ein  Strahlenbüschel,  so 
sind  dadurch  die  Punkte  von  K  und  auch  von  b  invotutorisch 
gepaart;  diese  Involution  auf  ^  bestimmt  mit  1,2,3  ein  Kegel- 
schnittsbüschel (Artikel  1),  welches  auf  c  eine  Involution  aus- 
schneidet, J,  bestimmt  mit  4,  5,  6  ein  Kegelschnittsböschel  und 
eine  Inx  olütion  J,,  auf  a  und  ./.,  mit  7,8.9  endlich  eine  Involu- 
tion Jt  auf  b.  Projiciert  man  Jt  aus  O  auf  K.  su  siiui  die  Punkte 
x'on  K  wieder  in\ ( ilutonscii  gcpaai  i.  d.  h.  q  dreht  sich  um 
einen  Punkt,  wenn  p  ein  Strahlenbiindel  beschreibt. 

Die  coilineare  Beziehung  zwischen  p  und  q  ist  damit 
bewiesen. 

6.  Ein  Doppelpunkt  dieser  Coliineation  ist  die  Projection  S' 
von  6?  aus  O  auf  K\  denn  jeder  durch  S'  gehenden  Geraden  p 
oder  q  entspricht  (Artikel  3)  eine  ebenfalls  durch  S'  gehende 
Gerade. 

Zwei  coilineare  ebene  Felder  haben  bekanntlich  drei 

Doppelpunkte  und  drei   sich  selbst  entsprechende  Gerade, 

welche  zLisammen  locken  und  Seiten  eines  Dreieckes  bilden. 
Die  dem  Punkie  S'  gegenüberliegende  Doppcllmie  5  unserer 
("onincalK -n  liefert  oftenbar  die  Lösung  unserer  .Aufgabe: 
6-  schneidet  namiich  Ä"  in  zwei  Punkten  A''  und  Y',  welche 
aus  O  aut  b  projiciert,  schon  die  gesuchten  Punkte  X,  Y 
ergeben. 
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Unsere  Methode  gewährt  übrigens  noch  einen  tieferen 
Blick  in  die  ganzen  Verhältnisse:  Aufier  5  hat  unsere  CoUinea- 
tiun  noch  zwei  Doppellinien  d^  und  durch  S'\  projiciert  man 
deren  Schnittpunkte  (D[  und       mit  K  aus  0  auf     so  erhält 

man  und  D^.  Jeder  dieser  letzten  Punkte  bestimmt  offenbar 
mit  den  gegebenen  neun  Punkten  und  6'  drei  Kegelschnitte, 
welche  zusammen  durch  alle  neun  gegebenen  Punkte,  außerdem 
aber  noch  durch  6'  gehen  und  sich  in  den  Kanten  a,  c 
trerfen. 

Diese  Kegelschnitte  liefern  jedoch  keine  durch  die  ge- 
gebenen  neun  Punkte  gehende  F^,  da  die  Tangenten  dieser 
Kegelschnitte  im  Punkte  iS  im  allgemeinen  nicht  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen. 

7.  Bei  der  constructiven  Durchführung  unserer  Aufgabe 
nach  obiger  Methode  muss  man  drei  Ketten  von  unseren 
Kegelschnitten  KJk^K^  durch  die  neun  Punkte  legen;  es  ist 
dabei  sehr  wichtig,  dass  man  die  Kegelschnitte  A'j  und 
jedesiaial  als  zerfallende  annehmen  kann. 

Sind  nämlich  C,  A  ^  die  Schnittpunkte  der  Seiten  des 
Dreieckes  123  mit  c  (dabei  ist:  C.^23Xr.  /)  :  31xr),  h\G,H 
die  Schnittpunkte  des  Dreiseits  456  mit  c  (Fr^56xc, 
Q^i^Xc),  so  wählen  wir  als  Kegelschnitte  Ä'j  und  das 
erstemal  die  Geradenpaare  23,1//,  respective  46, 6C  das 
zweitemal  die  Geradenpaare  31, 2  F,  respective  56, 4 Z),  endlich 
das  drittemal  12, 3  G,  respective  61,5  £.  Die  Schnittpunkte  der 
drei  Kegelschnitte     mit  b  bestimme  man  mit  Hilfe  von  IC 

Auf  K  entstehen  drei  Paare  entsprechender  Punkte,  wie 
i'xP'y  und  Ol  Ol»  äIso  .drei  Paare  Linien  q.  Von  unserer 
Collineation  kennt  man  jetzt  außer  dem  Doppelpunkte  S'  noch 
zwei  entsprechende  Dreiecke;  die  dem  Punkte  S'  .gegenüber- 
liegende Doppeliinie  s  kann  nach  Artikel  2  einfach  conslruiert 
werden. 

8.  Für  den  praktischen  Wert  einer  Construction  ist  die 
Anzahl  der  dazu  nöthigen  Linien  im  allgemeinen  von  ent- 
scheidender Bedeutung.  Wir  wollen  daher  noch  die  Anzahl  der 
Linien  angeben,  welche  die  Aufsuchung  der  Punkte  X  und  Y 
nach  unserer  Methode  und  nach  den  verwandten  von  Chasles 
und  Röhn  erfordert 

SHzb.  d.  m«Üicin.-naturw.  Gl.;  CX.  Bd.,  Abth.  IL  a.  14 
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Nach  der  Chasles'schen  Methode,  welche  keine  zerfallenden 
Kegelschnitte  benützt,  sind  mehr  als  200  gerade  Linien  nöthig 
außer  einem  Kreise  K;  dabei  wurde  noch  angenommen,  dass 
nicht  imaginäre  Elemente  in  die  Construction  eintreten,  wodurch 
die  Anzahl  der  Constructionslinien  sich  noch  beträchtlich  ^er- 
höhen würde. 

Die  mehrmals  erwähnte  Rohn*sche  Methode  beruht  auf 
der  Construction  der  Polarebene  von  S  in  Bezug  auf  die 

gesuchte  sie  ist  jedenfalls   eine    der  elegantesten  und 

praktisch  besten  Methoden  für  unseren  Zweck;  sie  erfordert 
außer  einem  Kreise  noch  über  80  l-inien. 

Unser  Cnnstructionsverfahren  verlangt  außer  dem  Krei&e 
noch  83  gerade  Linien. 

Für  die  beiden  letzten  Methoden  bedeutet  das  Eintreten 
imaginärer  Elemente  keine  Vermehrung  der  Constructions- 
linien. Das  Rohn'sche  Verfahren  verlangt  übrigens  nicht  das 
Aufsuchen  der  Punkte  X  und  Y. 
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Uber  eine  Gruppe  der  Cayle^' sehen  Gleichung 

analoger  Relationen 

von 

Prof.  Josef  Sterba  in  Wien. 

(Vo^elegt  in  der  Sitsune  am  14.  MMn  1901.) 

Cayley  hat  für  die  elliptischen  Functionen  zuerst  die 
merkwürdige  Gleichung  hergeleitet: 

k'^kf^  sn(i*)  sn(i/)  sn(i')  sn{s)-i-k'*  — 

dn(«)  dn(v)  dn(r)  dn(Ä) — cn(»)  cn(t;)  cn(r)  cn(s), 
Bedingung:  — (r+s); 

die  Bezeichnung  sn,  cn,  dn  ist  der  Kürze  wegen  für  sinam, 
cosam,  Aam  gewählt,  k  ist  der  Modul  der  elliptischen  Function, 
sein  Supplement. 
Hermite  hat  in  den  Acta  Math.,  Bd.  I  diese  Relation  aus 
den  integralen  zweiter  Gattung  und  Schroeter  ebenda  Bd.  V 
aus  dem  Fundamentaltheorem  der  ^F'uncttonen  hergeleitet; 
Schroeter  geht  dabei  von  den  für  ^-Functionen  fundamen- 
taien  Substitutionen 

y 

z' 
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aus,  setzt  fe^  0,  also  wie  es  die  Cayley'sche  Gleichung 
erfordert,  w-hx  =  -^iy-hz)  und  gelangt  durch  Einführung  der 
elliptischen  Functionen  an  Stelle  der  ^Quotienten  zur  Cayley- 
sehen  Formel. 

Im  folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  die  Cayley- 
<5Che  Gleichung  auch  unter  der  Bedingung  n-hv  —  — (r — .s)  gilt 

und  dass  sich  ihr  nocl:  wci  analuL;c  Relationen  zui"  Seite  stellen 
lassen.  Man  betrachte  die  Cir()13en  n',x,y,z  und  fv\  x\y',z\ 
zwisciien  denen  die  vorhin  erwähnten  Beziehungen 

1 


bestehen,  als  Argunu  ntL'  der      Functionen       f«'),  .  .  .; 

dann  gelten  zwischen  letzteren  bekanntlich  IH  Kundamental- 
relationen.  Man  wähle  nun  die  Argumente  w^x.y^z  derart,  dass 
iv\x',y'^z'  mit  ihnen  identisch  werden,  wozu  erlorderlich 
ist,  dass 

w — X  z=.y-\-z 

sei;  dann  hat  jedes  Glied  der  d-Formeln  dieselben  Argumente, 
und  die  Einführung  der  elliptischen  Functionen  liefert  die  der 

Cayley'schen  analogen  Gleichungen. 

üm  W'ertesystem,  v\elches  der  Forderung  w — x—y+z 
entspricht  und  auch  sunst  bei  der  Herleitung  elliptischer 
Formeln  von  Nutzen  ist  (siehe  meine  Abhandlung  in  Crelle's 
Journal  lür  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  CXXli, 
Hett  3),  ist  oß'enbar  das  folgende: 

w  =  a+ß,  X  =  a— y  =  ß-l-Y,  »  =  Y- 

Von  den  16  if- Relationen  (siehe  1% nneper,  Elliptische 
i'\inctione!,  I  bleiben  dann  nur  mehr  fünf  nicht  identische  übrig; 
wir  führen  dieselben  an,  ohne  die  Argumente  anzumerken, 
deren  Keihenfolge  in  jedem  Producte  a-hß,  a — Ji,  ß+Y,  ß — Y  ist: 


1. 

iK^  if.^ i)'.  if.^ — 1%  {►^ 0,, , 

2. 

—  \} ,  »> ,  vK. » ^ 

:zi  iK.  i^K  1  1  ♦■f,  -F 1      ^^^1  ^\  1 

3. 

■  »^1  »^1  >^^ 

4. 

^^S  »^3         —  «K,  <%  »Kj  1 K, 

ö. 
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■ 

Dividiert  man  nun  die  Gleichungen  1)  bis  5)  durch  d^d-^d^o^^.. 
so  erhält  man,  da 

ist,  folgende  fünf  Relationen: 

l.    dn(aH-^)  dn(a— jVi  Jik^  +  y;  dn(,3-Y)— =: 

cn(a-(-j;j  cn(a— ß)  cnCp+'()  cn(ß— y) 
-4-*2^»  sn(a-i-,3)  sn(a-,3)  sn(ßH-7)  sn(ß— y); 
U.    dn(PH-T)  dnC^-^T)— dn(«+ß)  dn(a--ß)  = 

^2  I    sn(a+?)  sn(«— p)  cn(ß+T)  cn(p-Tr)  ( . 
l+cn(a+p)cn(a— ß)sn(p-l-T)  sn(P~-7)>  ' 
III    cnCßH-i)  cn (ß— t')— cn (a+ß)  cn (a— ß)  = 

sn(aH-ß)  sn(a— ß)  dn(,3H-Y)  dn(ß— y) 
-f-dnta+ßi  Jina— ß)  sn(ß+Y)  sn(ß— y); 

IV.    sn(a+ß)  sn(a— ß)H-sn(ß+Y)  sn(ß— y)  = 

I     dn(ot-hß)  dn(a— ß)  cn(ß-f-Y)  cn(ß— y)(  . 
jfe/t  i  — cn(a+ß)  cn(a— ß)  dn(ß+Y)  dn(ß— y)^  ' 

V.    dn  (a+p)  cn{a— ß)  sn  (p— (a+p)  dn(a—  p)  sn(p+Tf) = 
sn{o-|-P)  cn(p+Y)  dn(p— y)— sn(a— p)  dnCP+ir)  dn(p— y). 

Die  erste  dieser  Gleichungen  stimmt  in  der  Form  mit  der 
Gay! ey 'sehen  überein.  Bemerlct  mag  noch  werden,  dass  auch 
das  Wertesystem 

Hf  =  «H-ß+Y  X  zz  a-t-ß— Y,     ^  ß+Y—a,  z  =  Y+a— 

der  Bedingung  w—x^y-hz  genügt;  somit  behalten  die 
Gleichungen  I)  bis  V)  auch  für  diese  Argumente  ihre  Gittigkeit. 


SITZUNGSBERICHTE 

OER 

UlSERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 

MATHEMATISCH -NATURWISSENSCHAFTLICHE  CLaSSE. 
CX.  BAND.  IV,  HEFT. 

ABTHEILUNG  IL  a. 
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X.  SITZUNG  VOM  25.  APRIL  1901. 


Erschienen?  S  i  t  2  u  n  -  sb  c  i  i  c  h  i  c,  Bd.  lOi»,  Abth.  III,  Heft  VMI  (October  1900). 
—  M  o  n  a  t  s  h  e  I  le  1  u  r  C  h  e  in  i  e*  Bd.  2 1,  Kflgister ;  Üd.  22,  Heft  Ii  (Februar 
1901);  Heft  III  (März  1901). 

Herr  Dr.  Konrad  Helly  in  Wien  dankt  für  die  ihm  be* 
willigte  Subvention  zur  Ausführung  entwickelungsgeschtcht- 
licher  Arbeiten  über  das  Pankreas. 

Herr  Prof.  Dr.  O.  Tumlirz  in  Czernowitz  übersendet  eine 
Abhandlung  mit  dem  Titel:  »Compressibilität  und  Co- 
bäsion  der  Flüssigkeiten«. 

Das  c.  M.  Herr  Frol,  kudülf  Hoernes  in  Graz  iibcr.sendct 
eine  Mitthetlung:  »Über  Limnocardium  Scntseyi  Haiav. 
und  verwandte  Formen  aus  den  oberen  pontischen 
Schichten  von  Königsgnad  (Kiralykegye)«. 

Herr  Dr.  A;U*)n  s irna  th,  orJ.  Professor  der  niailicnuiti- 
^chen  Physik  an  der  Universität  Graz,  übersendet  eine  Arbeit, 
betitelt:  »Das  Rest^lied  bei  der  Traust ormation  des 
Zwanges  in  allgemeine  Coordinaten«. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Dr.  Hans  Molisch  übersendet  eine 

im  pflanzenphysiologischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Uni- 
versität in  l''iag  von  iierrn  Leopold  K'ittcr  v.  Portiiciin  aus- 
geführte Arbeit:  »Uber  die  Nothw  endigkeii  des  Kalkes 
für  Keimlinge,  insbesondere  bei  höherer  Temperatur«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  F.  Lipp  ich  in  Prag  über- 
sendet eine  Abhandlung  aus  dem  physikalischen  Institute  der 
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k.k.  deutschen  Universität  Prag  von  Privaidocent  Herrn  Dr.  Josef 
V.  Geitler,  betitelt:  »Ober  die  durch  Kathodenstrahlen 
bewirkte  Ablenkung  der  Magnetnadel«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  G.  (ioldschnuedl  übersendet 
eine  im  chemischen  Laboratorium  der  Pra<2;er  deutschen  Uni- 
versität ausgeführte  Arbeit  von  Herrn  Dr.  Hans  Meyer:  -Über 
eine  allgemein  anwendbare  Methode  zur  Darstellung 
von  Chloriden  der  organischen  Säuren«. 

Das  vv.  M.  Herr  Director  Prof.  R.  v.  Welistem  über- 
sendet eine  Abhandlung  von  Frau  Emma  Lampa,  betitelt: 
»Über  die  Entwickelung  einiger  Farn-Prothallien«. 

Herr  Julius  A.  K'cich  übersendet  ein  versiegeltes 
Schreiben  zur  Walnung  der  Priorität  mit  der  Aufschrift: 
»Neue  Beiträge  zur  Frage  der  Constitution  und  BiU 
dungsweise  des  Chlorkalkes«. 

Das  w.  M.  Heir  Prof.  Franz  Kxner  überreicht  zwei  .Ab- 
handlungen aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Uni- 
versität in  Innsbruck  von  Herrn  Prof.  1.  Klemencic,  betitelt: 

L  »Ober  die  Beziehung  zwischen  Permeabilität  und 

magnetischer  Nachwirkung«. 
II.  »Über  den  Einfluss  der  Härtungsnachwirkungen 

auf  die  .Abnahme  des  magnetischen  Momentes«. 

Derselbe  legt  ferner  eine  in  seinem  Laboratorium  aus- 
geführte Arbeit  des  Herrn  Franz  Hlavati  vor:  »Eine  experi- 
mentelle Prüfung  der  Clausius-Mosotti'schen  Formel«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Dr.  Edm.  v.  Mojsisovics  legt 
folgende  Abhandlungen  für  die  »Mittheilungen  der  Erdbeben- 
Commission  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften«  vor: 

XXIII.  (Neue  Folge  II.)  »Allgemeiner  Bericht  und 
Chronik  der  im  Jahre  1900  im  Beobachtungsgebiete 
eingetretenen  Erdbeben«. 

XXIV.  (Neue  Folge  III.)  »Bericht  über  die  seismi- 
schen Ereignisse  des  Jahres  1900  iii  den  l1  einsehen 
üebietun  Kohnsens-,  von  Herrn  Dr.  V.  Uhlig,  c.     k.  Akad. 
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XXV.  (Neue  Folge  IV.)  »Bericht  über  die  Erdbeben- 
beobachtungen in  Kremsmünster  im  Jahre  1900«,  von 
Herrn  Prof.  P,  Franz  Schwab. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  vier 
in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeiten: 

I.  »Über  Ein  Wirkung  von  Bary  u  mhy  droxy  d  und  von 
Natrium  auf  einige  .Aldehyde«,  von  Herrn  Anton 
Lederer. 

II.  'Über  Einwirkung  von  Schwefelsäure  auf  das 
Glycol  aus  Isobutyr-  und  Isovaleraldehyd«,  von 
den  Herren  V.  Löwy  und  F.  Winterstein. 

Iii.  »Über  Condensationsversuche  von  Isobutyraldol 
mit  Anilin«,  von  den  Herren  E.  Friedjung  und 
G.  Mossler. 

IV.  »Zur  Kenntnis  der  aliphatischen  Carbylamine 
und  Nitro  korper«,  von  den  Herren  F.  Kau  Her  und 
C.  Pomeranz. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  F.  Becke  legt  einen  Bericht  über 
den  Staubschnee  vom  IL  März  1901  vor. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  emgelangt: 

Poveau  de  Courmelle,  Dr.,  Uannee  electrique,  electro- 
therapique  et  radiographique.  Revue  annuelle  des  progres 
electriques  en  1900.  Parts,  1901.  8^ 

Ministere  de"  l'Instruction  et  des  Beaux-Arts  in  Paris, 
Carte  phutographique  du  Ciel.  Zone  -4-1,  fcuille  99; 
Zone  +3.  feuilles  105.  112,  122,  123,  127,  155,  176.  178; 
Zone  +b,  feuilles  102,  180;  zone  +7,  feuille  101;  zone  -1-9, 
teuilles  100,  101,  103,  112,  119.  126.  Paris.  -I« 

Neuzeit  C.  E.,  Die  Schöpfung  oder  das  Walten  der  Natur. 
Leipzig,  1901.  8». 

Oechsner  de  Coninck  M.,  La  Chimie  de  rUranium.  Histo- 
rique  comprenant  les  recherches  principales  effectuees  sur 
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rUranium  et  ses  composes  de  1872  a  190i.  Montpellier, 
1901.  8» 

Queensland  Museum,  Annais,  No5.  Occasional  notes.  Bris- 
bane, 1900.  8^ 

Sante  Pini,  Beschreibung,  wie  die  Messungen  der  Wasser- 
geschwindigkeit mit  Hilfe  des  Ein>  und  Mehr-Düsen- 

Instrumentes  »Injector«  (System  Pini)  ausgeführt  werden 
uiiJ  welciie  Regeln  hiebei  zu  belolgen  binj.  Wien,  1900.  8". 
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Ober  dieDiseriminante  einer  in  der  Theorie  der 
doppeltperiodisehen  Funetionen  auftretenden 

Traasfui  maiioiisgleichung  . 

(zweite  Mittheüung) 

•  von 

Otto  Biennaiin  in  Brünn. 

(Vorgeleet  in  der  Sitsang  am  21.  Min  1901.) 

In  einer  ersten  Mittheilung,  Bd.  CIX,  Abth.  H.a.  Juii  1900. 
wurde  die  Form  dc-r  Discriniinante  derjenigen  Transloi  inatiuns- 
gleichung  aufgestellt,  deren  Lösungen  die  Verhältnisse  des 
transformierten  Integralmoduls  k  und  Multiplicators  M  sind. 
Hier  soll  es  sich  darum  handeln,  nach  dem  Vorgänge  von 
Krause^  Nullstellen  der  Discriminante  zu  linden,  die  als 
Product  einer  rationalen  Function  des  ursprünglichen  Iniegral- 
moduls  c  und  gewisser  angegebener  Potenzen  von  c  und  — 1 
bezeichnet  war,  die  aber  zufolge  der  Form  der  Coeflßcienten 
in  der  Transformationsglejchung  auch  als  Product  derselben 
Potenz  von  — 1,  einer  geänderten  Potenz  von  c  und  einer 
ganzen  Function  von  c  aufzufassen  ist. 

Die  genannte  Aufgabe  wird  sich,  soweit  sie  hier  behandelt 
ist,  einfacher  gestalten  als  die  Bestimmung  all  der  NuHstellen 
der  Discriminante  einer  Modulargleichung  und  bietet  darum 
einiges  Interesse,  wenn  es  auch  sclilicünch  an  dieser  Stelle 
unentschieden  bleibt,  ob  man  in  den  hier  angegebenen  Null- 
steilen  alle  besitzt  oder  nicht.  — 

Die  Discriminante  D(c)  wird  dann  Null  sein,  wenn  zwei 
Losungen  der  genannten  Transformationsgieichung 

>  Math.  Aniial.,  Bd.  VIII,.IX. 
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u  2sdL  ^r» — ü — I 
^  =  (-1)2  — L 


und 


u  /iri  — i  ) 


einander  gleich  werden.  Doch  eine  Gleichung  der  Form 
wie  sie  also  bestehen  soll,  wenn 


gesetzt  ist,  wird  erfüllt  sein,  wenn  erstens  eine  Beziehung 

besteht,  wo  die  ganzen  Zahlen  a^,  b^,  aj,  der  Gleichung 
genügen 

und  entweder 

ÄpSl,  *j=l,  ai  =  0,  i»o^O  (mod2) 

oder 

«0  =  1,  ^  =  1,  «t  =  0»  ^  =  1  (mod2) 

ist;  denn  in  diesem  ersten,  beziehungsweise  fünften  Falle  der 
linearen  Transformation  wird  eine  d^-Function  wieder  in  eine 
solche  übergeführt.  Doch  weil  hiebei 


gilt,  wo 
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ist,*  so  unterwerfe  man,  damit  die  Gleichung  A)  bestehe,  i  nicht 
blofi  der  Gleichung  zweiten  Grades 


«,  ___ — 

sondern  zweitens  auch  noch  der  Gleichung 


...1) 


e  4  (i^i—^ih)  =(-0  ^  y 

Führt  man  hier  den  Wert  für  ein,  multipliciert  dann  die 
Gleichung  mit     und  beachtet,  dass 

M«,  =  it^  =  Mf 

dem  ungeraden  Transformationsgrade  ohne  quadratischen 
Ttieiler  gleich  ist,  so  wird  übersichtlicher 

liiermit  sind  hinreichende  Bedingungen  für  die 
Existenz  der  Gleichung  angegeben,  doch  dass  diese 
Bedingungen  auch  nothwendig  sind,  oder  dass  sie  es  nicht 
sind,  vermochte  ich  nicht  zu  zeigen.  Sie  enthalten  möglicher- 
weise zu  viele  Beschränkungen  an  t,  doch  für  einen  unseren 
Bedingungen  genügenden  t-Wert  erhält  c  einen  solchen  Wert, 
dass  Z>(c)  verschwindet  Es  gilt  daher,  die  Gleichungen  ]) 
und  2)  zu  gewinnen,  denen  zugleich  T-Werte  genügen^ 
aber  nur  t -Werte,  die  einen  positiven  imaginären  Bestandtheil 
besitzen,  sonst  würden  ja  die  zugehörigen  ^-Functionen  nicht 
convergieren.  Darum  muss  zunftchst  die  Determinante  der 
Gleichung  1)  des  zweiten  Grades,  welche  von  der  Form  ist 

Pt«+2ßt-4-ie  =  o,  ...i'> 

wobei 

2  ß  =  »(ao/j— ajlÖÖ— /(^ÄjH-ajlÖ*). 


1  Krfttts«,  Theori«  der  doppeltperiodischen  Functionen,  S.  11t. 
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bedeutet,  das  ist  somit 

kleiner  als  Null  sein.  Es  kann  also  weder  P  noch  R  ver- 
schwinden, und  P  und  R  müssen  von  gleichem  Zeichen  — 
sagen  wir  dem  positiven  —  sein.  Führt  man  die  Größe  ein 

so  gestattet  die  Determinante  die  Schreibweise: 

und  man  schließt  —  nebenbei  bemerkt  — »  dass,  im  Falle  a  =  0 
ist«  ein  gemeinsamer  The i  1er  von  P  und  »  Theiler  von  Q 
sein  muss. 

Der  aus  der  Gleichung  2)  sich,  ergebende  t-Wert  soll  auch 
einen  positiven  Bestandtheil  besitzen;  zu  diesem  Zwecke  hat 
man  mir  die  vierte  Wurzel  entsprechend  den  Fällen,  dass 

a^y  a^,  Transformationszahlen  des  ersten  oder  fünften 
Falles  sind,  passend  zu  ualilcii.  immer  ergibt  sich  aus  der 
Gleichung  2)  bei  positivem  u^,  das  einem  posiuvcn  /*  zugehört, 
der  t -Werth: 

j 

Weil  derselbe  Wert  auch  durch 

dargestellt  sein  soll,  hat  man  zu  setzen: 

(/;,//,  -t-a,  \  iix\P-{-a^uQ  2^  0.  , .  .3) 

(««-a^mftt*— /JPä  =0.  . ,  .4) 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung: 
so  erhält  man,  es  müsse 
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>ein.  Wäre  die  gerade  Zahl  —  0,  so  wäre  es  auch  P,  was 
Ausgeschlossen  war;  es  muss  also  a  =  0  und  die  Detetmt- 
nante  der  Gleichung  lO 

sein. 

Durch  Substitution  der  Werte  lür  /-*  und  Q  wird  die 
Gleichung  3)  zur  folgenden : 

a^«[/(i>,«j+flil6ii:)+«(a^,/,— ajlöS)]  =  0.  " 
£s  muss  die  KlammergröOe  Null  sein,  und  damit  ergibt  sich 

Wenn  also  P  durch  die  Theiler  von  u,  durch  u  und  /,  aber 
auch  durch  ut  theilbar  ist.  so  hat  nicht  allein  O  die  Theiler  n 
und  t,  sondern  weil 

Q  P  . 

«  •  w 

Q  P 
tt     =  — M  16a- 

P 

»St.  so  folgt  noch»  dass  der  gemeinsame  Theiler  von  —  und  n 

Q  ^  P 

auch  Theiler  von  /  —  ,  und  der  gemeinsame  Theiler  von  — 

Q 

^nd  H  auch  Theiler  von  «  ^  ist.  Endlich  hat  inan  wegen  der 
Beziehung 

(r-^ni  =  PR 

R  =  a,16;rl64-l-*,l64«,— Ä«l64:/i— 

Man  ersieht  ferner,  dass  im  ersten  Falle  der  linearen  Trans- 
lormation 

P=0,  Q^\,  R~0    (mod2j,    .  , 

im  tunften  Falle  aber 

Ps  0,  ß  =  J,  /e  ^  l    (mod  2; 

werden  <5oll.  Doch  beachtet  man,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
i^'eier  ungeiadei  Zahlen  Q--k-u-  nicht  durch  4  theilbar  ist,  so 
kennen  P  und  R  nicht  gleichzeitig  gerade  sein,  und  a^^  b^,  Uj, 
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können  bloß  dem  tünften  Falle  der  linearen  Transiormationen 
angehören.  Es  ist  nothwendig 

P  =  0,  Q-  1,  R     1    (mod  2). 

Hiemit  sind  die  nothwendigen  Bedingungen  an  die 
Gleichungen  für  die  hierin  Betracht  gezogenen  v-Werte 
angegeben,  zu  denen  Nuilstellen  der  Discriminante  D  gehören. 

Man  hat  jetzt  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingungen  auch  hin- 
reichende sind,  d.  h.  man  soll,  wenn  t  einer  Gleichung 

von  der  Determinante  A= — genügt,  und 
/'=aji#/  =  0   (mod  2) 

Q  =  «1 164)  =  — ^(friii, +öt  16af)    1     (mod  2) 

^  =  a,16iirl64+^lötnj— a^l6/ir/i— Vi'i^  1    (mod  2) 


ist,  die  Zahlen  u,  u^,  t,  4,  a^,  b^^  a,,  als  ganze  Zahlen 
bestimmen  können. 

Besitzt  nun  P  die  Theiler  von  n:  u  und  i  und  den  Theiler  ui^ 
so  wird 


H  H 


0,= 


Hi 

Q  . 


und  man  hat  darnach  die  ganzen  Zahlen  4  und  x  —  beide 
kleiner  als  h  —  derart  zu  rechnen,  dass  beziehungsweise 

0  P 

164  =  0  (mod»), 

n  n 

»^4-     I6jf  =  0  (modif) 
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wird.  Die  Transformationszahl  wird  durch  den  Ausdruck 
gegeben 

und  mit  Hilfe  der  früher  gerechneten  Werte  für  o^,  b^t  zu 
einer  ganzen  Zahl. 

Ferner  ist  aber  auch  zu  sehen,  dass  a^,  a^,  b^, 
fünften  Falle  der  linearen  Transformation  angehören,  denn 
es  wird 

«j  5=  0  (mod  2), 

und 


0     P  0  P 

/^4-  — 16€   und   u^-  +  —  16x 


können  nur  ungeradzahlige  Vielfache  des  ungeraden  n  sein^ 

weil  Q  ungerade  ist. 

Die  früher  nothw  endigen  Bedm [jungen  an  die  Deter- 
minante und  die  Coeflicienten  einer  Form 

erweisen  sich  also  auch  als  hinreichend,  und  man  kann 
entsprechend  einer  den  Bedingungen  genügenden  Gleichung 

Pt«+2öt+Ä  =  0 

die  zwei  gleichen  Lösungen  -tt-  und  -rr  der  Transformations- 

°     Mit  Mt 

k 

gleichung  für  die  Verhältnisse       angeben,  und  zwar  ist  das 

zu  Verwendende  -  diejeni,c;e  Liisung  dieser  Gleichung,  der  ein 
positiver  imagmärer  Bestandtheil  zukommt. 

Nun  handelt  es  sich  um  die  Herstellung  dieser 
Gleichungen,  welchen  die  in  Betracht  zu  ziehenden  r-Werte 
genügen.  Die  t- Werte,  für  welche  die  in  der  Discriminante 
heraustretenden  Potenzen  von  c  und  — !  verschwinden,  kann 
man  außeracht  lassen. 

Die  Formen 

aT«+2/>t+c 

von  bestimmter  negativer  Üetermmanle 

A(=  -««). 
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welche  symbolisch  durch  {a,ty,c)  bezeichnet  seien,  zerfallen 
in  eine  endliche  Anzahl  von  Classen,  deren  jede  durch  eine 
reducierte  Form  repräsentiert  werden  soll,  d.  h.  eine  solche,  wo 

2\b\^a^c  ist. 

Der  Vollständigkeit  wegen  sei  in  Erinnerung  gebracht, 
dass  diese  reducierten  Fornien  dadurch  zu  gewinnen  sind,  dass 
man  die  groOte  in 

A 

enlhaltene  ganze  Zahl  /.  aufsucht,  ferner  b  der  Keihe  nacii 
die  Werte 

0,  ~t~  1 , .  .  .  ~t~  A 

beilegt, 

auf  alle  möglichen  Ar(on  in  zwei  p(>-.itive  ganzzablige  Factoren 
zerlegt  p^q^  und  diq  Formen  zusammensetzt 

unter  denen  die  Formen  der  Gestalt 
als  äquivalent  mit 

ia,      ,  c-j ,  (a,  a) 

auszusciiiießcn  ^ind.  und  auch  dieieniLren,  deren  t  oenicienten 
die  früher  genannten  Eigenschaften  nicht  besitzen,  so  dass  in 
den  Fällen  »  =  3,5,  7,  beziehungsweise  die  reducierten  Formen 
heißen: 

(1,0,9),  (3,0.3).  (2,1.5) 

und 

(1,0,25),  (0,0,5),  (2,1,  13) 

und 

(1,0,49),  (7,0,7).  (2,  1,25). 

Darnach  ist  die  einzige  Classe  von  Formen  von  der 
Determinante  A  =  — deren  Coefficienten  durch  h  theilbar 
sind,  durch  die  Form 

(«,  0.  Ii) 

repräsentiert. 
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Greiü  man  nun  eine  beliebige  der  gewonnenen  reducicrten 
Fonnen  von  der  Determinante  A  =  — ii* 

heraus,  so  ist  sie  von  einer  der  durch  die  folgenden  Eigen* 
Schäften  definierten  drei  Arten: 

a)  P=  1,  Ö -0,  1  (mod  2) 
3)  P-\,Q=\,R-zO  (mod2) 
f)    P  =  0,  /?=!  (mod2); 

denn  die  vierte  denkbare  Art  mit  einem  ungeraden  Q,  aber 
geraden  P  und  R  ist  aus  früher  genanntem  Grunde  nicht 
möglich. 

Im  dritten  der  genannten  Fälle  haben  die  Cocfücienten  der 
redu^icrien  Form  bereits  die  Figenschalt,  welche  denen  unserer 
charakteristischen  (.Icichung  zukommen;  in  den  anderen  Fällen 
bedarf  man  er--t  einer  Umforfnung. 

Wendet  man  auf  eine  Form  (P,  O.  R)  eine  lineare  Trans- 
formation an,  so  geht  eine  Form  (/-*',  ß'»  ^)  heivor,  wo 

P'—  I'ly\+20b,a,+Rd\, 

i>t  Ist  die  Transformation  eine  des  dritten  oder  sechsten 
Falles,  also 

a^^A,  öl  ^  1,  ^0^0,      ^  1    (mod  2) 

oder 

.  u,       I  1,  \     1,  ^,  ^  1    (mod  2). 

so  wird  aus  einer  Form  der  ersten  Art  eine  der  dritten;  und 
ist  die  Transformation  eine  des  vierten  Falles,  also 

fl^=  1,      =  1,  &<^=  1,  ^o^eO    (mod  2), 

so  wird  eine  Form  der  zweiten  Art  zu  einer  der  dritten.  Damach 

gibt  es  in  allen  durch  die  beizubehaltenden  reducierten  Formen 

fepräseniiei  ten  Classen  Formen,  deren  Coefticienien  die  ver- 
langten Bedingungen  erlüllen. 
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Die  reducierten  Formen  der  dritten  Art  und  aus  den 
reducierten  Formen  der  ersten  beiden  Arten  In  genannter 

Weise  abgeleitete  Formen,  deren  Coefticienten  unsere  Bedin- 
gungen erfüllen,  mögen  von  jetzt  ab  als  Repräsentanten 
der  (."lassen  hingestellt  werden.  Zum  Beispiel  sei  der  Re- 
präsentant der  zu  der  reducierten  Form  (h,  0,  u)  geliorenden 
Classe  (2n,  — «,  welche  Form  aus  der  ersten  durch  die- 
jenige Transformation  des  sechsten  Falles  hervorgeht,  wo 

«0  =  0,  a^  =  i,  t^  =  —\,  b^  —  l 

ist. 

Nun  ist  aber  J;e  Frage  zu  beantworten,  wie  viele  von- 
tiinandcr  verschiedene  Formen  von  den  angegebenen  Eigen- 
schatten in  der  einzelnen  Classe  existieren,  und  zu  wie  viel 
verschiedenen  Xullstellen  der  Discriminante  D  sie  führen. 

Eine  den  Bedingungen  genügende  Form  wird  aber  nur 
•durch  eine  hneare  Transformation  des  ersten  oder  fünften 
Falles  in  eine  ebensolche  übergeführt. 

Die  Formen,  welche  aus  einem  Repräsentanten  durch 
Transformationen  des  fünften  Falles  abgeleitet  werden,  führen 
nur  zu  einer  Nullstelle  von  A  weil  dabei  stets  dieselbe  Wurzel 
unserer  Transformationsgleichung  in  sich  selbst  übergeht. 

Doch  wenn  man  durch  eine  Transformation  des  ersten 
Falles  von  einer  unseren  Bedingungen  genügenden  Form 

zu  einer  denselben  Bedingungen  genügenden  Form 

übergeht,  so  wird  der  ihr  entsprcciic::dc  t  -  Wert  von  dem  der 
ersten  l'V)rm  zukommenden  c-Wert  verschieden  sein,  wenn  die 
Formen  nicht  identisch  sind.  Vorderhand  abgesehen  von  diesem 
Falle,  iindet  man  also  in  jeder  Classe  unendlich  viele  Formen, 
die  allen  Bedingungen  genügen,  aber  sie  führen  nur  zu  zwei 
T-Werten,  denen  Nullstellen  von  D  entsprechen.  Denn  die  aus 
einem  Repräsentanten  durch  verschiedene  Transformationen 
•des  ersten  Falles  erreichten  Formen,  sowie  die  aus  einem 
Repräsentanten  durch  verschiedene  Transformationen  des 
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fünften  Falles  erreichte  Formen  sind  durch  Transformationen 
des  (linften  Falles  ineinander  überzuführen. 

Man  hat  daher  in  einer  Classe  nur  zwei  Formen 
zu  beachten,  die  repräsentierende  und  eine  durch  eine 

lineare  Transformation  des  ersten  Falles  aus  ihr  gebildete  Form. 

Jetzt  ist  noch  der  genannte  Ausnahmslall  zu  erledigen, 
wo  eine  Form  in  sich  selbst  übergeführt  wird. 

Eine  beliebige  Form  (P,  O,  R)  wird  durcli  die  dem  ersten 
Falle  der  linearen  Transformation  angehörenden  Transforma- 
tionen 

=1,     ai  =  0,  ^0  =  0,  ^,  =  ~1, 
ao  =  -1,  a,  =  0,     =r  0,     =  -1 

in  S!ch  selbst  übergeführt,  hingegen  der  lv*epräsentant  der  durch 
die  besondere  reducierte  Form  (ii,  0,  u)  definierten  Classe, 
namlich 

wird  außerdem  noch  durch  die  Transformationen 

ao  =1,     «1  =.  —2,     =r  ~1,  fr,  =  —1 

des  fünften  Falles  in  sich  selbst  übergeführt. 

Es  wird  also  auch  in  der  durch  die  letztgenannte  Form 
repräsentierten  Classe  von  Formen  ein  Paar  von  Formen 
geben,  denen  t  und  <;-Werte  zugehören,  welche  zu  verschie- 
denen  NuUstellen  von  D  führen. 

Damit  sind  die  Vorschriften  zur  Lösung  der  Gleichung 
Dz=0  insoweit  gegeben,  als  es  sich  um  diejenigen  Lösungen 
handelt,  die  t-Werten  entsprechen,  welche  die  für  die  Existenz 
der  Glei^:.u.ig  Aj  als  hinreichend  bezeichneten  Bedingungen 
erfüllen.  Es  kann  zutreffen,  dass  schon  alle  Lösungen  an- 
gegeben sind,  was  sich  ohne  Kenntnis  der  nothwendigen 
Bedingungen  für  die  Existenz  der  Glcich'.inr:  A)  dadurch  test- 
^tellen  lässt,  dass  man  die  Anzahl  der  gefundenen  Lösungen, 
jede  in  der  ihr  zukommenden,  aber  erst  zu  bestimmenden 
Vielheit,  gleich  dem  Grade  der  von  dem  Factor  in  c  und  dem 
in  c*— ]  befreiten  Discriminante  D  findet  Doch  wenn  nicht 
alte  Lösungen  gefunden  sind,  bedarf  man  der  nothwendigen 

Sitzb.  i.  iDath«m.-natur«r.  Cl. i  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  1 6 
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Bedingungen,  unter  denen  die  Gleichung  A)  besteht  und  hat 
darauf  die  diesen  Bedingungen  genügenden  t -Werte  anzugeben. 

Hier  wurde  also  zunächst  eine  Classe  von  Lösungen  der 
Gleichung  27  r=  0  —  wenn  nicht  alle  —  nach  dem  Vorgange 
von  Krause  ermittelt 

Es  mag  an  dieser  Stelle  nur  noch  die  Bemerkung  platz- 
finden, dass  dann,  wenn  die  zu  einem  Transformationsgrade  n 
gehörende  Modulargleichung  und  unsere  Transformations- 
gleichun^;  für  einen  und  denselben  der  hier  gefundenen  r-Werte 
gleiche  Winzeln  liälle,  dasselbe  auch  von  den  Wurzeln  der 
zu  %i  ^eh(>renden  Multiplicalorgleichung  gälte.  Doch  aus  den 
nüth wendigen  Bedingungen  dafür,  dass  zu  der  Wurzel  i  einer 
Gleichung 

mit  positivem  imaginären  Bestandtheil  eine  Hermite*sche 
Function  ^(r)  gehöre,  die  Nullstelle  der  Discriminante  der 
Modulargleichung  ist,  kann  man  sehen,  dass  es  unter  den  hier 
betrachteten  t-Werten  solche  nicht  gibt. 
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Definitive  Bahnbestimmung  des  Kometen  1898V 

(Giacobini) 

von 

Adolf  Hnatek.  * 
(Vorgelegt  in  der  SiUung  mm  7.  Februar  1901.) 

§.  1. 

Der  Komet  18Ü8V' wurde  am  18.  Juni  1898  von  Giacobini, 
einem  Astronomen  der  Sternwarte  zu  Nizza,  entdeckt.  Während 
der  ganzen  Zeit  seiner  Sichtbarkeit  erreichte  er  wohl  nie  eine 
größere  Helligkeit,  als  die  eines  Sternes  der  10.  Größe.  Schon 
am  29.  Juni^  also  etwa  zehn  Tage  nach  seiner  Entdeckung, 
passierte  der  Komet  seine  Erdnähe  und  nahm  von  diesem  Zeit- 
punkte an  ziemlich  rasch  an  Helligkeit  ab.  Angaben  über  das 
Aussehen  und  die  Helligkeit  des  Kometen  sind  von  mehreren 
Beobachtern  in  ausreichendem  Maße  gemacht  worden.  Ganz 
abgesehen  davon,  dass  derartige  Notizen  schon  aus  dem  Grunde 
TMinschenswert  sein  müssen,  weil  sie  uns  Aufschlüsse  über  die 
Vorgänge  ja:eben  können,  wciciie  in  diesen  GcbiUien  vor  sich 
eehen.  so  sind  solche  Bemerkungen  in  unserem  l-'alle  noch  des- 
wegen von  ungleich  größerer  Wichtigkeit,  u  eil  der  Vergleich 
der  Beobachtungen  mit  der  Ephemeride  gezeigt  hat,  dass  die 
Rectascensionen  weit  weniger  untereinander  übereinstimmen, 
vie  die  Declinationen,  welch  letztere  in  den  einzelnen  Beob- 
achtungen  meist  nur  um  wenige  Bogensecunden  von  einander 
abweichen.  Wenn  es  gestattet  wäre,  aus  der  Obereinstimmung 
der  Beobachtungen  untereinander  die  Gestalt  des  Kometen  zu 
deducteren,  so  würde  man  wohl  zu  dem  Schlüsse  kommen 
müssen,  dass  dieser  Himmelskörper,  welcher  sich  während  der 

16« 
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i_;inzen  Zeit  seiner  Sichtbarkeit  fast  ^^eiiau  in  einem  größten 
Kreise  bewegt  hat.  der  nur  um  ein  Geringes  von  der  l£kliptik 
abweicht,  wahrscheinlich  eine  geringe  Schweifentwickelimg  in 
der  Richtung  der  letzteren  gezeigt  hat,  Welche  bei  dem  ver- 
waschenen und  hchtsclnvachen  Charakter  des  Objectes  viel- 
leicht weniger  aufttel,  aber  immerhin  geeignet  war,  die  Über- 
einstimmung in  den  Rectascensionen  durch  die  Möglichkeit 
verschiedener  AulTassung  von  Seiten  der  Beobachter  nicht 
unwesentlich  zu  stören. 

Ganz  besonders  auffällig  wird  diese  Discordanz  unter  den 
beobachteten  Rectascensionen  in  dem  Zeiträume  von  Juni  24 
bis  Juli  12.  Die  oft  ziemlich  stark  verschiedenen  TagesmitteK 
welche  wegen  ihres  unregelmäßigen  Ganges  auch  wer.i^^ 
Anhaltspunkte  dafür  bieten  konnten,  wie  die  Normalorte  am 
besten  zu  vertheilen  waren,  lassen  last  die  V'ermuthuiig  auf- 
koninitn,  dass  der  verdichtete  Kern  des  KonicLcn  seine  Lage 
innerhalb  der  Ci>nia  \  cr.indert  oder  aber  Lichtausströmungen 
erzeui^t  habe,  durch  weiche  die  Fixpunkte,  auf  die  pointiert 
werden  konnte,  verändert  wurden.  Späterhin  war  der  Komet 
wohl  schon  so  schwach  geworden,  dass  sich  größere  Be<ib- 
achtungsfehter  vollständig  aus  diesem  Umstände  erklären 
lassen. 

Die  soeben  hervorgehobene  Folgerung,  dass  der  Kometen- 
kern Lichtausströmungen  erzeugt  und  seine  Lage  innerhalb 
der  Coma  verändert  habe,  gewinnt  ganz  bedeutend  an  Wahr- 
scheinlichkeit, wenn  die  Notizen  über  das  Aussehen  des 
Kometen,  wie  sie  von  einigen  Beobachtern  gemacht  worden 
sind,  mit  einander  verglichen  werden.  Während  Bigourdan 
am  IV».  Jiim  Jen  Kometen  als  i;j-2.  Größe  schalzie  und  m  dem- 
selben eine  centrale  Verdichtung  bemerkte,  fand  Hartwig  in 
Bamberg  schon  zwei  Tage  später,  also  am  21.  Juni,  dass  das 
Object  ungefähr  wie  ein  Sicrn  der  10.  Größe  leuchte  und  eine 
excentrische  Verdichiun^  iK'sitze.  .Auch  der  Durchmesser 
der  Coma  hatte  während  derselben  Zeit  \  on  30"  (Bigourdan) 
auf  2' (H  irtwig)  zugencMTimen.  Allerdings  muss  bei  diesem 
letzteren  Umstände  bedacht  werden,  dass  Bigourdan  in 
der  Nähe  einer  Millionenstadt,  wie  Paris,  beobachtet  und 
wahrscheinlich  nicht  von  den  allerbesten  Luftverhältnissen 
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^et;ünstigi  wird,  während  Hartwig  in  Bamberg  wohl  unter 
bedeutend  vortheilhafteren  Verhältnissen  zu  beobachten  in  det 
Lage  ist.  Am  23.  Juni  war  der  Komet  nach  Angabe  von 
Stephan  in  Marseille  viel  heller  als  drei  Tage  vorher  und 
zeigte  eine  ziemlich  helle  Nebelhülle  um  einen  kleinen  Kern. 
Die  totale  Helligkeit  war  damals  ungefähr  die  eines  Sternes 
der  10.  Grdfie.  Leider  wurde  nun  bereits  das  Mond  licht  störend 
und  schon  am  28.  Juni  konnte  Abetti  in  Arcetri  den  Kometen 
nur  mehr  an  der  äußersten  Grenze  der  Sichtbarkeit  wahr- 
nehmen. Am  30.  Juni  wurde  der  schwache  Nebel  in  Padua 
wegen  des  Mondlichtes  überhaupt  nicht  mehr  gefunden.  Als 
die  Beobachtungen  un.L^elTihr  eine  Woche  später  wieder  auf- 
i:eriOmmen  werden  koinuen,  v\  ai-  der  Komet,  der  nun  von  der 
E'Je  ungefähr  ebenso  w  eit  entfernt  stand,  wie  zur  Zeit  seiner 
Hntdeckung,  bereits  so  liclitschwach  geworden,  dass  sich  alle 
Beobachter  in  der  übereinstimmenden  Klage  treffen,  dass  das 
Object  sehr  schwer  zu  pointieren  sei.  Kobold  in  Straßburg 
gelang  noch  am  18.  Juli  eine  Beobachtung  des  Kometen,  der 
damals  wieder  eine  excentrische  Verdichtung  in  der  vorderen 
Hälfte  der  Coma  zeigte  und  im  ganzen  ungefähr  von  der 
15.  Größe  war. 

Nunmehr  blieb  Ja v eile  in  Nizza  der  alleinige  Beob- 
achter des  immer  unscheinbarer  werdenden  Kometen  und 
es  gelang  ihm,  dank  der  durchsichtigen  Luft  Nizzas  und  der 

ausijezeichnetcn  HillsniitLcl,  wulcDc  ihm  zugebote  stehen,  den 
Kometen  noch  bis  zum  H>.  .August  zu  verfolgen. 

Wenn  oben  erwähnt  wurde,  das--  der  Komet  während 
^i::ne?>  ganzen  geocenuischen  Laufes  last  genau  m  Jcr  Ekliptik 
.^^standen  ist.  so  weist  diese  Bemerkung  von  selbst  darauf  hin, 
iia-NS  irgend  drei  beliebig  gewählte  geocentrische  Örter  jedes- 
niil  ein  ausgezeichnetes  Beispiel  für  den  Ausnahmefall  der 
'  'II  ers'schen  Methode  liefern  müssen,  da  der  durch  die  zwei 
iufieren  Örter  gelegte  größte  Kugelkrets  stets  nur  wenige  Grade 
v^om  mittleren  Sonnenorte  entfernt  verläuft.  Die  Schwierigkeit, 
unter  diesen  Umständen  einen  hinreichend  genauen  Näherungs- 
wert für  das  Verhältnis  der  Distanzen  zu  finden,  mag  vielleicht 
die  Ursache  sein,  warum  die  ersten  Bahnbestimmungen  so 
difFercnte  Resultate  ergeben  haben.  Prof.  Weiß  hat  in  mehreren 
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Arbeiten  an  dieser  Stelle*  gezeigt,  wie  man  gleich  anfang» 
unter  einigermaßen  veränderten  Annahmen  auch  beim  Aus- 
nahmefall einen  ziemlich  nahe  an  die  Wahrheit  herankommen- 
den Wert  von  Af  finden  kann.  Da  gerade  dieser  Komet  ein 
äußerst  schönes  Beispiel  für  den  Ausnahmefall  genannt  werden 
kann,  und  solche  Bahnformen  wohl  nicht  allzuhäußg  vor- 
kommen, so  schien  es  nicht  unziemlich,  die  Weiß'schen  Formeln 
auf  den  vorliegenden  \\\\\  anzuwenden,  um  ihre  universelle 
Bedeutung  darzuthun.  Die  in  Längen  und  Breiten  umgesetzten 
Positionen  des  I.,  IV.  und  VI.  Normalortes  sind: 

1.  IV.  VI. 

X   298M8'38'6      222'4(y56«5  205'»46'24'0 

ß  -    1  31  29-9    +    6  24  16-0    +    7    8  24-7 

Berechnet  man  damit  die  Weiß'schen  q'  und  j^^GrÖßen,  so 
erhält  man  für  dieselben: 

^,  —  9  •  520  609  Öl  =  283"  öS'  49  ■  9 

=  0'678;249  Ö«  =  106  12  49-3 

^,  =  0  034832  0s  =  286    4  6-5 

Das  auffallende  Zusammenfallen  der  Winkelwerte  Q^, 
Qiy  Qti  welche  der  Reihe  nach  die  SL  derjenigen  größten  Kugel- 
kreise bedeuten,  welche  durch  den  IV.  und  VI^  den  I.  und  VI. 
und  den  I.  und  IV.  Normalort  gelegt  werden,  zeigt  zur  Genüge» 
wie  wenig  die  geocentrische  Bahn  von  einem  größten  Kreise 
abweicht  Der  Näherungswert  für  ilf,  welcher  sich  aus  der 
Formel 

il/o  =  ^:  iogi\/=logiWo±0-04(Ö,-öa) 

ergibt,  wird  unter  der  Bcrückhichligung,  dass  das  zweite  Glied 
rechter  Hand  in  dem  Ausdrucke  für  M  negativ  wird: 

  log     =  0  •  430  706, 

1  Über  die  Bestimmung  der  Bahn  eines  HimmeUkörpers  aus  drei  Beob* 
achtungen»  von  Prof.  Dr.  £.  Weiß,  Denk.schriflen  der  k.  Akad.  der  Wissensch, 
in  Wien»  Bd.  LX,  1893.  —  Ober  die  Bestimmung  von  M  bei  0  Ibers'  Methode 
der  Berechnung  einer  Koitietenbahn,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  Aus* 
nahmefalK  von  Prof.  Dr.  E.  Wei0.  Diese  Sitzungsber.»  Bd.  XCII»  1883. 
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während  der  wahre  Wert,  wie  er  aus  der  definitiven  Bahn- 
bestimmung  hervorgeht,  ist: 

log  Af=  0-424386. 

Diese  bedeutende  Annäherung  wird  bei  der  Oppolzer'schen 
Methode,  j^anz  abgesehen  davon,  dass  der  Wert  lür  das  Cor- 
rectionsglied  m  erst  später  im  Verlaufe  der  Rechnung  ermittelt 
werden  kann,  in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  erreicht. 

Die  Weiß'sche  Formel 

itf=Afo=fcO-04(Öj-ß,)' 

ist  eigentlich  eine  Näherung,  welche  sich  aus  dem  etwas 
genaueren  Ausdrucke 


stn  OL 

unter  der  Annahme 

a  =  10" 

ergibt.  Dieser  letztere  Wert  wird  natürlich  nicht  in  jedem 
gegebenen  Falle  den  Verhältnissen  genau  entsprechen  können, 
weil  er  ein  Mittelwert  ist,  welcher  sich  an  die  meist  ziemlich 
viel  von  einander  verschiedenen  Umstände  der  Bahnbestim- 
mungen  gleich  gut  anpassen  soll.  Wie  glücklich  aber  die  Wahl 
gerade  dieses  WinkeKvertes  für  a  war,  zeigt  der  Umstand,  dass 
es  nur  der  geringfügigen  Änderung  von 

+  16'2 
bedarf,  um  mit  dem  so  corrigierten  Werte 

a=:  +ir  4'  lÜ-2 

sofort  den  wahren  Wert  von  .1/  zu  erhalten. 

Die  erste  Bahnbestimmung  versuchte  Prof.  H.  Kreutz  auf 
Grund  der  Beobachtungen: 
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Nizza  (J avelle)  .  . . 
Straßburg  (Kobold) 
München  (Vi  lüg  er) 


Juni  IV^ 
Juni  20 
Juni  21 


Sie  ergaben  al'?  provisorische  Elemente  (»Astronomische 


T=  1808  Juli  0-238  mittl.  Z.  Berlin 
<A—     7*  3(3 '4  ) 

£  =  278   M  -0    mittl,  Aqu.  1898*0 
/  =  166   44-8  ) 
log^  =  0-20042. 

Wie  Prot".  Kreutz  selbst  bemerkt,  konnten  diese  Elemente 
schon  wegen  des  Umstandes,  als  sie  die  Darstellung  des 
mittleren  Ortes  in  der  Länge  nur  bis  auf  H-O'S  erreichen,  bloß 
als  rohe  Annäherung  betrachtet  werden.  Thatsächlich  weichen 
dieselben  von  den  definitiven  Elementen  in  einigen  Bestim- 
mungsstücken ganz  beträchtlich  ab. 

Aus  den  Beobachtungen: 


leiteteJ.Lagarde  folgendes  neue  Elementensystem  ab(Comptes> 
rendus,  1898,  Nr.  20): 

Tz=.  1898  Juli  26- 1.523  mittl.  Z.  Paris 
0)  -    22°  r>0'24"  I 

4fe=:278    17  21      mittl.  Aqu.  18Ü8-0 
#=:  166   :>\  1  ) 
log^  =  017036. 

Dasselbe  ergab  eine  recht  bclriedigcnde  Darstellung  des 
mittleren  Ortes  von 


LCinen    schon    weitaus    uiiVUcren    B»>gen    unifas>cn  die 
Elemente,  welche  J  avelle  in  den  -.Astronomische  Nachrichten« 


Nachrichten«,  Bd.  14t),  S.  360): 


Paris  (Bigourdan) 
Paris  (Bigourdan) 
Paris  (Fayet)  . . , . 


Juni  19 
Juni  21 
Juni  23 


cos  ß  Ja  —  4-3" 
i/ß  =  -1 
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Bd.  147,  S.  13,  veröffentlicht  hat.  Sie  beruhen  aul  den  Beob- 
achtungen Javelles  vom  19.,  24.  und  29.  Juni  und  lauten: 

r=  1808  Juli  24-894  mittl.  Z.  Paris 

ß  =  278    17-2  [  mitttl,  Äqu.  1898-0 
1=166   51  o) 
log  ^  =  0- 17734. 

Die  letzten  Elemente  hat  Dr.  A.  Stichtenoth  berechnet 
(»Astronomische  Nachrichten«,  Bd.  147,  S.  123)  aus  den  Beob- 
achtungen: 

Paris  (Bigourdan)  und  Toulouse  (Kossar d). . .  Juni  19 

Besan9on  (Chofardet)   Juni  29 

Straßburg  (Kobold)  Juii  18 

T—  1898  Juli  25-:)504l3  miltl.  Z.  Berlin 
<o  =    22*"  24'  35'4  | 

Ä  =  278    17    U-8     mittl.  .Äqu.  1898-0 
/—  H>6  7)1     1  -2  ) 
log^  =  Ol  76460. 

Die  Darstellung  des  initiieren  Ortes 

cos,3i/X  -  H-0'4 
^/,3  =  ^2-3 

muss  eine  ausnehmend  gute  genannt  werden  und  thatsächlich 
bedeutet  dieses  Elementensystem  eine  so  bedeutende  Annähe- 
rung an  die  wahre  Bahn,  dass  es  ohne  weiters  der  Berechnung 
der  Ephemeride  zur  Bildung  der  Normalorte  zugrunde  gelegt 
werden  konnte. 

Zum  Schlüsse  dieser  Einleitung  gestatte  ich  mir,  allen 
Astronomen,  weiche  mich  durch  Übersenduni;  \on  N  cr^lcich- 
sternörtern  oder  Beobachtungen  de>  Kometen  unterstützt 
haben,  sowie  iiT-besondcre  Herrn  Hofrath  Prof.  Dr.  \i.  Weiß 
iür  seine  freundlichen  Kathschläge,  meinen  besten  Dank  aus- 
zusprechen. 
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§•  2. 

Im  Anhange  zu  seinen  oben  angesetzten  Elementen  gibt 
Dr.  A.  Stiebten oth  für  die  rechtwinkeligen,  heliocentrischen 
Aquatorcoordinaten  des  Kometen  folgende  Ausdrücke: 

X  =  [0- 165  166]  sin  («/-hiya"  54'  14'0)sec^  ^  , 

y  zz  [0- 146  770J  sin  (v+'^JS"  49'  48-0)sec2  —  , 

2 

z  =  [9-802241]  sin  (f;+3l3*  37'  17'5)sec«^. 


Mit  Hilfe  dieser  Werte,  in  welchen  die  eingeklammerten 
Coefßcienten  logarithmisch  zu  verstehen  sind,  wurden  die 
rechtwinkeligen,  geocentrischen  Coordinaten  für  jede  mittlere 
Mittemacht  Berliner  Zeit  des  ganzen  Beobachtungszeitraumes: 

Juni  19  bis  August  10  sechsstellig  gerechnet,  wobei  die  Werte 
für  die  rechtwinkeligen  Sonnencoordinatcn  dein  ■  berliner 
asiron« )rnischen  Jahrbuche-  enllehnl  wurden.  Die  Ephemeride 
gibt  bülurl  die  jeucilii;en  waliren  Örter  des  Kometen.  Da  die 
höheren  Differenzen  bis  zum  26.  Juli  ziemlich  beträchtlich 
blieben,  so  wurde  die  Ephemeride  für  den  Zeitraum:  Jimi  19 
bis  Juli  26  in  die  Mitte  interpoliert.  Die  Aberrationszeit  ist  in 
der  vorletzten  Columnc  angegeben,  und  zwar  in  Tages-Bruch- 
theilen.  In  der  letzten  Columne  ist  Hir  jeden  vierten  Tag  der 

Heiligkeiiscoefricient  — ! —  numerisch  angesetzt. 


Digltized  by  Google 


Bahnbesiimniung  des  Kometen  1S9ÖV. 


239 


o 
o 


90 


■r  C 

r  to  "= 

.=  s  1* 

—  3 


g 

00 

CO 

00. 

i 

o 

3 

o 

1 


30 

ö 

I 


o 

I 


o 

s 

ö 

I 


30 


C4 

ö 


«1 


2 
o 


CO 

a 

Co 


04 


9 


c* 


5^ 


o 

t  - 

-j: 

x 

»■ 

m 

CO 

X 

kA 

eo 

<» 

0» 

00 

00 

« 

O 

I  1  I   I  1  I  I   i  I  I  I  I 


u 


X 

-1" 

«4 

^— ■, 

t 
-t 

n 

-r 

Cl 

cc 

t 

eo 

«s 

91 

tO 
CO 

Cl 

Iß 

eo 
^« 

eo 

;d 

e 

Ol 

e>i 

i  I 


O  — 
• 

00  o 

—  eo 

■ 


06 


eo 

9 

in 

94 

M 

O 

to 

« 

• 

« 

o 

CM 

Cl 

-r 

t>- 

00 

*^ 

I   1   i   1   I  1 


I  I 


a 


X 

CO 

!>>- 

X 

r» 

Cl 

«> 

00 

<D 

«9 

tfO 

«0 

»1 

• 

M 

Iß 

a 

n 

c? 

CO 

«4 

91 

o 

O 

M 

1.0 


c 

3 


CO 


•r 

-r 

O 

M 

00 

f 

«0 

04 

—        —  Cl 


C      ift  c 


—       —  Cl 

C4     ei  Cl 


Cl 
Cl 


«.. 


Cl 


Cl 


Cl 


240 


A.  Hnatek, 


o 

I 


9 


© 

I 


o 


o 

I 


o 

I 


o 


52 

IC 
O 


2 

9 


00 

8 


CS. 


«0 


?1 

X 
40 


I  > 


CO 


X 

( - 

71 
I  - 


00 

00 

9Z 

o 

1«. 

00 

« 

« 

-t 

« 

«9 
M 

X 

1^ 

1 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

=4 


OD 


CO 

e 


X 


X 


Ol  O 

1(3  « 


X        iT        X        X        —  70 
04       «       IC       »I       9  Ol 

o»  rt  -r 


<M       —  — 


o      «      —  Sl 


o»  -< 
0>  Ol 

I  I 


c  — 

Ol  — • 


M 


00 

Ol 

Ol 

c 

*a 

1 

2    g  = 

«  ■         «  • 

^     c»     •*  »>■ 


9 

* 

00 


oc 


oc 

«h-  C 


Ol  Ol 
30  t>. 


50 


30  X 


I     !     I     I     I     I     I     I     I     I  f 


<o 

X 

X 

(  - 

X 
7  ) 

ö 

Ol 

Ol 

*^ 
«ft 

« 

Ci 

Ol 

2 

—  -X  -r 
r:      ac  O 


o» 


3C  — 


30 

Ol  — 


5C 


X 


3 


Ol 


c 

3 


Ol 


Ol 


Ol 


?l  Ol 


Ol 


00 

Ol 


00 
Ol 


Ol 


Ol 


.  -d  by  Google 


hahnbestimmung  des  Kometen  1898V. 


241 


sc  O  lA  if»  9 

—           M            M  eo  ■«I«  in  5 

§c9             K  CO  n  CO 

g       I  8  8  5  8 

0  ö          c  ö  o  ö  ö 

1  !         I  1  I  I  I 


X 


a» 


ac 

3C 


lÄ 


CO 
CO 


o 

M 
00 


cc 


g 

«o 


in 


(0 


CO 


X 

-r 

o 

« 

CM 

T 

-r 

-r 

CO 

O 

Cb 

O 

CO 

ift 

M 

m 

in 

«0 

»1 

X 

M 

M 

cc 

-r 

T 

cz 

w  • 

CO 

n 

Cl 

Ol 

Cl 

Cl 

C4 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

M  »1 


Cl 

t 

3i 

ac 

iC 

O 

Cl 

X 

CS 

X 

CO 

Cl 

Cl 

c» 

Cl 

Cl 

Sä 

t>. 

1« 

Cl 

m 

eo 

0» 

»Ä 

X 

eo 

CO 

t 

« 

Iß 

9 

00 

90 

t» 

CP 

CD 

tf3 

I  I 


I  I 


I   1   j  I 


I  I 


«• 

oc 

o 

%ti 

2 

s 

eo 

eo 

eo 
e> 

Ol 

m 

■ 

Cl 

C4 

X 

■ 

Cl 
T 

Cl 

r  1 
r  1 

et) 

-r 

• 

cc 

Cl 
Cl 

-r 

Cl 

s 

1- 

1— 

o 

I    i    I    i    i  i 


i    1  1 


«0 

e4 

Ol 

CO 

Ol 

M 

s 

to 

O 

*- 

• 

* 

• 

* 

* 

* 

CO 

Ol 

o 

00 

Ö) 

Ö 

04 

CO 

eo 

l« 

Ol 

• 

-P 

o 

Cl 

«C 

Cl 

-r 

■A 

t 

t 

CO 

Ol 

•A 

<D 

Iß 

c 

o 

ca9<eoco*f<^(ftin««9h>t^oooo 


243 


A.  Hnatek, 


1  w 

CO 

ec 

« 

■y  >■  ^ 

.=  «  « 
H 

t  o 

*  ^J 

CO           —           i?s           o;  «e 
OJ             O             —  3* 

CO                 W                 "l*                 "t"  ^ 

8       8       8       S       S  i 

•  ••••• 

0  o         o          o          o  c 

1  [       1       1       i  i 

V 

C>J              fc*              O              55  O 

eo           r«.                        ^  — 

00           S           8           tC           ^  ^ 

«»■*•• 

o         o         o         o         o  o 

05             i-*:             o  v4 

1-               -•               1».               lÄ               C5  O 

CO                 —                l»                 p                »«  O 

—                  75                                       5  $ 
OC                 CO                00                 X                 X  00 

■  •«••• 

05                  9                 O                 05                  05  9 

ä 

e>     ei     —     —     o     c      St.     Oi     X      X     1^  o 

+  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  + 

o  « 
t-  1 

i»             3v     >r:      Ol      *j"      ' »      "f     r-»      X     CO  — <  c- 

•-^MCaor^O«Dcs>t«90c::o 
cc     —     Ä     ca           ^     M           «t           —     «.i  eo 

1       1       1       1              II              Ii              i  1 

I.  Differenz 

(f>«00iOa099»45'<tiA-"OC4 

f     1     1     1     1     1     i     1     1     1     1     !  ) 

es 

o 

u 

x: 

ift     o     -r     L':     05            c:     ®            CO     00     t~  t>. 
coo«5wt0't'rot-.wi05^ 

f 

X           C5     «f     o           —           -t     c     fr»     «  o 

Datum 

O      »O      O              O              C      lO      O      «5      O      lÄ  o 

1  "3 

Digiiizuu  Ly 


Bahnbe.Htimmung  des  Kometen  ISOSV*. 


243 


c 


• 


CO 


e 
I 


o 

I 


I 


o 

I 


o 


o 

I 


1^ 


o 

I 


o 
I 


3 

8 


o 


o 
ac 


«9 


CD 


o 


Iß 

ec 


(D 


«D 


8 

9 

o 


-r 

X 

X 

oc 

O 

•r; 

CO 

o 
t 

O) 
T 

-r 

o 

t- 
CO 

in 

« 

Vi 

» 

c 

o 

O 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

f 

+ 

+ 

4-1 

O 


CO 


CO 

O 

T 


IS  — 


*  — 


»O       O»  «5  — 


30 


CO 
CO 


00 


9  00 

I  I 


CO 


CO     06     ec  c 

CC  CO 


04    e  oc 


e«9 


CD 
9t 


I  I 


QO 

5 

CM 

«-^ 

CO 

m 

oo 

00 
lO 

M 
E» 

s 

t* 
•* 

5 

•> 

Co 

T 

-r 

X 
CO 

?> 

CO 

o 

«o 

O 

tÜ 

CO 

ei 
»o 

X 
-T 

•«*• 

• 

M 

Ol 

o 

CM 


t»  n 


$ 

10 


M 

'S 

Ci 

o 

oc 

0» 

CO 
CD 

00 

o 

CM 

CO 

CO 

■ 

m 

o 
-* 

• 

• 

CO 

• 

00 
CO 

• 

• 

o 
o» 

• 

• 

• 

CO 

^3 

«0 
T 

s? 

«0 

5 

tc 
tn 

CD 

eo 

CO 

Ol 
CO 

o 

CO 

QG 
Ol 

CM 

91 

«n 

•o 

o 

CO 

t- 

00 

00 

5j 

Digrtized  by  Google 


244 


A.  Hnatek, 


^1 
-1 


>  c 


G» 


91 


o 


o 

l 


o 

I 


9» 

1 

in 

o 

00 

o 
c 

« 

8 

o 

1 

o 

1 

t 

ö 

1 

OD 

»1 

c» 

T 

CD 

« 

* 

O 

I- 

• 

c 

* 

o 

b 

o 


1* 

TO 

■ 


0-. 
9» 


X 
9 


CO 

SS 
o 


CO 
•19 


X 

Ol 
CD 


o 


-r 

Ö» 

ei 

ac 

oc 

00 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

CS 


+  + 


03 

« 

* 

»rs 

91 

t 

O 

-r 

« 

0 

o 

91 


91  — 


tfi 


00 

* 


00 


00 


00 


c 


Ol 


91 


91 


91 


o 

91 


30 


00 


I  I 


I  I 


p 


9* 

ac 
tti 


o 

w 

94 
91 

HO 

« 

« 

« 

9 

f 

M 
91 

X 

1 

00 


« 


s 

ao 


91 


o 

O 

o 

m 

* 

• 

« 

• 

«♦» 

f 

1(9 

91 

91 

91 

91 

91 

9» 

91 

iß 

Ifl 
3 


9 


Digrtized  by  Google 


Bahnbestimmung  des  Kometen  1806  V. 


245 


tc 
1 


i 


o 

l 


o 

I 


o 

I 


t  ?  t 


»1 

9C 


5g 

3C 


«1 

96 


W 


30 


90 


oe 
ao 


30 


2 


00 

3C 

m 

CO 

04 

0» 

1': 

CO 

3» 

P5 

»« 

i« 

-jr. 

•r 

91 

I» 

CO 

-f 

04 

Osl 

B 

■ 

• 

■ 

« 

« 

i 

o 

o 

O 

ö 

O 

00 

* 

»1 


^1 


X 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


CD 

O 

M 

0» 

« 

m 

• 

* 

O 

ö 

•r 

t 

Iß 

in 

X 

• 

1 

l 

! 

i 

91 


o 

« 

QC 


CO 

o 


4 

00 


n 


* 

94 


I 


o 

! 


l 


91 
SX 

ae 

91 

9» 

*- 

r> 

» 

• 

00 

• 

■ 

91 

« 

94 

• 

ei 

BO 

L 

aC 

-r 

Iß 
f 

f 

•r 

CO 

91 

• 

p: 

VN 

Ii» 

lA 

* 

• 

• 

« 

• 

90 

• 

• 

o 

ei 

CO 

Siixb.  d.  tB*them.'natttrw.  d. :  CX.  Bd.,  Abth.  II.«. 


17 


Digitized  by  Google 


244 


A.  Hnatek, 


•>  e 
£  y  y 
-  ;t~ 

5 

h  -r 


■3i 


ö 

I 


CO 

i 


4D 


00 


ei 

00 


o 

i 


I  - 
X 

Ix. 


I 


x. 

I- 

O 

(0 

X 

c» 

»1 

cc 

tP 

o 

o 

• 

• 

« 

• 

o 

5 


M 

1  - 

CO 

• ' 

r» 

1^ 

• 

v: 

-f. 

X 

cc 

f. 

1  ~ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

oc 

00 

00 

« 

* 

* 

• 

• 

• 

OO 

»1 

ec 

Kfi 

-r 

CO 

<c 

CO 

« 

f 

o 

IC 

-r 

ec 

0 

r- 

-t 

« 

I  I 


CO 

■r. 

CO 

«v4 

X 

1^ 

x 

Ol 

X 

«■ 

* 

• 

* 

* 

« 

O 

M 

■ 

i   I   I   I   I  I 


9> 


5C  1^ 


OS  — 


C3 


« 

94 
»1 


f 


5>1        ^  — 


CC 

« 

CO 


CO 


<*5 


• 

30 


« 

o 

• 

• 

-p 

Cl 

Cl 

Cl 

Cl 

•  * 

1*?  < 
Cl  et 


Cl 


CD 
Cl 


ift 

•C' 

P 


lA 

* 


U5 


Digrtized  by  Google 


Babnbestiramuni?  des  Kometen  1898  V. 


245 


40 

o 


■ 


Ö 


30 


I 


1^ 

C5 


5 
ö 


o 


?  t  ? 


i 


i 


X 


0» 

öS 


90 


9 


IC 

äö 
O 


4.1 

90 


X 


»1 


PI 


* 


Ol 


X 

* 


1" 


64 


X 


+ 


+ 


+ 


+ 


?1 

9* 


CO 

* 

»1 

Iii 


ot 


* 

•r 

* 

o 

X 

ei 

« 

I 


Ol 


Ol 


Ol 


• 

09 

o 

Ol 

• 

Ol 

• 

X 

* 

•o 

o 

o 

c 

1 

I 

1 

1 

1 

X 


Ol 
X 


o 

I 


OJ 


Ol 


Ol 


X 

3 
St 
9 
< 


« 


Ol 


X9 


1.^ 


Sttib.  d.  iiifttbefli.-ii*turw.  CL :  CX.  Bd.,  Abth.  ILa. 


17 


Digrtized  by  Google 


246 


A.  Hnatek, 


§.  3. 

(Jm  die  Positionen  soweit  als  möglich  mit  dem  System 
der  Zonen  der  »Astronomischen  Gesellschaft«  in  Einklang  zu 
bringen,  wurden  alle  jene  Sternwarten,  welche  an  der  »Süd- 
lichen Durchmusterung«  der  astronomischen  Gesellschaft  be- 
theiligt sind,  um  Überlassung  wenigstens  vorläufiger  Positionen 
für  die  Vergleichsterne  ersucht.  Die  Rechnungen  waren  aber 
nur  an  den  Sternwarten  zu  Cambridge  U.  S.,  Straßbü;^;, 
Washin<;ton  und  Wien  (Ottakring)  soweit  gediehen,  dass  ihnen 
die  Positionen  für  die  in  F'raLje  kommenden  Steine  entnommen 
werden  konnten.  Seitens  der  -v.  KutTner'schen  Sternwarte«  zu 
Wien  (Ottakrin!^)  sind  die  endgiltigen  I'ositioncn  sogar  schon 
publiciert  und  konnten  die  Urtcr  für  die  in  dieser  Zone  — 
bis  —  Ic"  . -enden  Sterne  daher  sofort  dem  III.  und  IV.  Bande 
der  Pubiicationen  dieses  Institutes  entlehnt  werden. 

Die  Sternwarte  zu  Algier,  in  deren  Zone  leider  eine  ziem- 
lich beträchtliche  Anzahl  von  Vcrgleichsternen  fällt,  war  bei  dem 
derzeitigen  Stande  der  Reductionsarbeiten  nicht  in  der  Lage,  mir 
Positionen  aus  der  »Südlichen  Durchmusterung ^<  zu  Überlassen. 
Gerade  unter  diesen  Sternen  ünden  sich  einige,  welche  wegen 
ihrer  geringen  I  klligkeit  nur  im  .Argelander-WeiO-Kataloge  zu 
finden  waren.  \'on  einigen  derselben  fandeii  sich  in  den  Meridian- 
beobachtungen der  Sternu'arte  zu  Bordeatix  genaue  Positionen. 

An  alle  Steinorter  wurden  die  \-on  Auwers  in  den  -Astro- 
nomischen Nachrichten  ,  i^d.  l.'U  und  1  1.'^.  gegebenen  Cor- 
rectioncn  zur  k'cduciion  der  I'ositionen  auf  das  System  des 
Fundanientalkataloges  Jer  .".sir( •noni:--chen  Gesellschaft,  welclie 
in  einigen  Fallen  ziemlich  hohe,  nicht  zu  vernachlässigende 
Werte  erreichten,  angebracht,  so  dass  —  abgesehen  von  den 
wenigen  Sternen,  welche  nur  im  Kataloge  von  Argelander- 
Weiß  zu  finden  und  in  die  seitens  der  Bordeauxer  Sternwarte 
vcrjfnstalteten  Nachbeobachtungen  der  Sterne  dieses  Kataloges 
nicht  aufgenommen  worden  waren  —  wohl  alle  V'ergleichsterne 
einerseits  durch  die  Zonenbeobachtungen  aus  der  »Südlichen 
Durchmusterunj^-  der  astronomischen' Gesellschaft  oder  ander- 
seits durch  eine  gi'Dl.'cre  An/.al;i  gi;;c'',  auf  v1;ls  System 
des  l''undainL'ntaIkataIo;;-.;>  rv-iiiicicrlcr  Kalalt^gpositionen  voll- 
kommen gesicbcrl  ci.^clicii.cn. 
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In  der  folgenden  Zusammenstellung;  ist  neben  den  AR 
und  D  auch  die  jeweilige  Epoche,  weicher  der  Ort  entspricht, 
sowie  die  Anzahl  der  Beobachtungen  (Zonen  bei  den  Positionen 
aus  der  »Südlichen  Durchmusterung«),  aus  denen  er  abgeleitet 
wurde  und  endlich  das  Gewicht  beigefügt,  mit  welchem  er  bei 
der  Bildung  des  angenommenen  Ortes  eingeführt  wurde.  Von 
mehreren  Sternen  konnten  Eigenbewegungen  abgeleitet  werden 
und  sind  bei  diesen  die  angenommenen  Positionen  bereits  für 
uj  criialtenen  Woric  ocr  l'^igcnbcwcgungen  conigicrt.  Die 
Grundlagen  für  die  iicsuminung  der  Eigenbevvegungen,  sowie 
andere  Anmerkungen  folgen  am  Schlüsse  der  Tabelle  und  sind 
die  bftreftenden  Sterne  in  der  letzteren  durch  ein  Asterisl< 
gekennzeichnet. 

Für  die  Kataloge  wurden  folgende  Abkürzungen  verwendet: 


AWe   Katalui;  der  Ar^clandcr'schcn  Zonen  von  — 15  bis  — 31,  von 

Dr.  Edm.  Weiß. 

BBVI  Bonner  Heobachtunt^en,  Bd.  VI. 

Cap^   Catalogu«  uf  4B10  stars  for  the  cpoch  ISöO. 

Cap))5  Catalftgue  of  171H  stars  for  the  epoch  188». 

Cinc  ........  Zont.>catii!oL!Uc  f>f         stai  s  for  the  cpoch  18.H5. 

Cord,,,.....  Tliü  .Ar^cntine  General  cataloL;iic. 

(jott^  ,  Zweites  <.iölt:iii;cr  Stcrn\  erzcichui--. 

Lrii   .\  catalo.mic  of  Ihosc  stars  in  'Jic  Hisloire  Celeste  fraiieaiso  "f 

Jtiiümc  DcslanJrcs.  for  wich  t;iMcs  of  kcdiictiim  tu  ihe  cpoch 
1800  have  becn  publibhcd  by  Prof.  Schumacher. 

M,  .  Erstes  Mtinchcncr  Stemverseichnis»  enthaltend  die  mittleren 

örter  von  13200  Sternen. 

N}   Zweites  Münchencr  Sternvcr/eichnis.  enthaltend  die  mittlerem 

Öfter  von  33082  .Sternen. 

K.r   ("atalo.t;ue  Je  i'i.hs,ervatoiri.-  Je  Pair-.. 

Kad^   .   !<:idcliffc-cataloL;(;c  of  0124  sturs  fov  iIk  epneh  ISHO. 

^wn  t'em  ....  .AiialcsdcIlnstitutt)y(>bs-.-rvatonoJoMaritiadeS.Kernando.  1893. 

Schj   Schjellerup:  Veizcichnis  v<m  loooo  Kixstcrncn. 

Si   .'^antini:  P<»sizio:ii  meJie  v'.i  '_''_'4(;  steile. 

Weisse   I'osiliuiies  inediac  ^steihkrum  lixaruiu  in  Zuiii^  Kc^iutnontanis  a 

Bessciio  intcr  — 13  et  -4-1."»  Dcclinationis  obscrvatarum. 

Wtn  Zoncs  of  stars  observed  at  the  United  States  Naval  observatory 

with  the  mcridian  transit-instrument  in  the  years  184(),  1847» 
1848  and  1840. 

Wt   Zolles  uf  Stars  '>bset  vcd  ai  the  United  States  Nnval  obscrx-atory 

wilh  the  tiuiral  circlc  in  the  years  1840.  IS  |7.  I84S  aiiJ  1849. 
Vam........   Variiail-   ("atulugue  of  sta:>  i)h>crved  at  the  Ünilcd  .SlatcS 

Naval  obscTvntory  during  the  years  1.S4.")  to  IS77 

17* 


Digrtized  by  Google 


248 


A.  Hnatek, 


Nummer 

Autorität 

Mag. 

1 

■ 

La]  25350 

8*0 

1 

Par  168«)7 

M,  i>481 

S-0 

Par  10807 

Schj  4905 

S-5 

rar  looUi 

Uora  louuU 

n  ö 

Strafiburg 

Z 

.Mj  yr)o4 

1  yj  '} 

•Mo 

Straüburg 

3* 

M,  9576 

10*0 

Schj  4949 

8'5 

Strafiburg 

4 

Weisse  AiUt  toA 

atraiiDurg 

5* 

b  f\        '  i  o  o  ^  1  - 
DU    — ö  OO-iO 

D 

Lal  2r)ö8i 

M,           9h 1/ 

7-0 

Par  1 

S-0 

Schj  Oy 

8-0 

Warschau 

H-U 

Slraliburg 

7 

Lal  26198 

6-5 

Par  17565 

6-0 

»  » 

Cord    1 93Ö9 

00 

Radj  3711 

7-0 

Ott.  Z.  4»,  24y 
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A,  Hnatek» 


Bemerkungen  zu  den  Vergleichsternen. 

Stern  3.  Aus  den  angeführten  Positionen  würde  sich  eine 
Eigenbewegung  von 

Straliburg— Mj   +0-U132  —0-070 

Siraliburg — Schj   — 0  063 

Mittel...  +0  0132  —0067 

ergeben,  doch  wurde  dieselbe  wegen  der  geringen  Anzahl  der 
benutzbaren  Positionen  nicht  angebracht. 

Stern  5.  Refractoranschluss  an  Stern  4  durch  Javelle 
ausgeführt. 

Stern  14.  Die  Eigenbewegung  wurde  folgendermafien 
abgeleitet: 

M,— La!  — 0»0042  — 0'0288 

y  (Par + Mj,)  -Lal   -  0  •  004 1       — 0  •  0588 

y(Rad3+0tt)— Lal  —0-0049  — 

4"  (Rad,+Ott+San  Fem)— Lal .       —  —0  0525 


Mittel...  —0-0044       —0  0518 

M,  gibt  den  Stern  uii)  4"  nördlicher  und  daher  den  P>etrag 
der  Eigenbewequnp  in  D  bedeutend  \  ermindert.  Pjei  der  schonen 
Übereinstiinmuni;  unter  den  Positionen  der  anderen  Kata!o£^e 
konnte  angenommen  werden,  dass  der  Beobachtung  in  M,  em 
Fehler  anhafte.  Daher  wurde  das  Mittel  in  D  unter  der  An- 
nahme abgeleitet,  dass  die  aus  Mj  gefundene  Eigenbewegung 
nur  den  dritten  Theil  des  Gewichtes  der  anderen  Bestimmungen 
besitzt. 

Ebenso  scheint  die  Position  des  Kataloges  von  San  Fer* 
nando  in  AR  fehlerhaft  zu  sein.  Vielleicht  ist  die  dortige  An- 
gabe um  +1'  zu  verbessern.  Da  sich  die  Ursache  der  Nicht- 

Übereinstimmung  nicht  ermitteln  ließ,  wurde  dieser  Ort  in  AR 

ausgeschieden. 
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Stern  19.  Refracloranschluss  an  die  drei  anderen  Steme 
durch  J  a  V  e  n  e  ausgeführt.  Leider  gibt  J  a v  e  U  e  die  Anschluss- 
steme  nicht  an,  so  dass  die  Position  nicht  überprüft  werden 
konnte. 

Stern  21.  In  AR  wurde  eine  Eigenbewegung  im  Be- 
trage von 

Mg—   —0^0149 

Mj— Gott,   —0-0173 

Mittel...  —0-0161 

abgeleitet.  Der  Ort  von  Mj  scheint  in  D  mit  einem  größeren 
Fehler  behaftet  zu  sein  und  wurde  daher  weggelassen. 

Stern  31.  Um  constantc  Zonenfehlcr  zu  ennittcln,  wurden 
aus  jed  ir  der  beiden  Zonen  ungefähr  10  Sterne  mit  Sternen  aus 
dem  AV\'e-l\ataU\L;e  verglichen.  Das  Resultat  war  aber  zu 
zwei lel halt,  als  dass  es  hätte  \'erlraucn  finden  k(>nncn. 

Stern  36.  Von  Antoniazzi  (i^aUua)  an  Stern  39  ange- 
schlossen. 

Stern  47.  Von  Javelle  an  Stern  48  angeschlossen  und 
um  die  für  den  letzteren  sich  ergebende  Eigenbewegung  cor> 
rigiert 

Stern  48.  Aus 

-^(Cord+Radj)— Lal 

ergab  sich  eine  Eigenbewegung  von 

— 0'0029  -0M59. 

Stern  52.  Refractoranschluss  an  Stern  51,  ausgeführt 
durch  Kortazzi  in  Nicolajew. 

Stern  53.  Die  Positionen  ließen  folgende  Eigenbewegung 

ableiten: 

AWe— Lal   — 0?0206     — 0M82 

-^(Cord+Cinc)— Lal  —0-0198     — 0-182 

Mittel...  —0-0202  —0-182 

Sii2b  d.  matbeiii.>naturw.  Cl.;  CX.  Bd..  Abth.  II.  a.  18 
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Stern  56.  Die  angeführten  örter  ergaben  in  D  folgende 
Eigenbewegung: 

Cinc— M,   —0-984 

Radj-^Cinc  ;   —0-671 

Mittel...  —0-775 

Da  der  Zeitraum  zwischen  Cinc  und  nur  gering 
(2  Jahre)  ist,  so  wurde  der  daraus  abgeleitete  Wert  nur  mit 
halbem  Gewichte  verwendet.  Rad,  gibt  für  diesen  Stern  eine 
Eigenbewegung  von  — I'IOO.  Zur  Correction  des  Sternortes 
wurde  das  Mittel  aus  der  Eigenbewegung  nach  dem  Radcliffe- 
Katalog  und  dem  oben  für  dieselbe  abgeleiteten  Wert,  also  der 
Bclrag  — 0'937  angenommen. 

Stern  37.  Eine  Eigenbewegung  ergab  sich  in  tolgender 
Größe: 

Yam-Lal   -  — 0'039 

(Cord+Cinc)— Lal  — 0?0124     — 0-0S4 


Mittel...  —0-0124  —0*069 

Der  Z.Weiten  Bestimmung  wurde  bei  der  Bildung  des  Mittels 
doppeltes  Gewicht  gegeben. 

Stern  59.  Von  Bigourdan  in  Paris  an  Stern  57  ange- 
schlossen. 

Die  Beobachtungen  dieses  Kometen  finden  sich  publiciert 
in  den  »Astronomischen  Nachrichten«,  Bd.  146, 147»  148.und  149. 
in  den  »Comptes-rendus«,  Bd.  126,  127,  128,  im  »Bulletin 
Astronomique«,  Bd.  15,  und  im  »Astronomical  Journal«*. 
Bd.  19. 

In  der  folgenden  Zusammenstellung  ist  die  Bedeutung  der 

einzelnen  Cokiinnen  woiil  aus  der  Überschrift  ersichllicli  und 
bedarf  es  daher  nur  noch  der  Erwähnung,  dass  die  Werte  für 
die  Parallaxen  in  AR  und/)  mit  Hüte  der  aus  den  Stichtenoth'- 
schen  Kiementen  sich  ergebenden  Werten  für  A  gerechnet 
wurden. 
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§.  5. 

Alle  Beobachtungen,  die  von  einem  Beobachter  während 
einer  Nacht  angestellt  worden  waren,  wurden  nun  zu  Mittel- 
werfen vereinigt.  Beim  Vergleiche  der  Beobachtungen  mit  der 

aus  dem  Elenientensystcnie  von  Dr.  Stich tenoth  gerechneten 
und  gleich  eingangs  angesetzten  Ephemeride  mussten  stellen- 
weise sogar  noch  die  dritten  Differenzen  berücksichtigt  werden, 
troizdem  die  Ephemeride  bereits  auf  halbe  Tage  interpoliert 
worden  war. 

In  der  folgenden  Zusammenstellung  der  Differenzen  im 
Sinne  »Beobachtung — Rechnung«  gibt  Columne  1  den  Beob- 
acbtungsort,  Columne  2  das  Datum  und  die  mittlere  Berliner 
Zeit  der  Beobachtung,  vermindert  um  den  für  die  Aberrations- 
zeit entfallenden  Betrag,  in  Tagesbruchtheilen.  In  den  nächsten 
zwei  Columnen  endlich  sind  die  Differenzen  »Beobachtung — 
Rechnung,  also  Aa  und  AS  angesetzt  Die  Bildung  von  Aa  cos  $ 
war  wohl  überflüssig,  da  die  Declination  während  des  Zeit- 
raumes, über  den  sich  die  einzelnen  Normalorte  erstrecken, 
nur  sehr  ^L;cringfü^iycn  Änderungen  unterworfen  war  und  sich 
der  Kuniet  überdies  während  der  ganzen  Dauer  seiner  Sicht- 
barkeit nur  so  wenig  vom  Äquator  entfernte,  dass  diese  Multi- 
plication  in  keinem  Falle  eine  nennenswerte  Änderung  des 
Wertes  von  Aa  zur  Folge  gehabt  hätte. 

Eine  in  der  ersten  Columne  dem  Beobachtungsorte  bei- 
gefügte Ziffer  deutet  auf  eine  Bemerkung  am  Schlüsse  der 
Tabelle. 


Beobachtung— Rechnung. 


T  

Reobachtungsort 

Beobachtungszcit 

Beobachtung— Rechnung 

da 

ih 

Palermo  (I)  

Juni  19*49445 

-^0M8 

[-  5'4] 

19-52280 

—0-12 

+17-7 

19-54140 

—0-30 

-1-15*6 

19*54235 

-O-Ot 

-M7-9 

19*56661 

-f-0-07 

-MO'2 

i 

— 0-G2 

1 1)  •  4 
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Beobachtungsort 


I 


Beobachtungsceit 


Bcobachluni^ — Kechnun^ 


A« 


Arcetri  

Strafiburg  

Borde&ux  

Marseille  

Besanfon   

Arcetri  

München  

Bamberg  

Rio  de  Janeiro  (3) . . 

Nicotajew  

Nizsa  

Washington  

Nizza   

Nicolajew  

Bordeaux ......... 

Marseille  

Rio  de  Janeiro  (2) . . 

Strafibuiig  

Paris  <3)  

Nizza  (4)  

^izza •....<....*■ 

Nizza  (5).  

Nicolajew  

Nizza  (t)i  

Nicolajew  

Padua  ^.Ciscato;  . . , 

Arcetri  

Padua  (Antoniazzi) . 
Teramo  


Juni  20*48979 
20'51144 
20*31234 
20 '39040 

20-  60599 

Juni  21*47489 
21*31332 

21-  35867 
21*57062 

Juni  22*30674 
22*35824 
22*75330 

Juni  23-44564 
23*48121 
23'-fe95d 
23-54087 
23-55090 
23-55639 
23*57784 


Juni  24-40070 

Juni  23*50663 

Juni  26-4:)Vt:>2 
26-46577 


-J-0M9 
-J-0-20 
—0*53 
-t-0*32 
—0*02 

+0*14 
—0*26 
—0-15 
[— 3*28J 

-j-0-06 
-4-0-03 
^0-33 

—0*17 
—0-21 
—0-84 
—0-09 
[-3*471 
—0-42 
—0*27 

\-7i 

—0-11 

—  I '  20 
-*-0'36 


-|-16»4 
+  18*9 
-hl0*8 
-M9*0 
-^20•7 

-+•16*8 
-l-14*l 
-+-14'o 
-hl6-l 

H-  8-6 
+  16*0 
-h  5*3 

-I-18-9 
-*-12-6 
4-18-5 
-I-16-4 
-I-16-4 
-i-16*9 
«M6  0 


-i-iy-0 

+  16*5 

-Hie -8 


Juni  27-44021 

-f-20-S 

27- 44*52  r. 

— O-.'iM 

H-17-6 

27-4S'i7M 

-»-0-07 

-hl7-S 

27  !*ts 

-4-0-3.') 

H-  !S-6 

27*51928 

-t-0-44 

-hl7-4 

27*53344 

—0*26 

4-16*1 
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Beobaehtungsort 


Beobachtungsseit 


I 


S'izza  (7)  

Nicolajew  

<  Arcetri  

Padua  (Ciscato)  (8). 

Pidua  (Antoniazzi). 

.\l;ir5>täili;  

I  Besant^on  

Xizza   

N'ieolajew  

,  Marseitle  

Padua   . 


Bebun^on . 
Xt»a  (9). 


Juni  28*4S65d 
28 '40504 
28*46312 
28  48715 

28-53244 

2H-.>47HO 
28 -07434 

Juni  29*42464 
29*47034 
29*51061 

29*54229 

20-50662 

Juni  30*49799 


Beobachtung — Rechnung 


— 0'26 
—0*70 
-1-0*16 

l~2*77] 

-  0-65 

—0-32 

—0*75 
-0-54 
—0*33 

-  0'7ft 
4-0-  lö 

-  1*14 


14-24' 71 

-f-15*6 

-h18*3 

['i-23-0! 
4-1 6  •  .'i 

-h20-8 

-H8*5 
-♦-18*0 
H-IR'9 

-f-lK-3 
-+-11*5 

-1-19*4 


Juli 

5-41720 

"0-70 

-i-13-0 

Juli 

6*40859 

-0*76 

-I-16-8 

Juli 

7-41üVtft 

— 0-53 

4- 1  (>  •  7 

Marseille  (10)  

7-44075 

4-1-25 

-HlO-1 

'  Nizza  

Juli 

8-41532 

—0-5« 

8-  »4.').so 

-f-  8-4 

8-472U8 

-i-0-23 

-+-14-8 

Juli 

9*45200 

-0*32 

-H3-5 

9*45207 

— 0-20 

-1-15*6 

9*45346 

-0'22 

1      .  (12).... 

9*45870 

4-  0-2 

Juli 

11*45461 

-4-0*66 

-+-19*8 

11*46485 

—0*37 

-4-14*3 

Juli 

12-41138 

0  -«Ml 

1  2  -  7 

Marseill«  (13)  

"' 

12-44111 

[4-25-61 
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Beubachturiij--  Rcchiuing 

Beobachtungsort 

Beobachtungszeit 

A$ 

\'i/za  ^14^ 

JuU 

15'47133 

[—2  »36] 

H-22'8 

-1-0*20 

-4-13*4 

15*46955 

—0*25 

9*4 

Juli 

16-41^29 

— 0"  12 

-h  8*3 

16*44097 

— 007 

-h  5*3 

16*45847 

+0*03 

6*7 

Juli 

18*41. >Ui> 

— i)-U3 

4-  6-li 

18*45226 

—0*06 

H-  71 

Juli 

H-0-20 

4-  9-5 

Juli 

20*43830 

-#-0*22 

-h  9*1 

N  iz/ui  

2 1 • 434 1 3 

H-0- 18 

-h  0  5 

» 

22*40104> 

H-0*16 

5*7 

Niaza . ,  

23*39906 

H-O* 17 

■+-  3*2 

25*44216 

-h0*64 

— — ■ —  

4-  0-2 

August 

6*38675 

H-0'29 

 . 

-h  4*5 

9-39140 

4-0-22 

1 

4-  a-i 

Nizza 

10*38046 

H-0*69 

—  1'5 

11-37781 

H-0- 73 

4-  3-7 

12*38438 

-h0*94 

H-  0-7 

13*38029 

-l-0'72 

3*S 

16-37506 

-hO-OÜ 

—  2*0 

Bemerkungen. 

(I.)  Wegen  der  großen  Differenz  in  D  gegen  die  anderen 
Beobachtunizen  wurde  diese  Beobachtung  von  Prof,  Zona  in 
Palermo  in  Declination  weggelassen. 
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(2.)  Die  beiden  Beobachtungen  von  Rio  de  Janeiro  wurden 

wegen  des  constanten  Fehlers  von  — 3*  in  Rectascension  aus- 
geschieden. 

^3.)  Irrthümlicher\vei?ie  gibt  Fayet  bei  Gelegenheit  der 
Publication  dieser  Beobaclitung  die  Sternzeit  und  nicht,  wie  es 
nach  den  »Comptes-rendus*  der  Kall  sein  sollte,  die  mittlere 
Zeit  an. 

(4.)  Die  ungewöhnlich  groIJe  Differenz  in  AR  ließ  sich  auf 
keine  Weise  verringern.  Javelle  theilte  mir  mit,  dass  in  seinen 
Reductlonen  kein  Rechenfehler  zu  finden  sei.  Der  Vergteich- 
5tem  47  ist  von  Javetie  durch  einen  Refractoranschluss  auf 
Stern  48  bezogen  worden.  Doch  muss  die  Ursache  der  Ab- 
weichung nicht  gerade  in  einem  fehlerhaften  Sternort  gelegen 
sein,  da  überhaupt  große,  negative  Differenzen  in  den  Nizzaer 
Beobachtungen  dieses  Kometen  nicht  selten  sind  (man  ver- 
gehe die  Beobachtungen  von  Juni  26,  29,  30,  Juli  6  und  15). 
Es  scheint  so  fast,  als  halle  die  stärkere  \'ergrößerung  — 
Javelle  beobachtete  am  gruLicn  Reliactor  —  die  Möglichkeit 
einer  abweichenden  Auffassung  N  ergröüert. 

(5.)  Die  große  Differenz  in  AR  mag  vielleicht  auf  einen 
Fehler  im  Sternorte  zurückzuführen  sein,  da  der  Stern  45  nur 
in  AWe  zu  finden  war.  Doch  kann  auch  die  bereits  unter  (4) 
bervorgetiobene  Möglichkeit  die  Abweichung  verursacht  haben. 

(6.)  Ein  Zeitfehler  kann  schwer  angenommnn  werden,  da 
durch  eine  d=  Correction  der  Beobachtungszeit  in  jedem  Falle 
eine  Coordinate  noch  ungünstiger  würde.  Da  die  anderen 
Ntzzaer  Beobachtungen  meist  gro0e  negative  Differenzen  er- 
geben, wurde  diese  Beobachtung  in  Rectascension  gestrichen. 

(7.)  Wegen  des  zu  stark  abweichenden  Wertes  von  Ao 
Wurde  diese  Beobachtung  nut  m  Keciascension  verwcndel. 

(8.)  Unter  der  Annahme,  dass  die  I^icoi^achlungszeit  um 
+0""  zu  corrigieren  sei,  würden  die  Difterenzen 

+0?69  +18-6 

also  bedeutend  besser.  Die  Beobachtung  wurde  jedoch  weg- 
gelassen, weil  diese  Zeitcorrection  nicht  ohneweiters  zulässig 
schien. 
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(9.)  Der  Vergleichstern  beruht  nur  auf  zwei  Beobachtungen 
aus  den  Washingtoner  Zonen  und  kann  mit  constanten  Zonen- 
fehlern behaftet  sein  (vide  Anmerkung  zu  Stern  31). 

(10.)  Ad  ist  durch  Annahme  eines  Zeitfehlers  nicht  cor- 
rigierbar.  Ebenso  ist  die  Position  des  Vergleichsternes  genügend 
gesichert. 

(11.)  Cotjgia  hat  falschen  Vergleichstern  und  gibt  als 
solchen  Stern  2<i  an.  Mit  demselben  wurden  die  Differenzen 

+0-3Ö     — 22-9; 

mit  Stern  25  wird  die  Declination  bedeutend  besser  und  wurde 
die  Beobachtung  deshalb  mit  diesem  letzteren  angenommen. 

(12.)  Die  Beobachtungen  ergeben  in  D  eine  ziemlich  be- 
deutende Abweichung  von  den  anderen  Beobachtungen.  In 
Anbetracht  des  Umstandes,  als  der  Komet  zu  dieser  Zeit  bereits 
sehr  lichtschwach  geworden  war  und  die  Z>- Werte  sich  immer 
noch  um  zulässige  Beträge  vom  Mittel  des  Normatortes  ent- 
fernen, wurden  die  Beobachtungen  zwar  beibehalten,  aber  nur 
mit  halbem  Gewichte  zur  Bildung  des  Mittels  der  Correctionen 
verwendet. 

(13.)  Aa  ist  durch  Annahme  eines  Zeitfehlers  nicht  cor- 
rigierbar,  da  sonst  Ao  noch  schlechter  würde.  Der  SLcin<*rt 
erscheint  hinreichend  gesichert.  Bei  der  geringen  Differenz 
— ^  =:  +0'"0-09  schien  es  unthunlich.  den  Rectascensions- 
wert  zu  übergehen.  So  wurde  derselbe  daher  beibehalten,  aber 
die  Declination  wegen  der  allzustarken  Abweichung  weg« 
gelassen. 

(14.)  Durch  Annahme  eines  Zeitfehlers  von  H-IO""  wurden 
die  Differenzen 

+0-16  +10'o; 

Javelle  schrieb  mir  jedoch,  dass  ein  ZciUciilcr  nicht  annehm- 
bar sei.  Die  Reobachtunu:  wurde  daher  in  Rectascension  weg- 
gelassen. Auch  Jcr  /V-W'crt  zeigt  einen  ziemlich  bedeutenden 
Fehler  gegenüber  den  anderen  Beobachtungen  aus  dieser  Zeit. 
SchlieÜlich  veranlasste  jedoch  die  bereits  unter  n2i  geltend 
gemachte  Überlegung,  dass  der  Komet  zu  dieser  Zeit  schon 
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äußerst  lichtschvvach  war  und  an  der  äußersten  Grenze  der 
Sichtbarkeit  stand,  dazu,  den  Ort  in  Declination  beizubehalten. 
(15.)  Die  Beobachtung  ist  in  Dum  —1' zu  corrigieren. 

§.  6. 

Welche  Beobachtungen  zur  Bildung  eines  Normalortes 
herangezogen  wurden,  ist  in  der  vorhergehenden  Tabelle  durch 
Trennungsstriche  kenntlich  gemacht.  Es  ergibt  sich  aus  der- 
selben, dass  aus  dem  gesammten  Beobachtungsmateriale  ohne 
Zwang  sechs  Normalorte  abgeleitet  werden  konnten,  welche 
den  weiteren  Rechnungen  zugrunde  zu  legen  waren.  Es  ergaben 
sich  folgende  Correctionen  der  Ephemeride: 


Norinalorl 

Beobachtungen 

Zeit 

A5 

l 

Juni  19--23 

Juni  21*434 

— 0M3e 

-!-15«e9 

II 

Juni  24—30 

Juni  28-033 

— Ü-360 

4-17-71 

m 

Juli  5—12 

JuU  0-153 

—0*020 

->-12*9S 

IV 

JuU  15—19 

Juli  17-063 

—0-012 

-i-  9-90 

V 

JuU  20—25 

JuU  22*621 

-1-0*274 

-h  3*74 

VT 

August    6 — 16 

August  11-382 

-+-0-523 

4-  0-67 

Die  Aufstellung  der  Normalorte  gestaltete  sich  nun  mit 
Hilfe  dieser  an  die  Ephemeride  anzubringenden  Correctionen 
folgendermaßen,  wobei  die  Zeiten  auf  Mittag  oder  Mitternacht 
abgerundet  wurde. 

I.  Normalort: 

Ephemeridenort   20^  3"^  3?  64       — 22°  C/ 24-8 

torr.  d.  Eph  —  0-13Ö      -h  15-69 

—Red.  ad.  1.  app  —         2  - 86       —  6*0 

20  3  0-644      —22  0  i:>-ll 
I   Juni  21  -5         300"  45'  9-90       — 22**  0'  15-1 1 

Sitzb.  d.  n>athero.-iiaturw.  Ol.:  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  19 
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II.  Normalort: 

18'' 24"' 37^97 

—22'*  1'32"5 

  0 • 360 

+          17  71 

~Ked.  ad.  1.  app  

•  •  •  ~             2  90 

H-  060 

18  24  34-650 

—22   1  14- 19 

i/o    O  ÖV 

OO*   I'  \  A'  IQ 
 i    14    i  Vi 

III.  Normal  ort; 

.     15*»  48«*  51 -65 

—  U**  35' 29 -7 

ClciTT  H  Knh  ... 

+  12*95 

  2-87 

+  11-4 

15  48  48-760 

—14  35  5-35 

III       .       Juli  9*0 

237"  12'  1 1  -40 

— 14*  35'  5  - 35 

IV,  Normalort: 

...    H»- 48"»  51^21 

-9*33'  IM 

—  0-012 

+  9*90 

.  .  .  —              2  •  84 

-h  14-9 

14  48  48-358 

—9  32  36  -30 

IV  Juli  17*0 

222°  12'  5 '37 

— 9*  32' 36 '30 

V.  Normalort: 

— ?*•  I5'4y' v> 

-1-              0  •  '>74 

jL.            3  74 

+  15-9 

14  24  40-684 

—7   15  30-26 

V  Juli  22-5 

216*  10'  lÜ-26 

 ?•  15' 30 '26 

Normalort: 

. ..  13*'45"59'58 

—3'  18' 42' 9 

. .+  0-523 

+  0-67 

— Red.  ad.  1.  app  

2-98 

+  18*5 

13  45  57-123 

—3   18  23-73 

VI   August  11-5     206*  29'  16-84       — 3*  l8'23-73 
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§.  7. 

Bei  dem  gelingen  heliucdiurischen  Bogen,  währenddessen 
ier  Komet  beobachtet  worden  ist,  war  es  wohl  unnöthig,  die 
aefinitive  Bahnbestimmung  unter  strenger  Berücksichtigung 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  durchzuführen.  Es  wurde 
daher  der  ungleich  rascheren  Methode  der  Variation  von  M  der 
Vorzug  gegeben. 

Was  die  beiden  durch  die  Bahnelemente  genau  darzu- 
stellenden Orte  betrifft,  so  war  es  gleich  anfangs  klar,  dass  der 
erste  Normalort  schon  wegen  der  großen  Anzahl  der  in  ihm 
vereinigten  Beobaciilungen  und  des  ihm  aus  diesem  Grunde 
anhaftenden  hohen  Gewichtes  einer  dieser  beiden  Punkte  sein 
müsse.  Für  den  zweiten  darzustellenden  Ort  bheb  die  Wahl 
zwischen  dem  \.  und  VI.  Normaiort.  Obwohl  eigentlich  der 
V.  Normalort  anfänglich  vertrauenerweckender  schien,  weil  der 
Komet  zu  dieser  Zeit  noch  lichtstärker  war  als  später,  so  wurde 
dennoch  der  Umstand  für  die  endgiltige  Entscheidung  und 
Wahl  des  VI.  Ortes  ausschlaggebend,  dass  der  Durchgang 
durch  das  Perihel  nach  den  vorläufigen  Bahnbestimmungen 
auf  den  25.  Juli,  also  zwischen  den  V.  und  VI.  Ort  fällt.  Über- 
dies liegt  der  letzte  V  i.  Ort  schon  so  weit  \  om  IV*rihel  ab,  dass 
der  heliocentrische  Bogen  durch  ihn  um  fast  15**  vergrößert 
wird. 

.Ais  erster  Wert  von  M  wurde  der  für  die  Zeiten  Juni  21  -5 
und  August  11*5  aus  der  Cphemeride  resultierende  Wert  von 

jlf,  =0-4243300 

gewählt.  Schon  aus  früheren  Hechnungen  war  bekannt,  dass 
sich  der  wahre  Wert  von  M  etwas  größer  ergeben  werde,  als 
der  obige  angenommene  Wert  Af,;  das  zweite  Elementensystem 
viiirde  daher  mit  einem  um 

AAf  =  0.0001 

vergrößerten  Wert  von  Af,  gerechnet. 

Diese  beiden  Werte  ergaben  folgende  auf  den  Äquator  als 
Fundamentalebene  bezogene  Elementensysteme: 

I«* 
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System  I. 
J»f,  =0-424  3300 

T   1 898  Juli  25  •  549  047  m.  Z.  Berlin 

<a   313**  37'  11-83  j 

Ä   212    12    3-98    miul.  Äqu.  1898-0 

i   150      0  42-87  ) 

\ogq   0-1764710. 

System  IL 

Af,  =  0-424  4300 

r   1898  Juli  25-522072  m.  Z.  Berlin 

o»   313**  36'    4^89  ) 

Ä   212    12    0-66.  mittl.  Äqu.  1898-0 

f   155     0  42-93  ) 


log^   0- 176  4738. 

Die  aus  diesen  zwei  Systemen  für  die  Zeiten  der  Normal- 
orte  abgeleiteten  Rectascensionen  und  Declinationen  sind  die 


folgenden: 

System  I. 

I   300*  45'   9'5Ö  —22*  C  15M0 

II   276     8  49-27  —22  1  lÖ'Ol 

III   237    12  25-56  —14  35  9*42 

IV   222    12    17-66  —  9  32  41  'it? 

V   216    10   17-42  —  7  15  32-19 

VI   206    29  16-88  —  3  18  23*74 

System  11. 

1   300"  45'    9 "58  —22'  0'  15M0 

II   276     8  40-74  —22  1  13-85 

III   237     12     1-17  —14  35  1  -57 

IV   222     11    54 -73  —  9  32  32-93 

V   216    10    7-31  —  7  15  28  05 

VI   206    29  16-82  —  3  18  23-70 
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Vergleicht  man  die  Normalorte  mit  den  aus  dem  System  I 
abgeleiteten  Positionen,  so  erhält  man  folgende  Werte  der 
8a-  und  dS-Grö6en: 


Ii  Normalort: 


»Bj  =  —  9^52; 

9a,  cos  %  =: 

—  8'82; 

85,=: 

+  P82. 

III.  Normalort! 

3«j=  —1416; 

9«j  cos  — 

—  13-71; 

4-4-07. 

IV.  Normalort: 

»«4=  —12-29; 

8«^  cos  84  =:r 

—  12-12; 

38^  = 

+5-67. 

V.  Normalort: 

Ski  =  —  7-16; 

8«^  cos  85  = 

—  7-10; 

385  = 

+  1-93. 

Der  Änderung  von  M  um  -|-0-OC)01  entbprechen  aber,  wie 
der  Vergleich  zwischen  den  aus  den  Systemen  I  und  Ii  abge- 
leiteten Kometenörtern  ergibt,  die  Werte; 

11.  ^ormalort:  . 


(-g.)=-,8.53;       (-^)cos8.  =  -17M8; 

(-^)=-.2M6. 

Ul.  Normaiort: 

f        =  -24-39;       (-^)cosJ,  =  -23-61; 

IV.  Normalort: 

(-&-)=-^2-93;       (4?*-)  Cosa,  =  -22 -61; 

(-&-)  = 

V,  Normalort: 

(^)=-^«'"=  (-l>)cos5,=-10-03; 

/  8S, 
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SO  dass  die  acht  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  wahrschein- 
lichsten Wertes  von  Ar  nunmehr  lauten: 


8^82 

— 17- 18Ar 

13-71 

—23-61  A;r 

12*12 

— 22-61 

7M0 

-10  03 Ar 

1-82 

+  2M6iLr 

+ 

4-07 

+  7'85Ax 

5-67 

+  9'04^x 

1-93 

+  4'14A;r 

Diese  Gleichungen  geben  für  den  wahrscheinlichsten  Wert 
von  äx: 

Ax  =  =  lAL  =  +0-U0U0Ö65, 

[aä]  * 

log  Ax  =  log       =  9  •  98Ö84. 
Mit  diesem  Werte  erhält  man  nach  der  Formel 

die  folgenden  Verbesserungen  der  Elemente  des  Systems  1: 

A7'=—  0-015241 
A»  =  — 37*82 
Aä=:—  1-88 
Ai  =  +  003 
Alog^=+  0-0000016 

und  damit  als  endgiltige  auf  den  Äquator  1898-0  bezogtMie 
Elemente: 

r=:  1898  Juli  25 -533  806  m.  Z.  Berlin 
m  =  313"  36'  34-01  ^ 
Ä  =  212    12     2-10  mittl.Äqu.lö98'0 
i=  155     0  42-90  ) 
log  i  =  0*1 76  4726. 

Dieses  Elementensystem  gibt  folgende  Darstellung  der 
Normalorte: 


Digitized  by  Google 


Bahnbestimmung  des  Kometea  l8d8V.  283 


1. 

-f  0-02 

— O-Ol 

IL 

Juni  2S  0  

..  -«-o  ss 

H-0-60 

IIL 

Juli  9-0  

..  —0-36 

— 0-36 

IV. 

Juli  17-0  

..  -f-0-66 

+0-56 

V. 

Juli  22*5  

—1-43 

-'0-41 

VI. 

— 0-01 

—001 

Die  Darstellung  kann  wohl  im  ganzen  eine  befriedigende 
genannt  werden  und  es  wäre  nur  wünschenswert  gewesen, 
wenn  die  groüe  Differenz  in  der  Darstellung  der  Kectascension 
des  V.  Ortes  einer  V^erbesserung  fähig  geworden  wäre.  Berück- 
sichtigt man  die  Grundlagen,  auf  denen  dieser  Normalort 
beruht  und  bedenkt  man  einerseits,  dass  die  Zahl  der  Beob- 
achtungen, welche  in  demselben  vereinigt  sind,  nur  gering  ist; 
und  anderseits,  dass  der  Komet  zu  dieser  Zeit  bereits  so  licht- 
schwach geworden  war,  dass  ein  Fehler  von  — 1"  =  — 0*07  in 
den  Beobachtungen  wohl  nicht  mehr  zu  den  Unmöglichkeiten 
gerechnet  werden  kann,  so  wird  man  die  eigenthch  nicht 
einmal  so  große  Abweichung  schwerlich  auffallend  nennen 
können. 

Rechnet  man  mit  dem  verbesserten  VVerte  von  M 

Jtf=  0-424  3865 

das  endgiltige  Elementensysteni,  so  erhält  man  folgende  auf 
den  mittleren  Äquator  von  1898*0  bezogene  Bahn: 

7=  1898  Juli  25*533810  m.  Z.  Berlin 

«=r  313*  36'  34-05  j 
Ä  1=112    12    2  - 11     mittl.  Äqu.  1898-0 
i=  155     0  42-90  ) 

log^  =  0-176  4727, 

weiche  dieNormalörter  in  folgender  Weise  und  in  befriedigender 
Übereinstimmung  mit  dem  obigen  Schema  darstellt: 
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ä^i  cos  9 

dt 

I.  Normalort; 

.  4-0*01 

—O-OI 

II. 

Juni  28-0   

.  +Ü-86 

+0-60 

III. 

Juli  9-0  

.  —0-37 

— 0-35 

IV.  » 

Juli  17  0  

.  +0-65 

+0-57 

V. 

Juli  21-5  

.  —1-43 

—0-41 

VI. 

August  11*5... 

.  —0-01 

— o-oi 

Obwohl  diese  Darstellung  bei  dem  gleichmäßigen  Zeichen- 
wechsel schwerlich  Aussicht  auf  Verbesserung  geben  kann,  so 
wurde  dennoch  nach  Hornsteins  Methode  ermittelt,  nach 

welcher  Seite  sich  die  eudgilüge  Parabel  verändern  \vürde, 
falls  man  die  }>xcentricität  als  Unbekannte  in  die  Ausgleichungs- 
rechnung halte  eintiiiircn  wollen.  Mit  den  Werten  dei?  Kie- 
mentensystems  IP  und  unter  der  Annahme,  dass  die  große 
Halbaxe  den  Wert: 

az^  100 

besitze,  ergab  sich  folgendes  elliptisches  Elementensystem : 

T 
» 

f 

log  a  =  2- 000 0000 
e  —  0-985  0039 
log  ^  =0-1760091. 

Diese  Ellipse  er^ab  für  den  11.  bis  V.  Isormalort  folgende 
Positionen  des  Kometen: 


II   AK  —  27(j''  8'    6'36;  L»  —  — 22*»     T  10-50 

III                          237  11   44  57;  —14    34  öü  SÖ 

IV                         222  11   48-37;  —  9    32  82-66 

V                        216  9  58-86;  _  7    15  25-71. 


1  Leider  halte  ich  damals  das  UluU,  uui  dem  ich  das  Sybtem  1  gerechnet 
hatte,  verlegt,  so  dass  ich,  um  nicht  die  HilfsgröSen  neu  rechnen  W  miisseDf 
genöthigt  war»  das  System  II  und  den  Wert  Af»  0*424430  sugrunde 
iegen. 


=  1898  Juli  25-85332  m.  Z.  Berlin 
=  313'*  50'  26-56 


=  212  14  51-12 
=  155     0  9-85 


mittl.  Aquinoctium  und 
mittL  Äqu.  1898*0 
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Mit  Hilfe  dieser  Positionen  und  der  bereits  oben  ange- 

Sa  Sa 

.-L'tztcn  Werte  ergaben  sicli  für  die  Sa  cos  S,  ~ —  cos  S,  -5 —  cos  5, 

So      So  ^ 
-~ ,  —  -Werte  folgende  Zahlen: 
cx  öy 

II.  Normalort   9«,  cosd,  =  +  8 '36; 

(-^-)  cos  S,  =  +1 7 '  18;  cos  S,  =  — 22*60. 

III.  Normalort   3«,  cos  03=  +  9*90; 

(-^)cos&,=  H-23-61;  cos  8,  =  - 1 6  •  07. 

I V.  Normalort   8a^  cos    r=     10  - 49; 

(-^)cos  84= +22-61;  (4?^)cose,  =  —  6-27. 
\  ox  J        *  \  cx  J  * 

V.  Normalort   öo^coso^  =  +  2-93; 

(^-^  J  cos  S,  =  + 10-03;     (-^)  cos  8,  =  -  8-38. 

II.  Normalort: 

iä.  =  _0'34;  .  =  _2M6;  =  +3=30." 

III.  Normalort: 

88.  =  _3.78;  {-^)=-7-85;       (-^)  = +4-7.. 

IV.  Normalort: 

».  =  -3-37;  (-|^)=-9•04;       (-^)  = -HU-27. 

V.  Normalort: 

8S,  =  -2-21;  (-g-)=-4-14;       (-^)  = +2-34. 

Mit  denselben  werden  die  Gleichungen  2ur  Bestimmung 
der  wahrscheinlichsten  Werte  von  ^  und  Aj;:  . 
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8-36 

4-  1/  ^  löOA — 22  oC)ilK 

9-90 

-4-23*61  AjkT — 16*07 

-4-10-49 

■ 

-f-22'OldAr —  6*2/ 

+ 

2-93 

+  lO'03A4r —  S'oöiiy 

0-34 

—  2'16Aa+  3-35A>' 

3-78 

—  7-85Aa;+  4-714)' 

3-37 

—  9-04A:r-4-  0-27Av 

2-21 

—  4-14A;rH-  2  -34Ay. 

Aus  diesem  Gleichungssystem  ergaben  sich  folgende  zwei 
Normalgleichungen : 

+ 1 629  •  3  A^— 1 049  •  8  A>  =  — .689  •  8 
— 1049-8A;r-*-  917 '5A^  = +464-4. 

Die  Auflösung  dieser  zwei  Gleichungen  ergab  für  die 

Werte  der  zwei  Unbekannten: 

A^r     -  0  •  000037 1  M  =z      0  •  424  3929 

A>'= +0-0827    a=  1209-2. 

Mit  diesen  Größen  werden  die  wahrscheinlichsten  ellip- 
tischen Elemente,  welche  so  wie  die  anderen  Elementensysteme 
noch  auf  den  Äquator  als  Fundamentalebene  bezogen  sind: 

r=  1898  Juli  25-53945. 

(0  =  313"  36'  51*32  ) 

r_'    liVöS    >  mitll.  Aqu.  1898-0 
t  =  155     0  40-22  ) 

a=  1209-2 

e=      0-998  7588. 

Führt  man  Jic  Zahlcnwerte  für  \x  und  \v  auch  in  d-.e 
obigen  Gleichungen  ein.  so  lassen  dieselben  luigende  Fehler 
in  den  einzelnen  Normaiorten  übrig; 
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äa  cos  i 

dl 

....  O'OO 

O'OO 

—0-74 

4-0-48 

IV.  p 

 — 1-58 

0-00 

V. 

....  4-1-48 

4-0-49 

VI. 

0-00 

0-00 

Die  Darstellung  hat  sich  für  den  zweiten  und  dritten 
Normalort  zwar  nicht  unwesentlich  verbessert,  dafür  aber  für 
den  vierten  und  fünften  Normalort  bedeutend  schlechter  ge- 
staltet, als  unter  Annahme  der  oben  angesetzten  wahrschein- 
lichsten parabolischen  Elemente.  Iminernin  könnte  die  Dar- 
stellung durch  die  abgeleitete  Ellipse  aber  noch  als  ziemlich 
befriedigend  gelten  und  geht  aus  derselben  unmittelbar  hen'or, 
dass  man  die  wahrscheinlichste  Bahn  innerhalb  der  durch  die 
beiden  Systeme  parabolischer  und  elliptischer  Elemente  ge- 
gebenen Grenzen  annehmen  könnte,  ohne  gerade  mit  den 
Beobachtungen  in  Widerspruch  zu  gerathen  und  auf  Bahn- 
fonnen  zu  stoßen,  welche  bedeutende  Fehler  übrig  lassen. 

Wollte  man  die  Grenzen  ermitteln,  innerhalb  deren  man 
die  Umlaufszeit  variieren  kann,  so  würde  man  für  dieselbe  den 
Wert 

C/j  =:  42043  Jahre 

als  die  untere  Grenze  für  die  Umlaufzeit  erhalten.  Die  obere 
Gkozc  würde  der  Parabel  entsprechend  durch  den  Wert 

^7,  =  oo 

gebildet.  Da  der  Grenzwert  i\  sich  dem  Werte  oo  so  bedeutend 
nähert,  und  die  parabolische  Bahn  noch  eine  schönere  Dar- 
stellung zugelassen  hat,  scheint  es  gerechtfertigt,  wenn  ich  als 
endgiltige  Babnform  die  Parabel  angenommen  habe.  Werden 
die  oben  angesetzten  parabolischen  Elemente  auf  die  mittlere 
Ekliptik  1898*0  bezogen,  so  ergibt  sich  folgendes  Elementen- 
system: 


Digitized  by  Google 


288  A.  Hnatek,  Bahnbestimmung  des  Kometen  1S98V* 

• 

Komet  (GiacobinO  1898V 

r=  1898  Juli  25-533810  m.  Z.  Berlin 

»=  22*  24'  15-26  j 
ß  =  278    17  33-09  >  miul.  Äqu.  1898-0 
166    51     3-43  ) 

log  ^  =  0- 1764727, 

welches  bis  jetzt  für  den  Kometen  1898V  (Giacobini)  als 
definitiv  angesehen  werden  darf. 
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Die  Veränderlichkeil  der  täglichen  Barometer- 
oscillation  auf  dem  hohen  Sonnblick  im  Laufe 

des  Jahres 

von 

A.  V.  Obermayer, 
c.  M.  k.  Akud. 

(Mit  S  TaftlD  und  3  Textflguren.) 

(V^gelegt  in  dw  Sitsung  am  7.  Februar  1801.) 

Die  Kenntnis  des  täglichen  Barometereranges  unter  den 
verschiede i^cfi  am  der  Erdoberfläche  besteiienden  Veiiialmissen 
isl  in  den  letzten  Jahren,  insbesondere  durch  die  Arbeiten  des 
Herrn  Ht»frathes  Dr.  Julius  Hann,  in  «^roßen  Zügen  fertig- 
gestellt worden;  die  Mannigfaltigkeit  der  Erscheinungen  lässt 
sich  durch  die  Zerlegung  der  täglichen  Barometerschwankungen 
in  ihre  harmonischen  Componenten  nach  ganz  bestimmten 
Gesichtspunkten  ordnen. 

Die  halbtägige  und  die  dritteltägige  Druckschwankung 
zeigen  auf  der  ganzen  Erdoberfläche  einen  sehr  constanten 
Charakter:  die  ganztägige  Druckschwankung  wird  durch  den 
Temperaiiiigarig  wesentlich  beeinflusst. 

Die  Eitjenthümlichkeiteii  der  täglichen  Barometeroscillati«  »n 
an  den  Meerebküsten,  auf  Bergspitzen  und  in  Thälern  w  urde 
von  Hann  durch  die  thermische  Druckschvvankung  erklärt, 
welche  zur  Ausbildung  von  Land-  und  Seewinden,  dann  von 
Thal-  und  Beiigwinden  und  den  damit  verbundenen  Umlage- 
Hingen  von  Luftmassen  führt,  welche  den  Barometergang  beein- 
flussen. 

Wesentlich  Neues  ist  bei  weiteren  Untersuchungen  über 
den  täglichen  Barometergang  kaum  mehr  zu  erwarten,  es  kann 
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sich  nur  mehr  um  die  weitere  Detaillierung'  der  Erscheinung 
handeln,  um  Feststellung  örtlicher  Einflüsse  u.  dgl.  m. 

Die  t>creits  durch  14  Jahre  mit  geringer  Unterbrechung^ 
geführten  Barometerregistrierungen  auf  dem  Hohen  Sonnblick 
schienen  die  Gelegenheit  zu  einer  solcher  Arbeit  zu  bieten.  Ich 
habe  aus  den  Aufzeichnungen  der  k.  k.  CentraJ-Anstalt  für 
Meteorologie  in  Wien,  die  mir  durch  den  Herrn  Director 
J.  M.  Pernter  in  liebenswürdiger  Weise  zur  Benützung  über- 
lassen wurden,  den  täglichen  Barometergang  in  Abweichungen 
vom  Mittel,  für  die  einzelnen  M<>iiatc  do  Jahres  geree-hnet.  und 
dann  weiter  auch  den  täglichen  Gang  an  den  heileren  und 
trüben  T.agen  der  einzelnen  Monate  in  Betracht  gezogen  und 
nach  den  harniuuischen  Componenlen  dargestellt. 

Mit  Hilfe  der  harmonischen  Componenten  habe  ich  die 
Curven  verzeichnet,  welche  dieser  Abhandlung  beigeschlossen 
sind,  und  die  beobachteten  Werte  durch  entsprechende  Punkte 
markiert. 

Zur  Construction  der  Curven  mit  Hilfe  der  harmonischen 
Componenten  wurde  ein  Verfahren  eingeschlagen,  welches  auf 

der  Zusammensetzung  einfacher  Schwingungen  beruht  und  zu 
Hiltscurven,  Vectordiagrammcn,  führt,  die  an  .sich  schon  Auf- 
schluss  über  gerechnete  Abweichimgen  vom  Mittel  geben,  ich 
habe  auch  versucht,  verschiedene  graphische  Üarstellungsarten 
der  Veränderung  des  Barometerganges  und  seiner  Componenten 
zu  geben,  welclie  die  in  den  Formeln  niedergelegten  Resultate 
sehr  gut  veranschaulichen. 

Die  Barometerregistrierungen  begannen  auf  dem  Hohen 
Sonnblick  (3106-5  m,  47'3'N.B.,  12*57'E.L.),  gleich  nach 
der  Eröffnung  der  Beobachtungsstation,  welche  am  I.  Septem- 
ber IHS6  stattfand. 

Als  erster  Beobachter  war  Simon  Neuma  \  er.  ein  Knappe 
des  (ioldbcrgwerkes  auf  dem  Hohen  (ioldberi^e.  untct  der  Auf- 
sicht Rojachers  bestellt.  Zur  Kegistnerung  des  Barometer- 
ganges  waren  zu  jener  Zeit  ein  Barograph  von  Richard, 
Ideines  Modell,  und  ein  registrierendes  Quecksilberbarometer 
von  Redier,  in  der  sogenannten  »Gelehrtenstube«  aufgestellt 

Zu  Ostern  1887  wurde  Neumayer  von  Roj acher  ent- 
lassen und  P.  Gassner  angestellt.  Auch  dieser  wurde  im 
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Herbste  entlassen  und  durch  Winkler  ersetzt.  Endlich  im 
Spätherbste  1887  übernahm  Peter  Lechn er  die  Beobachtungen 
auf  dem  Sonnblick  und  führte  dieselben  durch  7  Jahre,  vom 
Herbste  1890  an  selbständig,  bis  Ende  März  1894  fort. 

Der  Redier^sche  Barograph  erwies  sich  zur  Aufzeichnung 
der  kleinen  täglichen  Schwankungen  wenig  geeignet,  er  wurde 
im  Jahre  1894  außer  Gebrauch  gestellt  und  dafür  ein  gn>|jcs 
Modell  des  Ki^haid'schen  Barographen,  mit  Tempcratiir- 
regi'^trierung  nach  Angabe  \  Hann,  in  Gebrauch  gcnotiiinen, 
dessen  Aufzeichnungen  vom  März  1894  an  Verwendung  landen. 
Nebstbei  blieb  der  kleine  Richard'sche  Barograph  in  Thätigkeit. 
Das  große  Modell  des  Richard'schen  Barographen  wurde  in 
dem  steinernen  Beobachtungsthurm  aufgestellt,  woselbst  die 
Temperatur  weitaus  constanter  bleibt,  wie  in  der  Gelehrten- 
stube. 

Die  sehr  verlässlichen  Beobachtungen  Peter  Lechners» 
die  er  zunn  großen  Theile  selbst  ausführte,  oder  in  seiner  Ab- 
wesenheit durch  von  ihm  bestellte,  abgerichtete  und  scharf 

controllierte  Gehilfen  aubfiiiHcn  'iclJ,  bilden  unzweifelhaft  den 
wertvullbten  Theil  des  gesammelten  Be<  »bachtungsmateriales. 

Die  mit  Juni  1S94  beginnenden  Beobachtungen  VVaggerls 
5»ind,  was  die  Registrierungen  betrifft,  zwar  verwendbar,  lassen 
aber  die  Sorgfalt  vermissen,  welche  die  Lechnefschen  Beob- 
achtungen auszeichnet.  Im  Juli  1897  wurde  Wagger  1  durch 
Johann  Moser  aus  Heiligenblut  ersetzt.  Dieser  starb  am  7.  Sep« 
tember  auf  dem  Sonnblick.  IhAi  folgte  Hasenknopf,  der 
frühere  Gehilfe  Peter  Lechners,  und  dieser  wurde  im  Herbste 
1899  durch  Alois  Sepperer  ersetzt,  dem  eine  Zeitlang  Makarius 
Janschütz,  der  Ziehsohn  P.  Lechners,  beide  von  Lechner 
unterwiesen,  als  zweiter  Beobachter  beigegeben  war.  In  Alois 
Sepperer  scheint  wiecici  ein  brauchbarer  und  verlässlicher 
Beobachter  gewonnen  zu  sein,  der  gut  abliest,  die  Instrumente 
richtig  behandelt  und  auch  auf  richtige  Zeitangaben  achtet. 

Die  Veröffentlichung  der  tiigliclien  nieteoiologischen  Beob- 
achtungen vom  Sonnblick  beginnt  in  den  Jahrbüchern  der 
5<  k  Centralanstait  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  mit 
October  1886,  jene  des  zum  größten  Theile  von  Dr.  Max  Mar- 
gules  reducierten  täglichen  Ganges  des  Barometers  mit  dem 


Digrtized  by  Google 


292 


A.  V.  Obermayer, 


Jahre  1891.  In  der  k.  k.  Centralanstalt  sind  aber  die  reducierten 
Barometeraul'zeichnungen  vom  November  1886  an  vorhanden. 
Aus  der  ganzen  Reihe  bis  zum  Jahre  1899  fehlen  bloß  die 
Barometerregtstrierungen  der  Monate  November  und  December 
1890. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  seit  Februar  1898  im 
Lehnerhäusl  in  Bucheben,  1 200m,  dem  Wohnhause  P.L  ech  n  ers, 
eine  Fufistation  zum  Hohen  Sonnbltck  mit  registrierenden 

Instrumenten  eingerichtet  ist. 

Der  tägliche  Gan^  in  Jen  Monalun  Mai.  Juni,  .Ulli  und 
August  des  J.ii-ite.>  1899  ist  dincii  folgende  Zahlenreihe  in 
Hunderteimiliimeter  in  Abweichungen  vom  Mittel  ausgedrückt. 


Bucheben  (1200  m)  Sommer  1899. 


1      i  1 

5 

6 

7 

8 

9 

10  1  11 
i 

12 

42 

32 

21 

1 

16  i  19 

i 

26 

33 

35 

29 

18 

03 

—  15 

p.  in. 

—31 

— ö3 

—65 

—73 

—76 

—69 

—47 

—  17 

1 

—  21  '  41 
1 

50 

Deren  harmonische  Componenten  sind: 

Ab  =  0-Ö4Ü  sin  ö^O-f-O* 301  ^in  (Ar/ -4-1  38*»  48'). 

Im  59.  Bande  der  Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften  (1892)  bat  J.  Hann  in  den  »Weiteren  Unter- 
suchungen über  die  tägliche  Oscillation  des  Barometers mit 
Benützung  der  drei  Jahre  1887^1888—1889  den  täglichen 
Gang  des  Barometers  auf  dem  Sonnblick  ermittelt  und  dabei 
die  Monate  November,  December,  Jänner  und  Februar  als 
Winter;  März,  April,  September  und  October  als  Frühling  und 
Herbst,  und  Mai.  Juni,  Juli  und  August  als  Sommer  zusammen- 
^^efasst.  Er  gibt  für  die  AbwcicluiiiL^en  vom  mittleren  l^>;uünieter- 
stande  von  520  wni  die  folgenden  Zahlen  m  Millniieier.  Ich 
habe  de>  \'ergleiches  halber  die  von  mir  gefundenen  Zahlen 
daneben  gesetzt. 
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Winter 

Frühling 
und  Herbst 

Sommer 

Jahr 

Hann 

Ob. 

Hann 

Üb. 

Hann 

Ob. 

Haan 

Ob. 

07 

08 

14 

09 

00 

04 

07 

07 

2 

03 

Ol 

—02 

—05 

—  15 

—  13 

 05 

—06 

3 

—08 

—08 

—19 

—21 

—32 

"30 

—20 

— 20 

4 

—20 

—20 

—31 

—31 

— 45 

— 40 

—32 

— 30 

5 

—28 

—27 

—40 

—38 

—50 

—43 

—35 

 36 

e 

• 

—34 

—28 

—43 

—40 

—45 

—41 

— 41 

—  36 

7 

—28 

—38 

—  34 

—37 

-  35 

■  34 

— 31 

8 

—18 

—17 

—30 

—27 

—  27 

-  2G 

—  25 

—  23 

9 

—03 

—05 

—  16 

—  14 

—  17 

—  16 

-12 

—  12 

10 

14 

10 

—Ol 

—Ol 

-04 

-04 

09 

02 

11 

23 

18 

1! 

11 

08 

08 

14 

12 

Mittag 

19 

13 

17 

16 

1(> 

16 

17 

15 

1» 

06 

02 

15 

a  w 

14 

19 

20 

09 

12  j 

2 

— Oö 

—08 

1 1 

a  a 

10 

21 

22 

09 

08 

3 

—07 

—08 

09 

OK 

22 

21 

08 

07 

4 

—08 

—  07 

06 

04 

19 

lö 

00 

05 

5 

—07 

—05 

03 

04 

14 

13 

03 

04 

6 

—02 

Ol 

04 

06 

12 

10 

05 

05 

7 

03 

08 

11 

12 

14 

13 

09 

11 

8 

00 

14 

19 

21 

19 

15 

16 

18 

9 

19 

21 

27 

29 

30 

29 

25 

20 

10 

23 

24 

30 

30 

33 

30 

27 

28 

11 

23 

23 

27 

26 

29 

26 

30 

1 

Mitternacht 

15 

18 

19 

18 

18 

16 

14 

17 

Siteb.  der  maaiein.-mturw.  CL;  CX.  Bd.,  Abth.  IL  a.  20 


Digitized  by  Google 


294  A.  V.  ObermAyer, 

l'  üi  die  luiimonischen  Componenten  des  täglichen  üange^ 
tindet  Hann: 

W  i  n  l  c  r : 

Ai»  =  0  -  U3  sin        164*  25')+0'  1 92  sin  (2Ä/-I- 1 16*  29^); 

Frühling  und  Herbst: 
^b  =  0-246  sin  (Jfe/H- 170*  90+O- 191  sin  (2*/+ 104*  260; 

Sommer: 

Ad  =r  0-318  sin  (kt+ 181*  410+0- 179  sin        1 10*  150  + 

+0-041  sin  (3*/+  ISö*  60; 

Jahr: 

A&  =  0-021  cosife/+0- 175  cos2iS?/-0- 223  siniS;/— 0-065  sin  2*/ 
A&  =  0-224  sin  («+ 174*  360+O- 187  sin  (2  W+ 1 10*  240- 

Der  mittlere  Barometerstand  ist  519  9  mm^ 

Herechnun^  des  mittleren  tUjL;lichen  Gan^^es  des  Barometers 
für  die  einzelnen  Monate,  und  der  harmonischen  Componenten 

desselben. 

Seit  dem  Abschlüsse  der  Arbeiten  Hannsf  sind  auf  dem 
Sonnbltck  noch  weitere  Beobachtungen  gesammelt  worden,  so 

dass  gcgcinvanig  tiir  14  Jahre  die  rcducierten  Aufzeichnungen 
des  täglichen  Baromcterganges  vuiMegen.  Ich  habe  in  meine 
Untersuchung  die  10  Jahre  1SS7  bis  1896  einbezogen. 

Aus  dem  in  der  k.  k.  Centrai-Anstalt  bearbeiieicn  Beub- 
aclitungsmatcrialc,  in  welchem  zu  den  24  Stunden  des  Tages 
der  Barometerstand  in  Millimeter  angegeben  ist,  wurde  für  jeden 
einzelnen  Monat  der  tägliche  Gang  des  Barometers  in  Ab- 
weichungen vom  Mittel  gerechnet.  Die  Werte  zu  den  Stunden  0^ 
und  24**  fallen  hiebet  zumeist  nicht  zusammen,  da  die  zufälligen 
Barometerschwankungen  sich  nicht  vollständig  eliminieren. 

1  Die  von  HAnn  gefundenen  Amplituden  weisen  größere  Werte  auf  als 

die  von  mir  für  die  Decadc  1 8S7  bis  1896  gerechneten.  Es  liegt  dies  an  dem 
Umstände,  dass  Hann  seinen  Rechnungen  nur  die  Jahre  1887,  188S  und 
1889  7.u'-•TU1^•^v  'circn  konnte,  von  denen  das  Jahr  unter  den  in  Betracht 

gezogenen  10  Jaiircn,  last  in  allen  Munuten  die  ^jröülcn  Werte  der  Extreme 
des  täglichen  Gangei.  aulwcisU 
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Dieser  Unterschied  der  Anfangs-  und  Endwerte  wurde  iür  jeden 
einzelnen  Monat  von  Mittag  an  ausgeglichen. 

Die  den  täglichen  Gang  für  die  gleichnamigen  Munale  der 
10  Jahre  dar>ielienden  Zahlenreihen  wurden  dann  unterein- 
ander geschrieben  und  daraus  der  mittlere  tägliche  Gang  des 
Barometers,  in  Abweichungen  vom  Mittel»  für  den  betreffenden 
Monat  ermittelt. 

Die  118  Zahlenreihen,  welche  den  täglichen  ausgeglichenen 
Gang  in  den  einzelnen  Monaten  darstellen,  werden  im  folgenden 
Dicht  mitgetheilt.  Dieselben  wurden  aber  graphisch  dargestellt, 
um  etwaige  Fehler  zu  entdecken  und  um  zu  vergleichen,  wie 
sich  der  tägliche  Gang  in  den  gleichnamigen  Monaten  von  Jahr 
z«  Jahr  geänSert  habe.  Diese  Veränderlichkeit  ist  für  die  ver- 
sv.,L_.lc;icn  Stunden  des  Tages  in  den  einzelnen  Monaten  ver- 
schieden groß. 

Ich  habe  versucht,  diese  Abweichungen  der  für  die 
10  Jahre  gerechneten  Mittelwerte  vom  wahren  Werte  durch 
den  Fehler  g  der  mittleren  Quadrate  des  Resultates  nach  der 
Formel 

*  ~  V  «{»—1) 

auszudrücken,  worin  die  Summe  der  Fehlerquadrate,  ii  die 
Anzahl  der  Beobachtungen  ist  Die  Abweichungen  der  ein- 
zelnen Jahresmittel  vom  wahren  Werte  werden  hieraus  durch 

Multiplication  mit  s/ii ,  d.  i.  mit  3  für  die  Monate  November 
und  December,  und  mit  \^/ 10  —  3*  102  für  die  übrigen  Monate 
gefunden.  Durch  Multiplication  mit  V»  cßibt  sich  der  wahr- 
scheinliche Fehler. 

Die  so  gerechneten  Abweichungen  des  Hauptwertes  vom 
wahren  Werte  liegen  zwischen  q  —  i'  2  und  q  —  4'7  Hundertel* 
millimeter;  der  Mittelwert  ist  2 '46. 

Für  die  Abweichungen  der  Jahresmittel  vom  wahren  Werte 
hat  man  hiemach  ^  =:  3*8  bis  14*9,  im  Mittel  7 '8;  die  wahr- 
scheinlichen Fehler  liegen  zwischen  fv=2'5  und  10-0,  im 
Mittel  bei  5*2.  Die  größte  zu  erwartende  Abweichung  eines 
Mittels  vom  Hauptmittel  pflegt  im  allgemeinen  den  vierfachen 
wahrscheinlichen  Fehler  nicht  zu  überschreiten,  würde  also 

20* 


296 


A.  V.  Obermayer, 


hier  etwa  bei  0  *40«fifif  liegen;  für  eines  der  Jahresmittel  beträgt 
dieselbe  indessen  nur  0*27  mm. 


Für  die  einzelnen  Monate  sind  die  mittleren  Abweichungen 
des  Resultates  und  einer  Beobachtung: 


w 

c 

i4 

1                ■  ■ 
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2-6  2-6 

7-8=  7*8 

1 
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In  den  Monaten  April  und  Mai,  welchen  die  größte  Tages- 
schwankung des  Barometers  zukommt,  erreichen  die  Ab- 
weichungen der  einzelnen  Mittel  vom  wahren  Werte,  durch  den 
Fehler  der  mittleren  Quadrate  ausgedrückt,  die  größten,  im 
September  die  kleinsten  Werte. 

Wird  der  tägliche  Gang  des  Fehlers  q  in  den  24  Slunden- 
vvcrtcn  lü:"  ü:c  einzelnen  Monate  in  CuiA  en  dargestellt,  so  ver- 
laufen dieselben  anscheinend  recht  unregeln^iiLiig  und  weisen 
viele  Zacken  auf;  bei  passender  Gruppierung  jedoch  zeigen 
sich  nianclie  übereinstimmende  Meri\male.  Insbesondere  die 
Sommercurve  gibt  drei  ausgesprochene  Maxima  und  Minima, 
die  sehr  nahe  um  iii''  auseinanderliegen.  Das  Hauptmaximum 
fällt  sehr  nahe  an  die  Mittagstunde;  nach  3^  p.  treten  ein 
secundäres  Minimum,  um  6'*  p.  das  größere  secundäre  Maximum 
ein.  Die  Minima  um  11'*  p.  und  5^*  a.  sind  ungefähr  gleich  tief, 
während  das  Morgen maxim um  unter  den  Tagesmittelwert 
des  q  fällt. 

Es  hat  den  Anschein,  als  ob  die  Störungen  der  den  Baro- 
metergang beeinflussenden  Ursachen  im  Gange  dieser  Mittel 
ihren  Ausdruck  tiinden. 

Dieser  tägliche  Gang  zeigt  eine  ganztägige  und  eine  drittel- 
tägige harmo!T>c>->e  Schwankung.  In  der  \\'intercur\e  treten 
diese  beiden  Schw  ankungen  gegen  die  halbtägige  und  viertel- 
tägige zurück:  diese  letztere  Curve  zeigt  vier  ausgesprochene 
Maxima  und  Minima. 
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Auch  die  aus  den  täglichen  Gängen  der  einzelnen  Monate 
nach  der  Formel  gerechnete  Jahresmittel  weisen  im 

Laufe  des  Tages  vier  Maxtma,  darunter  eines,  0-79,  um  12*" 
mittags;  ein  zweites,  0-85,  um  1^  a.  und  vier  Minima,  darunter 
eines  um  l'^p.  mit  0*69  und  ein  anderes  um  B**  a.  mit  0*72 
Hundertelmillimeter,  auf. 

In  der  folgenden  Zur-amnicnstellung  1  ist  der  tagliche  Clang 
des  Baiunieters  eingetragen,  und  zwar  in  Abweichungen  von 
cem  unter  b„,  anc^eschriebenen  Mittel  für  die  24  Stunden  des 
Tageä,  in  Hundertelmilhmctern,  nach  Monaten  geordnet,  wie  er 
aus  den  Registrierungen  der  10  Jahre  1887  bis  1896  abgeleitet 
wurde. 

Es  folgen  dann  unter  Winter  die  aus  den  Monaten  Novem- 
ber, December,  Jänner  und  Februar;  unter  Frühling  und  Herbst 
die  aus  den  Monaten  März,  April,  September  und  October;  unter 
Sommer  die  aus  den  Monaten  Mai,  Juni,  Juli  und  August  abge- 

leitete  Mittel.  Schließlich  ist  der  tägliche  Gang  des  Barometers 
im  Mittel  für  das  Jahr  angesetzt. 

.\uf  Tafel  I  i^t  unter  »Täglicher  Barometergang«  eine 
^,7aphische  DarsteilunL;  der  für  die  einzelnen  Monate  mit  Hilfe 
ier  harmonischen  Componenten  cor^truierten  Curven  des  täs:- 
lichen  Barometerganges  gegeben.  Die  in  der  Zusammenstellung! 
gegebenen  beobachteten  Stundenmittel  sind  durch  kleine  Kreuze 
bezeichnet,  welche  auf  die  betreffende  Zeitordinate  gesetzt 
sind.  Die  Differenzen  »Beobachtet— Berechnet«  ergeben  für 
manche  Curven  sehr  nahe  die  gleiche  Zahl  von  Plus-  (+)  und 
Minus-  ( — )  Zeichen  und  auch  sehr  nahe  die  gleiche  Zahl  von 
Zeichenfolgen  und  Zeichenwechsel.  Manche  der  beobachteten 
Werte  scheinen  indessen  mit  größeren  i"eiilcrn  behaftet  zu 
^=in,  weil  die  Zahl  der  einen  Art  Vorzeichen  wesentlich 
überwiegt. 
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Der  tägliche  Gang  des  Barometers  auf  hohen  Berggipfeln 
ist,  wie  schon  J.  M,  Pernter*  im  Jahre  I88I  an  Beobachtungen 

ausführte,  die  am  Schafberge,  am  Hochobir,  am  St.  Bernhard 
ur.d  am  J'he«  )dulpasse  gesammelt  waren,  ausführte,  durcli  ein 
Morgenminimuni  charakterisiert,  welches  sich  mit  der  Erhebung 
des  Gipfels  über  dem  Meeresspiegel  vertieft,  während  das  tiefe 
Nachmittagsinininium  der  Niederimg  sich  mit  der  Hübe  \  er- 
tkcht.  Das  Abendmaximum,  welches  in  der  Niederung  unbe- 
deutend ist,  erhöht  sich  mit  der  Erhebung  über  den  Meeres- 
spiegel. Auch  auf  die  Veränderiichlceit  des  täglichen  Ganges 
mit  den  Jahreszeiten  hat  Pernter  hingewiesen.  Er  kommt 
5. 412  zum  Schlüsse,  dass  Höhen,  wie  Schaf  berg  und  Obtr,  zu 
geringe  Erhebungen  aufweisen,  um  die  charakteristischen  Er- 
scheinungen deutlich  hervortreten  zu  lassen. 

Die  Beobachtungen  auf  dem  Hohen  Sonnblick  haben 
diesem  Mangel  abgeholfen;  sie  sind  über  jener  neutralen  Region 
angestellt,  aufweiche  Pernter  in  seiner  Abhandlung  b.inweist 
und  welche  Hann  in  den  »Beiträgen  zum  täglichen  Gange  der 
meteorologischen  Elemente  in  den  höheren  Luftschichten«^  ge- 
nauer festgestellt  hat.  Die  .Amplitude  der  einmaligen  täglichen 
Schwankung  nahm  im  Sommer  1892  von  —  0*346  in 
München,  r>2ü-4  m,  auf  0-118  am  Hirschberg,  1512  fff,  und 
0*095  auf  dem  Wendelstein,  1727  fff,  ab  und  dann  auf  0124 
am  Obir.  2044  m,  und  0-249  auf  dem  Sonnblick,  3106*5««,  zu. 

Zur  weiteren  Discussion  des  in  I  mitgetheilten  täglichen 
Ganges  sind  die  folgenden  Differenzen  zwischen  den  Werten 
der  verschiedenen  Extreme  gebildet. 

Dabei  ist: 

Äp  Ext.  die  Differenz,  zwischen  den  primären  Extremen, 
d.  i.  dem  Abendmaxinuim  und  dem  Morgenminimum;  dieselbe 
gibt  die  Grenze,  innerhalb  welcher  '^ich  die  tägliche  Ban>ti^eter- 
schwankung  im  .Mittel  in  den  einzelnen  Monaten  bewegt;  die- 
selbe erreicht  im  Mai  den  gröliten,  im  December  den  kleinsten 
Wert. 


»  Diese  Sitzungsbci.,  b4.  Bd.,  S.  382,  1881:  »Über  den  täglichen  und  jähr- 
lichen Gang  des  Luftdruckes  auf  Berggipfeln  und  in  GebirgsthUlern«. 
2  Diese  Sitzungsber.,  t03.  Bd.,  S.  82. 
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As  £xt.  die  Differenz  der  secundären  Extreme,  d.  t.  des 
verspäteten  Vormittagsmaximums  und  des  Nachmittagsmini- 
mums; sie  lässt  die  Abflachung  des  letzteren  in  den  Monaten 
Apri!  bis  Sel^tember,  und  die  Vertiefung  desselben  in  den 
Monaten  November  bis  Jänner,  mit  einem  größten  Werte  im 
letzteren  Monate  deutlich  erkennen. 

und  s  Max.  die  Differenz  zwischen  Abendmaximum 
und  dem  verspäteten  Vormittagsmaximum,  welche  in  den 
Monaten  April  und  October  die  größten,  in  den  Monaten  Juni, 
Deccmber  und  Jänner  die  kleinsten  Werte  aufweist. 

\p  und  .9  Min.  die  Dilfeienz  zwischen  dem  Nachmitta.Ljs- 
minimuni  und  dem  Morgenminimum;  dieselbe  weist  im  Deccm- 
ber und  Jänner  die  kleinsten,  im  April,  xMai  und  Juni  die  größten 
Werte  auf.  in  diesen  drei  Monaten  liegt  das  Nachmittags* 
minimum  auch  am  höchsten  über  dem  Tagesmittel. 
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Das  Morgenminimum  des  täglichen  Barometerganges, 
welches  im  Flachlande  um  4*^  a.  eintritt,  verspätet  sich  auf  dem 
Sonnblick  in  den  Monaten  December  und  Jänner  auf  15  bis  20*^ 
nach  6*^  a.,  es  weicht  in  den  Monaten  März  und  April  auf  Ö**  a.. 
in  den  Monaten  März  und  Juni  auf  5''  a.  zurück.  In  den  Monaten 
Juli,  August  und  September  fällt  es  in  die  Zeit  zwischen  5^'  a. 
und  6*'  a.,  im  October  und  November  auf  (3''  a. 

Während  dieses  Morgenminimum  in  den  eigentlichen  Thal- 
stationen sehr  schwach  au ^  r prägt,  ja  mitunter  sogar  verwischt 
ist,  wird  es  auf  den  Gipfcibialionen  zum  Hauptminimum.  Es 
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weicht  auf  dem  Sonnblick  im  Monate  December  am  wenigsten, 
in  den  Monaten  April  und  Mai  am  meisten  vom  Tacresmittel  ab. 

Das  Vormittagsmaximum»  welches  im  Flachlande  um 
10''  a.  eintritt»  ist  auf  dem  Sonnblick  schon  in  den  Monaten 
November,  December  und  Jänner  auf  II"*  a,  verspätet;  es  ver- 
schiebt sich  in  den  Monaten  Februar»  März  und  April  allmählich 
auf  p.,  tritt  im  Mai  erst  um  2*  p.  ein,  rückt  im  Juni  und  Juli 
etwas  über  diese  Stunde  hinaus,  weicht  im  August  auf  2''  p.,  im 
SeptcnibLir  auf  l*'p.,  im  October  aul  12  '  Mittag  zurück.  Während 
der  Monate  April  und  Mai  erhebt  sich  das  Maximum  aUmählich 
und  erreicht  im  Juni  die  größte  Abweichunp:  vom  Tagesmittel; 
m  den  Monaten  JuU  und  August  sinkt  es  wieder  ab.  In  den 
Monaten  October  und  Februar  zeigt  es  sich  am  wenigstens 
ausgebildet.^ 


1  Im  59.  Bande  der  Denkschritten  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
«ehaftenin  Wien  (S.  297)  hat  Hann  in  den  »Weiteren  Untersuchungen  über 
die  tägliche  OseUlation  des  Barometers«  an  einigen  Stationen»  welche  nahe 
unter  der  gleichen  geographischen  Breiten  liegen,  den  Einfluss  der  Seehöhe 
Aar  die  charakteristische  Vertiefung  des  Morgenminimums  und  die  ebenso 
cbarakteristische  Verspitung  des  Vormittagsmaximums  nachgewiesen. 

Die  von  Hann  ausgewühlten  Bcobachtungsorte  sind  im  Nachfolgenden 
"eh>t  der  Seehöhe,  der  .Abweichung  in  Hundertelmillimeter  vom  Mittel,  des 
Mort;enminimum«;,  des  Vormitlagsmnximum«  und  den  zugehöritjen  Zeiten  an- 
:;.'führt.  Des  \  trgleiches  halber  habe  ich  noch  hinzugefügt:  Die  von  mir  für 
^eti  Sonnblick  und  Rir  das  Lehnerhiiusl  in  Bucheben,  IL'' gerechneten 
Werte,  dann  Jicjciugt;a  Werte  für  Genf,  Ciiufiionix  und  Jür  das  Observa- 
Wrium  Vallot  auf  den  Bosses  du  dromadaire  am  Montblanc  (Meteorologische 
Zeitschrift,  1899,  S.  10S>  aus  den  Registrierungen  in  den  Monaten  Juli,  August 
uod  September  1800^1601—1892  abgeleitet  und  von  Mittag  an  ausgeglichen; 
endlich  die  gleichen  Werte  für  Colorado  Springs  und  Pikes  Peak  (diese  Sitsungs- 
^r,,  107.  Bd.,  S.  136),  auch  für  die  vier  Sommermonate  gerechnet. 


h 


Morg.  Af»    Min.     Vorm.  Ab  Max. 
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Das  Nachmittagsmintmum,  welches  im  Flachlande  als 
Hauptminimum  um  4*  p,  eintritt  und  dessen  beträchtliche  Ver- 
tiefung für  die  Thalstationen  charakteristisch  ist,  weist  auf  dem, 
Sonnblick  nur  secundären  Charakter  auf.  Es  hält  sich  in  den 
Monaten  October  bis  März  unter  dem  Tagesmittel,  fallt  im 
Üctobci"  auf  4''p..  wciclit,  sich  \'crticfend,  im  Nuvcnibcr  auf  3**  p., 
im  Deceniber  und  Jiinner  auf  2''  p.  zurück  und  ist  in  dem 
letzteren  Monate  am  inei-slcn  ausgeprägt.  Von  hier  an  beginnt 
es  sich  zu  verflachen  und  dem  Tni;csmuiel  zu  nähern,  tritt  im 
Februar  um  4'*  p,,  im  März  um  5^  p.  ein,  erreicht  in  diesem 
Monate  das  Tagesmittel,  verspätet  sich  im  April  auf  5**  30™  p. 
und  bleibt  von  hier  an  über  dem  Tagesmittel  bis  zum  September 
nahezu  gleichmäßig  abgeflacht  In  den  Monaten  Mai  bis  August 
verspätet  sich  das  Nachmittagsminimum  auf  6**  p.  Im  September 
fällt  es  auf  5*^  p.  und  nähert  sich,  dem  Werte  nach,  dem  Tages- 
mittel. 

Das  Abendmaximum,  welches  im  Flachlande  als  secun- 

däres  Maximum  um  10''  p.  eintritt,  erlangt  mit  der  Erhebung 

des  Beobachtungsortes  über  dem  Meeresspiegel  Jen  CiuuakLei 
eines  I  lauptmaximums,  eine  Erscheinung,  die  sich  auf  dem 
Sonnbhck  lecht  deutlich  ausspricht,  woselbst  dickes  Maximum 
stets  sehr  nahe  zur  normalen  Zeit,  d.  i.  um  iC'p.  eintritt,  in  den 
Monaten  December,  Jänner,  Februar  verspätet  sich  der  Eintritt 


h     .    Morg.  Ib    Min.     Vorm.  ^  Max. 

Bucheben   l2<M>w»  16  4*  a.  3ö  8^  p. 

Sonnblick   — 44  a.  22  2  p. 

Genf   4<M  —04  (>  a.  52  ^»  a. 

Chumonix   !<iSi>  — U»  '>   a.  03  7  a. 

Bosses   4;i:.y  —49  a.  22  1  p. 

Colorado  Springs   I8ö6  31  3  a.  7H  7  a. 

Pikes  Peak   4308  —«2  4  a.  45  12  a. 


Die  V'ertiefuni;  des  Mor>;cnininimiims  tritt  in  den  drei  (.nippen  von 
Beobachtunt^sortcn.  durch  die  ,L;c(^graphische  Breite  der  (iroUc  nach  bcein- 
flusst.  deutUch  hervor.  Die  Vcrspätuni;  des  Vorniitta.^sniaxuuums  scheint  im 
Mittel  über  2^  p.,  den  auf  dem  Sonnblick  beobachteten  Wert,  nirgends,  hinaus- 
jsugehen;  im  Gegenthetle,  auf  den  Bosses  und  am  Pikes  Peak  bleibt  sie  aus- 
gesprochen hinter  dieser  Zeit  zurück.  An  heiteren  Tagen  tritt,  wie  später  aus- 
gcHihrt  werden  wird,  auf  dorn  Sonnblick  allerdin}?^  eine  Verspätung  diese*» 
Vormittagsmaximums  auf  Z*"  p.  ein. 


Digitized  by  Google 


ßarometerosciilation  auf  dem  Hohen  Sonnblick. 


303 


des  Maximums  etwas,  tn  den  Monaten  April»  Mai,  Juni,  August, 
September  verfrüht  sich  dersetbe. 

Das  Abendmaximum  ist  in  den  Monaten  December  und 
Jänner  nur  wenig  höher  als  das  Vormittagsmaximum,  von 
welchem  es  durch  das  sehr  ausgebildete  Nachmittagsminimum 
getrennt  isl.  In  den  Monaten  Februar,  März,  April,  Mai  überragt 
es  das  Vormittagsmaxinuim  ganz  ausgesprochen  inul  erreicht 
in  den  Monaten  April  und  Mai  seine  größte  Ausbildimu.  In  den 
Monaten  Juni,  Juli  und  August  sinkt  es  etwas  ab,  dagegen  er- 
hebt sich  in  diesen  Monaten  das  verspätete  \'ormittagsmaximum, 
das  Xachmittagsminimum  mit  sich  emporziehend  und  ab- 
flachend, so  dass  die  Erhebungen  beider  Maxima  sich  wieder 
nahem.  Von  August  an  sinkt  das  Vormittagsmaximum  bjs  zu 
seinem  kleinsten  Werte  im  October  ab,  während  das  Abend- 
maximum  sich  in  dem  letzteren  Monate  zu  denselben  Werten 
wie  im  April  und  Mai  erhebt  und  dadurch  die  Differenz  zwischen 
den  beiden  Maxima  im  October  den  größten  Wert  erreicht.  Im 
November  ist  das  Vormittagsmaximum  gcstie^ien,  das  Abend- 
maximum gefallen;  im  December  .^inJ  hie  gleich  hoch. 

Aus  den  in  I  mitgetheilten  Zahlenwerten  wurden  die  liar- 
monischen  Componenten  nach  der  Bessel'schen  Formel  ge- 
rechnet. 

Der  Winkel  6  in  den  nachstehenden  Formeln  ist  statt  des 
Ausdruckes  kt  gesetzt. 

Die  Coefßcienten  der  Form 

ö>b  =     cos  6-f-/>2  cos  2Ö+/'3  cos  36+ . . . 

sin  h-^q^  sin  Zb-i-q^  sin  3  0-h... 

sind  in  der  Zusammenstellung  II  für  die  12  Monate  des  Jahres 
für  den  Winter,  für  Frühling  und  Herbst,  für  den  Sommer  und 
für  das  Jahr  angegeben.* 

J  Die  Coefficientcn  p^,  q^,  der  periodischen  Reihe,  in  welche  die  Function 
^bss/{h)  nach  dem  Foumier'schen  Verfahren  entwickelt  wird,  sind  bekanntlich 


Pi 


cos  ihd%  q 
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In  der  Zusammenstellung  III  sind  die  harmonischen  Com- 
ponenten  durch  eine  Sinusreihe  ausgedrückt,  welche  aus  II 
durch  die  Substitutionen 

j?j  =  aj  sin  ylp     —  a,  sin  A^.  * , 
z=     cos  i4|,     =r     sin  i4g . . . 

erhalten  wird.  Dabei  sind  äj,  ö,,  ä,,  die  Amplituden  der  ein- 
zelnen harmonischen  Componenten,  A^A^A^A^,,.  die  Epochen- 
winkel.* 

Auf  der  Tafel  I  sind  unter  »Ganztägige  Druckschwankung« 
und  unter  »Halbtägige  Druckschwankung«  die  einfachen 
Wellenlinien  gezeichnet,  welche  diese  Schwankungen  darstellen. 


Fs  »^ei  hier  aneefü'-'t.  dnss  9.\ch  i.!ic«;e1ben  mit'cls  oi'.;cner  Instrumente,  welche 
die  hier  aiigczciglcii  inlegrationcn  aus»luiircn,  j;'^»p'">^!'  V  L;,ijnimcn  iassen. 
Lanirs  der  aüf  einem  (^'ylitidcr  aufgc/.cichcten  Curvc  nvii\1  ein  Stift  entlang 
geluhri,  uiij  nuch  üci  Au  der  Einstellungen  am  Apparate  ergibt  sich  der  eine 
oder  der  andere  Coefftctent.  Solche  Instrumente,  »Harmonische  Analysatoren« 
genannt,  sind  in  dem  von  Prof.  Walter  Dyck  herausgegebenen  Kataloge 
mathematischer,  mathematisch-physikalischer  Modelle,  Apparate  und  Instru- 
mente (Vieweg)  drei  aufgeführt: 

»S6.  Harmonie  Analyser  von  Lord  Kelvin  (Univ.  Cambridge)  Natural 
Philosophy  von  Thomson  und  Tail,  2.  Auflage,  1879.« 

>0o.  Harmonischer  Analysator  von  Prof.  O.  Henrici.  City  and  guild 
of  Londoti  Institute.« 

*\)\.  Harmonischer  Analysator  von  A.  Sommci  fcld  und  K.  Wicherl, 
beschrieben  in  den  Schriften  der  physikalibch-ukunomischen  CicbclUchalt  zu 
König.sberK.  Hd.  rvj.  S.  ÜS.« 

*  In  dieser  Form  ei^nci  .sich  die  Reiho  /.u  graphischen  Darstcllun)a;en, 
wie  sie  auch  später  gegeben  werden  sollen.  Selbstverständlich  kann  statt  der 
Sinusreihe  auch  eine  Co,sinusfeihe  Anwendung  tindeti,  wie  es  in  England 
üblich  ist.  Zur  Ermittelung  der  Gröfie  Oj^  und  einer  solchen  Reihe  sus 
jenen  und  q^^  hat  Generallieutenant  Slrachey  einen  Rechenschieber  eon< 
struiert  und  zur  Zusammensetzung  der  einzelnen  Glieder  der  harmonischen 
Reihe  einen  Apparat,  welcher  gestattet,  einfache  harmonische  Curven  von  der 
gegebenen  Amplitude  und  Epoche  zu  verzeichnen. 

Andere  solche  Apparate  sind  construiert  von  Faidiga,  Interferenzator 
zur  Zusammc!!^  tra-ni^  .ier  Flutwelle  der  Sonne  und  des  Mondes  auf  graphischem 
Wege;  Beiblätter  \X,  S.  8'».  1890;  und  von  W.  C.  L.  van  Schaik  zur  Zu- 
sammenset7:unL'  /vvcior  L-k-ichformigcr  Bewegungen  im  Kreise  zu  einer  har- 
monischen iieweguDg.  Zciisciiriit  für  phys.  und  ehem.  Unterricht,  Bd.  8, 
S.  330,  1895. 
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Mit  Hilfe  von  Pauspapier  kann  man  leicht  eine  bequeme  Ver- 
gleichung  zweier  dieser  Curven  sowohl  untereinander,  als  auch 
mit  der  Curve  des  täglichen  Ganges  vornehmen. 

Die  Veränderungen,  welche  die  Amplituden  a^,  und  die 
Epochen winkeMj  und  erfahren,  habe  ich  versucht,  graphisch 
darzustellen.  Die  einfache  harmonische  Schwingung  wird  hiezu 
diuch  einen  \'ector  dargestellt,  dessen  Länge  OA^  t/,,  l'^ig.  1, 
gleich  der  Amplitude  ist  und  der  unter  dem  Epochenwinkel 


n 


to  ^ 

<•  f 

sr 

4    f   #  N 

[  ^ 

Fig.  1. 


zur  x-Axe,  im  Coordinatenanfangspunkte  beginnend,  gezogen 
wird.  Denkt  man  sich  den  Vector  um  den  Punkt  O  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  so  gedreht,  dass  er  während  der  Peri- 
odendauer der  einfachen  Schwingung  gerade  einen  Umlauf 
macht,  so  gibt  die  Projection  des  Endpunktes  auf  die^-Axe  die 
harmonische  Sinusschwingung  wieder. 

ZielU  man  mit  dem  Halbmesser  OA  —  t/,  einen  Kreis,  den 
Hilfskreis,  und  theilt  dessen  Umfang,  von  A'  ausgehend,  in 
24  Thcile.  die  nmn,  wie  in  der  Fiirur,  mit  den  Stundcnzinern 
beschreibt,  so  bestimmen  die  Schnittpunkte  mit  der  y-Ase  die 
Zeit  der  Extreme  und  jene  mit  der  ;r-Axe  die  Zeiten  des  Durch- 
ganges durch  die  Gleichgewichtslage. 
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In  der  Fii^.  1  der  Taf.  II  ist  eine  solche  Darstellung  in  der 
Weise  ausgeuihrt,  dass  die  Endpunkte  der  Vectoren,  die  den 
einzelnen  Monaten  entsprechen,  eingetragen  und  mit  der  Ord- 
nungszahl des  Monates  beschrieben  sind.  Die  ausgezogenen 
Linien  verbinden  die  Endpunkte  der  Vectoren,  welche  die  in  11 
.  und  III  gegebenen  Componenten  darstellen.  Von  den  Vectoren 
sind  nur  jene  der  einmaligen  täglichen  Schwankung  Ol 
und  06,  dann  jene  der  zweimaligen  täglichen  Schwankung 
07  und  Ol  1  ausgezogen,  die  anderen  wurden  weggelassen. 

Die  AmpliliKie  der  einmaligen  täglichen  Baro 
meterschwanku  ng  hat  auf  dem  Sonnblick  im  December  den 
kleinsten  Wert  0"09  Diiii.  steigt  von  hier  an  und  erreicht  im  Mai 
den  Wert  von  O  'dOü  mm,  erhalt  sich  während  des  Juni  auf 
0*309  mm,  fällt  langsam  während  August  und  September,  dann 
rascher,  insbesondere  zwischen  October  und  November,  zum 
Minimalwerte  des  December  ab. 

Der  Epochenwinkel  der  einmaligen  täglichen 
Barometerschwankung  zeigt  im  Jänner  ein  Minimum,  die 
größten  Ausweichungen  sind  in  diesem  Monate  am  meisten 
verspätet.  Der  l'4^ochen\\inkcl  .sLci-t  b\>  zum  Monat  April 
rascher,  dann  l.mgsanicr  an  und  erreicht  im  Juni  sein  Maximum 
von  185"  07'.  Die  groliien  Ausweichungen  sind  hier  am  meisten 
verfrüht;  er  erhält  sich  bis  zum  September  auf  dem  Werte 
von  177",  fallt  im  October  und  November  auf  108*  ab,  steigt 
im  December  auf  167**  an  und  fällt  im  Jänner  wieder  ab. 

Die  Amplitude  der  zweimaligen  täglichen 
Schwankung  zeigt  zwei  Maxima,  das  größere  im  März  mit 
0"199iww,  das  kleinere  im  October  mit  0"I87«ffw,  und  zwei 
Minima,  eines  im  Juli  mit  0"  löQmm  und  das  zweite  tiefere  im 
December  mit  ()•  loi:  ;//;//. 

Der  Rpochenwinkel  .4^  der  zweimaligen  täglichen 
Schwankung  ist  wenig  veränderlich:  sein  Jahresmittel  ist 
114°,  er  hält  sich  vom  Februar  bis  zum  September  zwischen 
104'*  und  1 14**.  In  den  Monaten  April,  Juni  und  Juli  ist  der  Ein- 
tritt der  Extreme  der  zweimaligen  Schwankung  am  meisten 
verspätet.  Im  Monate  November  steigt  der  Epochenwinkel 
auf  131*  an,  die  Extreme  sind  zu  dieser  Zeit  merklich  ver- 
früht. 
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Die  Amplitude  der  dreimaligen  täglichen  Baro- 
meterschwankung  zeigt  in  den  Monaten  November,  De- 
cember,  Jänner,  Februar,  Mai,  Juni  und  Juli  die  größten 
zwischen  0*03  mm  und  0*05  mm,  im  April  und  September  die 
kleinsten,  an  0*01  mm  liegenden  Werte. 

Die  Epochenwtnkelilg  liegen  vom  October  bis  Februar 
im  4.  Quadranten,  im  März  und  April  und  September  im 
3.  Quadranten  und  von  Mai  bis  Au|?iist  im  2.  Quadranten. 

Mit  vJicsem  Wechsel  .1^.1  GrOlic  dc^  Epochenwinkels ^  um 
nahe  180"  hängt  auch  die  Kleinheit  der  Amplitude  zur  Zeit  der 
Äquinoctien  zusammen. 

Die    Amplituden  der    viermaligen  täglichen 

Schwankung  sind  auch  in  den  Monaten  November,  Deccmber, 
Jänner  und  Februar  am  größten.  Die  Epochenwinkel  .4,  liegen 
während  dieser  Monate  im  2.  und  3.  Quadranten,  in  den  übrigen 
Monaten  finden  sich  £pochenwinkel  in  alten  vier  Quadranten. 

Wenn  auch  bei  der  Kleinheit  der  täglichen  Barometer* 
Schwankung  auf  dem  Hohen  Sonnblick  der  Einfluss  der  zu- 
fälligen Abweichungen  auf  die  in  I  mitgetheilten  Mittelwerte 
nicht  ganz  eliminiert  sein  mag  und  dadurch  die  absoluten  Werte 
von  A^,       merklich  becintlusst  werden,  so  scheinen 

diese  beiden  Componenten  im  täglichen  liarumetergange 
namentlich  des  Winters  doch  wesentlich  zu  sein.  Es  spricht 
dafür  der  eigenthumliche  Verlaul  der  Curven  der  täi:lichen 
Schwankung,  wie  eine  derselben  für  den  Monat  Janner  ni 
Flg.  3,  S.  36,  wiedergegeben  ist,  wäln  end  der  Zeit  von  3'' p. 
bis  8^  p.  Diesen  Verlauf  zeigen  auch  die  Wintercurven  für 
Schaf  berg,  Obir  und  Säntis^  und  für  den  Pikes  Feak.^  Auf  dem 

J  Diese  Sitzungsbcr.,  iJd.  I07,  S.  72.  .Met.  Zeitschr.,  18*t4,  S.  LM. 

-  J.  Hann,  Denkschriften  der  k.  Akad.  der  VVissensch.  in  Wien,  Bd.  59, 

S.  336. 

s  J.  Hann,  Diese  Sitzuni^sbcr.,  BJ.  IU7,  S.  125  und  S.  I;"i7.  .Auf  dem 
Gipfel  des  Pikes  Venk  wurden  von  1.  November  1H92  bis  30.  September  18'J4 
ttegistricrungcn  der  meteorologischen  Elemente  aus^cliihrt.  Dieselben  sind  in 
iem  »Report  of  the  Chief  of  the  Weather  Bureau  (Washington)«  in  bis 
I1K^4  in  extenso  mitgetheilt.  Aus  den  von  Park  Morill  in  enf^lischcn  Zollen 
gerechneten  und  in  dem  »Report«  1895  bis  1896  verülTentlichten  Stunden- 
mitteln des  Barometerstandes  hat  J.  Hann  die  .Vh weichungen  in  Millimetern 
vim  Tagesmittel  gerechnet  und  in  die  citierte  Abhandtung  auff^enommen. 

Sitzb.  d.  mathem.->naturw.  CL ;  CX.  Bd.,  Abth.  11.  a,  2 1  * 
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letzteren  Gipfel  ist  die  gesammte  tägliche  Schwankung  112  mm, 
d.  i.  das  doppelte  derjenigen  auf  dem  Sonnblick;  der  Einfluss 
der  Fehler  ist  hier  jedenfalls  abgeschwächt 

Die  harmonischen  Componenten  a^,  a^^      und  sind: 

S  o  n  n  b  Ii  c  k : 

Winter    0-0458  sin  (326*' O2'-4-30)4-O-O233  sin  (170"  22'-4-40j 

Frühling  und  Herbst. .  0  0142  sin  (2»U    r,t>  h-30)-+-O-'V!1  ö  sin  (222    17  -hAh) 
Sommer   0-0359  sin  (142  35 -h30)-hO  OO2«  sin  (185  'iS'-h4b). 

Pikes  Peak: 

Winter   0*0938  sin  (  15*  34'+30)-hO-O284  sin  (232*  27'-»-4^) 

FrQhUng  und  Herbst..  0*0393 sin (  18  59  +2^)4-0 -0091  sin (283  25 -»>4Ü) 
Sommer  0 • 0402  sin  ( 173  34  +3 6)-hO •  031 3  sin  (l  2S  51  -h4 6) . 

Die  Amplitude  ist  auf  dem  Sonnblick  und  auf  dem  Pikes 
Peak  während  des  Winters  am  größten,  im  Frühling  und  Herbst 
am  kleinsten.  Im  Sommer  ist  auf  dem  Sonnblick  um  etwa 
207o  kleiner  wie  im  Winter,  auf  dem  Pikes  Peak  nur  wenig 
größer  als  im  Frühling  und  Herbst. 

Der  Epochenwinkel  ^4,  liegt  auf  dem  Sonnblick  während 
des  Winters  im  4.  Quadranten,  geht  während  des  Frühling  und 
Herbstes  im  Mittel  in  den  3.  Ouadraiitcn  über  und  hält  sich 
während  des  Sun.meis  im  2.  Quadranien.  Auf  dem  Pikes  Peak 
liegt  während  des  Wmlurs  im  1.  Ouadranten,  etwa  40"  von 
dem  des  Sonnhiick  abstehend,  bleibt  während  des  Frühlings 
und  Herbstes  im  Mittel  in  diesem  Quadranten,  übergeht  aber 
während  des  Sommers  auch  in  den  2.  Quadranten,  eine  Er- 
scheinung, welche,  wie  Hann  hervorhebt»  der  dreimaligen  täg- 
lichen Barometerschwankung  auf  der  ganzen  Erdoberfläche 
zuzukommen  scheint. 

Die  Amplitude  ist  auf  beiden  Hochgipfeln  im  Frühling 
und  Herbst  im  Mittel  am  kleinsten,  auf  dem  Sonnblick  dagegen 
im  Winter;  auf  dem  Pikes  Peak  im  Sommer  am  größten. 

Der  Lpuchcnuinkel  A^  ist  auf  dem  .Sonnblick  im  Mittel 
während  des  Winters  und  Sommers  nahe  bei  ISr»",  während 
des  Frühlings  und  Herb--tc-  bei  220°,  auf  dem  Fikes  Peak 
während  des  Winters,  Früliiings  und  Herbstes  in  der  Nähe 
von  270°,  dagegen  im  Sommer  ausgesprochen  im  2.  Qua- 
dranten. 


DigiilZuU  by  LatA.'^ 


BerometeroscHlation  auf  dem  Hohen  Sonnblick. 


311 


Kleine  Abänderungen,  denen  die  gefundenen  Mittelwerte 
des  Barometerganges  auf  dem  Sonnblick  bei  einer  Revision 
der  ganzen  Rechnung  unterworfen  wurden,  beeinflussen  die 
Werte  von  und  weitaus  mehr,  als  die  Werte  von  a,  und  ; 
die  für  die  viermalige  tägliche  Barometerschwankung  gerech- 
neten Größen  sind  daher  mit  einiger  Unsicherheit  behaftet 

Zusammensetzung  der  harmonischen  Ck>mponenten  auf  ' 

graphischem  Wege. 

Die  vorhin  erwähnte  Darstellung  einer  einfachen  har- 
monischen Schwingung  durch  einen  unter  dem  Epochenwinkel 
gezogenen  Vector  von  der  Länge  der  Amplitude  gestattet  ein* 
fache  harmonische  Schwingungen  zusammenzusetzen. 

Soll  derselbe  Punkt  gleichzeitig  zwei  einfache  harmonische 
Schwingungen  von  derselben  Periode,  aber  von  verschiedenen 
Amplituden  0A[  =  a  und  0B[  =  b  uiul  Epochenwinkeln  A 
und  5  ausfuhren,  so  ist  0C[,  Fig.  1,  S.  17.  die  resultierende 
Amplitude  und  xOC[  —  C  der  zui^ehorige  F.pochcnu'inlsel,  wie 
^us  der  Zusammensetzung  der  Comptinenten  p„.  pi,,  q,,,  gi,  so- 
fort erkannt  wird.  Zugleich  ist  0C[  der  Halbmesser  desjenigen 
Kreises,  in  dem  sich  ein  Punkt  bewegen  würde,  welcher  zwei 
gleichförmige  Bewegungen  in  Kreisen  von  den  Halbmessern 
und  d|  und  den  Epochenwinkeln  i4,  und  in  derselben  Zeit 
auszuführen  hätte,  und  C  der  zugehörige  Epochenwinkel. 

Soll  ein  Punkt  mehrere  einfache  harmonische  Schwin- 
gungen zugleich  austühren,  denen  verschiedene  Amplituden 
uiiU  F,puchen,  aber  auch  verschiedene  Periovicn  zukuiniDcn,  so 
^"bl  die  Aneinanderreihung  der  X'ectoren  \\  «  «hl  die  Laj^e  des 
Punktes  zur  Zeit  Null,  aber  die  aus  den  Bewegungen  in  den 
Hilfskreisen  resultierende  Bewegung  ist  keine  Bewegung  im 
Kreise,  sondern  eine  solche  in  einer  Curve,  die  als  Hilfscurve  zur 
Construction  der  Wellenlinie  dienen  kann,  also  eigentlich  ein 
Vectordiagramm  ist 

Handelt  es  sich  hiebe!  zunächst,  wie  bei  der  einmaligen 
und  bei  der  zweimaligen  täglichen  Barometerschwankung,  um 
die  Zusammensetzung  zweier  einfacher  harmonischer  Be- 
wegungen, deren  Schwingungszahlen  sich  wie  1:2  verhallen, 

21» 
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?50  ist  die  resultierende  Hilfscurve  eine  Pascdl'sche  Curve;  ^  die- 
selbe wird  durch  die  Punkte  einer  Geraden  iicj^,  Fig.  2,  be- 
schrieben, von  welcher  ein  Punkt  durch  eine  Kurbel  Oa^ 
auf  einem  Kreise  geführt  wird,  während  die  Gerade  durch  einen 
festen  Punkt  Q  des  Umfanges  dieses  Kreises  geleitet  Während 


der  Umfang  des  Kurbelkreises  zweimal  in  gleichförmiger  Be- 
wegung durchlauten  wird,  dreht  sich  die  Gerade  gleichförmig 
euinial  um  den  Punkt  ii. 

Sind  (kl,,  und  0^^^  die  i^eiden  .u;egebenen  einfachen  har- 
muriibchen  Schwingungen,  deren  Umlaufszahlen  sich  wie  2 :  l 

1  liurmester,  Lehrbuch  der  Kmemalik,  Bd.  1,  1888»  S.  150.  R<ilit 
ein  Krtia  eines  ebenen  Systems  auf  einem  gleich  groOen  festen  Kreise,  so 
sind  die  cyclischen  CurvcM.  w  eiche  die  Sy-t'^nr^uiiktc  beschreiben,  Pascal'schc 
Ciirveti.  ebenso  wenn  cm  K'ieis  uinsclilicLlcnd  auf  einem  halb  so  ^r<>L*en  lesteri 
K'rcjsc  rr.ilt.  in  der  »I.cbrc  von  den  Sch\vin|4uiiL;>cur\cn »  wird  1".  Melde  bei 
der  /u>ammcnset/i:nL;  elIi}Mi-.cIiLr  Uew..  Lini^en,  deren  Perii>den  sich  wie  1  :  2 
veili.uten,  zu  bulchcn  Curvcii  mit  Scliiiii^eii,  wie  dse  Pasicarsclien  l'uiA-en, 
}:erul;rt. 
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verhalten,  so  zieht  man  zur  Construction  der  Pascarschen 
Cürve  mit  dem  Halbmesser  Oöj  —  a^,  der  Amplitude  der  zwei- 
maligen täglichen  Schwingung  einen  Kreis,  theilt  dessen  Um- 
fang, von  ausgehend,  in  12  Theile  und  beschreibt  die  Theil- 
punkte  entsprechend.  Durch  den  Endpunkt  führt  man  eine 
Parallele  zu  Oa^y  dieselbe  schneidet  den  Kreis  vom  Halb- 
messer im  Doppelpunkte  ü  der  Pascarschen  Curve.  Dieser 
Punkt  Q  ist  mit  den  12  Theilpunkten  des  Kreises  durch  Gerade 
zu  verbinden  und  v(">n  den  Theilpunkten  ist  Jic  Strecke  nach 
beiden  Seiten  hin  abzutragen;  die  so  erhaltenen  Punkte  mit 
dem  Theilpunkte.  von  dem  sie  abgetragen  wurden,  cirrespon- 
dierend  beschrieben  und  der  Reihe  der  Zahlen  nach  verbunden, 
geben  die  gesuchte  Curve. 

ist  aj  <2a^,  so  ergibt  sich  eine  Schlinge  wie  in  Kig.  '2;  ist 
=r  2a^,  so  entsteht  die  Cardioide,  mit  der  Spitze  in  U;  ist 
0i>2ag,  dann  zeigt  die  Curve  auf  dem  Leitstrahle  durch  Ü 
eine  mehr  oder  minder  ausgesprochene  Einbiegung. 

Ein  Punkt,  der  sich  zufolge  der  beiden  in  Rede  stehenden 
harmonischen  Bewegungen  auf  der  PascaVschen  Curve  bewegt^ 
gelangt  nach  je  einer  Stunde  in  die  durch  die  Construction en 
gefundenen,  mit  der  Tagesstunde  beschriebenen  Punkte. 

Werden  diese  Punkte  durch  I\irallcle  zur  .v-Axe  auf  Gerade 
reduciert,  welche  parallel  zur  j*-Axe  in  gleichen  Abständen  ge- 
zogen und  mit  den  Tagesstunden  beschrieben  sind,  so  geben 
diese  Punkte  verbunden  die  entsprechende  Wellenlinie. 

Sind  noch  eine  dreimalige  und  eine  viermalige  tägliche 
Barometerschwnnkung  zu  berücksichtigen,  so  kann  von  den 
Punkten  der  Pascal'schen  Curve  ausgegangen  und  es  können 
dann  die  Amplituden  und  jener  Schwingungen  unter 
dem  der  Stunde  entsprechenden  Phasenwinkel  angeschlossen 
werden.  Es  lässt  sich  dies  sehr  rasch  ausführen,  wenn  noch 
ein  Hilfskreis  von  größerem  Halbmesser  benutzt  wird,  der  um 
den  Coordinatenanfangspunkt  geschlagen,  zum  Auftragen  von 
Winkeln  ohnehin  nothig  ist  und  dessen  Umfang,  von  den 
Schnittpunkten  mit  den  verlängerten  \'ecluren  a.,  und  a^  aus- 
gehend, in  acht,  beziehungsweise  sechs  Theile  getheilt  wird. 
Durch  die  Schnittpunkte  und  den  Kreismittelpunkt  werden 
kayons  gezogen,  die  nach  der  positiven  Seite  der  V'ectoren 


«^14  A.  V.  Ubermay er, 

z.  B.  mit  0,  4,  8,  12;  1,  5,  9;  2,  6,  10;  3,  7,  1 1  oder  0,  3,  6,  9,  12: 

I,  4,  7,  10:  2,  5,  8,  11  beschrieben  werden.  Zu  den  correspon- 
dierenden  Punkten  der  Pascal'^chcn  Curven,  z.  B.  0,  4,  8,  12, 
sind  zuerst  die  <:7.  abwechselnd  nach  der  einen  und  anderen 
Richtung  abzutragen  und  daran  die  in  dem  entsprechenden 
Sinne  zu  reihen. 

Auf  Taf.  Ii  sind  die  Vectordiagramme  für  den  Monat 
Jänner  verzeichnet.  Die  punlctierte  Curve  ist  die  Pascal'sche 
Curve,  die  gestrichelte  entsteht -durch  Hinzufügung  der  drei- 
maligen täglichen  Schwankung,  die  ausgezogene  Curve  endlich 
durch  die  Hinzufügung  der  viermaligen  täglichen  Schwankung. 

Auf  Taf.  III,  Fig.  1  und  Fig.  2,  sind  die  unter  den  Epochen- 
winkeln AiA^Ar^A^  gezogenen  V'ectoren  a^a,,a^a^  der  har- 
monischen Lumponenten  des  täglichen  l>iu<iiiiclct ganzes  tür 
die  heiteren  und  trüben  TaQ;e  der  Monate  Jänner  und  .August 
in  ein  rechtwiniveiiges  Coordinaiensysietn  eingezeichnet. 

Auf  Taf.  III,  Fig.  3,  sind  die  mit  Hilfe  dieser  V'ectoren  con- 
struierten  Vectordiagramme  für  die  tägliche  Schwankung  der* 
artig  verzeichnet,  dass  sich  die  zugehörigen  Coordinatenaxen 
decken.  Es  wurde  jede  der  Curven  für  sich  allein  construiert, 
die  Richtigkeit  derselben  durch  Construction  der  Wellenlinie 
und  Vergleichung  mit  den  beobachteten  Resultaten  geprüft  und 
dann  auf  Pausleinwand  ein  Coordinatensystcm  gezogen  und 
wlic  Curven  darauf  übertragen.  I)ic  l.agen  des  beweglcn  Hilfs- 
punktes in  den  einzelnen  Stunden  smd  durch  Punkte  markiert, 
welche  in  die  Unterbrechungen  der  Curve  eingezeichnet  sind. 

Ein  derartiges  übereinanderzeichnen  der  Hilfscurven  ge- 
staltet einen  sehr  genauen  und  übersichtlichen  Vergleich 
zwischen  zwei  periodischen  Bewegungen.  Die  Ordinaten  der 
Theilpunkte  der  Hilfscurve  oder  der  Stundenpunkte  der  davon 
abgeleiteten  Wellenlinien  können  von  der  Abscissenaxe  aus 
abgemessen  werden  und  geben  auf  graphischem  Wege  die 
•  berechneten«  Stundenwerte  der  mittleren  Barometer- 
abweichung. 

Ks  sei  noch  bemerkt,  dass  durch  die  in  Rede  stehenden 
Hilfscurven  die  gesuchten  Wellenlinien  sich  einfacher,  über- 
sichtlicher und  genauer  consiruieren  lassen,  als  dadurch,  dass 
etwa  die  den  einzelnen  harmonischen  Componenten  ent- 
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sprechenden  Wellenlinien  unlcreinandcr  verzeichnet  und  die 
abgemessenen  Ordinalen  der  Größe  und  dem  Zeichen  nach 
aneinandergereiht  werden. 

Zu  der  mehrfachen  Kreistheilung,  die  hier  vorkommt, 
empfiehlt  sich  die  Benützung  einer  dümien,  kreisförmigen 
Metailscheibe,  welche  mit  24  in  gleichem  Winkelabstande  ein- 
geschnittenen  Schlitzen  versehen  ist,  die  nahe  am  Rande 
beginnen  und  1  bis  2  cm  von  dem  fein  durchbohrten  Mittel- 
punkte der  Scheibe  endigen.  Durch  eine  Pikiemadel  wird  der 
.Mittelpunkt  über  dem  Coordinatenanfangspunkte  fixiert  und  die 
Scheibe  soweit  .L;edreht,  dass  durch  zwei  diametrale  Schlitze 
dtr  deutlich  ausgezogene  Vector  a.,  und  dessen  markierter 
Schnittpunkt  auf  der  rückwärtigen  Verlängerung^  sichtbar  werde. 
Mit  einem  llach  gespitzten  Bleistifte  können  dann  die  Theii- 
striche  an  dem  Umfange  des  zu  theilenden  Kreises  gezogen 
werden.  Selbstverständlich  leistet  die  Scheibe  auch  für  die 
ndthigen  Theitungen  zur  Construction  der  drei*  und  viermaligen 
tigiichen  Schwankung  gute  Dienste. 

Die  tägliche  Schwankung  des  Barometers  an  heiteren  und 
trüben  Tagen  auf  dem  Hohen  Sonnblick. 

Der  Unterschied  im  tägHchen  Gange  des  Barometers  an 
^'iCiteren  und  trüben  Tagen  wurde  zuerst  von  Lamont  für 
München  nachgewiesen.  Seither  haben  A.  Buch  an  für  den 
Hen  Nevis  und  die  zugehörige  Fußstation  Ft.  WiUiam  und  für 
Triest,  Nekamura  für  Hamburg  ähnliche  Untersuchungen 
Kefuhrt 

J.  H  an  n  ^  hat  diese  Untersuchungen  erneuert  aufgenommen 
und  auf  folgende  Beobachtungsstationen  und  Jahreszeiten  er- 
streckt: Zürich  und  Säntis  für  den  Sommer,  Obir  (2040  m)  und 

Klagenfurt  (450  m)  für  Sommer  und  Winter;  dann  Peissen- 
t>erg  (994  f«),  Hirschberg  HöTi  ;;/),  Wendelstein  (1  727  i 
München  (526  w),  f^ayrisch-Zell  ^801'  //;).  Feld  bei  Mics- 
für  den  Sommer.  Die  Stationen  München,  Peissen- 
^erg,  Wendelstein  und  Säntis  sind  von  Hann ^  dazu  benüui 

'  J.  Hann,  Der  tägliche  Gang  des  Barometers  an  heiteren  und  trüben 
'^<80i,  namentlich  auf  Berggipfeln.  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  104,  S.  .505,  1895. 
'  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  t04,  S.  522. 
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worden,  um  zu  zeigen,  wie  sich  die  Barometerschwankungen 
an  heiteren  und  Hüben  Tagen  mit  der  Höhe  der  Berggipfeln 
iindern.  J.  Hann  hat  die  Erklärung  der  beobachteten  Er- 
öcheinung  durch  die  Zerlegung  in  die  harmonischen  Com- 
ponenten  gegeben  und  auch  versucht,  die  wahrscheinliche 
Ursache  des  \  erschiedenen  Ganges  des  Barometers  bei  heiterem 
und  trüben  Wetter  aufzudecken.  Er  ist  dabei  zu  dem  Satze 
gelangt,  dass  der  Unterschied  im  täglichen  Gange  des  Baro- 
meters bei  heiterem  und  bei  trübem  Wetter  vollkommen  dem 
Unterschiede  zwischen  dem  täglichen  Gange  des  Luftdruckes 
über  dem  Lande  und  über  dem  angrenzenden  See  entspreche, 
und  er  schlicLiL  daran  den  Satz,  dass  die  Orte  barometrischer 
Maximn  mit  klarem  Himmel  und  groUer  täglicher  Wärme - 
Schwankung  in  Bezug  auf  die  täglichen  Druckschwankungen 
geradeso  auf  die  Orte  ban^metrischer  Minima  mit  bedecktem 
Himmel  und  kleiner  täglicher  Wärmeschwankung  reagieren, 
wie  die  Landflächen  auf  die  benachbarten  Wasserflächen. 

Die  für  den  Sonnblick  vorliegenden  Registrierungen  des 
Barometerganges  ließen  es  als  dankbare  Aufgabe  erscheinen, 
die  Unterschiede  im  Barometergange  an  heiteren  und  trüben 
Tagen  für  diesen  Hochgipfel  für  die  einzelnen  Monate  des 
Jahres  festzustellen  und  viie  harmonischen  Componenlen  des 
Barom c t e rga n ge s  a u f z u s u ch e n . 

ZiM"  Auffindung  der  heiteren  und  trüben  Tage  dienten  die 
Angaben  über  die  Bewölkung  zu  den  Beobachtungsterminen 
7*  a.,  2**  p.  und  p.,  welche  in  den  »Jahrbüchern  der  Central- 
anstalt  für  Meteorologie«  in  Zahlen  von  0  bis  JO  ausgedrückt« 
veröffentlicht  sind. 

Ohne  ßeiziehung  der  Registrierungen  des  Sonnenschein- 
autographen ist  die  Feststellung  der  heiteren  Tage  nach  diesem 
Vorgange  dadurch  erschwert,  dass  namentlich  in  den  Sommer- 
monaten Tage  zugelassen  werden  müssen,  .in  der;ci;  die  lic- 
wölkung  *>  nicht  vorkommt,  dagegen  Bewölkungen  bis  zu  8 
\  erzeichnet  -mvJ.  Die  Summe  der  Beobachtungszahlen  für  die 
drei  Beobachuingstermine  steigt  an  solchen  Tagen  bis  zu  G  an. 

Ais  trübe  Tage  wurden  jene  gezählt,  an  weichen  die  Be- 
wölkung zu  den  drei  Beobachtungsterminen  mit  10  verzeichnet, 
die  Bewölkungssumme  daher  30  ist.  Nur  in  jenen  Monaten,  in 
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welchen  die  Zahl  der  trüben  Tage  gering  ist,  wurden  einige 
Tage  mit  der  Bewölkungssiimme  29  zugelassen. 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  sind  die  Zahlen  der  heiteren 
und  trüben  Tage  in  den  einzelnen  Monaten  der  Jahre  1886 
bis  1896,  für  welche  Beobachtungen  vorliegen,  zusammen- 
gestellt. 

Die  größte  Zahl  der  heiteren  Tage  fällt  auf  die  Monate 

November,  December,  Jänner.  Februar  und  März.  Die  Bewölkung 
ist  namcnilich  in  den  vier  crsLiii^^ct'iihrtcn  Monaten,  oft  mehrere 
Tage  hintereinander,  zu  allen  drei  licubachtungsterminen  mit  0 
angeführt.  In  den  Monaten  Mai,  Juni  und  Juli  kommen  Be- 
wölkung 0  fast  gar  nicht  vor,  so  dass  der  ganz  klare  Himmel 
über  dem  Sonnblick  in  den  Tagen  des  Sommers  nur  auf  wenige 
Tagesstunden  beschränkt  bleibt.  Trotz  dieses  Umstandes  ergibt 
sich  für  den  täglichen  Gang  des  Barometers  an  den  als  heiter 
gewählten  Tagen  des  Sommers  ein  sehr  charakteristischer 
Unterschied  gegen  jenen  an  den  trüben  Tagen,  der  mit  den 
Resultaten  übereinstimmt,  welche  J.  Hann  für  den  Säntis  und 
für  den  Obir  gefunden  hat. 
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Für  den  October  1886  sind  in  den  »Jahrbüchern  der 
k.  k.  Centralanstalt  für  Meteorologie«  zwar  die  täglichen  Beob- 
achtungen enthalten,  aber  es  sind  noch  keine  verwertbaren 
Aufzeichnungen  des  täglichen  Barometerganges  vorhanden,  so 
dass  die  8  heiteren  Tage  dieses  durch  gutes  Wetter  ausgezeich- 
neten Monates  nicht  berücksichtigt  werden  konnten.  Der  Monat 
December  1890  weist  12  heitere  Tage  auf;  leider  fehlen  die 
Registrierungen  der  Rarometeroscillatum  für  diesen  Monat. 

Von  den  Barümeterregistricrun.L^en  auf  dem  Hohen  Sonn- 
bhck  sind  die  Monate  November  1886  bis  August  1887  nicht 
in  wahren  Werten  ausgedrückt,  aber  es  ist  nach  den  dort  ver- 
zeichneten Angaben  möglich,  die  Umrechnung  auf  absolute 
Werte  auszuführen,  ich  habe  dies  für  den  täglichen  Gang  der 
heiteren  und  trüben  Tagen  ausgeführt. 

Die  aus  dem  gesammten  Beobachtungsmateriale  der  Jahre 
1886  bis  1896  gerechneten  mittleren  täglichen  Barometer- 
Schwankungen  in  Hundertelmillimeter  sind  für  die  heiteren 
und  trüben  Tage  in  Tabelle  IV  eingetragen.  Von  diesen  Werten 
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sind  die  Miuel  gebildet  und  zum  Vergleiche  sind  die  ent- 
sprechenden Mittel  au«;  Tabelle  I  hinzugefügt. 

Es  sei  gleich  hier  hervorgehoben,  dass  in  den  Monaten 
Jänner,  Februar,  November  und  Dccember  die  Mittel  aus  den 
heiteren  und  trüben  Tagen  mit  den  Gesammtmitteln  recht  gut 
übereinstimmen.  In  den  Übrigen  Monaten  sind,  insbesondere 
während  der  Abendstunden  bis  Über  Mittemacht  hinaus,  Ab- 
weichungen vorhanden,  die  bis  auf  0*09  mm  ansteigen. 

Für  alle  Monate  haben  die  angeführten  Zahlenreihen  das 
gemeinsame  Merkmal,  dass  sich  zwischen  5**  a.  und  7**  a.  und 
zwischen  S^'p.  und  7''p.  nicht  nur  die  in  Rede  stehenden  Mittel- 
welle einander  sehr  nähern  oder  gleich  werden,  sondern  dass 
auch  die  Abweichungen  der  heiteren  und  trüben  Tage  sich 
wenig  von  einander  und  von  diesen  Mittelwerten  unterscheiden. 

sind  dies  die  Zeiten,  zu  welchen  sich  die  Curven  für  die 
ßarometergänge  an  heiteren  und  trüben  Tagen  durchschneiden. 

Der  Verlauf  der  Curven  der  Barometerschwankungen,  in 
.Abweichungen  vom  Mittel,  für  die  heiteren  und  trüben  Tage  ist 
in  der  Fig.  3,  S.  36,  JÜr  den  Monat  Jänner  als  charakteristisch 
für  den  Winter,  dann  für  April  und  endlich  für  August  als 
charakteristisch  für  den  Sommer,  nach  den  unter  VI  und  VII 
angeführten  harmonischen  Componenten  des  Barometerganges 
verzeichnet.  Die  beobachteten  Werte  sind  für  die  heiteren  Tage 
in  aufrechten  Kreuzen  +,  für  die  trüben  Tage  in  liegenden 
Ivreuzen  X  markiert. 

Die  Barometerschwankung  an  den  heiteren  Tagen  zeigt 
das  MorLrenmininium  als  Hauptminiinum,  da^  Vurmitlag^- 
maxirnum,  eventuell  auf  Nachmittag  verspätet,  als  Haupt- 
maximum; das  Nachmittagsminimum  und  das  Abendmaximum 
schwach  entwickelt. 

Die  Barometerschwankung  an  trüben  Tagen  hat  auch 
morgens  das  Hauptminimum,  jedoch  ein  wenig  über  das  Mittel 
ragendes,  nahezu  verwischtes  Vormittagsmaximum  und  Nach- 
mittagsminimum,  dagegen  ein  sehr  ausgesprochenes  Abend- 
maximum. An  heiteren  Tagen  ist  die  Barometerabweichung 
vom  Mittel  um  Mittemacht  sehr  gering,  mitunter  auch  ncgati\', 
an  trüben  Tagen  jedoch  sehr  bedeutend. 
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IV.  Täglicher  Gang  des  Barometers  an  heiteren 

wahrend  der  einzelnen  Moniiic,  in  Abweichungen  vom  Muiti,  in  Hunderiel- 

Die  heiteren  und  trüben  Tage  November  und 
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und  trüben  Tagen  auf  dem  Huhcn  Sonnblick 

Millimeter.  10  Jahre  1887  bis  1890.  November  und  December  lti90  fehlen. 
Üecember  lbö6  sind  mit  in  Rechnung  gestellt. 
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Das  Morgenminimum  tritt  an  heiteren  Tagen  früher 
ein,  als  an  trüben  Tagen.  Im  Winter  ist  es  an  trüben  Tagen,  im 
Sommer  an  heiteren  Tagen  mehr  vertieft  Im  October  tritt  der 

au  gesprochene  Wechsel  zwischen  dem  Sommer-  und  Winter- 
\erlaui  der  Curve  ein.  im  brühjahr  isl  dieser  Wechsel  nicht  so 
deutlich  auf  ein  bestimmtes  Monat  beschriinki. 

Das  Vorniitlagsmaxinuim  fällt  an  den  heiteren  und 
trüben  Tagen  des  Jänner  auf  10''  a.  und  zeigt  an  heiteren  Tagen 
eine  mittlere  Abweichung  von  0*26  mm,  an  trüben  Tagen  bloü 
von  0*06  mm.  im  Februar  ist  es  auf  a.,  im  März  auf  12^ 
mittags,  im  April  das  Maximum  der  heiteren  Tage  auf  2^*  p.  vor- 
geruckt, jenes  der  Curve  für  die  trüben  Tage  ist  sammt  dem 
Xachmittagsmaximum  verschwunden,  die  Curve  steigt  vom 
Xlorgenminimiim  während  der  Nachmittagstunden  nur  weniger 
:a.-^ü  zum  Aben Jn-iaxiniuni  an.  Im  Mai  hält  sich  das  Maximuni 
in  den  heiteren  l  agen  auf  2''  p.,  ein  sehr  schwaches  Maxiiiunn 
:ritt  zu:  seihen  Zeit  an  trüben  Tagen  ein.  im  Juni  ist  das 
Maximum  der  heiteren  Tage  auf  3^'  p.  verspätet  und  zeigt  eine 
Abweichung  von  0*36  twi«  vom  Mitttel,  jenes  der  trüben  Tage 
ist  schwach,  aber  deutlich  ausgebildet.  Im  Juli  und  August 
hSlt  sich  an  heiteren  Tagen  das  Maximum  auf  3*"  p.»  an  trüben 
Tagen  verschwindet  es  fast  vollständig.  Im  September  ist 
dieses  Maximum  an  heiteren  und  trüben  Tagen  auf  Mittag 
zurückgewichen,  an  trüben  Tagen  wenig  entwickelt.  Im 
October  tritt  dasselbe  an  heiteren  Tagen  um  11 ''a,,  an  trüben 
•  Ta^en  um  Mittag  ein.  Im  November  und  Üecember  sind  die 
Maxima  beider  Curven  auf  die  Zeit  zwischen  10*'  a.  und  1 1''  a. 
verschoben. 

Das  Nachmittagsminiraum  tritt  an  heiteren  Tagen  im 
Janner  um  2''  p.,  im  Februar  um  4''  p.,  im  März  um  5''  p.,  im 
April  um  6^  30""  p.,  im  Mai,  Juni,  Juli  und  August  um  7^  p.  ein 
und  ist  in  diesen  Monaten  wenig  entwickelt.  Im  September 
weicht  es  auf  6^  p.,  im  October  auf  5'^  p.,  im  November  und 
December  auf  4'  p.  zurück.  In  den  Wintermonaten  senkt  es 
sich  zwischen  Vormittags-  und  Abendmaximum  bemerklich  ein. 
An  den  trüben  Tagen  des  Siininiers  ist  dieses  Xachinitta,L;s- 
minimum  fast  gänzlich  vervs  isclit,  m  den  anderen  Monaten  iiegt 
es  zwischen  4^p.  und  G*^  30"' p. 

Sftib.  d.  mailien.-nftturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  IK  a.  32 
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Das  Abendmaximum  tritt  an  heiteren  Tagen  etwas 
verfrüht,  sehr  nahe  um  an  trüben  Tagen  zur  normalen 
Zeit,  um  iC'  p ,  ein.  Im  Mai,  Juni,  Juli  und  August  ist  es  ah 
heiteren  Tatzen  nur  schwach  entwickelt  und  dessen  Größe  von 

jener  des  Abcndniiniiiuinis  wenig  verschieden.  Im  Marz.  Apr.l, 
September  und  Octuber  ist  es  deutlicher  ausgesprochen.  An 
trüben  Tagen  ist  das  Abendmaximum  jederzeit  beträchtlich 
und  CS  beträgt  dessen  Abweichung  vom  Mittel  bis  über 
0-40  min. 

Der  früher  angedeutete,  auch  aus  den  in  Fig.  3  gezeich- 
neten Curven  für  die  Monate  Jänner  und  August  ersichtliche 
Wechsel  in  der  Tiefe  des  Morgenminimums,  weiches  an 
heiteren  Tagen  in  den  Sommermonaten  tiefer,  in  den  Winter- 
monaten weniger  tief  als  an  trüben  Tagen  ist,  tritt  auf  dem 
Obir  nicht'  ein.  Dort  bleibt  dieses  Minimum  an  heiteren  Tagen 
im  Sommer  und  W  inicr  stets  tiefer  als  an  trüben  Tagen. 

Die  Unterschiede  in  dem  i3aromctcrgange  auf  dem  Sonn- 
blick und  auf  dem  Obir  sind  aus  der  folgenden  Zusammen- 
stellung zu  ersehen. 

£s  ist  daraus  zu  erkennen,  dass  im  Winter  die  Minima  der 
Größe  nach  an  heiteren  und  trüben  Tagen  des  Sonnbltck 
zwischen  jene  am  Obir  fallen.  Im  Sommer  sind  diese  beiden 
Minima  auf  dem  Sonnblick  tiefer  als  am  Obir,  wie  es  der 
Höhentage  entspricht. 

Im  Winter  fallen  auf  dem  Sonnblick  imd  auf  dem  Obir  die 
V'ormilla^.-iniaxirna  an  heiteren  und  trüben  Tagen  so  ziemlich  • 
auf  ll''a  :  im  Sommer  verspätet  sich  an  heiteren  Tagen  die>c> 
Maximum  auf  dem  Sunnblick  mehr  wie  am  Obir.  An  trüben 
Tagen  \  er\vischen  sich  auf  dem  Sonnblick  dieses  Maximum  und 
das  Nachmittagsminimum,  welch  letzteres  auf  dem  Obir  stets 
deutlich  auftritt,  fast  gänzlich. 

An  den  heiteren  Tagen  des  Winters  und  des  Sommers 
bleibt  das  Abendmaximum  des  Sonnblick  unter  jenem  des 
Obir.  An  den  trüben  Tagen  des  Winters  hat  der  Sonnblick,  an 
jenen  des  Sommers  der  Obir  das  höhere  Maximum  zu  dieser 

Zeil. 

»  J.  Hann,  Diese  SiUung^ber..  ßd,  104,  S.  .">14  und  516. 
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V.  Der  tSgUche  Gang  des  Barometers  an  heiteren  und  trüben 
Tagen  während  der  Winter-  und  Sommermonate  auf  dem 

Sonnblick  und  dem  Obir. 
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Auf  Tafel  ii.  Fig.  1,  sind  die  harmonischen  Componenten 
^1  i4|  und  üf  A^  für  die  heiteren  und  trüben  Tage  der  einzelnen 
Monate  nach  der  früher  gegebenen  Erklärung  graphisch  dar- 
gestellt Man  ersieht  daraus,  dass  die  Vectoren  der  ganztägigen 
Druckschwankung  an  heiteren  Tagen  während  des  ganzen 
Jahres  im  3.  Quadranten,  an  trüben  Tagen  im  '2.  Quadranten 
verbleiben.  Im  December  und  Jiinner  ist  der  Epociicinvinkel 
kleiner  als  A^. 

Der  Vector  der  halbtägigen  Druckschwankung  ertahri  a:i 
den  heiteren  Tagen  eine  viel  größere  Richtungsänderung  als 
an  trüben  Tagen,  der  Epochenwinkel  liegt  an  den  heiteren 
Tagen  zwischen  90**  33'  im  Juni  und'  145**  16'  im  November; 
an  trüben  Tagen  zwischen  103''46'  im  Februar  und  128'  (Xy 
,  im  December. 

Die  Amplitude  a,  der  einmaligen  täglichen  Druck- 
se h  wank  ung  wächst  an  heiteren  Tagen  vom  Jänner  bis  zum 
Juni  und  Juli  und  nimmt  dann  vvicdei  ab;  an  trüben  Tagen 
wächst  sie  vorn  December  bis  zum  Apnl  und  nimmt  von  da  an 
wieder  ab.  Sie  ist  an  heiteren  Tagen  während  der  Monate 
October  bis  April  kleiner,  während  der  Monate  Mai  bis  Septem- 
ber größer,  als  an  trüben  Tagen. 

Die  Extreme  der  ganztägigen  Druckschwankung  treten  an 
heiteren  Tagen  durchwegs  früher  auf  als  an  trüben  Tagen;  die 
Phasend ifTerenzen  zwischen  den  heiteren  und  trüben  Tagen 
steigen  in  den  Monaten  November,  December  und  Jänner  bis 
auf  100"  an,  was  einem  Vorsprunge  von  6  Stunden  entspricht. 
In  den  Sünimernionaten  ist  diese  Phasenditlerenz  etwa  40**,  der 
entsprechende  Zeitvorsprung  3  Stunden. 

Die  zweimalige  tägliche  Druckschwankung  wird  auf  dem 
Sonnblick  an  den  heiteren  Tagen  des  Sommerhalbjahres  durch 
die  thermische  Druckschwankung  gegen  das  Monatsmittel,  für 
die  einzelnen  Monate  allerdings  in  verschiedenen  Beträgen  ver- 
spätet. In  den  Monaten  Juni,  Juli  und  August  sind  die  Extreme 
der  zweimaligen  täglichen  Druckschwankung  auch  an  trüben 
Tagen  gegen  das  Jahresmittel  verspätet. 

Die  Amplitude  der  dreimaligen  täglichen  Druck- 
s  c  h  w  a  n  k  LI  11  ;ui  licUcrcn  'I'agen  bis  .lul  die  Munale  April, 
Juni  und  September  größer  als  an  trüben  Tagen.  In  den 


Digitized  by  Google 


ßarometerosdllation  auf  dem  Hoben  Sonnblick. 


333 


Monaten  März,  April  und  Scpicmber  zeigt  dieselbe  ubcrriaupt 
wesentlich  kleinere  Werte.  In  den  Monaten  September  bis  März 
Üc.qt  der  Epochenwinkel  an  heiteren  Ta^en  im  8..  in  den 
Monaten  Mai,  Juni,  Juli  und  August  im  2.  Quadranten.  An 
trüben  Tagen  liegt  der  Epochenwinkel  von  April  bis  August 
im  '2.  Quadranten,  während  der  übrigen  Monate  im  1.  und  4., 
im  Februar  im  3.  Quadranten. 

Die  Amplitude  der  viermaligen  täglichen  Schwankung 
zeigt  nur  vom  October  bis  Februar  merkliche  Werte,  die 
Epochenwinkel  liegen  im  1.,  4.  oder  3.  Quadranten  und  sind  an 
trüben  Tagen  zumeist  kleiner  als  an  heiteren. 
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Studien  über  die  Wirbelbewegungen 

von 

Alois  Indra, 
k.  u.  k,  Oberst. 

(Mit  16  Texttjgurcn.; 
(Vorgelegt  in  der  Sittiuig  am  10.  JSoner  IdOl.) 

Die  nachstehend  erörterten  Versuche  über  Wirbelbewe- 
gungen habe  ich  schon  vor  recht  langer  Zeit  —  vor  18  Jahren  — 
ausgeführt,  als  ich  1882  in  der  IV.  Section  des  technischen 
Militär-Comite  als  Referent  in  physikalischen  und  technologi- 
schen Fragen  Verwendung  fand. 

Wenn  ich  diese  Studien  bisher  nicht  veröffentlichte,  so 
lag  der  Grund  darin,  dass  die  Beschreibung  der  Experimente 
allein,  ohne  erschöpfende  mathematische  Behandlung  und  ins- 
besonders  ohne  Nutzanwendung  derselben  auf  verschiedene 
Probleme  der  Physik,  nicht  meinen  Intentionen  entsprach.  Die 
Bedeutung  dieses  Gegenstandes  liegt,  wie  ich  glaube,  nicht  in 
Jen  Experimenten  mit  den  Rauchringen  scll^si,  sondern  in  der 
^Verallgemeinerung  der  sich  hicbci  ergebenden  Erscheinungen 
und  Gesetze.  Dieselben  \'orgänge,  die  sich  sichtbar  an  den 
Kauchringen  aus  ponderablem  Stoffe  darbieten,  wird  man  un- 
mittelbar auch  auf  Atherbewegungen  übertragen  können  und 
»omit  die  Gesetze  der  Rauchringe  auch  zur  Erklärung  elek- 
trischer und  der  Lichterscheinungen  ausnützen  dürfen. 

Um  dies  thun  und  an  einzelnen  Fällen  überzeugend  dar- 
'egen  zu  können,  bedart'  es  aber  noch  weiterer  Studien  und 
insbesonders  auch  grundlegender  X'ersuche,  zu  derer.  Aus- 
führung mir  meine  dunstige  dienstliche  Thätigkcit  bisher  nicht 
die  Zeit  ließ  und  ich  namentlich  auch  nicht  in  der  Lage  war, 
über  die  nothigen  Experimentiermittel  verfügen  zu  können. 
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A.  tndra. 


Wenn  ich  mich  nun  doch  entschlossen  habe,  die  nach> 
stehend  beschriebenen  Versuche  ohne  mathematische  Behand- 
lung ihres  Wesens  und  ohne  Verallgemeinerung  auf  Äther- 
bewegungen  —  also  gleichsam  als  Torso  —  zu  veröffentlichen, 
so  bin  ich  hiezu  durch  den  Umstand  geführt  worden,  dass  die 
kauchringe  neuerdings  durch  das  in  grüßen)  Umfange  wieder  " 
aufgenommene  -  Wetterschießen«  eine  actuelle  und  speciell 
praktische  Bedeutung  erlangt  haben. 

Wenn  daher  vieles  in  nachstehender  Abhandlung  nur 
flüchtig  angedeutet  ist  und  somit  lückenhaft  erscheint,  so  bitte 
ich  das  entschuldigen  zu  wollen,  indem  ich  mir  vorbehalte, 
diesen  Gegenstand  noch  einer  späteren,  eingehenderen  Erörte- 
rung  zu  unterziehen  und  dabei  dasjenige  nachzuholen,  was 
vorläufig  nur  in  allgemeinen  Umrissen  skizziert  ist. 

1.  Zur  mechanischen  Darstellung  der  Wirbelbewc^aingea 
bediente  ich  mich  einfacher  parallelopipedischer  Kästen  mit  zwei 


Fig.  1. 


Glaswänden  und  zwei  Wänden  mit  kreisförmigen  Öffnungen,  vor 
welchen  Kartenblätter  mit  beliebig  gestalteten  Durchlochungen 
(Discontinuitäten)  eingeschoben  werden  konnten.  Die  obere 
Fläche  des  Kastens  war  mit  Pergament  überspannt  Solche 
Kästen  (Fig.  I)  standen  mir  in  verschiedenen  Dimensionen  und 
in  größerer  Zahl  zu  Gebote,  um  die  verschiedenen  Formen  von 
Wirbelbewegungen  und  ihre  gegenseitigen  Einwirkungen  dar- 
stellen zu  können. 
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Um  die  Wirbelbewegung  sichtbar  zu  machen,  füllte  ich 
die  Kästen  am  einfachsten  mit  Tabakrauch. 

Wird  die  Pergamentfläche  des  rauchgefüllten  Kastens  an- 
geklopft, so  tritt  bei  jeder  kreisförmigen  Öffnung  der  beiden 
Seitenwinde  je  ein  Wirbelring  aus,  den  wir  vor  allem  subjectiv 
luUier  untersuchen  wollen. 

Um  unsere  Aufmerksamkeit  nur  auf  einen  Wirbelring  zu 
beschränken,  schließen  wir  die  zweite  Öffnung  im  Kasten,  so 
dass  der  Ring  nur  an  der  einen  Seite  austritt. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Geschwindigkeit  des 
ausfahrenden  Wirbelrini^es  umso  grü(3er  ist,  mit  je  größerer 
Intensität  wir  auf  die  Pergamenttläche  klopfen. 


Gleichzeitig  als  der  aus  der  Kauchatmosphäre  des  Kastens 
gebildete  Wirbelring  nach  außen  tritt,  gelangt  auch  von  der 
kreisförmigen  Discontinuität  ein  aus  der  äußeren  Luft  gebildeter 
Wirbelring  in  das  Innere  des  Kastens  und  ist  durch  seine  dunkle 
Pärbung  erkenntlich. 

Diese  Erscheinung  ist  bekannt:  immer  entstehen  an  der 
Discontinuität  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  aus- 
einandergehende W'irbelringe,  und  wir  fragen  nun,  wie  ent- 
stehen diese  Wirbelringc? 

Hiebei  müssen  wir  zwei  Arten  \-on  Discontinuitäten  unter- 
scheiden: ich  bezeichne  sie  mit  »äußeren«'  und  inneren« 
Uscontinuitäten.  Unter  äußeren  verstehe  ich  solche,  bei  welchen 
die  begrenzende  feste  Wand  außen,  die  freie  Öffnung  innen  sich 
befindet,  wie  in  Fig.  2.  Eine  innere  Discontinuität  ist  jene,  bei 
welcher  die  feste  begrenzende  Wand  innen,  der  freie  Raum 
außen  sich  befindet,  wie  in  Fig.  3. 


Fig.  2. 


Fig.  3. 
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Betrachten  wir  zuerst  die  Wirbel bildung  bei  einer  äußeren 

Discontinuität:  Durch  den  auf  die  schwingende  Membran 
des  Kastens  ausgeübten  Stoß  wird  auch  das  im  Kasten  ent- 
haltene elastische  Medium  zu  Longitudinalschwingungen  ver- 
anlasst, welche  sich  durch  die  freie  Öffnung  ungehindert  nach 
außen  fortpflanzen  kann.  Wir  sehen  indes  von  der  Schwingung 
ab  und  fassen  nur  die  durch  die  freie  Öffnung  nach  außen 
tretende  translatorische  Bewegung  der  Rauchmasse  ins  Auge. 

An  der  inneren  festen  Wand  des  Kastens  wird  die  trans- 
latorische  Bewegung  reflectiert  und  setzt  die  Schwingungen 
im  inneren  des  Kastens  fort. 

An  der  Grenze  der  Discontinuität  haben  wir  es  also  mit 
zwei  in  entgegengesetzter  Richtung  verlaufenden  Translationen 

zu  thun.  welche  bei  einem  unela^u^chen 


Medium  eine  1  rennuug  der  Theilchen  zur 
l-'olge  hätten.  Beim  elastischen  Medium  sinS 

 *    die  Theilchen  untrennbar;  infolge  dessen 

4  werden  sie  zur  Rotation  veranlasst,  und 

zwar  im  Sinne  der  in  der  Figur  angezeigten 
-    Pfeile:  auf  diese  Art  entsteht  der  directe 
Wirbelring.  Gleichzeitig  wird  aber  an  der 
Discontinuität  durch  die  Erschütterung  bei 
p.^  ^  vier  rückgängigen  Bewegung  der  Membran 

ein  W'irbelring  im  äußeren  Medium  initiiert, 
welcher  die  entgegengesetzte  Rotation  und  Bewegung  gegen 
das  Innere  des  Kastens  hat,  ich  nenne  ihn  den  conj agierten 
VVirbelring. 

Die  beiden  Wirbelringe  können  dadurch  charakterisiert 
werden,  dass  wir  uns  die  in  einem  Diametralschnitt  befind- 
lichen Theilchen  auf  äußeren  Lettlinien  in  entgegengesetzten 
Richtungen  fortrollend  vorstellen,  wie  dies  in  Fig.  5  und  6  dar- 
gestellt ist. 

Bei  der  Betrachuuig  einer  inneren  Discontinuität  erhalten 
wir  selbstverständlich  die  entgegengesetzten  Verhältnisse;  der 
directe  Wirbel  geht  nach  innen,  der  conjugicile  nach  aulien. 

Die  beidLMi  Wirbelarten  (direcier  und  conjugierter  Wirbel) 
unterscheiden  sich  schon  beim  Experiment  auftailend  durch 
die  Intensität  ihrer  fortschreitenden  Bewegung:  Da 
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beim  directen  Wirbel  die  fortschreitende  und  die  Drehbewegung 

-;vh  in  der  f^ewegungsrichtun.c:  sunir.iicrci^,  vväiiiend  beim  con- 
jugierten  Wnbcl  diese  beiden  Bewegungsarten  entgegengesetzt 
gerichtet  sind,  so  ist  die  Intensität  des  directen  Wirbels  grül^cr 


Fig.  5. 

Direclcr  (^äußerer)  Wirbelring. 


Fig.  6. 

Conjugierter  (äußerer)  Wirbeliing. 


als  die  der  conjugicrten,  und  dies  ist  das  wesentliche  Merkmal 
Jer  beiden  Wn-bularten;  in  mathematischen  Symbolen  aas- 
gedrückt, verhält  sich  die  Intensität  des  directen  Wirbels  zu 


Fig.  7.  Fig.  8. 


Directer  Wirbelring.  Conjugierter  Wirbelring. 

icr  des  conjugierten  wie  eine  Größe  von  der  Form  A-hß  zu 
einer  Große  A — B. 

Bei  den  nachfolgenden  Experimenten  betrachten  wir  vor- 
läufig nur  die  directen  Wirbel. 

Wenn  wir  die  Membran  des  Kastens  mit  einer  bedeutenden 
Intensität  anschlagen,  so  bewegt  sich  van  der  kreisförmigen 
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Discontinuität  ein  Wirbelring  mit  großer  Geschwindigkeit  in 
einer  auf  die  Ebene  der  Discontinuität  senkrechten  Richtung 
nach  vorwärts,  und  indem  wir  denselben  in  seiner  geradlinigen 
Bahn  verfolgen,  machen  wir  folgende  Beobachtung:  Anfanglich 
sehen  wir  den  Wirbelring  mit  großer  Leichtigkeit  nach  vor- 
wärts schiclk'n:  dann  kommt  in  ;^'e\\isser  Enllcrnung  ein 
iMunient,  in  welchem  wir  glauben,  der  WirbeUing  stehe  stille, 
und  gleich  darauf  haben  wir  die  Erscheuiung,  als  ob  der  Kin^^ 
sich  nur  mit  Anstrengung  nach  vorwärts  bewege;  in  der  That 
haben  wir  es  hier  mit  drei  verschiedenen  Formen  des  einfachen 
Wirbelringes  zu  thun:  ich  bezeichne  den  anfänglichen  Wirbel- 
ring  als  activen,  den  dritten  Theil  als  passiven  und  den 
Übergang  zwischen  beiden,  welcher  einen  scheinbaren  Ruhe- 
punkt darstellt,  als  neutralen  Zustand  des  Wirbelringes. 
Die  Bedeutung  dieser  drei  Zustände  wird  aus  der  am  Schlüsse 
dieser  Abhap.dluiig  ..ct^cbenen  Darstellung  klar  werden. 

Ist  die  Intensität,  mit  welcher  wir  den  W'it  behmg  erzeugen, 
nur  gering,  dann  erscheint  nur  ein  pa.sM\  er  W'irbelring:  des- 
gleichen sind  die  aus  einer  längeren  Röhre  austretenden  Ringe 
nur  passiv. 

2.  Wenn  wir  in  die  Bahn  eines  Wirbelringes  störende  Ver- 
hältnisse bringen,  so  zeigen  sich  Abweichungen,  von  welchen 
ich  nur  die  charakteristischesten  andeute: 

Eine  in  der  Bewegungsrichtung  des  Wirbels  entgegen- 
gehaltene scharfe  Kante,  welche  sich  am  Ring  als  Durchmesser 
projiciert,  übt  auf  die  Bewegung  desselben  keinen  störenden 
(ablenkenden)  Einfluss.  • 

Wird  dagegen  die  scharfe  Kante  auUerhaib  des  Durch- 
messers oder  derart  gehalten,  dass  der  Rand  des  Wirbelringes 
die  scharfe  Kante  streift,  so  entsteht  eine  Ablenkung  gegen  die 
Seite  der  störenden  Kante,  bei  längerer  Dauer  des  störenden 
Einflusses  sogar  eine  Abspaltung  des  Wirbelringes. 

Zieht  man  statt  der  Kante  die  störende  Ebene  in  Betracht, 
so  kann  gezeigt  werden,  dass  der  Neigungswinkel,  welchen 
die  störende  Ebene  mit  der  Bewegungsrichluni^  der  Wirbel 
bildet,  im  Jirecten  \*crhältnisse  vun  Linfluss  ist  auf  die  Größe 
der  Ablenkung  und  auf  da§  Verhältnis  der  Intensitäten  der 
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^'tfspaltenen  Wirbel,  so  zwar,  dass  bei  einem  bestimmten 
Neigungswinkel  wieder  keine  Spaltung,  sondern  nur  eine  totale 
Ablenkung  gegen  die  störende  Ebene  erfolgt. 

Ich  bezeichne  diese  beschriebene  Erscheinung  in  Ana- 
logie zu  anderen  ähnlichen  Erscheinungen  als  Brechung  der 
VVirbelringe. 

3.  Wenn  wir  die  störende  Ebene  senkrecht  auf  die  Be- 
•vegungsrichtung  des  Wirbelringes  entgegenstellen,  so  können 
rt'ir  folgende  Beobachtungen  machen: 

Ist  die  Kbene  voll  (continuierlich),  so  crtblgt  ein  .Anprallen 
des  Wirbel ringes  und  ein  .Ausbreiten  desselben  längs  der 
Kbene,  bis  sich  der  Ring  in  eine  dünne  Schichte  auflöst. 


Fig.  9. 


Ist  die  Ebene  durchbrochen  (discontinuierlich),  so  ent- 
stehen Erscheinungen,  welche  den  Absorptions-»  beziehungs- 
weise Reflexionserscheinungen  analog  sind,  weshalb  wir  sie 
auch  als  solche  bezeichnen  können. 

Die  einfachste  Erscheinung  ist  jene,  wenn  die  störende 
Ebene  genau  im  .Auftreffpunkte  des  Wirbels  eine  dem  Ringe 
t;ntsprechende  gleich  groUe  kreisförmige  Unterbrechung  besitzt. 
L>ann  geht  der  Wirbel  durch  diese  Öffnung  hindurch,  erzeugt 
'-ber  beim  Durchgange  durch  dieselbe  einen  conjugierten 
Wirbel,  ähnlich  wie  beim  Austritt  aus  der  primären  Öffnung, 
und  zwar  in  der  der  eigenen  Bewegung  entgegengesetzten 
Richtung. 

Wir  überzeugen  uns  von  dieser  Thatsache,  indem  wir 
zwei  mit  ganz  gleichen  Kreisöffnungen  versehene  Kästen  A 

Und  B  (Fig.  9)  mit  den  Öffnungen  einander  gegenüberstellen. 

SiUb.  d.  matheni.-nÄturw.  CI. ;  CX.  Bd.,  Ablh.  II.  a.  23 
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Der  Kasten  B  ist  mit  Rauch  gefüllt,  der  Kasten  A  ist  leer. 
Wenn  wir  am  die  -Membran  des  leeren  Ka^icns  klopieii,  ?o 
sehen  wir  aus  dem  ganz  isnlicrt  siehenden  Kasten  B  einen 
Rauchring  genau  in  der  Richtungshnie  der  beiden  i  HTnungen 
heraustreten,  und  es  macht  der  ganze  Vorgang  auf  uns  den 
Eindruck  einer  Fern  Wirkung. 

Während  wir  nämlich  den  im  teeren  Kasten  A  gebildeten 
Wirbelring  nicht  sehen,  trifft  er  die  gegenüberstehende  Wand 
des  Kastens  B  und  erzeugt  an  der  Discontinuität  den  con- 
jugierten  Wirbel,  welcher,  da  er  aus  der  gefärbten  Luft  des 
Rauchkastens  B  gebildet  wird,  als  Rauchring  gesehen  wird. 


Der  in  den  Rauchkaslen  eintretende  direcle  Luftring  kann 
durch  seine  dunklere  Färbung  im  Kasten  wahrgenommen 
werden. 

W^ird  nun  der  Kasten  B  um  den  verticalen  Durchmesser 
gedreht,  so  dass  die  beiden  Ebenen,  welche  die  Discontinui- 
täten  enthalten,  einen  Winkel  miteinander  einschließen,  wie  in 
Fig.  10,  so  wird  beim  Anklopfen  des  Kastens  A  aus  dem  schief 

gestellten  Rauchkasten  B  ein  Rauchring  austreten,  welcher 
siclitlich  von  der  Syninictrie-Lbenc  des  Kastens  B  um  bei- 
läufig denselben  Winkel  abweicht,  den  die  X'erbindimgslinie 
der  beiden  Ki  eisöffnungen  mit  der  genannten  Symmetrie-Ebene 
biidet.  Es  wird  daher  jetzt  sowohl  eine  ReHexion,  als  auch 
eine  Brechung  stattfinden,  und  zwar  durch  die  Erscheinung 
des  conjugierten  Wirbels. 


r 


A 


Fig.  h». 
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Der  directe  Wirbel  erleidet  nur  nach  dem  bereits  firöher , 

Gesagten  eine  Ablenkung. 

Wenn  wir  nun  aber  die  Intensität  der  fortschreitenden 
Bewegung  ins  Aii^e  lassen,  so  erleidet  selbe  an  der  zweiten 
Discontinuität  zweifellos  eine  Störung,  indem  an  derselben 
»ieder  so  wie  an  der  primären  Öffnung  Translation  in  Rotation 
venvandelt  wird;  es  wird  daher  die  Translationsgeschwindig- 
keit ab«,  die  Rotationsgeschwindigkeit  zunehmen.  Dies  ist 
jedoch  nur  möglich,  wenn  sich  der  Halbmesser  der  rotierenden 
Schichten  verkleinert.  Daraus  folgt,  dass  bei  jedem  Durch - 
gange  des  Wirbelringes  durch  gleiche  KreisöfTnungen  die  Rota- 
t'önsgeschwinui^keu  des  Ringes  verstärkt,  der  Durchmesser 
desselben  aber  proportional  verkleinert  wird. 

Diese  l.rscheinung  können  wir  vorläufig  mit  der  Absorb- 
iion  in  Aiiiilugie  bringen,  mdem  die  Abnahme  der  Quantität 
de»  Wirbels  auf  Kosten  der  Zunahme  der  Rotationsintensität 
in  ähnlicher  Weise  erfolgt,  wie  bei  der  Absorbtion  des  Lichtes 
die  Transversalschwingung  in  eine  der  Wärme  entsprechende 
andere  Bewegungsform  umgewandelt  wird,  daher  als  Licht* 
erscheinung  theilweise  verschwindet  oder  absorbiert  wird. 

Diese  Art  von  Absorbtion  wird  umso  intensiver  in  die 
Erscheinung  Helen,  wenn  die  nachfolgenden  Discontinuilaien 
kleinere  Durchmesser  besitzen,  als  die  vorhergehenden  und 
umgekehrt;  in  ähnlicher  Weise  ist  ja  auch  die  Ab'^orbtions- 
inienäität  des  Lichtes  beim  Übergänge  aus  einem  dünneren 
Medium  in  ein  dichteres  größer  als  umgekehrt 

4.  Wir  haben  bisher  nur  eine  kreisförmige  Discontinuität 
in  Betracht  gezogen.  Wir  erhalten  ganz  analoge  Erscheinungen, 
nämlich  den  directen  und  conjugierten  Wirbelnng,  wenn  die 
Discontinuität  durch  ein  beliebiges  Dreieck,  Quadrat  oder  regel- 
mäßiges Vieleck  —  überhaupt  durch  eine  Gl eichge wichts- 
tigur  begrenzt  wird,  in  welche  ein  Kreis  eingeschrieben 
werden  kann. 

Nehmen  wir  dagegen  ein  Rechteck  oder  eine  Ellipse 
als  Discontinuitätsgrenze,  dann  hat  der  austretende  W'irbel- 
ring  nicht  mehr  die  Kreisform,  sondern  es  entsteht  bei  größerer 
Intensität  des  initiierten  Wirbels  ein  Ellipsring,  welcher 

23* 
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.  periodisch  die  große  und  kleine  Achse  wechselt,  daher  zwischen 
den  beiden  Achsen  hin-  und  herschwingt. 

Ist  aber  die  liilcn^iial  des  initiierten  Ringes  verhäitiiis- 
mäliig  klein,  dann  löst  sich  beim  Austreten  aus  derselben  Dis- 
continuitüt  die  Ellipse  in  zwei  Kreisringe,  entsprechend  der 
kleinen  Halbachse  der  liiiipse,  so  dass  die  \'erbindungsiinie  der 
Mittelpunkte  der  beiden  Kreisringe  in  der  kleinen  Achse  der 
Ellipse  liegt. 

Man  kann  die  Bildung  dieser  zwei  Kreiswirbel  ganz  genau 
verfolgen,  indem  man  bei  Verwendung  einer  rechteckigen  oder 


bis  durch  die  Übergangsform  A'B'A'B'  hindurch  in  C  und  /)je 
ein  geschlossener  Kreisring  von  entsprechend  kleiner  Dimen- 
sion gebildet  wird. 

Die  geradlinigen  Bahnen  der  beiden  Wtrbelringe  liegen  in 
einer  auf  der  Discontinuität  senkrechtem  durch  die  kleine  Achse 
der  Ellipse  gelegten  Ebene  und  schließen  miteinander  einen 
spitzen  Winkel  ein,  der  umso  größer  ist,  je  kleiner  die  fort- 
schicitcnüc  Geschwindigkeit  und  je  größer  die  Dilferciiz  der 
beiden  Achsen  der  elliptischen  oder  rechteckigen  Disconti- 
nuität  ist. 

Wir  haben  es  hier  mit  der  Erscheinung  der  Doppel- 
brechung zu  thun. 


Fig.  n. 


C 


n 


elliptischen  Discontinuität  von 

der  Form  AB  AB,  Fig.  I  1,  nur 
langsam  auf  die  Membran  des 
Kastens  drückt  (niclU  klopft). 
Man  sieht  zuerst  eine  der  Con- 
tour  der  elliptischen  Disconti- 
nuität entsprechende  Form  eines 
Ringes  austreten,  welche  jedoch 
unmittelbar  nach  dem  Austritte 
sich  derart  umformt,  dass  die 
Theile  A  an  den  Endpunkten 
der  kleinen  Achse  der  Ellipse 
Sicii  ;ib-ti|icn.  während  die 
TheHe  B  an  den  Endpunkten 
der  gi'<  >[.l cn  Ach*^e  sich  anzielien 
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Ganz  dieselbe  Erscheinung  kann  durch  Reflexion  eines 
gewöhnlichen  Wirbelringes  an  einer  zweiten  elliptischen 
Discontinuität  erreicht  und  gezeigt  werden,  wenn  wir  das 
Experiment  mit  zwei  einander  gegenüberstehenden  Kästen  A 
und  S  durchführen,  wie  in  Fig.  9  und  10,  wobei  der  Kasten  A 
mit  Luft  gefüllt  eine  kreisförmige,  der  Hauchkasten  B  eine 
elliptische  oder  rechteckige  Öffnung  hat. 


5.  Betrachten  wir  nun  den  Austritt  der  Wirbelringe  aus 
einer  ebenen  Wand,  in  welcher  sich  zwei  odermehrere  kreis- 
förmige Discontinuitäten  befinden:  Je 
nach  der  Entfernung  der  Disconti- 
nuitäten zu  ihrem  Durchmesser  und 
je  nach  der  Gruppierung  derselben 
entstehen  additive  Zusammen- 
Setzungen,  von  welchen  hier  nur 
die  einfachsten  angeführt  erscheinen. 

Ist  die  Entfernung  der  Discon- 
tinuitäten verhaltnismäl.ii.Lj;  giuü,  so 
tritt  aus  jeder  Disconunuität  ein  iso- 
lierter Wirbelring  aus,  welcher  auch 
weiter  isoliert  bleibt  und  sich  ganz 
so  verhält,  wie  dies  früher  vom  ein- 
zelnen Wirbelring  gesagt  und  gezeigt 
wurde. 

Ist  die  Entfernung  der  Discon- 
tinuitäten aber  verhältnismäßig  klein 
{gleich  oder  kleiner  als  der  Halb- 
messer des  Wirbelringes),  dann  blei- 
ben die  austretenden  Wirbeiringe  nicht 

mehr  isoliert,  sondern  sie  combinieren  sich  unmittelbar  nach 
ihrem  Austritt  ur^J  zeigen  iiach-slchündc  iii'sciK'inungcn. 

Zwei  in  geringer  Entfernung  befindliche  gleich  große  Dis- 
continuitäten geben  einen  schwingenden  Iillipsring  in  ganz 
iinaloger  Weise  wie  eine  rechteckige  oder  elliptische  Discon- 
tinuität: bei  einer  geringeren  Intensität  des  Initiicrcns  treten 
auch  ebenso  zwei  isolierte  Kreiswirbel  aus.  jedoch  nicht  in  der 
Ebene  der  Mittelpunkte,  sondern  senkrecht  darauf;  ihre  Bahnen 


Fi«.  12. 
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sind  auch  nicht  parallel,  sondern  sie  divergieren,  wie  dies  in 
der  Fig.  12  angedeutet  ist. 

Ganz  dieselbe  Erscheinung  tritt  auch  auf»  wenn  drei  oder 
mehrere  kreisförmige  Discontinuitäten  sich  in  einer  Reihe  neben- 
einander  befinden. 

Sind  aber  drei  oder  mehrere  kreisförmige  Discontinuitäten 
derart  in  einer  Ebene  vertheüt,  dass  ihre  Mittelpunkte  ein  Drei- 
eck, beziehungsweise  Quadrat  <>dcr  cm  rcgclmaUi-^cs  Polygon 
bilden  und  in  einer  entsprechend  gerin.c^en  Entfernung  von- 
einander liei^en.  dann  tritt  immer  ein  einziger  Wirbelring  aus 
der  ganzen  Summe  von  Discontinuitäten,  d.  h.  die  sämmtlichen 
in  den  einzelnen  Discontinuitäten  initiierten  Wirbelringe  ver- 
einigen sich  zu  einem  einzigen  resultierenden  Wirbelring. 

Die  Erscheinung  wird  dadurch  nicht  geändert,  wenn  auch 
das  Innere  der  durch  die  eben  genannten  Discontinuitäten 
begrenzten  regelmäßigen  Figur  gleichförmig  mit  eben  solchen 
Discontinuitäten  erfüllt  ist. 

Dagegen  entstehen  getrennte  Wirbchmge  von  verschie- 
dener Intensität,  wenn  die  inneren  Discontinuitäten  ui  con- 
centrischen,  verhäiLnisniäßig  weit  abstehenden  Kreisen  liegen. 

Erfüllen  die  einander  nalielicgendcn  Discontinuitäten  ein 
Rechteck  oder  eine  Ellipse,  so  zeigen  sich  resultierende  Wirbel- 
ringe  wie  bei  einer  einzelnen  rechteckigen  oder  elliptischen 
Discontinuität,  d.  h.  ein  resultierender  schwingender  Ellipsring 
oder  zwei  resultierende,  unter  einem  gewissen  Winkel  aus- 
einandergehende Kreiswirbel  in  der  Ebene  der  kleinen  Achse. 

Sind  die  jetzt  in  Betracht  gezogenen  vielfachen  Dis- 
continuitäten nicht  von  gleichem  Durchmesser  —  oder  nicht  in 
gleicher  Kniieriiung,  dann  entstehen  durch  Xebenschwingungcn 
in  den  resultierenden  Wirbeln  Störungen,  auf  welche  hier  nicht 
weiter  eingegangen  werden  soll. 

Alle  hier  vorgeführten  Erscheinungen  lassen  -ich  sowohl 
bei  den  directcn,  als  aucb.  bei  den  conjugierten  Wirbeln  beob- 
achten, wenn  die  Discontinuitäten  sich  alle  in  einer  Ebene 
befinden.  Wir  wollen  selbe  mit  dem  Namen  complanare  Dis* 
continuitäten  bezeichnen. 

Wenn  auch  jetzt  die  Erscheinungen  nur  qualitativ  in 
Betracht  gezogen  werden  und  in  metrische  Bestimmungen  nicht 
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näher  eingegangen  wird,  so  konnten  wir  doch  bei  den  Experi- 
menten beobachten,  dass  die  fortschreitende  Geschwindigkeit 
eines  resultierenden  Wirbels  bei  derselben  'Intensität  der  Ini- 
tiierung  bedeutend  kleiner  ist,  als  jene  der  isolierten  Theilwirbel. 

Desgleichen  konnte  man  beobachten,  dass  die  fortschrei- 
tende Geschwindigkeit  umso  kleiner  ist,  je  kleiner  —  eine  und 
dieselbe  Contour  voi ausgebeizt  —  die  ausfüllenden  Disconti- 
nuitaten  sind. 

ß.  fJcL;ci";  die  Oiseontinuitateii  —  ob  nahe  oder  weiter  ent- 
lernt —  nicht  mehr  in  einer  Ebene,  sondern  eriüUen  sie  irgend- 
eine gekrümmte  Fläche  —  am  einfachsten  eine  Kugelschale  — , 
dann  wollen  wir  sie  displanare  Discontinuitätcn  nennen; 
die  Erscheinungen  der  Zusammensetzung  zu  resultierenden 
Wirbelringen  sind  dann  wesentlich  anders,  je  nachdem  die 
convexe  oder  die  concave  Seite  der  Kugelschale  nach  außen 
(gegen  die  Bewegungsrichtung)  gekehrt  ist 

Im  allgemeinen  werden  in  displanaren  Discontinuitätcn  auf 
der  CO  nv  exen  Seite  die  Wirbelringe  isoliert  bleiben  und  in  der 
X<irmalrichtung  der  betrelTcn Jen  Discontinuitiil  nach  xorwärts 
schreiten,  dat^ec^en  auf  der  concaven  Seite  sich  in  derselben 
Weise  zu  Resultierenden  vereinigen,  wie  wir  dies  früher  von 
complanaren  Discontinuitätcn  gezeigt  haben. 

Ist  daher  die  Kuq;elschalc  nm  der  convexen  Seite  nach 
autäen  gekehrt,  so  sind  die  directen  Wirbel  isoliert,  und  die 
conjugierten  addieren  sich  zu  einem  einzigen,  der  Contour 
der  Kugelschale  entsprechenden  Wirbelring.  Wenn  die  concave 
Fläche  der  Kugelschale  nach  außen  gekehrt  ist,  so  werden  die 
directen  Wirbel  zu  einer  Resultierenden  vereinigt,  und  die  con- 
jugierten Wirbel  bleiben  isoliert. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  in  weiterer  Combination 
mehrere  Kugelschalen  nebeneinander  in  Combination  gebracht 
v.'-rc.ei^.  können,  welche  entweder  aile  gleich  genchlel  bind 
oder  mit  ihren  convexen  und  concaven  Flächen  abwechseln, 
so  dass  nach  jeder  Seite  resultierende  und  isolierte  Wirbel  aufs 
neue  in  Combination  treten. 

Nimmt  man  als  Träger  der  displanaren  Discontinuitätcn  ein 
feines  Sieb  in  Form  einer  Kugelschaie  und  bringt  dasselbe 
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vor  die  Austrittsöffnung  des  Kastens,  hält  dann  den  Karten  mit 
der  Siebseite  über  eine  mit  Mehl  oder  Staub  (Licopodium) 
bestreute  dunkle  Papierfläche  in  entsprechender  Entfernung, 
während  man  auf  die  Membran  des  Kastens  durch  einige  Zeit 
klopft,  so  entstehen  auf  der  Papternäche  durch  die  Zertheilung 
des  Mehles  Figuren  analog  wie  die  Lichtenberg 'sehen 
Figuren,  und  zwar,  wenn  die  convexe  Seite  der  disconti- 
nuierlichen  Kugelschale  gegen  die  Papierfiäche  gekehrt  ist, 
entsteht  eine  Strahlenfigur,  wenn  die  concave  Seite  dem 
Papier  zugewendet  ist,  eine  Kingligur,  wie  m  der  nach- 
stehenden Fig.  13  dargestellt. 


Die  Ursaciic  lür  die  l'jilstchi'.n^L;  dieser  zwei  vei>wiii-jdciic:i 
Figuren  ist  nun  durch  die  isolierien  divergierenden  Wirbel 
bezüglich  der  Strahlenhgur  und  durch  den  resuUierenden 
Wirbehing  bezüghch  der  kingligur  klar  ersichtlich  und  i<ann 
diese  Erklärung  auch  leicht  auf  die  Entstehung  der  Lichten- 
berg'schen  Figuren  durch  den  Austritt  der  positiven,  beztehungs- 
weise  negativen  Elektricität  leicht  angewendet  werden. 

Die  eben  dargelegte  Erscheinung  bildet  durch  die  Iden- 
tität  mit  der  correspondierenden  elektrischen  Erscheinung  den 
directen  Anknüpfungspunkt  für  die  Erklärung  der  elektrischen 
Vorgänge  durch  Wirbelbewegungen,  wie  ich  dies  seinerzeit 
eingehender  darzulegen  versuchen  werde. 

Durch  verschiedene  Combinationen  convexer  und  con- 
caver  displanarer  Discontinuitäten,  sowie  diu  eh  Anwendung  ver- 
schiedener Formen  und  Dichten  der  I )!'^continuitäten  können 
die  Experimente  noch  beliebig  ausgedehnt  werden,  wovon 
jedoch  liier  abgesehen  werden  soll. 
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7.  Im  N'orstehendcn  wurden  die  Experimente,  welche  auf 
die  VVirbelbildung  mit  äuOeren  Discontmuitäten  abzielen,  im 
Pnncipe  ziemlich  erschöpfend  gezeigt. 

Ganz  die  analogen  Experimente  lassen  sich  wiederholen 
unter  Anwendung  von  inneren  Discontinuitäten,  nur  ist 
die  Darstellung  der  bezüglichen  Varianten  von  Discontinui täten 
eine  schwierige. 

Complanare  innere  Discontinuitäten  lassen  sich  dadurch 
bilden,  dass  man  die  vollen  Kreisnächen  mittels  dianicltalcr 
Fäden  an  der  Öffnung  des  Kastens  befestigt,  wie  in  der  Fig.  14 
bei  dem  Experiment  mit  zwei  Discontinuitäten  dargestellt  ist. 

Wie  bereits  eingangs  hervor- 
gehoben, unterscheiden  sich  die  an 
inneren  Discontinuitäten  erzeugten 
Wirbelringe  von  den  an  äußeren  Dis- 
continuitäten erzeugten  dadurch,  dass 
die  Richtung  der  fortschreitenden  Be- 
wegung der  directen  und  conjugierten 
Wirbelringe  eine  diametral  entgcgen- 
iieseizte  ist:  die  directen  Wirbelringe 
bewegen  sich  nach  innen,  die  con- 
jugierten nach  außen. 

Die  früher  durchgeführten  Experimente  müssten  sich  der 
Theorie  nach  mit  inneren  Discontinuitäten  wiederholen  lassen 
und  die  Erscheinungen  der  Brechung,  Reflexion,  Absorbtion, 
Doppelbrechung,  der  Lichtenberg*schen  Figuren  etc.  zur  Dar- 
stellung bringen  lassen;  der  praktischen  Ausführung  dieser 
Experimente  bieten  steh  jedoch  bedeutende  und  oft  nicht  zu 
bewältigende  Schwierigkeiten  dar. 

8.  Wü  haben  bisiier  bei  allen  Experimenten  den  durch 
ien  Rauch  erzeugten,  daher  sichtbaren  Wirbel  an  sich  in 
Betracht  gezogen;  wir  wissen  aber,  dass  sich  im  freien  elasti- 
schen Medium  jede  Störung  des  Gleichgewichtes  wellenförmig 
fortpflanzt,  und  zwar  als  ein  Bewegungszustand;  wir  wissen 
auch,  dass  diese  Fortpflanzung  mit  einer  gewissen  Geschwindig- 
keit —  im  ponderablen  Medium  mit  der  Schallgeschwindig- 
keit —  erfolgt. 
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Diese  Betrachtung  auf  die  in  der  Luft  erzeugten  Wlrbel- 
ringü  übertra-en.  führt  zu  der  Folucrung,  dass  von  dem  an 
der  ÜiscontinuiLra  erzeugten,  geradlinig  v^orwärtsschrcitenden 
V\' irbelringc  \Vn belvvelleii  gebildet  werden,  welche  mit  der 
Schallgeschwindigkeit  fortschreiten,  und  dass  dieser  wellen- 
artige Bevvcgungszustand  von  jedem  Punkte  des  vorwärts- 
schreitenden Wirbelringes  erneuert  initiiert  wird.  Ich  nenne 
diesen  durch  den  primären  Wirbel  erzeugten  Bewegungs- 
zustand einen  Wirbelstrom. 

Derselbe  wäre  mit  Rücksicht  auf  den  in. entgegengesetzter 
Richtimg  fortschreitenden  conjugierten  Wirbelstrom  —  bei  Aus- 
schluss stüreiuier  iuntUisse  in  der  Unendlichkeit  geschlossen, 
öffnet  sich  jed(>eh  von  der  Erregungsstellc  aus  naeh  MaOizabe 
des  Forischrittcs  des  directen  und  conjugierten  erzeugenden 
Wirbels. 

Wird  aber  nach  einer  gewissen  Zeit  die  Membran  des 
Rauchkastens  mit  dergleichen  Intensität  wie  früher  wieder  ange- 
schlagen, so  folgt  dem  ersten  ein  zweiter  Wirbel  nach»  welcher 
wieder  einen  in  der  Unendlichkeit  geschlossenen  Wirbelstrom 
erzeugt  und  in  der  Entfernung  zwischen  den  beiden  erzeugenden 
Wirbeln  den  ersten  Bewegungszustand  herstellt,  in  dem  Räume 
vor  dem  ersten  eizeiiL;enden  Wirbel  aber  inlulgc  InLcrlerenz 
der  beiden  Wirbelstrome  zu  einem  resuliierenden  Zustande  führt. 

Die  detailliertere Kntwickelung  diebes  Bewegungszustandes 
ist  Gegenstand  späterer  Untersuchungen.  Jetzt  sei  nur  noch 
bemerkt,  dass  der  Wirbelstrom  ein  vollkommen  geschlossener 
sein  wird,  so  lange  unter  der  bisherigen  Annahme  die  Membran 
in  gewissen  kleinen  Zeitintervallen  angeklopft  und  hiedurch 
der  Raum  zwischen  dem  vorhergegangenen  directen  und  con- 
jugierten Wirbel  wieder  aufs  neue  erregt  wird. 

Nun  mag  noch  das  Zeitintervall  und  hiemit  die  Distanz,  in 
Vwelcr»er  ein  erzeugender  Wirbel  dem  arideren  folgt,  ganz  kurz 
in  Betracht  gezogen  werden.  Ist  die  Aufeinanderfolge  der 
erzeugenden  Wirbel  eine  so  rasche,  dass  die  ilnifernung  der 
hintereinander  betindliclien  Wirbel  gleich  oder  kleiner  ist  als 
der  Wirbelhalbmesser,  dann  influenzieren  sich  die  Wirbel  der- 
artig, dass  die  Bewegung  des  vorderen  Wirbels  verzögert,  der 
Durchmesser  des  Wirbels  gleichzeitig  erweitert  wird. 
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In  demselben  Maüe  wird  der  dahinter  befindliche  Wirbel 
beschleunigt  bei  gleichzeitiger  Verringerung  des  Durchmessers, 
so  dass  ein  Durchdringen  der  beiden  Wirbel  stattfindet  Ist 
dieser  Zustand  einmal  erreicht,  so  würde  derselbe  ohne  Zutritt 
störender  Einflüsse  (ohne  Reibung)  auch  stetig  beibehalten 
werden,  es  entstünde  daher  ein  stationärer  Zustand  der  Wirbel- 
bewegung,  beziehungsweise  ein  stationärer  Wirbelstrom. 

.S<.i  wie  der  )-iewe,uUi'igszustand  in  der  fortscliiciLLiidcn 
Ricritiing  der  Wirbel  sich  fortpflanzt,  so  wird  auch  in  der 
darauf  senkrechten,  also  in  der  Ebene  des  W'irbclringes  seitist 
die  schwingende  Bewegung  initiiert  und  namentlich  durch  die 
acliven  und  passiven  Wirbel  ein  periodischer  ßewegungs- 
zustand  wachgerufen»  welcher  sich  in  der  Ringebene  nach  allen 
Seiten  fortpflanzt. 

Theilweise  kann  diese  Influenzierung  dps  anschließenden 
Raumes  durch  das  Experiment  gezeigt  werden,  indem  man 
einen  größeren  Raum  mit  Rauch  füllt  und  in  denselben  einen 
aus  gewöhnlicher  Luft  gebildeten  Wirbeiriiig  ireien  lässt:  wäh- 
lend der  Luftring  vor  dem  Eintritt  in  die  Rauchatmosphäre  nicht 
sichtbar  war.  bemerkt  man  nach  dem  Austritt  aus  der  Rauch- 
atmosphäre einen  aus  Rauch  gebildeten,  jedoch  im  Durchmesser 
bedeutend  größeren  Rauchring,  als  es  der  primären  Disconti- 
nuität  entsprechen  würde. 

9.  Alle  bisher  beschriebenen  Wirbelbewegungen  wurden 
hervorgerufen,  indem  auf  die  eine  mittels  einer  Membran 
bespannte  Seite  des  mit  Rauch  gefüllten  Kastens  mit  einer 

gewissen  Intensität  geklopft  wurde. 

Dieselben  Bewegungen  können  jedoch  auch  hervorgerul'en 
^Verden,  wenn  der  Kasten  keine  mit  einer  Membran  bespannte 
Fläche  besitzt,  indem  man  den  Kasten  mit  einer  Schnur  frei 
aufhängt  und  statt  auf  den  Kasten  zu  iclopfen,  demselben  selbst 
kurz  andauernde  (stoßartige)  Bewegungen  ertheilt. 

Und  zwar:  Ertheilt  man  dem  Kasten  eine  kurze  Stoß< 

bewegung  in  der  Richtung  1  (Fig.  15),  so  siebt  man^  Wirbel*- 

ringe  sowohl  nach  außen,  als  auch  in  das  Innere  des  Kastens 

von  der  Discontinuität  der  Fläche  A  ausgehen,  und  zwar  ist 

der  nach  außen  tretende  Ring  der  directe  und  der  nach  innen 
l 
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gciicnde  Rin^  der  conjugicrte;  ersterer  entsteht  beim  Beginne 
und  letzte! et  am  Ende  der  StoÜbeuegung  des  Kastens. 

Bei  der  Stoßbewegung  des  Kastens  in  der  Richtung  2 
(Fig.  15)  erscheinen  ebenfalls  die  Wirbelringe  nach  außen  und 
nach  innen,  aber  es  ist  jetzt  der  nach  innen  gehende  Luft- 
ring der  directe  Wirbel  und  der  nach  außen  gehende  Rauch- 
ring der  conjugierte  Wirbel 

Vollführt  man  daher  eine  ganze  hin-  und  hergehende 
Schwingung  mit  dem  Kasten,  so  entstehen  nach  jeder  Richtunjr 
hin  je  ein  directer  und  ein  conjugierter  Wirbel,  daiier  im  ganzen 


vier  Wirbelringe.  Wird  aber  die  Schwingung  derart  rasch  aus- 
geführt, dass  der  Anfang  und  das  Ende  einer  jeden  Schwingung 
sich  sehr  rasch  folgen,  dann  hat  man  dieselbe  Erscheinung  wie 
bei  den  durch  Anklopfen  an  die  Membran  erzeug^ten  Wirbeln, 
nämlich  es  kommt  nur  ein  directer  Wirbel  nach  der  einen  Seite 
und  ein  conjugierter  Wirbel  nach  der  anderen  Seite  zur  Er- 
scheinung, nidcai  je  ein  directer  und  conjugierter  Wirbel  sicli 
assimilieren. 

Aus  dicker  Erscheinung  tv  l^t,  dasi>  mi  allgemeinen  auch 
durch  das  Kluplen  auf  eine  Membran  bei  einer  vollkommenen 
Schwingung  derselben  nicht  zwei,  sondern  vier  Wirbel 
erzeugt  werden,  wie  dies  auch  bei  einer  langsamen  Bewegung 
der  Membran  augenscheinlich  gemacht  werden  kann,  indem 
sowohl  beim  Anfange  und  Ende  der  hingehenden,  als  auch  der 
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hergehenden  Scinvinguni;  der  Membran  je  ein  W'irbelring  er- 
zeuijt  wifvi,  wovon  jedoch  bei  rascher  Schwingung  je  zwei 
Hinge  coincidieren. 

Kennt  man  die  eben  beschriebene  hin-  und  hergehende 
StoÖbevvegung  in  der  Richtung  de|^  fortschreitenden  Bewegung 
der  Wirbelringe  eine  Longitudinalschwingung,  so  kann 
man  sagen:  Bei  jeder  ganzen  Longitudinalschwingung  des 
Kastens  tritt  aus  der  senkrecht  auf  die  Schwingungsrichlung 
befindifchen  Discontinuität  je  ein  directer  und  ein  conjiigierter 
U'jrbclnng  nach  den  bciwicn  cnlgcgenge>ietztcn  Richtungen, 
0. 1.  zusammen  vier  W'irbelringe. 

Bewegi  man  nun  den  Kasten  in  den  Richtungen  3  und  4 
4er  Flg.  15,  d.  h.  also  in  der  Ebene  der  Discontinuität,  dann 
sieht  man  nur  bei  der  stoßartigen  Begrenzung  der  Bewegung 
je  einen  gleichartigen  Wirbelring  sowohl  nach  außen,  als  auch 
nach  innen  im  Kasten  fortschreiten,  so  dass  wieder  bei  der 
vollkommenen  Hin-  und  Herbewegung  des  Kastens  im  ganzen 
vier  Wirbelringe  entstehen.  Nennt  man  eine  solche  Hin-  und 
Hetbewegimg  in  der  Richtung  der  Ebene  der  Discontinuität 
eine  Trans versalsch win giing,  so  kann  man  sagen:  Bei 
einer  VMllknnmienen  stoiiartigen  Transversalschwingung  des 
Kastens  treten  aus  der  in  der  Ebene  der  Schwingung  betind- 
iichen  Discontnnn-.it  je  zwei  direct  entgegengesetzt  gerichtete 
Paare  von  Wirbelbewegungen,  welche  untereinander  gleich- 
^g,  jedoch  bezüglich  Stärke  und  Intensität  von  den  früher 
genannten  bei  der  Longitudinalbewegung  des  Kastens  ent- 
stehenden Wirbelringen  verschieden  sind. 

Selbstverständlich  bleiben  alle  früher  beschriebenen  Er- 
scheinungen der  Wirbelbew  egungen  auch  für  die  durch  Longi- 
tiidinal-  oder  'I'ransversalscluvip.gungen  des  Kastens  erzeugicn 
Wirbelringe  vollkommen  in  Kraft. 

Bringt  man  in  dem  parallelopipedischen  Kasten  auch  an 
der  Seitenwand  B  eine  kreistörmige  Discontinuität  an,  so  ist 
ersichtlich,  dass  bei  jeder  Schwingung  des  Kastens  sowohl 
longitudinal,  als  auch  transversal  erzeugte  Wirbelringe  ent- 
stehen, und  schlie01ich,  wenn  jede  Seite  dieses  oder  eines 
beliebig  anders  geformten  Körpers  mit  kreisförmigen  oder 
elliptischen  Discontinuitäten  versehen  wird,  so  ist  ersichtlich, 
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dass  man  auf  diese  Weise  insbesondcrs  den  X'erlauf  der 
Ersehe inun-en  mit  geschlossenen  Uiscontinuitaten  zu  ver- 
folgen in  der  Lage  ist. 


nomene  darzustellen  geeignet  sind.  Da  die  hiczu  nüthigen 
Apparate  bereits  etwas  conipliciertcr  sind  und  die  Er>chei- 
nungen  der  Anziehung  und  Abstoßung  nur  bei  einer  ent- 
sprechenden Intensität  der  Wirbelbewegungen  vor  Augen  ge- 
führt werden  können»  so  beschränke  ich  mich  darauf,  nur 
hinzuweisen,  dass  solche  Versuche  bereits  von  Prof.  Bjerknes 
durch  Schwingungen  im  Wasser  und  von  Mr.  A.  Stroh*  im 
Jahre  1882  durch  Schwingungen  der  Luft  hervorgerufen  mittels 
Membranbewegungen  durchgeführt  wurden. 

Halte  Mr.  Stroh  lu  ciuspi lv lici^Jer  \\'ci.--c  nul  gciarbtor 
Luft  experimentiert,  so  hätte  er  unz'Aeifeihaft  nicht  nur  die 
äutJeren  Erscheinungen  der  Anziehung  und  Abstoßung,  sondein 
auch  die  Bewegungen  selbst  als  Wirbelbewegungen  erkannt, 
.  wie  ich  sie  in  den  vorliegenden  Studien  beschrieben  habe. 

Ich  kann  mich  daher  auf  die  Citierung  der  interessanten 
und  umfangreichen  Versuche  der  vorgenannten  Experimenta- 
toren bezüglich  der  Darstellung  von  Anziehungs-  und  Ab- 
stoßungserscheinungen der  Wirbeiringe  beschränken  und  will 
das  Kesume  dieser  Versuche  in  der  Thatsache  zusammen- 
fassen: 

Lileichgcrichtcte  und  gleichartige  Wirbeiringe  zielien  sich 
an  ^jnd  kr<niien  sich  as'^imiiieren).  Entgegengesetzt  gerichtete 
und  gleichartige  Wirbehinge  stoüen  sich  ab  (und  können  sich 


1  Beschrieben  in  The  Engineer  Xr.  1373  vom  3.  Mai  1882  unter  dem 
Titel:  Mechanische  Vibrationen  und  der  Magnetismus. 


Es  wird  kaum  nuthig  scui,  hervor- 
zuheben, welche  Bedeutung  der  hier 
kurz  skizzierten  Erzeugung  von  W'irbel- 
ringen  als  Bild  einer  entsprechenden 
Naturerscheinung  innewohnt 


Flg.  1(3. 


10.  Nun  würde  noch  erübrigen,  jene 

Ersclieinungen  zu  zeigen,  welche  die 
Anziehungs-  und  Abstoßungspiiä- 
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zerstören).  Gleich^^erichtete  und  ungieicimrüge  Wirbelriiige 
sloßen  sich  ab  (und  können  sich  aufheben).  Entgegengesetzt 
gerichtete  und  ungleichartige  Wirbelringe  ziehen  sich  an  (und 
können  sich  addieren). 

Resume. 

Die  vorstehend  beschriebenen  Wirbelbewegungen  erachte 
ich  im  Sinne  der  bereits  in  der  Einleitung  angedeuteten  Ana- 
logien zu  den  wichtigsten  Naiurcrscheinungen  von  nicht  zu 
unterschätzendem  wissenschaftlichen  Interesse.  Den  Beweis 
dafür  hoffe  ich  in  nicht  zu  langer  Zeit  erbri n.t^en  zu  können. 

Beanspruchen  die  W'iibelbewegungen  an  sich  bereits  ein 
äohes  wissenschaftliches  Interesse,  so  sind  aber  die  in  den 
vorliegenden  Studien  sichtlich  dargestellten  Wirbelbew  egungen 
als  Bilde r  für  die  Erklärung  des  Wesens  von  Ätherbewe- 
gungen gewiss  von  Bedeutung. 

Ich  glaube,  dass  sie  in  diesem  Sinne  jenen  Anforderungen 
entsprechen,  welche  Heinrich  Hertz  in  der  Einleitung  zu 
^ei.ieiu  Werke:  -Die  I'rincipicn  der  Mechanik«  ^  an  die  Bilder 
unseres  Geistes  stellte,  welche  zur  Erweiterung  unserer  Natur- 
«■Kenntnisse  geeignet  seien. 

Die  Wirbelbewegungen  charakterisieren  sich  als  elemen- 
tare Urbilder  für  eine  ganze  Keihe  von  Naturerscheinungen 
und  gestatten  an  der  Hand  der  vorgeführten  Experimente  den 
synthetischen  Aufbau  grundlegender  Theorien. 

Im  speciellen  gelangt  man  bei  Betrachtnahme  der  ponde- 
lablen  Masse  als  Träger  der  Wirbelbewegungen  zu  jenen 
Anschauungen  über  die  Constitution  der  Materie,  wie  sie 
S:r  \V,  Thomson  (Lord  Kelvin")  durch  beme  Theorie  der 
Wirbelatomc  begründet  hat,  und  die  experimentellen  Wirbel- 
Erscheinungen  liefern  die  Hilder  zur  Erklärung  ganz  ungeahnter 
Geheimnisse  der  physikalischen,  chemischen  und  selbst  der 
organisierten  Natur. 

Bei  Betrachtnahme  der  hypothetischen  Äthermasse  als 
Trager  der  Wirbelbewegungen  sind  es  die  physikalischen 


*  Die  Fruicipicü  der  Mechanik  in  ntucm  Zusamuieniiaiige  dargestellt  von 
Kemrich  Hertz.  Mit  einem  Vorworte  von  H.  von  Helmholtz.  Leipzig,  1894. 
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Erscheinungen  der  Ätherbewegungen,  deren  Wesen  ais  Ana- 
logien zu  den  angcJeULCicn  PjiLicin  in  der  mannigfachslcn 
Weise  einer  weitgehenden  Erklärung  zugänglich 

Aber  auch  in  praktischer  Beziehung  gelangt  man  durch 
Verknüpiung  ahnlicher  Erscheinungen  und  durch  die  schein- 
bare Übereinstimmung  zwischen  Bild  und  Natur  zu  Folge- 
rungen, welche  zu  zweckmäßigen  praktischen  Anwendungen 
führen. 

Von  den  letzteren  will  ich  vorläufig  nur  jene  herausgreifen, 
welche  sich  auf  die  in  der  letzten  Zeit  immer  mehr  zur  Geltung 

gelangenden  Anwendung  der  Wirbelringe  zur  Verhinderuni^ 
der  1  lagclbiUiung  bezichen  und  weiche  m  dem  sogenannten 
Wetterschießen  '  eine  nicht  zu  unterschätzende  öi<- »nnmische 
Bedeutung  erlangt  und  das  Interesse  bedeutender  Fachautori- 
täten  erweckt  hat. 

im  Sinne  der  vorliegenden  Studien  und  Experimente  über 
die  Bildung  von  Wirbelringen  wäre  es  vollkommen  gerecht- 
fertigt, durch  die  in  hohe  Luftschichten  emporgesendeten 
kräftigen  Wirbelringe,  welche  aus  einem  geeignet  construierten 
Mörser  geschossen  werden,  eine  Erschütterung  der  Luft- 
schichten zu  erm(Vs:lichen.  Die  von  Prof.  Dr.  Pernter  und 
Dr.  Traber:  irn  Juii  vurigen  Jahres  diu ci^^elülirien  sorgfältigen 
und  umfassenden  Versuche-  über  die  Steighöhe  der  Luftwirbel- 
ringe bestätigen  aber  vollkommen  meme,  auf  Grund  zwanzig- 
jähriger Beobachtungen  an  den  atis  Geschützen  geschossenen 
Luftwirbciringen  gemachte  Behauptung,  dass  dieselben  höch- 
stens eine  Höhe  von  200  bis  ÖOO  m  erreichen. 

Daraus  ist  aber  der  Schluss  zu  ziehen,  dass  die  beim 
Wetterschießen  vielleicht  Ihatsächlich  erreichten  günstigen 
Erfolge  bezüglich  Verhinderung  der  Hagelbildung  nicht  durch 
die  active  Erschütterung  der  Wirbelringe,  sondern  durch  die 
Schallerregung  hervorgebracht  \\  urJc,  und  dass  daher  die  .Aus- 
bildung der  Mörser  für  das  Weiterschießcn  weniger  auf  die 

1  Albert  Stigers  WcUerschieficn  in  Steiermark,  bearbeitet  von  G.  Su seh- 
nig. Graz,  19O0. 

s  Untersuchungen  über  das  Wetterschieflen.  Meteorol.  Zeitschr.,  Bd.  35, 
S.  385. 
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Erzeugung  kräftiger  Wirbelringe,  als  auf  die  Erregung  und 
Fortpflanzung  intensiver  Schallwellen  zu  richten  wäre. 

Für  die  bedeutende  Wirkung  der  Schallwellen  auf  grofie 
Distanzen  kann  ich  nachstehenden  Beweis  erbringen. 

Zum  Messen  von  Endgeschwindigkeiten  der  Geschosse 
attf  dem  Schiefiplatze  bei  Fetixdorf  habe  ich  zur  Unterbrechung 
des  elektrischen  Stromes  beim  Auftreffen  des  Geschosses  auf 
j.r.er  in  großer  Distanz  (z.  B.  20Ü0  w)  aufgestellten  Scheibe  ein 
Pendel  construiert,  welches  auf  der  aus  gevvöhnliciien  2'bcm 
dicken,  auf  Ständern  von  15  t-/;/'  Dicke  ati.L^enagelten  Brettern 
bestehenden  Scheibe  mit  Schrauben  befestigt  wurde. 

Die  Pendel  hatten  eine  ziemlich  geringe  Empfindlichkeit, 
damit  die  durch  den  Wind  verursachten  Schwingungen  der 
Scheibe  nicht  die  Unterbrechung  des  Stromes  veranlassen 
konnten.  Erst  das  in  die  Scheibe  einschlagende  Geschoss 
sollte  das  Pendet  abheben,  dadurch  den  metallischen  Contact 
unterbrechen  und  somit  die  Messung  der  zum  Durchfliegen 
des  AbStandes  der  zwei  circa  10  w  hintereinander  stehenden 
Scheiben  nuthigen  Zeit  mittels  des  elektro-ballistischen  Appa- 
rates von  Le  Boulenger  ermc»glichen.  Während  dieses  Ver- 
suches wurde  aber  auch  auf  einer  zweiten  Schusslinie  ge- 
schossen, die  parallel  auf  circa  600  seitwärts  lag,  und  mit 
einem  Geschütze  geschossen,  dessen  Mündung  mehr  als  2000  m 
von  den  vorbeschriebenen  Scheiben  entfernt  war.  In  dem 
Momente,  als  dort  der  Schuss  abgegeben  wurde  und  die  Schall- 
wellen bei  den  Scheiben  mit  dem  Pendel  anlangten,  wurde  das 
Pendel  abgehoben  und  dadurch  mein  Versuch  gestört,  so  dass 
die  Durchführung  meines  Versuches  nur  in  den  Schusspausen 
lies  anderen  Geschützes  ermöghchl  war. 

Daraus  ist  zur  Evidenz  erwiesen,  dass  die  beim  Schusse 
auftretenden  Schallwellen  kräftig  genug  sind,  um  noch  selbst 
auf  2000  m  eme  genügend  heftige  Erschütterung  hervorzu- 
springen, durch  welche  in  hohen  Wolkenregionen  die  Bildung 
des  Hagels  verhindert  werden  könnte,  während  dies  in  so 
großen  Höhen  von  den  Wirbelringen  in  Zweifel  gezogen  werden 
muss. 


Siub.  d.  iaathem--naiurw.  Cl;  CX.  Bd.,  Abth.  H.a.  24 
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Ober  die  durch  Kathodenstrahlen  bewkkte 
Ablenkung^  der  Magnetnadel 

von 

Dr.  Josef  v.  Geitler. 

Aus  dem  physikalischen  Institute  der  L  k.  deutschen  Universität  Prag. 

(Mit  3  TexlRguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  29.  April  1901>) 

In  seiner  AblKuidlung  »Über  die  GliniuKTilladung«  hat 
H.  Hertz^  die  Fraise  luich  der  mne;netischen  Wirksamkeit  der 
Kathodenstrahlen  einer  experimentellen  Prüfung  unterworfen. 
Er  kam  dabei  zu  dem  Resultate,  dass  eine  Einwirkung 
der  Kathoden  Sirahlen  auf  die  Magnetnadel  nicht  statt- 
finde. Die  im  folgenden  beschriebenen  Versuche 
zeigen  jedoch,  dass  eine  solche  Einwirkung  von  nicht 
unbeträchtlicher  Intensität  dennoch  besteht,  und 
lassen  zugleich  erkennen,  weshalb  dieselbe  bei  der  Hertz*schen 
Versuchsanordnung  nicht  zur  Geltung  gelangen  konnte. 

Zunächst  sei  es  gestattet,  die  auf  den  \  orliegcndcn  Gegen- 
stand bezüglichen  Stellen  der  Hertz'schen  Abhandlung,  zum 

Theile  im  Wortlaute,  anzulüliren:  >•  Bilden  nämlich  die 

Kathodenstrahlen  auch  nicht  den  Weg  des  Stromes,  so  ist  es 
doch  unzweifelhaft,  dass  dieselben  vom  .Magnet  beeinflusst 
werden.  Ks  ist  deshalb  von  vorneherein  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  in  jedem  Falle  auch  umgekehrt  die  Kathodenstrahlen  eine 
Ablenkung  des  Magnetes  veranlassen;  diese  Wirkung  könnte 

ja  von  einer  elektrodynamischen  verschieden  sein  Die 

zunächst  zu  beschreibenden  Versuche  sollen  zeigen,  dass  eine 
solche  Wirkur.g  nicht  besteht.«  Das  von  Hertz  venvendete 


1  H.  Hertz,  Wied.  Ann..  19,  S.  7US,  ff.,  18b3,  oJcr  Ges.  Werke.  Bd.  1, 
S.  257  flf. 
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Rohr  war  300  mm  lang,  2%  mm  weit  und  besaß  als  Kathode 
eine  kreisförmige  Messingscheibe,  durch  deren  durchbohrte 
Mitte  ein  in  einer  Thermometerröhre  befindlicher  Draht  als 
Anode  ein  wenig  in  das  Entladungsrohr  hineinragte.  Die  Strom - 
Zuleitungen  waren  möglichst  inductionsfrei  geführt  Die  Strom- 
linien im  Gasraume  mussten  bei  der  gewählten  Anordnung 
jedenfalls  symmetrisch  zur  Rohraxe  liegen,  ihre  magnetische 
Wirkung  nach  außen  musste  also  verschwinden.  Die  Kaihoden- 
siralilen  waren  voll  entwickelt  und  erfüllten  die  ganze  Läni^e 
des  Rohres.  Hertz  erwartete  daher,  dass  eine  etwa  vorhandene 
Einwirkimg  der  Strahlen  auf  einen  außerhalb  befindlichen 
Magnet  bei  dieser  Anordnung  zur  Erscheinung  kommen  musste. 
In  möglichster  Nähe  des  Rohres  war  ein  stark  astasierter, 
elektrostatisch  geschützter  Magnet  aufgehängt;  das  Rohr  selbst 
wurde  nacheinander  so  gegen  den  Magnet  orientiert,  dass  eine 
tangentiale,  radiale  oder  der  Rohraxe  parallele  Kraft  bemerkbar 
werden  musste.  »Aber  niemals  zeigte  sich  eine  Ablenkung,  die 
im  Fernrohre  auch  nur  Vio  Sealentheil  betragen  hätte.  Wurde 
aber  derselbe  Strom  —  seine  Stärke  war  etwa  — V200 
Dan./S.  E.  —  unter  Benützung  cinei-  zweiten  Anode  veranlasst, 
das  Rohr  der  Länge  nach  7X\  durchsetzen,  so  ergaben  sich 

Ablenkungen  von  30  bis  40  Scalenth eilen  Hienach  stand 

fest,  dass,  wenn  überhaupt  eine  specihsche  Einwirkung  der 
Kathodenstrahlen  auf  den  Magnet  stattfand,  diese  doch  nicht 
den  300.  Theil  derjenigen  Wirkung  erreichen  konnte,  welche 
den  Kathodenstrahlen  als  Stromträgern  zukam.« 

Dieses  überraschende  Resultat»  dass  eine  einseitige  Wirkung 
des  Magneten  auf  die  Kathodenstrahlen  ohne  eine  entsprechende 
Gegenwirkung  dieser  auf  jenen  bestehe,  drängte  den  Gedanken 
auf,  nach  einer  Fehlerquelle  zu  suchen,  welche  etwa  geeignet 
gewesen  sein  konnte,  eine  Beeinflussung  der  Magnetnadel 
durch  die  Kaihodenstrahlen  in  den  Versuchen  von  Hertz  zu 
verschleiern.  Bedenkt  man,  dass  die  k'athodenstrahlen  an  den 
von  ihnen  getroffenen  Stellen  der  hmcntlache  der  Röhre 
Ladungen  erzeugen,  so  erscheint  die  Vermuthung  nicht  un- 
wahrscheinlich, dass  diese  Ladungen  —  sei  es  an  dem  Glase 
selbst,  sei  es  in  der  leitend  gewordenen  Gasmasse  —  zurück- 
strömen. Dieser  röhrenförmige  Rückstrom  wäre  dann  wohl 

24* 
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geeignet,  die  etwa  vorhandenen  magnetischen  Wirkungen  der 
in  seiner  Axe  verlaufenden  und  seiner  Richtung  entgegen- 
gesetzten Kathodenstrahten  nach  aufien  vollständig  zu  com- 
pensieren.  Rückstrom  und  Kathodenstrahlen  wären  in  diesem 
Falle  gewissermaßen  »inductionsfrei  gewickelt«.  Entspricht 
diese  Hypothese  den  Thatsachen  —  und  meine  Versuche 
scheinen  mir  dies  zu  beweisen  — ,  so  ist  es  erforderlich,  die 
Magnetnadel  in  das  Innere  der  Röhre  zu  bringen,  um  eine 
Ablenkung  derselben  durch  die  KathodtMistrahlen  zu  linden. 
Denn  im  Inneren  ist  die  Nadel  dem  magnetischen  Einflüsse  des 
röhrenförmigen  Kücksimmes  entzogen,  während  die  erwartete 
Wirkung  der  Kathudenstrahlen  rein  zur  Geltung  zu  kommen 
vermag. 

Einige  der  a^uf  Grund  voranstehender  Überlegung  an- 
gestellten, bisher  nur  qualitativen  Versuche,  welche  das  Vor- 
handensein einer  Ablenkung  der  Magnetnadel  durch  die  Katho« 
denstrahlen  ergeben,  seien  nun  kurz  beschrieben. 

In  das  Fig.  1  skizzierte,  60  cm  lange,  4  cm  wette  Glasrohr 
waren  hei  a  und  b  plane,  auf  ihrer  Rückseite  mit  Glaskappen 
bedeckte  Aluminium>cheiben,  in  den  seitlichen  KT'hrchen  bei 
-5!,  of/.  3,  [i'  Alunimiunislifte  als  Klektri»den  eingeschmolzen.  Die 
Rühre  besaü  ferner  zw^ei,  auf  ab  und  aufeinander  senkrechte 
Ansätze;  in  dem  einen  derselben  waren  bei  c  eine  Aluminium- 
platte, bei  yy'  Aluminiumstifte  eingeschmolzen,  in  den  zweiten 
Ansatz  wurde  ein  mit  Messingboden  versehenes  Messingrohr  m 
bei  ä  luftdicht  eingekittet.  Die  Bodenfläche  des  Rohres  befand 
sich  etwa  1  cm  oberhalb  der  Rohraxe  ab.  Das  Rohr  m  war 
oben  mit  einem  Messingkästchen  versehen,  dessen  eine  Wand 
behufs  Spiegelablesung  durch  ein  Glasfenster  gebildet  wurde. 
In  dem  Mesbnig;;ehäuse  hieng  an  einem  Quarzfadeii  cm  mit 
dem  1  1  mm  langen  Magnetstäbchen  us  starr  verbundener 
Spiegel  S.  Bei  t'  war  das  Rohr  dauernd  mit  einer  automatischen 
i^umpe  Sprengel'schen  Systems  verbunden.  Der  Magnet  iis 
konnte  mit  Hilfe  eines  äußeren  Magnetstabes  beliebig  gerichtet 
und  astasiert  werden.  Die  Schwingungsdauer  betrug  2  bis 
3  Secunden.  Auch  konnte  der  Magnet  in  einem  zweiten,  dem 
obigen  ganz  analog  gebauten,  ganz  außerhalb  des  Entladungs- 
rohres befindlichen  Messinggehäuse  / aufgehängt  werden.  Das 
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Messinggehäiise  gewährte  einen  vollständigen  elektrostatischen 
Schutz.  Die  Entladungen  wurden  mit  Hilfe  eines  genügend 
weit  vom  Apparate  aufgestellten  Inductoriums  erzeugt,  welches 
mit  einem  Wehnelt>Unterbrecher  betrieben  wurde.  Die  Scala 
sammt  Femrohr  befand  sich  etwa  130  cm  vom  Spiegel  entfernt 


Fig.  l. 


Ucr  Magnet  us  war  bei  den  folgenden  Versuchen  der 
Rohraxe  ab  parallel. 

Die  Röhre  hielt,  wahrscheinlich  infolge  einer  Unvoll- 
kommenheit  des  Rohres  in  nicht  vollständig  dicht,  und  es 
musste  daher  während  der  X'^ersuche  öfter  nachgepumpt  werden. 
Die  angeführten  Zahlen  beziehen  sich  daher  nicht  auf  einen 
bestimmten  Druck  und  sind  also  nicht  ohneweiters  miteinander 
vergleichbar. 


J.  V.  Geitler« 


Positive  Ausschläge  (d.  h.  solche  von  kleineren  zu 
größeren  Zahlen  der  Scala)  entsprechen  einem  unter  der  Nadel 
parallel  der  Rohraxe  von  a  gegen  b  fließenden  positiven  Strome, 
negative  Ausschläge  einem  von  b  nach  a  gerichteten. 

1.  Versuch,  a  ist  Kathode,  ai'  sind  Anoden.  Das  Rohr 
fluoresciert  in  seiner  ganzen  Länge  hellgrün.  Man  beobachtet 
einen  negativen  Ausschlag  von  17*5  Scalen-Centimetem.^ 
Macht  man  aot*  zur  Kathode,  a  zur  Anode,  so  zeigt  die  Nadel 
keinen  Ausschlag. 

2.  Versuch,  a  ist  Kathode»  b  Anode.  Das  Vacuum  ist 
etwas  schlechter  geworden.  Der  wiederum  negative  Aus- 
schlag beträgt  13*  1*5  cm. 

3.  Versuch.  Dieselbe  Anoidnung  wie  bei  2.  Das  Vacuum 
hat  sich  weiter  verschlechtert.  Der  negative  Ausschlag  ist 
12- ö cm. 

4.  Versuch.  Anordnung  wie  beim  ersten  Versuche,  das 
Vacuum  ist  noch  stärker  zurückgegangen.  Der  negative  Aus- 
schlag beträgt  jetzt  8  cm. 

5.  Versuch.  ^  ist  Kathode,  a  Anode.  Bei  dem  herrschenden 
Drucke  ist  der  positive  Ausschlag  6  cm, 

6.  Versuch.  Man  macht  b  zur  Kathode,  ßß'  zu  Anoden. 
Der  positive  Ausschlu^i;  beträgt  3 •75c;«. 

Z.Versuch,  c  ist  Kathode,  77' Anoden.  Das  Ansatzrohr, 
sowie  der  Auftreffpunkt  der  Strahlen  sind  intensiv  grün.  Die 
Nadel  zeigt  einen  negativen  Ausschlag  von  nur  0*5  rw.  Es 
gelingt,  denselben  durch  entsprechende  Einstellung  der  Nadel 
zum  Verschwinden  zu  bringen. 

8.  Versuch.  Der  Magnet  befindet  sich  jetzt  im  Rohre/ 
etwa  3  cm  oberhalb  der  Röhrenaxe.  Die  Röhre  ist  wieder  stark 
evacuiert,  a  Kathode,  b  Anode.  Es  tritt  ein  negativer  Ausschlag 
von  S'Dcm  ein. 

9.  Versuch.  Wie  bei  8.  Nur  ist  jetzt  b  Kathode,  a  Anode. 
Positiver  Ausschlag  von  2' 75  cw. 

10.  und  11.  Versuch.  Mahnet  wie  bei  8.  St>v\()hl,  wenn 
b  Kathode,      Anoden,  als  auch,  wenn  a  Kathode,  aa'  Annoden 

1  Die  auf  1  *  7  Secunden  astasierte  Nadel  gab,  als  ein  geradliniger  Strom 
circa  1  cm  unter  ihr,  parallel  ihrer  magnetischen  Axe,  vorbeigeteitet  wurde, 
einen  Ausschlag  von  Q  «4t  lur  O'Ol  I  Ampere. 
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sind,  zeij^t,  selbst  bei  stärkster  Evacuierung,  die  Nadel  keine 

Ablenkung. 

Diese  vier  letzten  Versuche  entsprechen  der  Hertz'schen 
Anordnung. 

12.  Versuch.  In  dem  Rohre  Fig.  2  mit  der  Kathode  a  und 
den  Anoden  olo!  ist  das  Messingrohr  m  eingekittet.  Dieses 


I ' 


# 

Fig.  2. 

besitzt  an  seinem  unteren  Ende  einen  paraileiepipedischen 
Messingkasten.  Die  Höhe  des  letzteren  ist  Acm,  seine  Länge 
2ciff,  seine  lichte  Breite  0*5^.  Seine  schmale  Seite  ist  senk- 
recht, die  breite  Seite  parallel  zur  Rohraxe  aa\  so  dass  die 
Kathodcnstrahlen  zu  .beiden  Seiten  des  schmalen  Kästchens 
unbehindert  vorbeistreichen  können  uikI  einen  scharfen  Schatten 
utisselben  auf  der  Rohrenwand  entwerfen.  Der  3  ntni  lange 
Magnet  tis,  dessen  magnetische  .\xe  der  Rohraxe  ebenlails 
parallel  ist,  kann  m  dem  Messingkästchen  beliebig  gehoben 
und  gesenkt  werden.  Es  ist  also  möglich,  ihn  nach  Belieben 
oberhalb  oder  unterhalb  der  Rohraxe,  beziehungsweise  der  Baha 
der  Kathodenstrahlen  einzustellen. 

Befindet  sich  der  Magnet  in  seiner  tiefsten  Lage,  so  erfolgt 
ein  positiver  Ausschlag  von  etwa  2'bcm.  Hebt  man  ihn  um 
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\  cntf  so  bleibt  der  Ausschlag  positiv,  wird  aber  schwächer 
(1  cm).  Bei  weiterem  Heben  um  2  cm  wird  der  nun  oberhalb  der 
Rohraxe  befindliche  Magnet  im  negativen  Sinne  um  1  cm,  bei 
weiterem  Heben  um  0*5 cm  ebenfalls  im  negativen  Sinne 
um  2  cm  abgelenkt. 

Aus  Jen  beschriebenen  Versuchen  mögen  vorläull^  iiach- 
stehende  Folgerungen  gezogen  werden:  Die  Versuche  1,6,7 
und  12  zeigen,  dass  die  Kalli. »denslrahlen  sich  dem  Magnete 
gegenüber  verhalten,  wie  ein  in  ihrer  Bahn,  aber  ihrer  Fort- 
pflanzungsrichlung  entgegen tlie Bender,  positiver,  elektrischer 
Strom,  d.  h.  sie  suchen  die  Magnetnadel  nach  der  für  einen 
solchen  Strom  geltenden  Ampere*schen  Regel  einzustellen.  Die 
Versuche  1  bis  4,  wie  auch  5  und  6  ergeben  das  Resultat,  dass 
die  ablenkende  Kraft  der  Kathodenstrahlen  auf  die  Magnet- 
nadel nicht  nur  einen  verschwindenden  Bruchtheil  jener  des 
gesammten  Enlladungsstromes  beträgt,  sondern  vielmehr  von 
derselben  Größenordnung  wie  diese  ist,  ja  wahrscheinlich  dieser 
gleichkommt.  Vergleicht  man  endlich  die  übrigen  X'ersuche 
mit  den  unter  Nr.  8  bis  11  beschriebenen,  welch  letztere  der 
Hertz 'sehen  Anordnung^  wesentlich  entsprechen,  so  scheint 
mir  die  eingangs  aufgestellte  Hypothese  des  röhrenförmigen 
Rückstromes  zur  Deutung  der  erhaltenen  Resultate  geeignet  zu 
sein,  keinesfalls  aber  einem  der  Versuche  zu  widersprechen. 
Die  vorliegenden  Versuche  für  oder  gegen  eine  der  Hypo- 
*  thesen  zu  verwerten,  welche  bisher  über  die  Natur  der 
Kathodenstrahlcn  aufgestellt  wurden,  halte  ich  für  verfrüht 
Erst  nach  quanlilaüver  Erforschung  der  hier  in-.  Spiel  tretenden 
Kräfte  wird  man  an  diese  Aufgabe  hctanlreten  können,  l'nab- 
hängig  von  jeder  l  iieorie  aber  glaube  ich  aus  nieuien  X'ersuchen 
den  Schiuss  ziehen  zu  müssen:  Die  Kathodenstrahlen 
haben  magnetische  Wirkungen. 

»  Vergl.  oben. 
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Ein  Satz  über  den  schiefen  Wurf  im  luftleeren 

Räume 

von 

A.  V.  Obennayer, 
e.  M.  k.  Ak«d. 

(Mit  1  Textflgar ) 

(Vorgeles^  in  der  Siuang  am  7.  Februar  1901.) 

Es  sei  ilfj  in  der  beifolgenden  Figur,  ein  Punkt  mit  den 
Coordinaten  i  und  i],  welcher  vom  Coordinatenanfangspunkte 
aus  durch  einen  schiefen  Wurf  erreicht  werden  soll.  Der 
Neigungswinkel  M^OM^  der  Geraden  OM^  zur  horizontalen  Ab- 
scissenaxe  sei  ß,  es  ist  der  sogenannte  Terrainwinkel. 

Der  Winkel  um  welchen  ,3  vermehrt  werden  muss, 
üarnit  bei  der  zu  Gebote  stehenden  Antangsgeschu mdig- 
keit  t;^,  getroffen  werde,  sei  a;  er  soll  als  Eievationswinkel 
bezeichnet  werden. 

Die  Gleichung  der  so  erhallcnen  W'urfparabel  ist  dann, 
wenn  OD^  =:  Ä  =  i^2£  gesetzt  wird: 

y=zx  tg(a-h^)—  —  — 

4  h  cos-  (a+^) 

und  die  Coordinaten  i  und  i]  des  Punktes  müssen  derselben 
genügen. 

Die  Abscisse  i  des  Endpunktes  Af,  der  schiefen  Wurf- 
weite tv  —  OM^  ist  dann,  wegen 

tg?  =  -^.  1) 

gleich 

^  ,       4h  sin  g  cos 
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Denkt  man  sich  bei  constantem  Elevationswinkel  «  den 
Terrainwinkel  ß  continuierlich  geändert,  so  ist  der  geometrische 


Ort  der  Endpunkte  M  aller  so  erhaltenen  schiefen  Wurfweiten 


=  4  cot  a- 


4/isin'a  * 


es  ist  die  Wurfparabel  OS'Mq,  die  mit  dem  Elevationswinkel 
90 — a  erzeugt  wird   und  dieselbe  horizontale  Wurfweite 
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OM^  gibt,  wie  eine  mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit, 
unter  dem  Winkel  a  zum  Horizonte,  zustande  gekommene 
Parabel  OSM^, 

Man  hat  hiemach  den  folgenden  Satz: 

Die  beiden  Wurfparabeln»  welche  bei  gleicher 
Anfangsgeschwindigkeit  mit  complementären  Ab- 
gangswinkeln 90—«  und  «  erzeugt  werden  und  die 
gleiche  horizontale  Wurfweite  geben,  sind  der  geo- 
metrische Ort  der  Endpunkte  aller  schiefen  Wurf- 
weiten, welche  bei  geändertem  Terrai n winke  1  ß  und 
constantem  dazuj^e füllten  Elevationswinkcl  a  oder 
9()— o,  mit  der  obigen  Anfangsgeschwindigkeit  er- 
halten werden. 

Zieht  man  mit     als  Halbmesser  einen  Kreis,  so  schneidet 
derselbe  die  Wurfparabel  OSM^  in  zwei  Punkten  und 
die  Wurfparabel  OSM^^  im  allgemeinen  in  den  vier  Punkten  M^, 
iVj,      und  Afg. 

Wird  eine  Schuaswaffe  mit  constant  eingestelltem  Eleva- 
tronswinkel  (Aufisatz  eines  Gewehres)  nach  aufwärts  gewendet, 
so  ist  im  Horizonte  w  —  x,^\  dann  bleibt  w  bis  zu  einem 

Winkel  ßj,  für  welchen  zum  zweitenmale  iv  ~  wird;  lI  ii  h 
bleibt  iv^Xq  bis  zu  einem  Winkel  ßa»  für  welchen  zum  dnucn- 
ma!e  w  —  x,^  ist;  dann  nimmt  iv  sehr  rasch  ab  und  übergeht 
aui  die  negative  Seite,  d.  i.  aul  die  Verlängerung  von  OM  über  O 
hinaus.  Für  einen  Winkel      wird  endlich  zum  viertenmale 

Die  Bedingung  fu:=ix^  führt  auf  die  Gleichung 

cos*        cos»        -i-tg5»  a)  cos^  ß  =  tg*  o, 

von  w  elcher  eine  Wurzel  cos  ß  =:  1  bekannt  ist.  Wird  durch 
den  Factor  (cosß— 1)  dividiert»  so  bleibt  die  Gleichung 

cos^  ß — cos-  ß-<-tg^  «  cos  ß+tg-  a  =  0 

übrig,  deren  Wurzeln  die  Werte  ßj,  f;,  und  ßj  bestimmen,  von 
denen  früher  die  Rede  war. 

Setzt  man  voraus,  dass  diese  Gleichung  zwei  gleiche 
Wurzein  haben  soll,  so  findet  man  leicht,  dass  die  steilere 
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Parabel  von  dem  Kreise  mit  dem  Halbmesser  in  einem 
Punkte  tangiert  wird,  wenn  a  =  16"  42'  51"  gewählt  wird.  Der 
entsprechende  Terrainwinkel  ist  dann  ß,  =    =  51  *  49'  38". 

Aufier  dem  Schnittpunkte  im  Horizonte  ergibt  sich  noch 
ein  Schnitt  auf  dem  Parabelzweig  im  dritten  Quadranten,  dem 
ein  Terrainwinkel  von  256*  2(/  44"  entspricht  Bei  einem 
Terrainwtnkel  p  =  21'  29'  ist  die  Abweichung  — fv  am 
größten  und  beträft  5^0  der  horizontalen  Wurfweite. 

Die  folgende  Tabelle  gibt  einen  Überblick,  wie  sich  mit 
dem  Winkel  a  die  Werte  von  ßj,  ^'^'■'^  I^.?  hindern,  die  den 
Schnittpunkten  des  Kreises  vom  Halbmesser  x^j^  mit  der  Parabel 
entsprechen  oder  für  welche  x^  =  fv  wird. 


a 

cos  ^1 

cos 

cos  Jlrj 

0 

k-' 

.1 

O" 

1*0000 

0-0000 

0*0000 

O»  00* 

90« 

'  00' 

90* 

00' 

3 

0-9Ü40 

Ü-Ü54U 

—0-0495 

r> 

57 

80 

51 

87 

10 

6 

0*9774 

0*1180 

—0*0934 

12 

12 

83 

13 

84 

31 

0-9454 

0- 192Ö 

—0- 1380 

19 

01 

78 

34 

S2 

04 

12 

0*8928 

0*2850 

—0-1778 

20 

47 

73 

26 

79 

46 

15 

0*7968 

0*4183 

—0*2133 

37 

to 

63 

16 

77 

35 

lö 

0*7381 

0*48^5 

— 0-227Ö 

42 

26 

60 

42 

76 

51 

16  43' 

0*6180 

0*6180 

-0*2361 

51 

50 

51 

30 

76 

31 

Es  ist  hiernach  z.  B.  für  einen  Elevationswinkel  «  =  12", 

wie  er  in  der  Figur  vorausgesetzt  wird,  von  ß  —  0  bis  zu 

ß,  =  26**  47'  die  schiele  Wurüveite  kleiner  als  die  dem  Eleva- 
tionswinkel von  12°  entsprechende  horizontale  Wurfweite; 
über  diesem  Tcrrainwinkel  i«^t  die  schiefe  Wurfweite  gnvßer 
als  .Vq  bis  zu  einem  Tcrrainwinkel  von  73"  26',  von  da  an  wird 
die  schiefe  Wurfweite  wieder  kleiner  als  die  horizontale. 

Wird  zu  dem  Winkel  von  78*,  unter  welchem  die  Parabel 
OM^SM^Mf^  erzeugt  ist,  noch  ein  Winkel  von  7"  26'  dazu- 
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:=:egeben,  so  schneidet  die  so  erzeugte  Wurlparabel  OS^M^  die 
Parabel  S  in  einem  Punkte  M^,  dem  ein  Terrainwinkel  von 
^  =  73*  2t'  entspricht;  der  Abgangswinkel  ist 

73'26'-4-12*'00'=85"  26'. 

Diese  Parabel         schneidet   aber  auch  die  Parabel 

OM'SMf^  in  einem  PunKic  .1/'.  uem  ein  Tenainvvinkel  von 
26'  -  83"  26'— (90°—  12")  entspricht. 
L)cr  negativen  Würze!  — 0-1778  entspricht  hier  ein 
Schnittpunkt  der  Parabel  mit  dem  Kreise,  welcher  im  3.  Qua- 
nten liegt  Der  Terrainwinkel  ist  79"  46'  zu  nehmen;  der- 
selbe gibt,  um  12"  vermehrt,  den  Winkel  von  91"  46',  die 
Wurfparabel  trifft  dann  die  unter  dem  Winket  79"*  46^  2ur 
positiven  :r-Axe  gezogene  Gerade  auf  der  Veriängerung  der> 
selben,  über  den  Coordinatenanfangspunkt  hinaus. 

Für  Gewehre  beträgt  der  mit  dem  Aufsatze  eingestellte 
Elevationsw  iiMxcl  a  iur  1000  Schritte,  gleich  r.jOwz  Entfernung, 
etwas  über  1".  Der  Wert  von  ist  dann  nach  der  früher 
Ljegebenen  Tabelle  unter  2°.  Die  schiefe  Wurfweite  ist  hier  nur 
■n  dem  kleinen  Intervalle  des  Terrainwinkels  von  0"  bis  2** 
ideiner  als  die  horizontale  Wurfweite  und  dieser  Unterschied 
ist  sehr  klein.  Für  negative  Terrainwinkel  wächst  der  Unter- 
schied w — sehr  rasch,  d.  h.  die  schiefe  Wurfweite  ist  merk- 
lich größer  als  die  horizontale,  bei  gleichem  Winkel  a.  Ebenso 
bleibt  die  schiefe  Wurfweite  über  Terrainwinkeln  von  2^  bis 
Ju  einem  Winkel  von  86"  größer  als  die  horizontale,  und 
dieser  Unterschied  kann  sehr  beträchtlich  werden.  Es  hat 
hiernach  der  folgende,  \on  dem  k.  und  k.  .Artillerie-Major 
Herrn  Adolf  Weigne  r  aufgestellte  Satz'  seine  volle  Berechti- 
gung, welcher  lautet;  »Beim  Beschießen  eines  bedeutend 
erhöhten  oder  vertieften  Zieles  muss  ein  kleinerer  Aufsatz 
angewendet  werden,  als  jener  ist,  welcher  für  ein  in  derselben 
Entfernung,  jedoch  im  Mündungshorizonte  befindliches  Ziel 
zutrifft.* 

1  Mittheilungen  über  Gegenstände  des  .Artillerie-  und  Geniewesens, 
•  ^90,  S.  1.  Über  der.  Kinfluss  <j;roßer  PositionsAvinkel  auf  die  Treffpunktlage 
■>*im  Schießen,  unter  Anwendung  von  für  Ziele  im  .Mundunijshorizonte  be- 
rechneten Autäätzen. 
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A.  Weigner  hai  diesen  Satz  bei  Berücksichtigung  des 
Luftwiderstandes,  unter  vereinfachenden  Annahmen,  abgeleitet 
und  die  verticale  Abweichung  des  Treffpunktes  über  dem 
Zielpunkte  mit  Hille  einer  kubischen  (lleichung  lür  einen 
bestimmten,  kleinen  Winkel  a  berechnet.  Durch  V^ersuche  mit 
einem  Zimmergewehre  hat  er  sich  von  der  Richtigkeit  seiner 
Rechnungsresuttate  im  allgemeinen  überzeugt  Die  Schieß- 
instructionen  der  verschiedenen  Armeen  berücksichtigen  diese 
Abweichung  nicht. 
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Beiträge  zur  Kenntnis  der  atmosphärisehen 

Elektricität  VlI. 

über  die  tägliche  Periode  der  Luftelektricität 

von 

Prof.  Franz  Exner, 

w.  M.  k.  Akad. 

(Mit  3  Texitiguren.) 

(Vögelest  in  der  Sitning  «m  91.  Februar  1901.) 

Die  tägliche  Periode  ist  trotz  der  zahlreichen  Messungen, 
die  von  den  verschiedensten  Orten  Jer  Ki\iobcrnächc  darüber 
vorliegen,  eine  noch  ganz  iinaufgekliute  Erscheinung.  Diese 
Messungen  lassen  nur  .s<i\icl  erkennen,  dass  man  drei  ver- 
schiedene Typen  unterscheiden  kann:  a)  eine  doppelte  tägliche 
Periode  mit  zwei  Maximis  etwa  um  8''  a.  und  8''  p.  Ortszeit,  die 
durch  eine  starke  Mittagsdepression  des  Potentialgefälles  von- 
einander getrennt  sind;  h)  eine  einmalige  tägliche  Periode  mit 
einem  flachen,  über  alle  Tagesstunden  sich  erstreckenden 
Maximum,  dem  ein  gleichfalls  ausgedehntes  Nachtminimum 
entspricht,  und  endlich  c)  ein  Verlauf  des  PotentialgefUUes  ohne 
wesentliche  Änderung  während  24  Stunden;  dieser  letztere  Fall 
ist  natürlich  nur  der  Grenzfall  einer  der  Typen  a)  oder  h),  in 
ucn  dieselben  bei  allnmhliciier  Vcrtlachung  der  Extreme  über- 
gehen. 

Irgendein  Zusammenhang  dieser  Typen  mit  der  geo- 
graphischen Lage  der  Beobachtungsorte  hat  sich  bisher  nicht 
ergeben,  obgleich  unter  letzteren  sich  Vertreter  der  verschie- 
densten Klimate  vorfinden,  dagegen  hat  es  sich  gezeigt,  dass 
der  Typus  der  täglichen  Periode  an  manchen  Orten,  wenigstens 
in  unseren  Breiten,  mit  der  Jahreszeit  wechselt,  so  zwar,  dass  a) 
im  Sommer  und  h)  im  Winter  auftritt. 
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Schon  vor  länuerer  Zeit  wurde  von  Fincs'  und  von 
Hann-  daraul  autincrkbani  gemacht,  dass  die  damals  besonders 
bekannlt;  doppelte  tägliche  Periode  der  Lullulektricität  in  ihrem 
X'crlaufe  eine  bemerkenswerte  Ähnlichkeit  mit  dem  läglicl.en 
Gange  des  Luftdruckes  zeigt,  ohne  dass  jedoch  deshalb  ein 
directer  Zusammenhang  zwischen  beiden  angenommen  wurde. 
Die  seither  bekannt  gewordenen  Beobachtungen  schließen  auch 
einen  solchen  geradezu  aus;  denn  abgesehen  davon,  dass  der 
Typus  h)  und  c)  einer  solchen  Analogie  widerspricht,  zeigt  sich 
auch  an  Orten  mit  ganz  gleichem  Gang  des  Luftdruckes  eine 
wesentlich  verschiedene  Periode  der  Luftelektricität.  Als  typisch 
hiefür  können  die  Orte  Batavia  auf  Java  und  Colombo  auf 
Ceylun  gelton;  an  beiden  ist  der  Baromeiergang  weseiillich  der 
gleiche,  die  Luftelektricität  dagegen  zeigt  an  ersterem  Orte 
stark  ausgesprochen  die  doppelte  tagliche  Periode,  an  letzterem 
dagegen  gar  keine. 

Es  fragt  sich,  ob  irgendwelche  meteorologischen  Elemente 
einen  Zusammenhang  mit  der  täglichen  Periode  der  Luftelek- 
tricität erkennen  lassen  und  dementsprechend  zur  Erklärung 
derselben  herangezogen  werden  können. 

Es  ist  mir  gelegentlich  metner  elektrischen  Messungen  in 
Luxor  (Oberägypten),  welche  eine  besonders  stark  ausgeprägte 
doppelte  tägliche  Periode  ergaben,  aufgefallen,  dass  dieselbe 
in  überraschender  Weise  mit  dem  Auftreten  einer  mittägigen 
Depression  in  der  iillra\  i(jlt'tlen  Strahlung  der  Sonne  zusammen- 
fällt;^ die  gleichzeitig  \  un  mir  nach  der  Methode  von  Elster 
und  Geitel*  ausgeführten  aktinomelrischcn  Messungen  haben 
diese  Strahiungsdepression  zur  Mittagszeit  mit  einer  bisher 
noch  kaum  beobachteten  Deutlichkeit  ergeben,  und  mit  dieser 
Depression  fällt  auch  zeitlich  das  Mittagsminimum  des  Poten> 
tialgefälles,  das  die  beiden  Maxima  trennt,  zusammen. 

Um  zu  sehen,  ob  dieser  Zusammenhang  ein  zufälliger 
oder  in  der  Natur  begründeter  ist,  habe  ich  versucht,  für 

1  Bull,  meteor.  du  dep.  d.  Hyr.  Or.  (1888). 

'-'  Mctcorolo-.  Zcitschr.,  VI  (1SS*>). 

Auf  die  Möglichkeit  dieses  Zusammcnhani:es  habe  ich  bereits  in  der 
hclrctTeijden  Arbeit  (diese  SitziMit;->her.,  108  [1899 j)  hingewiesen. 
*  Diese  SjUung.sber.,  JOl  (löWli;. 
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möglichst  viele  Oric  den  täglichen  Gang  des  Potentialgefälles 
und  der  Sonnenstraiilung  zusaniincnzustellen:  leider  ist  die 
Zahl  derselben  ixeine  i;roße,  da  SlrahhingsmessunMen  von  den 
wenigsten  Orten  vorliegen;  da  dieselben  aber  über  J.ic  \er- 
schiedensten  Klimate  der  Erde  vertheilt  sind,  so  kann  der  Zu- 
sammenstellung immerhin  ein  gewisser  Wert  beigelegt  werden. 

Die  Orte»  für  welche  eine  derartige  Vergleichung  möglich 
ist,  sind:  Batavia,  Ceylon,  Delhi,  Luxor,  Wolfenbüttel,  St.  Gilgen 
bei  Salzburg  und  Spitzbergen;  bei  allen  diesen  hat  sich  der 
vennuthete  Zusammenhang  zwischen  dem  Gang  der  Strahlung 
und  dem  des  Polen tialgefälles  gezeigt. 

Die  auf  diese  Orte  sich  beziehenden  Messungen  haben  die 
;olge;iüc  I^iuvenienz:  für  Batavia  Hc^ci]  einerseits  die  mehr- 
jährigen elektrischen  Messungen  des  dortigen  Observatoriums,' 
anderseits  die  auf  Ultraviolett  sich  beziehenden  Strahlungs- 
messungen J.  Wiesners-  vor;  letztere  sind  allerdings  nicht  in 
Batavia  selbst,  sondern  in  dem  benachbarten  Buitenzorg  ange- 
stellt. Für  Ceylon  haben  wir  die  seinerzeit  von  mir^  ausgeführten 
elektrischen  und  die  unlängst  daselbst  von  Dr.  Mache*  ange- 
stellten Strahlungsmessungen.  Für  Delhi  wurden  beide  Unter- 
suchungsreihen gleichzeitig  von  Dr.  Mache  (1.  c.)  für  Luxor, 
ebenso  beide  von  mir^  und  für  Wolfenbüttel  beide  in  langen 
Beobachtungsreihen  durch  die  Herren  Elster  und  Geitel** 
ausgeführt.  Für  Spitzbergen  liegen  die  elektrischen  Beob- 
achtüfigca  Andrees'  gelegentlich  der  schwedischen  Polar- 
expedition und  die  später  ebendaselbst  von  J.  Wiesner  (1.  c.) 
ausgeführten  Strahlungsmessungen  vor.  Für  St.  Gilgen  endlich 
Hilden  sich  die  HesuUate  der  von  mir  daselbst  ausgeführten 
Messungen  im  folgenden  mitgetheilt. 

An  allen  diesen  Orten  zeigt  sich  deutlich  der  Zusammen- 
hang der  mittägigen  Depression  des  Potentialgefälles  mit  dem 


1  Observ.  mad«  at  the  magn.  and  met.  ()bs.  «t  Batavia  (1895  und  1896). 
«  Denkschr.  der  Wiener  .Akad.,  64  (1896)  und  67  (1899). 
»  Diese  Sitzungsber.«  98  (1899)  und  99  (1890). 

*  .  »109  (190()i. 
»  »  »  I08  (189tt. 
«     »  -         101  (189-J). 

•  Obs.  fait  au  Cap  Thordsen,  II,  Stockholm  (.1887;. 

Siub.  d.  mathen.-natttfw.  Ct.;  CX.  Bd.,  Abtb.  II.  a.  25 
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Auftreten  einer  Mittagsdepression  in  der  Sonnenstrahlung  (unter 
letzterer  ist  in  all  diesen  Fällen  nur  die  ultraviolette  Strahlung 

bis  ins  sichtbare  Blau,  soweit  sie  eben  photoelektrisch  oder 
phot'  L;raphisch  wirksam  ist.  gciiiLini).  in  Batavia,  Delhi  und 
I.uxo!  herrscht  eine  stark  ausgeprägte  doppelte  elektrische 
Periode,  wie  sie  in  ?T!eichem  Maße  deutlich  in  unseren  Breiten 
noch  nicht  beobachtet  wurde:  an  all  diesen  Orlen  zeigt  aber 
auch  die  Sonnenstrahlung  zu  Mittag  eine  starke  Depression, 
Dieselbe  äußert  sich  z.  B.  in  Luxor  durch  ein  plötzliches 
Absinken  der  Strahlung  etwa  um  mit  darauffolgendem 
Anstieg  bis  zur  Culmination.  Nach  derselben  ist  der  Verlauf 
ganz  symmetrisch,  indem  auf  den  Abfall  zwischen  12**  und  1^ 
etwa  um  letztere  Stunde  wieder  ein  plötzlicher  Anstieg  folgt, 
worauf  die  Werte  sich  nachmittags  höher  halten  als  die  ent- 
sprechenden des  Vormittags.  Die  unj.Ti  :o!gendc  l'i.:  L!  gibt  ein 
Bild  dieses  Verlaufes.  In  Delhi  ist  derselbe  \.  nnuttags  ganz 
identisch  mit  dem  in  I.uxor.  tihcr  nachmittag>  sind  die  Werte 
der  Strahlung  so  auffallend  niedrig,  dass  die  Zunahme  der- 
selben nach  der  Culmination  darimter  fast  ganz  verschwindet; 
die  um  etwa  11''  vormittags  eintretende  Strahlungsdepression 
ist  aber  so  deutlich  wie  in  Luxor.  Aus  Batavia  selbst  fehlen 
zwar  Strahlungsmessungen,  doch  können  wohl  die  Beob* 
achtungen  Wiesners  aus  dem  benachbarten  Buitenzorg  zum 
Vergleiche  herangezogen  werden,  und  diese  zeigen  wieder» 
bei  unbedecktem  Himmel,  eine  entschiedene  Abnahme  der 
Strahlung  zu  Mittag.  Es  ist  kaum  zweifelhaft,  dass  in  Batavia 
selbst  diese  Depression  noch  suukcr  ,scin  wird  aL->  m  dem 
vegetationsreicheren  und  h()her  gelegenen  I^uitenzorg. 

Die  doppelte  elektrische  I^ei  iode  treffen  wir  auch  m  Spitz- 
bergen, wenn  auch  lange  nicht  so  scharf  ausgeprägt  wie  an 
den  früheren  Orten,  und  auch  hier  zeigt  nach  Wiesners 
Messungen  die  Strahlung  eine  Miltagsdepression.  In  Wolfen- 
büttel  wechselt  die  elektrische  Periode  ihren  Charakter  mit  der 
Jahreszeit:  sie  ist  eine  d4f>pette  im  Sommer  und  eine  einfache 
im  Winter.  Die  Monatscurven  der  Potentialgefälle  und  Sonnen- 
Strahlung  lassen  auch  hier  wieder  einen  Zusammenhang  er- 
kennen, indem  gerade  jenen  Monaten  mit  einer  auffallenden 
Miltagsdepression  der  Strahlung  auch  eine  solche  im  Potential- 
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.uefälle  zukommt,  wodurch  letzteres  eine  doppelte  tägliche 
Periode  aufweist.  In  Ceylon  endlich  zeigt  die  Strahlung  einen 
ganz  regelmäßigen  Verlauf,  und  dementsprechend  fehlen  auch 
in  der  Potentialcurve  die  Maxima  und  natürlich  auch  das  Mittags- 
minimum. Endlich  gilt  das  Gleiche  auch  von  den  Messungen  in 
St.  Gilgen,  wie  die  folgenden  Tabellen  darthun. 

Es  war  mir  schon  bei  früheren  Messungen  in  St  Gilgen 
aufgefallen,  da^s  der  Werl  des  Potcnlialgctälles  sich  wälitcnd 
djr  Tagesstunden  sehr  constant  hält,  also  jedenfalls  kein 
Mittag:>mininu!m  erkennen  lässt.  Mit  [Rücksicht  auf  den  ver- 
muthcten  Zusammenhang  de'^  letzteren  mit  der  Strahlung  habe 
ich  in  den  letzten  Jahren  in  St.  Gilgen  an  einer  F^eihe  besonders 
klarer  Tage  den  Gang  des  Potentialgefälles  während  der  Tages- 
stunden  nochmals  untersucht  und  gleichzeitig  damit  im  letzten 
Sommer  auch  Messungen  der  Sonnenstrahlung  nach  der  Methode 
von  Elster  und  Geitel  ausgeführt.  Da  diese  nur  die  ultra- 
violette Strahlung  angibt,  so  wurden,  um  einen  Einblick  in  den 
Zusammenhang  der  letzteren  mit  der  Gesammlstrahlung  zu 
gewinnen,  noch  gleichzeitige  Messungen  zum  Vergleiche  heran- 
gezogen, welche  ür.  Benndorf,  zu  einem  anderen  Zwecke, 
mit  dem  Angslröm'schen  Aktinometer  am  selben  Beobachtungs- 
punkte ausführte.  Dieses  Instrument,  das  sich  als  sehr  bequem 
und  exact  fimctionicrend  erwies,  gibt  bekanntlich  die  durch 
Absorption  an  einer  schwarzen  Fläche  gemessene  Gesammt- 
strahlung  in  absolutem  Maße. 

Da  es  sich  bei  den  elektrischen  Messungen  nur  um  den 
Gang,  nicht  um  die  absoluten  Werte  handelte,  so  war  der 
Beobachtungspunkt  ein  willkürlicher,  aber  für  alle  Messungen 
der  gleiche. 

Man  sieht  aus  Tabelle  I  sowohl  aus  den  Mittelwerten,  wie 
auch  aus  den  einzelnen  Beobachtungstagen,  dass  eine  Mittags- 
uepression  des  Potentialgelalles  fehlt  und  sicli  letzLcres  über 
alle  Tagesbiunden  mit  nahezu  gleichem  Werte  hält;  in  den 
Nachtstunden  scheint  der  Wert  etwas  abzusinken. 


25* 
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Was  die  Strahlung  anlangt,  so  Hegen  wohl  nur  wenige 
Beobachtungstage  vor,  da  diese  aber  vollkommen  klare  und 
normale  waren,  sowie  auch  alle  den  elektrischen  Messungen 

entsprecheiiucn,  su  ergibt  sich  doch  ein  recht  regelmäßiger 
Gang. 

Tabelle  II. 


[       Zeit  ' 

1 

10''  a.  1 

• 

* 

Uli  a. . 

12^  j 

i''  p. 

2*»  p. 

3h  p. 

4>i  p. 

1 

8 

274 

361 

308 

231 

i9i 

128 

73 

1 

1  2 

I3ä 

274 

:u>s 

274 

207 

I3r> 

III 

67  1 

« 

O 
CJ 

13V' 

22:, 

rjt  IS 

:i:n 
:U7 

•-'.■)i 

:no 
21»; 

n*7 
1 

7U  \ 

\ 

1 

m 

1 

271 

H>7 

IW 

127 

Mitui  

143 

2()1 

2i);j 

139 

1 

72  \ 

i 

• 

2*  0*  .    *  • . 

40*» 

36» 

30*» 

28'* 

33» 

42" 

.>4*>  1 

! 

Da  die  Beobachtungen  hier  nur  wenige  aufeinanderfolgende 
Tage  umfassen,  so  konnten  die  Zenithdistanzen  (Z.  D.)  der 
Sonne  und  die  Stunden  zusammengefasst  werden;  letztere  sind 
übrigens  nur  beiläufig,  zur  Orientierung,  angegeben,  während 
die  Z.  D.  die  den  einzelnen  Beobachtungen  entsprechenden 
.\Intc!\\  ci  te  sind. 

Die  Zahlen  der  Tabelle  II  für  die  Strahlung  sind  in  einem 
wiilkürlichen  Maße  angci;cben.  jedocli  in  dem  gleichen  wie 
bei  meinen  Messungen  aus  Luxor  und  Wien  oder  bei  denen 
Mach  :  aus  Indien,  so  dass  alle  die>e  Werte  direct  miteinander 
vergleichbar  sind.  In  der  folgenden  Figur  ist  der  tägliche  Gang 
des  Föten tialgefall es  und  der  Strahlung  dargestellt. 

Man  sieht,  dass  der  Verlauf  dieser  Curven  in  vollständiger 
Übereinstimmung  mit  dem  früher  Gesagten  steht:  dem  Mangel 
der  Mittagsdepresston  der  Strahlung  entspricht  der  gleich« 
form  ige  Verlauf  der  Potential  werte  über  die  Tagesstunden. 
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f.  ExtlCTj 


Zum  Vergleiche  setze  ich  in  Kig.  2  die  entsprechenden  Curven 
für  Luxor  bei. 

Da  die  BeobaLiuur.^cn  in  lAixor  sie:,  über  einen  ^rulicicn 
Zeilraum  erstreckten,  während  dessen  die  Änderung  der  Zenith- 
dibtanz  zur  gleichen  Stunde  schon  eine  bedeutende  war,  musste 


100 


aus  der  für  verschiedene  Zenithdistanzen  bekannten  Strahlungs- 
curve  die  für  einen  bestimmten  Tag  sich  ergebende  entnommen 
werden.  Die  in  Fig.  2  dargestellte  würde  einem  ideal  ver- 
laufenden Tag  zu  Ende  des  Monates  März  entsprechen.  Es  ist 


kaum  zweifelhaft,  dass  auch  die  Potentialcurve,  d.  h.  die  Lap^e 
der  beiden  Maxima  mit  der  wechselnden  mittägigen  Zenith- 
distanz  der  Sonne  sich  verändern  wird,  wie  ja  derartige  Ver- 
schiebungen der  Maxima  im  Laufe  des  Jahres  auch  schon  viel- 
fach beobachtet  wurden:  doch  dürfte  dieser  Effect  bei  den 
Beobachtunpfen  in  Luxor,  die  nur  einen  Monat  umfassen,  noch 
kaum  ins  Geuicht  fallen. 
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Ein  Vergleich  der  Fig.  I  und  2  lässt  den  Einfluss  der 
Sirahlungsdcpression  auf  den  tariflichen  Gang  des  Potential- 
^iffälies  deuiiich  hervo?-treten;  bei  Jcni  Umstände,  dass  diocr 
Einlluss  .sich  bei  ahcn  Mebsiin,L;en,  welche  Polentialgelälle 
und  Strahlung  an  em  und  demselben  Orte  umfassen,  zeigt, 
glaube  ich  einen  ursächlichen  Zusammenhang  dieser  beiden 
Erscheinungen  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  annehmen  zu 
können. 

Da  die  Mittagsdepression  der  Strahlung  wohl  nur  der 
Bildung  irgendeiner  absorbierenden  Schichte  zugeschrieben 
werden  kann,  die  gleichzeitig  auftretende  Depression  des  Poten- 
tialgefälles  aber  das  Vorhandensein  negativer  Ladungen  über 

dem  Beobachtungsorte  voraussetzt,  respeclivc  eine  Abnahme 
der  nurir<alen  negativen  Erclladung,  so  würde  daraus  folgen, 
dass  an  Orten  mit  doppelter  täglicher  Periode  sicii  zur  Mittags- 
zeit eine  negativ  geladene,  die  ultravioletten  Strahlen  stark 
absorbierende  Schichte  über  dem  Beobachtungsorte  bildet,  die 
nach  der  Culmination  der  Sonne  plötzlich  (Luxor)  oder  allmäh- 
lich (Delhi)  wieder  verschwindet. 

Bedenkt  man,  dass  in  den  besonders  trockenen  Gebieten 
von  Delhi  und  Luxor  sich  diese  Depression  sehr  auffallend 
zeigt,  dieselbe  dagegen  an  vegetationsreichen  und  feuchten 
Orten  wie  Ceylon  oder  St  Gilgen  gänzlich  fehlt,  so  liegt  die 
Vermuthung  nahe,  dass  man  es  hier  mit  Staub  in  feinster  V'er- 
theilung  zu  thun  hat,  der  vom  truckcnun  Erdboden  diircli  die 
Luftstri)in Linien  aufwärts  geführt  wird,  die  der  starken  Inaola- 
iion  des  B<»deiis  m  den  späten  Vormittagsstunden  ihre  Ent- 
stehung verdanken. 

Damit  stmimt  auch  dieThatsache  überein,  dass  in  un'^eren 
Breiten  an  vielen  Orten  die  doppelte  tägliche  Periode  dem 
Sommer,  die  einfache  dem  Winter  zukommt,  sowie  dass  Staub 
in  der  Luft  sich  unter  allen  Umständen  als  negativ  elektrisch 
erweist. 

Wenn  diese  Vermuthung  richtig  ist,  so  muss  die  absor- 
bierende Schichte  sich  in  verhältnismäßig  geringer  Tiefe  in  der 
Atmosphäre  finden,  d.  h.  die  doppelte  Periode  müsste  schon  bei 
;^eringer  Erhebung  über  dem  Erdbuden  verschwinden.  Da  in 
Luxor  diese  Periode  besonders  stark  hervortritt  und  da  dort 
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Jas  lybische  Randgebir^e  steil  aus  der  lilbene  aufsteigt,  so 
schien  es  mir  wünschenswert,  auf  einem  Kücken  des  letzteren 
vergleichende  Beobachtungen  mit  Luxer  anzustellen.  Herr 
Dr.  Mache  hatte  die  Güte,  vor  einiger  Zeit  diese  Vergleichung 
auszuführen  (1.  c);  da  er  nicht  genau  zur  selben  Jahreszeit,  in 
welcher  ich  früher  meine  Messungen  in  Luxor  anstellte,  dort 
eintraf,  so  beobachtete  er  zunächst  in  Luxor  selbst  und  fand, 
ebenso  wie  ich,  eine  starke  doppelte  Periode  mit  den  Maximis 
genau  zur  gleichen  Zeit,  wie  ich  sie  fand,  nur  war  das  Morgen- 
maxinnim  noch  ciuas  stärker.  Da^ei;^'!]  zeigte  sich  in  einer 
Ht'ihc  von  etwa  150;;/  über  Luxor  die  doppelte  Periode  schon 
aufjerordentlich  abgetlacht:  während  unten  die  Kxtrerne  von 
öo  bis  30U  Volt  per  Meter  variierten,  waren  oben  die  Grenzen 
nur  mehr  HO  und  J60.  Aus  dieser  Verllachung  des  täglichen 
Ganges  ist  zu  ersehen,  dass  die  untersten  löOi»  schon  den 
wesentlichsten  Antheil  zur  Erscheinung  beitragen. 

Ein  gleiches  Resultat  ergaben  die  in  den  letzten  Jahren 
ausgeführten  Untersuchungen  Oha uveaus*  auf  dem  Eiffet- 
thurm  in  Paris,  in  einer  Höhe  von  etwa  300  #«.  Während  in 
Paris  selbst  im  Sommer  eine  deutliche  doppelte  Periode  der 
Luftelcklricilät  beobachtet  wurde,  zeigten  die  Messungen  vom 
KulciUiurm  glcich.:cilig  nur  eine  einmalige,  d.  h.  ein  Haclies 
Maximum  über  alle  Tagesstunden:  das  beweist  deutlich,  dass 
die  Scliiciilen,  welche  die  Mittagsdeprcs'^inn  des  Potential- 
gefälle>  erzeugen,  sich  unterhalb  300  ?;?  vorlindcn. 

Ganz  analoge,  wenn  auch  quantitativ  nicht  so  genau  ver- 
folgte Resultate  ergaben  auch  frühere  Untersuchungen,  so  z.  B. 
die  von  Siiiith^  auf  dem  Gipfel  der  Dodabetha  in  Südindien 
und  die  von  Cancan in  Rocca  di  Papa  bei  Rom. 

Aus  all  diesen  Beobachtungen  scheint  mir  das  Folgende 
mit  einiger  Sicherheit  hervorzugehen:  Ganz  ohne  über  die 
Natur  der  absorbierenden  Schicht  irgendeine  specielle  Annahme 
zu  machen,  was  gegenwärtig  wohl  verfrüht  wäre,  kann  man 
die  doppelte  tägliche  Periode  als  eine  Stürungserscheinung 

'  Journ.  de  phys.,  Nov.  1899  und  C.  R.,  25.  Sept.  189»  und  24.  Dcc.  1900. 

2  Kdinb.  Trans.,  32  (1887^ 

3  Kend.  Lincei,  18U7. 
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auna<.sen,  die  aus  der  normalen  einfachen  Periode  durch  das 
Auftreten  einer  localen  Mittnf^sdepression  cnthie!:t.  Dergleichen 
Ursache  wäre  auch  der  Übergani;  vom  Winter-  zum  Sommer- 
;ypus  an  ein  und  demselben  Beobachtungsorte,  sowie  die 
.Andeaing  des  täglichen  Ganges  mit  der  Höhe  zuzuschreiben. 

Die  ungestörte,  normale  tägliche  Periode  der  Luftelek- 
tricttät  wäre  somit  überall  die  einmalige,  mit  einem  flachen 
Tagesmaximum  und  einem  flachen  Nachtminimum. 

Dadurch  wird  auch  die  auffallende  Erscheinung  verstand- 
'ich,  dass  bei  der  doppelten  Periode  die  beiden  Maxima,  morgens 
und  abendri,  genau  mit  der  Ortszeit  gehen,  also  durch  den 
Sxinenstand  bedingt  sind  und  trotzdem  zweimal  des  Tages 
>iii:treten:  sie  «ind  eben  in  Wirklichkeit  nur  Anfang  und  Ende 
lcs  einen,  ungestörten  Tagesmaximums. 

In  letzter  Linie  muss  man  auch  die  einmalige  tägliche 
Periode  als  eine  Störungserscheinung  auffassen,  als  eine  Störung 
des  elektrischen  Feldes,  hervorgerufen  durch  die  Bewegung 
irgendwelcher  elektrischer  Massen  in  der  Luft;  ohne  eine  solche 
würde  ja  das  Potentialgefälle  immer  den  gleichen  Wert  haben. 
Diese  Bewegung  muss  solchen  Processen  ihre  Entstehung  ver- 
danken, die  durch  den  scheinbaren  Gang  der  Sonne  ausgelöst 
Werden,  und  zwar  müssen  bei  Tag  weniger  negative,  oder  mehr 
ro>itive.  Massen  sich  in  der  Luft  vorfinden  als  bei  Nacht.  Diese 

einmalige  Periode  bedingende  Störung  müsste  sich  aber 
'■^^  in  viel  größere  Hohen  erstrecken,  bis  über  3000  ;//,  da  am 
Hohen  Sonnblick  nach  Elster  und  Geitel*  diese  Periode 
noch  bemerkbar  ist. 

Die  Strahlungsmessungen,  weiche  von  Dr.  Mache  im 
Indischen  Ocean,  in  Ceylon  und  Delhi  und  die  von  mir  in 
^Vien,  St.  Gilgen  und  Luxor  ausgeführt  wurden,  sind  alle  nach 
derselben  Methode  und  mit  identischen  Apparaten  ausgeführt: 

'■bre  Resultate  hinJ  J.^her,  wenn  auch  nicht  absolute,  so  doch 
J'rect  miteinander  vergleichbar,  und  da  es  an  solchen  an  ver- 
schiedenen i^unklen  der  Erde  nach  einheitlicher  Methode  aus- 


1  Diese  SiUungsber.,  102  (1893). 
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geführten  Messungen  noch  mangelt,  so  will  ich  in  der  folgenden 
Tabelle  die  Resultate  vergleichbar  zusammenstellen.  Die  Maß- 
einheit ist  für^iUe  Orte  die  gleiche;  die  Werte  sind  nach  Zenith- 

distanzen  der  Sonne  geordnet,  von  5*  zu  5*  fortschreitend  und 

sind  MjtLcIucrle  aus  den  X'uiinilLaf^s-  und  NachmittagssainJcr.. 
(Nur  die  Werte  vom  Indischen  Ocean  sind  ausschlieölich  Abend- 
werte.) 

hl  Ceylon  und  Luxor  überwiest  die  Strahlung  des  Nach- 
mittags bedeutend  die  des  Vormittags,  in  Delhi,  Wien  und 
St.  Gilgen  zeigt  sich  aber  das  entgegengesetzte  Verhalten. 


Tabelle  III. 


Z,  [). 

Indischer 

Luxor 

Ceylon 

Delhi 

\V  len 

Sl.  Cjilgtn 

25—30 

463 

319 

275 

30  35 

412 

39.) 

298 

240 

3n  40 

450 

320 

204 

21'. 

40  4:> 

400 

270 

2t»3 

141  1 

4;'»  .>o 

32:> 

252 

199 

120 

,")" -.">"• 

28ti 

-1 

ItiÖ 

177 

ö'>  — »il» 

24') 

22.". 

H51 

117 

148 

200 

191 

13V 

71 

UK» 

(iö-ro 

III 

12» 

99 

44 

7« 

70  75 

74 

61 

K6 

24 

56 

7ö  80 

21 

32 

r 
1 

Man  sieht  nu<=  diesen  Zahlen  zunächst  den  grolJen  L'nier- 
bchied  in  der  Suahlung  bei  gleichem  Sonnenstand  an  ver- 
schiedenen Punkten  der  Erde,  obuoiil  alle  Messungen  bei  voll- 
kommen klarem  Himmel  gemacht  sind.  Am  stärksten  scheint 
die  Strahlung  in  Luxor,  am  kleinsten  in  St.  Gilgen  am  VVolf- 
gangsee  zu  sein,  obwohl  am  letzteren  Orte  der  Himmel  ungleich 
klarer  und  tiefer  blau  gefärbt  erscheint  als  je  in  Luxor;  die 
anscheinend  so  reine  Gebirgsluft  in  St.  Gilgen  absorbiert  sogar 
noch  mehr  als  die  Luft  in  Wien.  Auffallend  stark  ist  die 


Digitized  by  Google 


Atmosphärische  Elektricität. 


383 


Strahlung  im  Indischen  Ocean  —  leider  fehlen  Werte  bei 
h  'i.wj  cu]  Sonnenstand  — ,  ungefähr  gleich  niii  der  in  Luxor. 

Es  ist  schwer,  sich  nach  diesen  Zahlen  eine  Vorstellung 
darüber  zu  bilder.,  welcher  Bestandtheil  der  Alrnosphäre  die 
Absorption  der  ultravioletten  Strahlung  bedingen  mag.  Der 
gleich  hohe  Wert  in  Luxor  und  im  Indischen  Ocean  scheint 
eine  Mitwirkung  des  Wasserdampfes  gänzlich  auszuschließen, 
was  übrigens  auch  schon  aus  den  schönen  Untersuchungen 
ron  Cornu^  über  diesen  Gegenstand  folgt;  der  tiefe  Wert  für 
S:.  Gilgen,  etwa  im  Vergleich  mit  Wien,  macht  es  dagegen 
ebenso  unwahrscheinlich,  dass  Staub  oder  sonstige  mecha- 
nische Verunreinigungen  die  Unterschiede  bedingen,  da  solche 
in  der  reinen  Gebirgsluft  wohl  ungleich  weniger  vorhanden 
>ein  müssen  als  in  W  ien.  Im  allgemeinen  scheint  huiic  1  em- 
pcratur  die  Durchstrahlung  zu  begünstigen;  vielleicht  wäre  an 
e-.n  Zusammenwirken  von  Staub  und  Feuchtigkeit  in  der  Weise 
zu  denken,  dass  Wasser  sich  an  Staubpartikeln  in  flüssiger 
Form  niederschlägt  und  eben  nur  in  dieser  Form  die  Absorp- 
tion bedingt.  Die  hohen  Werte  der  Strahlung  in  Luxor  und  im 
Indischen  Ocean  würden  sich  dann  dadurch  erklären,  dass  an 
nsterem  Orte  das  Wasser,  an  letzterem  der  Staub  fehlt,  und 
auch  die  tiefen  Werte  St.  Gilgens  stünden  damit  in  Überein- 
stimmung, da  dort  bei  der  relativ  niedrigen  Lufttemperatur 
eine  Condensation  leicht  eintreten  könnte.  Es  ist  sehr  auf- 
fallciid,  dass  sowohl  in  Luxor,  als  im  Indischen  Ocean  die 
Sonne  bei  üircni  Untergang  und  Aufgang  nicht  ruth  gefärbt 

wie  wir  sie  zu  sehen  gewohnt  ^\n<\.  sondern  fast  \  oIl- 
kommen  weiß;  sogenannte  Abendrolhc  oder  Abendfärbungen 
"abe  ich  infolge  dessen  in  Luxor  während  der  ganzen  Zeit 
meines  Aufenthaltes  nicht  zu  sehen  Gelegenheit  gehabt,  und 
das  deutet  gleichfalls  auf  die  Abwesenheit  flüssigen  Wassers  in 
der  Atmosphäre  hin;  jedenfalls  steht  es  im  Einklänge  mit  einer 
geringen  Absorption  der  blauen  und  ultravioletten  Strahlen. 

Noch  könnte  man  bei  dieser  Erscheinung  an  einen  Ein- 
fluss  des  Kohlensäuregehaltes  der  Luft  denken,  der  in  vegeta- 
tionsreichen Gebieten  wohl  größer  sein  dürfte  als  in  trockenen; 


1  C.  R.,  90  U880> 
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doch  sind  die  Angaben  darüber  schwankend  und  zum  Theil 
sich  widersprechend. 

Dass  die  ultraviolette  Strahlung  auf  dem  Meere  bedeutend 
größer  ist  —  bis  zu  2o%  —  als  am  Festlande,  hat  auch  schon 
Wort  1  e y  *  festgestellt 

Um  zu  sehen,  in  welchem  Verhältnisse  die  ultraviolette 
Slf.uilung  zur  Gc>.iniiiU:-ii aiiiui;^  >,iijlu,  uurJcn  in  St.  Gilgen 
gleichzeitig  beide  gcirussen.  die  letztere  mit  dem  AngstroüV- 
schcn  Aktinometcr,  dessen  Werte  abbolute  sind.  Die  folgende 
Tabelle  gibt  die  erlialtenen  Zaiiien  wieder:  außer  Zeil  und 
Zenithdistanz  die  ultraviolette  Strahlung  J  im  gleichen  Maße 
wie  bei  allen  früheren  Angaben,  ferner  die  Gesammtstrahlung 
in  Grammcalorien  pro  Quadratcentimeter  und  Minute. 


Tabelle  IV. 


1  * 

Z.  D. 

/ 

r 

/ 
/ 

30* 

159 

1  •  "V» ; 

0  0069 

lU  40 

.i\ 

235 

1- 138 

U-004S 

11  80 

2K 

274 

1-171 

0-0043 

13  15 

27 

254 

1148 

0*0043 

;J  -.in 

4.S 

127 

l  ■  U3S 

O  •  0'  »Ö2 

Man  sieht,  dass  mit  der  Zenithdistanz  sich  die  Gesammt- 
strfihlung  sehr  viel  langsamer  ändert  als  die  ultraviolette; 
innerhalb  der  vorstehenden  Grenzen  beträgt  diese  .Änderung 
circa  13 "/o»  re.specli\-e  105 ";o>  ^ic*h  auch  im  Quotietuun 

— ,  durch  welchen  die  Angaben  des  relativen  Aktinometers 

auf  absolute  Werte  reduciert  werden,  ausspricht.  Dieser  Quo- 
tient ist  für  jede  Zenithdistanz  ein  anderer,  er  ändert  sich 
angenähert  linear  mit  derselben. 

»  ßrit.  Journ.  Alm.,  18S1. 
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In  der  nachstehenden  Fig.  3  sind  die  vorstehenden  Zahlen 
graphisch  dargestellt. 

Diese  starke  Änderung  der  ultravioletten  Strahlung  mit 
der  Zcnithdistanz  macht  es  wahrscheinlich,  dass  die  absor- 
bierende Schichte  nur  eine  ver- 
r.dltnismiiOig  q-eringc  Dicke  !iat; 
sie  macht  es  aber  zugleich  un- 
möglich, die  Messungen  aus  Cey- 
lon, Delhi,  Luxor  etc.  mit  Hilfe 
der  vorstehenden  Zahlen  auf  ab- 
solutes Maß  zu  reducieren,  denn 
es  muss  sehr  fraglich  erscheinen, 
»b  der  für  eine  bestimmte  Zenith- 
dtstanz  in  unseren  Breiten  gefun- 
J' 

dene  Quotient  —  auch  noch  für 

andere  Orte  gilt.  Wäre  dies  der  Fall,  so  würde  sich  z.  B.  für 
c;e  stärkste  beobachtete  (mittlere)  Strahlung  in  Luxor  nach 
Tabelle  III  bei  einer  mittleren  Zcnithdistanz  von  25°  bis  30** 
eine  Gesammtstrahlung  von  2 '04  Grammcalorien  pm  Ouadrat- 
centimeter  und  Minute  ergeben.  Der  höchste  beobachtete 
Einzelwert  wäre,  bei  einer  Zenithdistanz  von  25 Vg*"»  gleich 
2-64  Cal, 


Ich  glaube,  es  lassen  sich  aus  dem  Vorstehenden  die 
folgenden  Schlüsse  ziehen: 

1.  Der  normale  tägliche  V  erlauf  des  Potentialgefälles  ist 
ilurch  eine  einmalitje  Periode  gegeben. 

2.  Die  vjeiiach  auttretende  doppelte  Periode  entsteht  durch 
Störung  der  einmaligen  infolge  Auftretens  einer  Mittagsdepres- 
sion des  Potentialgefälles. 

3.  Diese  Depression  tritt  hauptsächlich  in  trockenen  Ge- 
bieten (oder  im  Sommer)  auf  und  scheint  die  Folge  einer 
negativ  elektrischen  Schichte  zu  sein,  die  sich  zur  Mittagszeit 
über  dem  Beobachtungsorte  bildet. 

4.  Diese  Schichte  äußert  sich  auch  in  einer  starken  Ab- 
sorption der  ultravioletten  Sonnenstrahlung. 
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5.  Die  Höhe  dieser  Schichte  scheint  einige  hundert  Meter 

ntchl  zu  übcr>iciL,'cn. 

In  I^czug  auf  die  ultraviolette  Strahlung  im  allgemeinen 
läsät  sich  noch  sagen: 

6.  Das  Verhältnis  der  ultravioletten  2ur  Gesammtstrahlung 

ändert  sich  stark  mit  der  Sonnenhöhe  in  dem  Sinne,  dass  bei 

ueieni  S<.»niien^LaiKic  iclzlcic  ubcrvvic^i. 
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Das  Restglied  bei  der  Transformation  des 
Zwanges  in  allgemeine  Coordinaten 


von 


Dr.  Anton  Wassmuth, 

o.  Prö/essor  der  matluMatischen  Physik  iu  Graz. 
(Vorgelegt  in  der  Siuung  am  25.  April  1901.) 

Die  Bedeutung  des  Gauss'schen  Princips  vom  kleinsten 
Zwange  ist  erst  in  neuerer  Zeil  recht  zutage  getreten,  nachdem 
Gibbs  nachgewiesen,  dass  dieses  Princip  unter  Umständen 
mehr  leistet  als  das  der  virtuellen  Verschiebungen  und  Hertz 
und  Boltzmann  in  ihren  Darstellungen  der  Mechanik  dem 
Gauss*schen  Princip  einen  ersten  Platz  anwiesen. 

Betrachtet  man  n  Punkte,  nennt:  v,      v.,      ,r„  die  recht- 

'  .Sit   •  — 1  .Sil 

winklii^en  Coordinaten,  m.,  „  —  m.,  .  —  ;//.,  die  Masse  des 
ttten  Punktes  Linii:  A',  A'„  ^.  A'.  die  Componenten  de:  auf 
diesen  Punkt  w  irkenden,  auliereii  KiäUc,  bu  sagt  das  I^rincip 
Ues  kleinsten  Zwanges  aus,  dass  der  Ausdruck: 

z  =  V 


1 


A' 


iii 


ein  Minimum  sein  müsse  für  alle  mit  den  licdii^.gungcn  ver- 
träglichen Beschleunigungen  x,.  wenn  dabei  eben  nur  die 
Beschleunigungen  x.  geändert,  die  ( ie^chwindigkeiten  i,  und  die 
CcK>rdinaten  Xi  aber  als  constant  angesehen  werden.  Setzt  man 
zur  Abkürzung:  mtXi — Xi  "^^yty  so  wird  der  Ausdruck  für  Z: 

3«! 

i 

Für  die  Anwendung  auf  viele  physikalische  Probleme  ist 
es  vortheilhaft,  statt  der  rechtvvmkligen  sogenannte  generelle 
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Coordinaten      hier  kurz  Parameter  .  .  .  p,   cjenannt  — 

einzuführen,  welche  die  i?i)i  —  k)  Bedingung^gleichunuer..  an 
die  das  System  gebunden  ibt,  identisch  erfüllen.  Die  ',\n 
rechtwinkligen  Coordinaten  x.  erscheinen  als  Functionen  dieser 
k  Parameter  von  der  Form  x.  =  [pj,  •  ■  •  /»jj]  und  sollen 
Diiferentialquoti'enten  nach  den  p  durch  angehängte^  weitere 


Indices  bezeichnet  werden;  es  wäre  also  z.  B.  y^g,  = - , 


/,„  =z  /  -  u.  s.  \v.  Der  Ausdruck  für  Z  verwandelt  sich  dann, 

wie  zuerst  von  Lipschitz»^  dann  von  Wassmuth^  und  Rada- 
kovich^  auf  verschiedene  Art  nachgewiesen  wurde,  in 

Z  =  Z -H<i>, 

wobei  Z*  eine  der  Form  nach  schon  ermittelte  Function  aller 

Beschleuiii<4ungen  i\,  Pj  •  -  -  Pi-  darstellt,  wahrend  keine 
dicker  Beschleunigungen  enthält  und  bisher  noch  nicht 
bcsiiniint  wurde. 

Die  Große      hat  den  Wert: 

Z'  =  ^  V  \:  A.,Q,0,r, 

1  1 

die  Bedeutung  der  verschiedenen  Buchstaben  erhellt  aus 
folgendem:  Nennt  man  L  die  lebendige  Kraft,  so  wird: 

1  1  1 

wenn  für  v  die  Werte  aus  -v .  =  f,{P\'--P^  durch  DilYeren- 
tiieren  nach  der  Zeit  gewonnen  und  eingesetzt  werden;  man 
tindet 


1 


1  Lipschitz.  Rorcli.  Journ,,  Bd,  82,  5.323. 
-  Wassnuith.  Diese  .Siiziin-shcr..  R.i.  104,  IIa.  1805. 
KaJakovich»  Wiener  Monaishelte  f.  Math.  u.  Physik,  Vit,  iü96. 
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und  nennt  nun  D  die  bekanntlich  nicht  identisch  verschwindende 
Determinante  aus  den  a,  so  dass  Dzz  \a^\  mit  den  Unterdeter- 
minanten     ist.  Femer  wird: 

Q  _  d  /  ÖL  ^      8L      Y  \  f  - 


1 

3  n 


wo6ei  also:  Py,  =  ^  Aif/jj»  und  das  Symbol 

IxX]       1  rSg,^      8a^^      8a^  1 

ist. 

Es  soll  nun  die  Aufgabe  gelöst  werden,  die  bisher  noch 
unbekannte  Function  ^,  von  der  man  nur  weifi,  dass 
sie  die  Beschleunigungen  PiPi-'-PiL  nicht  enthält, 
ebenfalls  zu  bestimmen. 

Was  nun  den  Nutzen  einer  solchen  i.i  iiiitLlimg  von  <I> 
beiriftt,  so  kann  man  wohl  einwenden,  dass  diese  F'unction, 
'Sobald  man  das  Princip  auf  praktische  Fälle  anwendet,  d.  h. 
respective  (Z'-f-4>ji  nach  den  Beschleunigungen  p^^  oder  den 
Größen  differentiiert,  überhaupt  wegfällt,  indem  man  so 
die  Lagrange  sehen  Gleichungen: 

gewinnt  Anderseits  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  nur  unvoll- 
ständig den  Ausdruck  Z  wiedergibt  und  dass  es  physikalische 
Aufgaben  geben  kann,  wo  uns  die  Kenntnis  der  vollständigen 

Function,  die  einen  Minimalwert  annehmen  soll,  von  Interesse 
ist.  Was  nun  die  Losung  dei  Aufgabe  betrifft,  so  ergibt  sich 
tine  ganz  allgemeine  aus  der  Beziehung: 

*  =  Z—Z', 

wo  auf  der  rechten  Seite  nach  den  obigen  Formeln  alles 
bekannt  ist  und  rechts  schon  a  priori  die  Beschleunigungen 
^1  =  =  jE?^     0  genommen  werden  können,  da  sich 

Sittb.  d.  math«ffl.'natiirw.  Cl.;  CX.  Bd..  Abtli.  Jl.  a.  26 
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aiese  Beschleunigungen  in  Z~Z'  unbedingt  aufheben  müssen. 
Der  auf  diese  Art  gewonnene  Ausdruck  für  <l>  ist  indes  weder 
übersichtlich,  noch  für  physikalische  Anwendungen  brauchbar; 
beiden  Bedingungen  entspricht  eine  andere  Form,  die  ich 
erhielt,  indem  ich  ^  auf  eine  besondere  Art  als  eine 
Summe  von  Quadraten  darstellte. 

Man  kann  nämlich,  wie  ich  früher  schon  bewiesen,  indem 
man  wie  oben:  y.  =  m^x^~—X.  nimmt,  für     auch  setzen: 


Diese  wichtige  Formel  ergibt  sich  unter  anderem  aus  der 
bekannten  Identität: 


1 


3L  1 


wenn  man  darin  für: 


0, 


setzt,  so  dass: 


und  wegen 


durch  Subtrahieren  erhalten  wurde: 
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Die  0;,  sind  also  lineare  Functionen  der  Größen  und 
demnach  erscheint 


1  III  I 

als  eine  quadratische  Form  der^,. 

Nun  ist  Jede  Beschleunigung  und  demnach  auch  jedes  J^ 
nach  der  Formel: 

k  k  k 


^1  =        V  S^v^^^'^ 

in  linearer  Weise  von  den  Beschleunigungen /j^  abhängig;  wenn 
nun  4>  als  homogene  quadratische  Function  der^  die  p.,  nicht 
enihalten  soll,  SO  müssen  sich  aus  gewissen  Ausdrücke 
bilden  lassen,  die  keine  der  Beschleunigungen  ent- 
halten und  die  in  quadratischer  Form  in  ^  auftreten. 

Wir  haben  also  eine  Reihe  solcher  y  zu  einem  linearen 
Ausdrucke  so  zu  vereinigen»  dass  daraus  die  Beschleuni- 
gungen p,  sich  eliminieren  und  werden  dann  vermuthen,  dass 
in  ^  die  Quadrate  oder  die  Producte  von  je  zwei  solchen  Aus- 
drucken vorkommen  werden.  Hei  der  Untersuchung  wird  es 
Sich  empfehlen,  von  einfacheren  Fällen  zu  allgemeineren  vor- 
zuschreiten und  die  Zahl  der  voneinander  unabhängigen  Größen 
in  jedem  speciellen  Falle  zu  bestimmen. 

Zwei  Punkte  und  ein  Püraiueter. 

Zwei  Punkte  mit  den  Massen:  t»j  =  i»,  ir:  und  — 
=  iff^  =  iff^  hätten  die  Coordinaten  x^,  x^,  x^y  respective  x^^  x^, 
^5,  und  es  wäre: 

wo  Pi  eine  generelle  Coordinate  oder  einen  Parameter  vorstellt 
Hieraus  erhält  man  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit: 

26» 
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und  für  die  der  Beschleunigung: 

^\=fn  Pi-^fuiPv  h  —fzi'Px-^finPi  *6  — /«i-A+Zeii  /i- 

Multipliciert  man  die  letzteren  Ausdrücke  mit  den  zuge- 
hörigen Massen  m^ym^...'m^  und  setzt  wie  oben:  m.x.^X.  —}\, 
so  entstehen  die  secHs  Gleichungen: 

y%  —      •  Pi + ^%f%\\  'Pi—^j 

>'e  =  ^üf^i  •  Pi  +  »»«/eil  •  Pl—^\' 

Durch  Elimination  von  ^  aus  je  zweien  dieser  Gleichun- 
gen entstehen  15  Combinationen,  die  von  der  Beschleunigung 
frei  sind.  So  gibt  z.  B.  die  Vereinigung  der  zweiten  und  vierten 
Gleichung  die  Folgerung,  dass  die  Determinante: 


ist  und  dass  demnach  der  Ausdruck: 


—  0 


24 


frei  von  p^  sein  wird.  Weil  nun  <1>  eine  homogene,  quadratisciie 
Form  der_yj,_yg  . .  .^'g  ist  und  die  Beschleunigung  /»,  nicht  ent- 
halten kann,  so  steht  zu  erwarten,  dass  ^  die  15  Grö^n: 
"it>  ''is'  ^'u  •  ■  *  '^58  quadratischer  Form  enthalten  werde.  Dies 
ist  thatsächlich  der  Fall.  Es  lässt  sich  nämlich  beweisen,  dass 


1 


D.^  =  ö...*  —  


1 


I 


'4  (N) 


ist  und  demnach  <1>  als  Summe  von  Quadraten  erscheint.  .Man 
hat  nämlich: 


tu 


und 


—  [       1 H- J'a  /2 1  +  •  •  •       /eil'  <0 
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Zunächst  liefern  die  Glieder  mit^i  oder^,: 

=  I  —  +  —  (»«•/8*i+^4/4i-*-«»6/5*i+*«B/a?)+  «ir 

Nimmt  man  ferner  die  Glieder  mit  y^,  ^ytXtf  y%  hinzu, 
so  kommt  noch: 

und  die  Summe  der  bisher  betrachteten  Glieder  ist  demnach: 

—  ■ 


■I  ^- —  — —  "L-*  —  «la- 

Betrachtet  man  weiter  die  Glieder  mit  ^J,  2y^y^t 
2/,/^,  so  kommt  dazu; 

*  >5 

und  die  Symme  der  bisher  herausgehobenen  Glieder  ist: 


H  i  -  »!tH  —   ^ —  "m+ 

#ffjl«2  W'i"'3  " 

+  —      «-  H  u:  +  «f.. 

Gibt  man  noch  hinzu  die  Glieder  mit  y'l,  2j\y^,  2^'a^'5. 
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so  wird  die  Summe: 


y^x  yi    >'!  A 

 1  1  1-  —  H  .  m^J^. 

2 


1  o  1  o  1  o  1 


-f  . . .  +  '  «Lh-  —  ««+ . . .  +   w!.. 

Schliefiltch  bleiben  von  a^^^  noch  die  Glieder: 

—^yty^AxAx-^y^y^/AxAx—^yiy^fbiAx* 

die,  addiert,  ergeben: 

fl..  .«^  =  — —  «f-H  ^ —  «•  H  ? —  «JoH  ? — 

H  —  nl.  H          -  »•  H  ? —  u\j^+  + 

In  ^4 

H  wL+  «!.H  «JgH  «5*+ 

AM  OO  AM    AM  wO  AM   AM  AM     AM  SO 

m^vfij  ''>4W|^  m|iii^  -m^m^ 

H  H  -—U*-^  —^  le^, 

d.  i.  also  die  Form  IL  (Der  Gang  des  Beweises  ist  ersichtlich 
auch  auf  mehr  als  sechs  Größen  y  —  ein  einziges  voraus* 
gesetzt  —  ausdehnbar.)  • 

Das  Wesen  dieser  Umformung  besteht  also  darin,  dass 

die  betreffende  quadratische  Form  von  6  Veränderlichen  r  als 
Summe  \'on  Quadraten  von  mehr  als  i\  linearen  l-'unctionen  der 
y.  dargestellt  werden  kann,  die  dann  natiirlicli  nicht  mehr  von 
einander  unabhän.mL;  sind  und  so  gewählt  wurden,  dass  sie  die 
Beschleunigungen  p  nicht  mehr  enthalten. 

Zwischen  je  drei  u  mit  den  Zeigern  aß,  ßy,  besteht  eine 
lineare  Relation;  für  «1,,  ff,|  ergibt  sich  z,  B.  aus  ihren 
Definitionen: 
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so  dass  also  die  drei  Größen  »^j,  it^j  der  Combination  123 
verbunden  sind  durch  die  Relation: 

"l2-*«8/31  +  «23-^«l/n+"M-*"8/21  =  ^ 

und  etwa  u„  durch  und  ausdrttckbar  ist  Ebenso  liefert 
die  Betrachtung  der  Combination  124»  dass  u^^  durch  n^^ 
und  ausdrückbar  ist.  Bildet  man  so  alle  Combinationen 
zu  je  drei  Elementen,  so  überzeugt  man  sich,  dass  von  allen 

15  Größen  «^g. .  .«^^  nur  fünf  derselben,  etwa:  «,g,  «,3,  n^_^,  //,,^ 
und  «jg  als  voneinander  unabiiaiigigc  angeschen  werden  kunnen. 
Dies  stimmt  mit  der  Erkenntnis,  dass  <I>  von  der  Beschleuni- 

a<l> 

gung  p*,  unabhängig  ist  und  demnach:  —  =0,  d.  i.  wegen: 
y^=z  «»,./„  —^i  sein  muss; 

****  ?yr"*"*^  ""57         ?>'6  ~ 

Es  besteht  also  eine  lineare  Beziehung  zwischen  den 
partiellen  DifTerentialquotienten  nach  den  sechs  Gröfien  y  der 
quadratischen  Form  <l>  und  sonach  muss  ^  nach  einem  be- 
kannten Satze  durch  fünf  voneinander  unabhängige  neue 
Variable  z^.  . .  z^,  die  in  linearer  Weise  von  j'^.  .  .y^  abhängen, 
ausdrückbar  sein. 

Von  der  Richtigkeit  der  Gleichung  11  kann  man  sich  auch 
sü  überzeugen,  dass  man  sowohl  den  Ausdruck  in  i,  wie  den 
in  n  zweimal  nach  den  v  differentiiert  und  die  Gleichheit 
dieser  so  erhaltenen  DifTerentialquotienten  nachweist.  So  erhält 
man  aus  I: 

V^ll^  =  «11— — [>'l/ll+^2/«+-"-^-->6/«ll/ll 

2     9yi  ^1 

und 

2      Bj.«        #«,  f»i 
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Desgleichen  lieteri  11: 

1  1 

und 

1      8*4>     •  I 

Y«it      =  —  K/ii+"**/8l+  •  •  • 

wie  oben. 

In  ähnlicher  Weise  folgt  aus  I: 

2  a^jd;-, 

und  aus  Ii; 

womit  die  Übercinstimmun.s:  ei^wiesen  ist. 

Hat  man  nur  einen  Punkt:      ~  m^  —      —  m,  so  ist 

und,  wenn  =.  0,  d.  h.  der  Punkt  sich  in  der  Ebene  XyX^ 
bewegt: 

Setzt  man  z.  B.  =  5  dem  Bogen  gleich,  den  ein  in 
der  Ebene  auf  einer  krummen  Linie  sich  bewegender  Punkt 

beschreibt,  so  wird: 

ds 

^  dt 


w4>  =  j^iiffd  — Ä  cos  (Ä,  iV) 


wo  0  den  Ki  üinnuiii,L;shalbmcsscr,  v  die  ,L;an/c  Geschw  indigkeit, 
Ä*  die  K'csullierendc  aus  A'i  und  X,  und  <^  /?,  A'  den  Winkel 
zwischen  R  und  der  Normale  A' v<ti  stellt.  Dieses  anschauliche 
Resultat  hat  Dr.  Wilhelm  auf  anderem  Wege  in  einer  hierorts 
überreichten  Dissertation  gefunden. 
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Zwei  Punkte  und  zwei  Parameter. 

Es  seien  zwei  Punkte  mit  den  Massen:  >»,  =  — 
und  iff 4  rriff (  =:  m^,  sowie  den  diesbezüglichen  Coordinaten: 

*i  —  fiiPv  Pa)  i  ^«  =  /a  iPv  Pi)'"^B^A  (Pv  P%)y 

wopj  und  generelle  Coordinaten  oder  Parameter  vorstellen, 
gegeben.  Dann  werden  die  Geschwindigkeitscomponenten  des 
ersten  Punktes: 

^«  —AxPx-^fttPa 

^3  —-^31  /'t  "^^aa  Pt  ^ 
und  die  des  zweiten  Punktes: 

H  ^f^iPi-^f^aPr 

Hieraus  leitet  man  durch  nochmaliges  Differentiieren  nach 
der  Zeit  die  Componenten  der  Beschleunigung  ab: 

~  fi  1  /^t  -+-/32  ^2        n  r?  +  2/312         4-/322  -Fa 

^4  =  fu  Pl  -^/42  1 1  /^i      Vui  Pl  Pi  +/422  ^2 

da  z.  B.  /^,2  r=  /^^j  etc.  ist 

Werden  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Massen: 
ttj,     . . .  «ffg  multipliciert,  so  erkennt  man  leicht,  dass  es: 

6.5.4 

 =  20  lineare  Combinationen  der  Größen:  m.x. . . .  «i-i- 

gibt,  welche  von  den  Beschleunigungen:  i\  und      frei  sind; 

«s  lassen  sich  nämlich  aus  je  drei  dieser  Gleichungen  (1)  die 
üröOen  und  ji,  eliminieren.  }3etrachtet  man  z.  B.  die  erste, 
^^erte  und  fünfte  dieser  Gleichungen,  setzt  wie  trüber: 

mi^Ti— Ai  =  ^1 . . .  m^x^—X^  =  etc. 


398  A.  Wassmuth» 

und  zur  Abkürzung: 

^hU^^^P\-^'^fniP^P2^^flt'>t^i\—^l  —  — 
'«4 1/41 1  P\  +  2/4,«  Px  Pi  Pjl— -  —64 

so  folgt  also  aus  der  ersten,  vierten  und  fünften  Gleichung, 
dass  die  Determinante 


^'i  +  =r  "^/iP  I 
^4"*-»4.  '»4^41»  »»4/4« 
>6+%»  ^ifhU  ^%fh% 


=  0 


ist  oder  dass  der  Ausdruck: 

\yv  »hfiv  '"1/12 

«146  =  i  yv   '«4/41»  '"4/41 


frei  von p^^  und     sem  muss.  Unter  Benützung  der  Bezeichnung: 


erhält  man  dürcli  iLiiiwickeln  nach  den  Elementen  der  er^ien 
Colonne  die  Beziehung: 

«144  =^l-  »»i*»'8^4ö~^4'*^1^4^16'*">5^1*^4'^U 


oder 


1 


,>      J'4       .  -^'5 

AM    iMtf    jaft#  ^  W  V9  jMj*  *  w 


14' 


analog  wäre  z.  B. 

Alle  diese  Größen: 

haben,  wie  erwähnt,  die  Eigenscliaft.  von  den  Werten:  und 
iinabhän,ö:ig  zu  sein,  weshalb  man  vermuthcn  wird,  dass  sie  — 
natürlich  in  quadratischer  Form  —  in  dem  Hestgliede  4>  auf- 
treten werden.  Dies  ist  thatsächiich  der  Fall;  wir  haben  nämlich 
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hier,  wenn  einstweilen  der  besseren  Übersicht  wegen  die 
Massen  m^,  m^,  m,,  resf^ective  m^,  «n^,  nicht  als  gleich 
vorausgesetzt  werden : 

so  dass 


(2) 


nird. 


Hieraus  folgt  für:  D  = 


^^f7i'^^if?^'^"'  +  **hfi^^  Wi/n/i2  +  '^'2/?i/22+  - •+♦«6/61/62 


«tt 


durch  schrittweises  Zerlegen: 


!/ii/iii  /« 

I  /g*»  f\\f\i 
>  ftifw  f\t 


•  •  •  +lfl|lfi 


l"*6 


/n  '      f^xfvi,  ; 

f\\f\%y    fn  i 
f%\f%t*  fu 


»*J/ll/lt        +^lW'2/ll/22  ^12+  .  .  .  +f  W/ll/62  ^1« 


Diese  Formel  hätte  man  auch  direct  aus  der  Gleichung: 
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*f  y^  «I 


* 

^1  yi 

H  y% 

+ 1 


1^. 


für: 


'i 


1  I 


—  ^i/ii»  yx  —  ^tf%\' '    —  ^i/itf  y%  —  ^tftt'  •  • 

erhalten  können. 
Ferner  isl: 

Öl  =  yi/n  /.l  +>'8/81  •<->'6/w  +>6/«l 


und: 


yl 


so  dass  <I>  als  eine  homogene,  quadratische  Function  der_y,...j^^ 

erscheint  Wiederum  steht  zu  erwarten,  dass  0  die  Gröfien 

in  quadratischer  Form  enthält,  so  dass  wir  auch  setzen  können : 

und  <l>  als  eine  Summe  von  Quaüiaien  erscheint;  es  wird  sich 
nämlich  zeigen,  ilass  (iliedcr  von  der  Form:  .iiy,^  etc.  nicht 
vorkommen  können.  Die  Constanten  C  bestimmen  sich  dann, 
indem  man  die  Ausdrücke  (4)  und  (5)  zweimal  nach  den  y 
differentiiert.  So  liefert  z.  B.  (4): 


1 


2  h\ 

und 


d<b  D 


1     ?-«^  D 


Ii 


Digitized  by  Google 


R«stglied  bei  der  Transfonaatlon  des  Zwanges.  401 

worin  lür  ^7.,^,,  a^.,.      die  Werte  aus  (2)  und  (3)  zu  nehmen  sind. 

Man  erhall  schrittweise,  indem  man  darauf  bedacht  ist, 
Glieder  mit  gleicher  Masse  zusammenzunehmen, 

1     d*^  D 

+2/ii/i,[Wj/ii/j2  +  mj,y2iy«s+  •  •  •  +***6/ei/«sJ— 

jffj 

•  •  •  ^''6(^11^2  f\if«\y  — 

Hieraus  folgt  mit  Benützuilg  des  Wertes  von  D  aus  (3): 
2  3y; 

Anderseits  liefert  die  zweimalige  DiiTerentiation  des  Aus- 
4mckes  (5)  nach  j^^: 

1  c-<l> 

2  öyj 

Man  sieht,  dass  man  blo0: 

zu  nehmen  hat,  um  die  volle  Übereinstimmung  beider  Formen 
und  die  C  als  nur  von  den  Massen  abhängige  Constanten  zu 
gewinnen. 

Zu  gleichem  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  statt 
-  die  Werte  für  -  sucht 

Man  hndet  so  aus  (4): 

1 

—  D  =  — <*«s^is^M— ^4^'u^«4'- '''«^lÄ^te 

=     fff,  /"gl  i»,,  H-  #«4  /»^i      . . .  +  >«0  /»ei 
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und  aus  (5): 


Iß  '**  = 

SO  dass  die  obigen  Werte  der  C  wieder  die  Gleichheit  her- 
stellen. Analoges  gilt  für  die  übrigen  Größen ^r.  Hätte  man  in* 
noch  Glieder  von  der  Form:  ^  =  ^•I^itt*''ia4  aufgenommen,  so 

wäre  ein  Zusatz :  — —  =  2  G        .  »i ,  «i, .  F^^  f^^  erfolgt ;  da 

aber  ein  Glied  mit  dem  Factor:  F^^F^^  in  {4a)  nicht  auftritt,  so 
muss  G  =  0  sein.  Dasselbe  gilt  für  die  Form:  ^zsH. u^^^ . u^^^: 


hier  ist  wohl: 


=  0,  aber  für  .  . 


findet  man  den  Wert: 


H.m^m^.m^m^F^^F^^,  d.  i.  H  —  0,  indem  in  (4^)  ein  solches 
Glied  nicht  auftritt.  Glieder,  welche  Producte  von  zwei  der 
Größen  u  enthalten,  können  demnach  in  <^  nicht  vorkommen. 
Wir  sehen,  dass: 





1 


IM' 


(6) 


ist,  WO  also  rechts  20  solcher  Größen  u  von  der  Form: 
auftreten. 

Diese  20  Größen  »123  •  sind  nicht  unubbängig  von- 
einander. Ganz  analog  wie  im  ersten  Falle  findet  man,  dass 

zwischen  je  vier  der  Größen  //.  deren  Zeiger  aus  denselben 
vier  Nummern  entnommen  sind,  zwei  Relationen  bestehen.  So 
erhält  man  für  die  Combination  1234,  da  die  Determinante 

>'i  ^\Ai  ^i/i« 

m.-^f,_,    m^f^.,  m^f^^ 
«'»/si  "'s/sa 

y*.  ^4At  ^4/42  ^4/41 

ist,  die  Beziehung: 


=  0 
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und  ebenso 

Demnach  lassen  sich  und  fl.,,^^  ausdrücken  durch  «1,3 
und  Ebenso  zeigt  die  Combination  (1235),  dass  und 
Hjj.  ausdrückbar  sind  durch  «j^,  und  «„5.  So  kann  man  alle 
Combination  zu  vier  Elementen  betrachten  und  überzeugt  sich, 
dass  diesmal  nur  vier  voneinander  Unabhängige  auftreten.  Wir 
baben  auch  diesmal  zwei  Gleichungen:' 

8*  _    _  c)<l>  3* 


»A   *>t  ä^"« 


und 


8#  _  34»  3^ 


so  dass  4>  nach  dem  oben  erwähnten  Satze  sich  durch  6—2  —  4 
voneinander  unabhängige  neue  Variable  ausdrücken  lassen 
muss. 

Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  zeigen,  dass  man  zu  dieser 
Form  für^  auch  auf  directem  Wege  gelangen  kann.  Ohne 
der  Allgemeinheit  zu  schaden,  kann  man  der  leichteren  Über- 
sicht wegen  vorderhand:  =  «m^  =  0,  y^z^y^^O  setzen 
und  erhält  so: 

y 


+  ^  ^«8/^l•*■2öl,w,/»l/.t-öu«*8/8•j^- 
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Setzt  man  für  a^^,  a,^.  a,^  und  nachher  auch  fQr />  die 
obigen  Werte,  so  wird  der  Coeflicient  von :  — 

=  D—m\/^^     — j  yjS — ^1  ^  fn  fm — ^*fu 

H-W/,  /I/,  F^—fftil*t2  ^12— «»l"*3  '"l'"* 

=  >w,  m;,  ■+■        F^^ . 

y> 

Ebenso  findet  man  für  den  Coefficienten  von  —  : 

»'4        "'s  '"1        '"4  "'l^4t      ^*  ^• 

In  ähnlicher  Art  erhält  man  für  den  Coefficienten  von  ty^y^ 
den  Wert: 

fitfnfu        y  1 1 A 1  ^«8  ~  ^"iJn  Jt  1 '*'4/i  \S%\fi%  **" 

+  *'*4/4iy4»/il/lt  

1  ^11  fxtJtt    "^iJtiJii  Jtt        fix  Ja  Jtt    "U/ai  fitftt 
Ebenso  wäre  der  Coeffictent  von  2js^, : 

und  der  von  'ly^y^: 
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m^F^^F^^-k-m^F^F^^  u.  s.w. 


Demnach  wird; 


4- 


1  .j       O  r-<  -l  I 

 m'm-,F'\ 


Ja  ^  "^i ^4«  ■ 


+  — ^  mlmlF!L 

ttl     III     Ut  i        «  IB 


 *«l'««'«I^4«^\4 


•  1 


und  aligemein: 

Sitsb.  der  autbem-oaturw.  Cl. ;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  27 
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 ^    -  ni,.+       '  —  *-      ^  "Isfi» 

q.  e.  d. 

Die  Formeln  werden  wiederum  sehr  vereinfacht,  wenn  nur 
ein  Punkt:  m^^nt^^m^^  m  vorliegt;  es  wird: 

Au$  den  obigen,  mit  nt  muUipli eierten  Ausdrücken  für 

und  ifg  folgt: 

wobei  nun  die  Gauss'schen  Bezeichnungen  (in  der  Fiächen- 
theorie)  für: 

T\t  —  f      r    .  r      F  -4-  f  F 

—     1 1 2  ■    23        212*'  :'.  1  ^  J  :n  2  *  ■*  12 

Anwendung  fanden. 

Sind  /?j  und  zwei  CurvensysLcmc  auf  einer  Flaclie. 
fassei-i  wir  also  einen  Punkt  auf  einer  Fläche  mit  den  Coordi- 
naten  und  p.,  ins  Auge,  so  ist  der  reciprnke  Wert  des 
Krümmungshalbmessers  p  eines  jeden  NormalschniUes: 


1  1  D.p\+2D',j\p^'hD".p 


m 

wobei: 


S/fä+i'ä+F»  (a,,p\-^2u,,pj,^a,,pl)  •  ^ 


Es  wird  also: 


r 

und  demnach: 


m.<I>  = 


12 
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oder,  wenn  die  Projection  der  Resultierenden  R  aus  A'i,  Aj, 
und  Xj^  auf  die  Normale  mit  N  bezeichnet  wird,  schließlich: 


•>  » 


eine  einfache  und  ungemein  anschauliche  Form,  die  uns  das 
Wirken  des  bei  der  thatsächlichen  Bewegung  vorhandenen 
Zwanges  wiedergibt.  Aus  dieser  Gleichung,  wie  auch  aus  der 

allgemeinsten  <^  z=z  Z — Z'  folgt  für  die  Dimension  von  4*,  d.  i. 

TAI  4  Arbeit 


Quadrat  der  Zeit 
wie  es  sein  soll. 

Vermehrung  der  Zahl  der  Punkte  und  der  der  Parameter. 

Der  bisherige  Vorgang,  d.  i.  die  Verwendung  von  zweierlei 
Methoden  gestattet  auch  zu  erkennen,  wie  man  zu  den  all- 
gemeinsten Fällen  fortschreiten  kann.  Hätten  wir  z.  B.  drei 
Punkte  mit  den  Massen:  =  m^  —  m,,  =  = 
^  m^=.  ftt^  und  wie  früher  nur  die  beiden  Parameter 
und  p^^  so  würde  die  Aufstellung  der  Beschleunigungscompo- 
nenten:  Xi,..£^  neun  Gleichungen  liefern,  aus  denen  sich 

0.  8.7 

r=  84  Ausdrücke,  die  je  drei  der  Größen  y  enthalten, 

1 .  i .  a 

von  der  Form  Ui^q.*,  ableiten  lassen,  die  ebenfalls  von 
und  Pf  frei  sind.  Wir  schließen,  gestützt  auf  das  Vorher- 
gehende, dass  2?. 4»  die  Form: 

D.^  =  — — -  "La -4-  — ^ — -         . . .  H  ' — 

hüben  wird;  eine  zwcirnaligc  Difl'crcntiation  nach  Jen  y  liclcrt 
die  Bestätigung.  Auf  diese  Art  kann  man  zu  einer  immer 
größeren  Zahl  von  Punkten  aufsteigen. 

Vermehrt  man  hingegen  die  Zahl  der  Paiameter,  nimmt 
also  z.B.  drei  Parameter  p^,  und  p^  bei  zwei  Punkten  als 
gegeben  an,  so  sind  jetzt  schon  je  vier  Gleichungen  zur  Elimi- 
nation der  Beschleunigungen  und  p^  nöthig  oder  mit 
anderen  Worten  Ausdrücke  von  der  Form: 

27* 
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A.  Wassmuth. 


"1245  — 


werden  von  den  Beschleunigungen  /»p  /t^  und  frei  sein.  Ent- 
wickelt man  wieder  nach  Unterdeterminanten,  und  zw  ar  naca 
den  Elementen  der  ersten  Colonne,  und  setzt  zur  Abkürzung: 

f*\    /«2  fiA 

f>.\    fri  fiz 

h\    M    /l»3  \ 

so  wird: 


oder 


1 


Ii 


1245 


124' 


solcher  Größen  «  werden  bei  zwei  Punkten  (6  Coordinaten)  im 

ganzen  j  z:::  15  uuUreicn.  Nach  dem  V'orhergehcnJcn  werden 
wir  verniuthen,  dass 

1  1  . 


1 


u 


345« 


ist.  In  diesem  Pralle  sind  die  sechs  Coordinaten  x^,..x^  der 
zwei  Funkte  Functionen  der  drei  Parameter  p^,  und  p^t  so 
dass: 

und 

demnach 
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wird.  Werden  die  Unterdeterminanten  von 


«18 

«n 

«SB 

«81 

«32 

«33 

mit  u.  5.  w.  bezeichnet,  so  wird: 


wobei 


-[.l,,Ö?+2^„aO.+  ...+4„ß|L  (S) 


ist  Ahnlich  wie  früher  lässt  sich  auch  hier  zeigen,  dass  die 
Form  (8)  in  den  Ausdruck  (7)  übergeführt  werden  kann.  Hier 
wird  es  genügen,  nachzuweisen,  dass  die  zweiten  DifTerential- 
quotienten  von  *  nach  irgend  welchen  Größen  berechnet 

aus  (8)  oder  (7),  gleich  ausfallen.  So  findet  man  aus  (8): 


und 


Id. 


"h/tsC-^ls/ll     ''^m/i» +-^18/«)  ] 

"^;/i8('^M/ii +-'^«8/18 +'^88/l8)3  • 


(8«) 


Setzt  man  in  D  die  entsprechenden  Werte  der  a^,.,  ein,  zer- 
legt diese  Determinante  D  in  Summen  derart,  dass  stets  die 
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A.  Wassmuth, 


Größen,  welche  Producte  gleicher  Massen  enthalten,  zu- 
sammengenommen werden,  so  findet  man  unschwer: 

•J     ti  r, 

Z)  =  \      \  in\m^mj^}%  =:  m^m^w^F^^^-h m ^1u^w^F{^^-^- 
l    1  1 

+  ...H-m^m^M/gF^.  (9) 
Führt  man  die  Unterdeterminanten  von      ein,  nennt  also: 


so  dass 


/x^     //.-•  j 

-Ha  = 

i  /iß    /X2  i 

/.I 

F^^  —  Jx\  Giy^-k-J^Ht^+fusFi,^ 


,  (10) 


(ll> 


ist,  so  findet  man 


An 

A,, 

m^nt^G,^  F.^-^m^nt^G^^  F,8+ . . .  -^ntj^m^G^^  F^^ 

4 

—  4 

j«j;i/g/^i2  I\i  +  nt^m^H^^F^^+  . . .  -^m^tfi^Hf^^Fi,^. 

Hieraus  findet  man  unter  steter  Berücksichtigung  der 
Regel  (11): 

Bildet  man  die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke,  so  erhält 
man  für 


2 
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oder  nach  (9) : 

ifij 

Zu  genau  dcr^^elben  Form  gelangt  man  durch  zweimaliges 
Differentüeren  von  (7).  Es  wird; 

1  S-4>  1  , 

^D.  =  —  K»"3'«4^ak+•••+''W"^«^•|5«^ 

Ganz  anak»^  erhall  man  aus  (8^):  * 

1 

-  — —  =  —  Uil^»ii»h<^2i^M-^  •  •  •  +"^5"'« ^56^166)  + 

+1114  Wg  F^^g  Ff^g  -htn^m^  F^^^  F^^^] . 

Durch  Differentüeren  von  \J)  nach_>'j  hingegen  erhält  man 
wie  oben: 

woraus  sich  durch  weiteres  Differentiieren  nach  unmittelbar 

der  vorangehende,  sechsgiicucnge  Ausdruck  tür  -D  

ergibt 


Allgemeines. 

Der  bisherige  Vorgang  gestattet  ohne  Schwteriglceit  den 
Obergang  zu  allgenfieineren  Fällen.  Wir  fanden  nämlich  für 

H  Punkte,  wenn  wir  von  Combinationen  der  abc.  .  .  nur  solche 
ohne  Wiederholung  des  Zeigers  betrachten,  bei  einem  Para- 
meter; 
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1  , 
 //'fr, 


Hab  — 


3» 
1 


bei  zwei  Parametern: 

3m  ^ 

D,.<I>g  =  Vfr.c-  

1 


yt    nh/ti  nit/tz 


nabc  =  yu  •  iflb      ftc~yb '  nia  t'h  F^c  +>V  "'a  «'t  Fat , 
I  fb\  fb2 


Fab  = 


bei  drei  Parametern: 


1 


il'abcd  I 


yu     Wfl/al     ntaf^  »Kifa-i 

yb  mfbi  mfvi  mtftn 

yc    f»efc\    nicfdz  mcftn 

yd  ^dfdi   ifhifd2  iftä/äi  1 

»abcd  =  ya  11h     inj .  Ftcj—yb .  nta  Mtc  »'d  F„a + 

-^yemamtmaFabd—yd^namtnicFabe^ 

Sn 

Z)g  —  Itia^b^cFabct 


fal    fal  fa3 

Fabc=^  I //•!     fl'l    /  ^fal'0t,c+/a2Ht,c+/aäFtci 
I  /tfl     /tf2  j 


WO 


i  ^i'^    fei  1 


und  /fli,  — 


fbt  fcX 

fb^  Sa 
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L'nterdeterminanten  vorstellen.  Wir  schließen,  dass  für  vier 
Parameter 

D.,^.  =  Sl,b,c,d,e    --»Itcdej 

Zj  manitm-mjnie 


ya     in  a  fax     ^afa2    ntafaZ  ^afaA 


!>V    ««f/a     i^tfci    ntcfci    nicf(\  . 

Sfi 

T 

j  /dl    fa2    /a3  fui 

I    •        •       •  • 

I  fj\     fd'l    fdZ    fd\  1 

sein  wird  und  prüfen  durch  Differentiieren  nach  den  y  die 
Richtigkeit  der  Formeln.  So  kann  man  weiter  schreiten  und 
ivird  sich  auch  davon  überzeugen»  dass  in  den  Gröben  i^,  falls 
CUT  für  die y  ihre  Werte  gesetzt  werden,  die  Beschleunigungen 
sieht  mehr  vorkommen. 


412 


A.  WftssmuUi, 


1 


3» 


bei  zwei  Parametern: 

1 

1 


yb    ^hfbl  ^ib/bZ 


Itulx  —  yu  •  J'^c—yb  •  *«a  W'c  Fac  +>V  '«a  Wf  Fab y 


Fat  = 


  i  /ii  /i'J 

I 

I  fbi 

bei  drei  Parametern: 


.1» 


8« 


1 


Ifta  tttb 


tläb£äf 


ya     ntafai     >««/«2  Ma/aS 

yt  mfbi  Mbfia  nti,fts 
yc    ntcfcx    nteM  ntcfa 

yd    in,ff,n    mjfa2    »tjfaz  \ 

-^yefnamtmaFatdr-ydfnamntcFabc* 

3« 


fax 

fa". 

La 

Fatc  = 

fn 

f,-l 

u 

fc» 

WO 


-•    -  ^'^  •^'^  ■   ii..  =  !  '  und  = 


y*2  fa 
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Ünterdeterminanten  vorstellen.  Wir  schließeni  dass  für  vier 
Parameter 


3  h 


1 


manitmcfnantf 


I 


ya     »hfai     Wo/ü2     »hfai  Uta/ai 


|>f     nie  fei      Iltf/cZ      fHtfa      ^iltfei  | 


3»j 


fa\     ja'l    faZ  f 


d4 


Fabcd  = 


fd\    fdZ,   fdS    /d4  i 

sein  wird  und  prüfen  durch  DifTerentiieren  nach  den  y  die 
Dichtigkeit  der  Formeln.  So  kann  man  weiter  schreiten  und 
nird  sich  auch  davon  überzeugen,  dass  in  den  Größen  u,  falls 

nur  für  die ihre  Werte  gesetzt  werden,  die  Beschleunigungen  pi 
nicht  mehr  vorkommen. 
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Uber  den  Einfluss  der  Härlungsnachwirkun- 
gen  auf  die  Abnahme  des  magnetischen 

Momentes 

von 

Ignaz  KlemenSiä. 
Aus  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Innsbruck. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  26.  April  1901.) 

Aus  meinen  früheren  Beobachtungen  über  die  Constanz 
perniancntLM- Magnclc  (^dicsc  Siizungsber.,  Bd.  109,  Jahrg.  1900, 
S.  242  und  827  und  Drudes  Annalen,  P,d.  4,  1901,  S.  ."'.Iti) 
habe  ich  den  Satz  abgeleitet,  dass  die  zeitliche  Abnahnu'  des 
magnetischen  Momentes  durch  zwei  Ursachen  bedingt  ist,  von 
welchen  die  eine  in  den  durch  die  Magnetisierung  hervor- 
gerufenen Nachwirkungsdeformationen,  die  andere  in  Structur- 
änderungen,  welche  sich  a(s  Nachwirkungen  der  vorausgegan- 
genen Härtung  einstellen,  gesucht  werden  muss. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  wurde  durch  neue  Beob- 
achtungen vollkommen  erhärtet,  worüber  hiemit  ein  vorläufiger 
Bericht  vorgelegt  wird.  Aus  den  unten  nütgetheilten  Beob- 
achluni;en  lässt  sich  auch  ein  Überblick  über  die  W'irkungs- 
miensuat  und  die  Wirkungsdauer  der  genannten  Ursachen 
gewinnen. 

Um  den  F^influss  der  üärtunLj^nachwirkungen  besonders 
kräftig  hervortreten  zu  lassen,  wurden  Silberstahlstäbe  von 
6  mm  Dicke  und  6  cm  Länge  gleich  nach  der  Härtung  magne- 
tisiert  und  hierauf  sofort  ihr  Moment  an  einem  Magnetometer 
aus  der  ersten  Hauptlage  geprüft  und  durch  eine  längere  Zeit 
beobachtet 

Sitzb.  d.  matbem.'Aaturw.  Cl.;  CX.  Cd.«  Abth.  II.  a.  «8 
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Die  Probestücke  wurden  bis  zur  Weißglut  erhitzt  und 
hierauf  in  Wasser  abgeschreckt.  Zwischen  der  Härtung  und 
der  Magnetisierung  verfloss  eine  Zeit  ^  von  0*6™  bis  zu  mehreren 
Stunden.  Die  Magnetisierung  geschah  im  Felde  (circa  600  abs. 

Ii.)  einer  stromdiirchflossenen  Spule,  wobei  jeder  Stab  vier 
Secunden  lang  der  magnetisierenden  Wirkung  des  Feldes  aus- 
gesetzt blieb.  Die  crsic  MomeiUbestimmung  erfolgte  eine  Minute 
nach  der  MagncnsiLiunL;,  welcher  dann  andere  in  immer 
größer  werdenden  Zeitintervallen  folgten. 

Ais  Beispiel  für  das  V'erhalten  der  Silberstahlstäbe  unter 
diesen  Umständen  führe  ich  folgende  Tabelle  i  an. 


Tabelle  l. 


X 

1 

1 

■  a 

^  nuch 

l- 

3- 

7* 

13* 

24- 

49- 

119- 

8 

0*6 

282-8 

100 

07-4 

95*9 

94-7 

93*4 

91*6 

88*9 

9 

l'O 

279-0 

100 

97*5 

95*4 

94*1 

93*0 

91  0 

88*5 

10 

2*0 

288-3 

100 

98-6 

97-3 

96*2 

94*8 

93-0 

90*9 

11 

8-0 

283*4 

100 

Ö8-9 

97*0 

96*0 

94*6 

93-6 

»1*0 

13 

lO-O 

27S-5 

100 

99  •  5 

98  •  5 

97-5 

9G-3 

94-5 

92-4 

12 

20  •  0 

2it0'7 

100 

99  •  9 

99 '  5 

99-0 

98  •  6 

97-S 

95 -4 

14 

600 

292-4 

100 

90-Ö 

i^9"Ö 

99G 

99-4 

9Ü-9 

97-S 

Darin  bedeutet: 

N  die  Nummer  des  Stabes. 

^  die  Zeit  zwischen  Härtung  und  Magnetisierung  in 
Minuten. 

a  den  Magnetausschlag  eine  Minute  nach  der  Magneti- 
sierung. 

ip  den  Magnetometernusschlag  in  Procenten  von  a  zur 
Zeit,  welche  am  Kopfe  der  Colurane  in  Minuten  verzeichnet  ist 
und  ihren  Anfangspunkt  im  Momente  der  Magnetisierung  hat. 

Wie  man  sieht,  ist  die  procentische  Abnahme,  gerechnet 
vom  Momente  der  Magnetisierung,  umso  geringer,  je  länger 
die  Zeit  d-  ist,  die  zwischen  Härtung  und  Magnetisierung  ver- 
flossen ist. 
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Trägt  man  aber  die  Daten  in  Curven  auf  und  zählt  die 
Zeit  der  Momentbeobachtung  nicht  vom  Zeitpunkte  der  Magne- 
tisierung, sondern  von  dem  der  Härtung  an,  so  scheinen  die 
Curven  rückwärts  verlängert,  alle  gegen  einen  gemeinsamen 
Punkt  hin  zu  convergieren.  Mit  anderen  Worten  lässt  sich 
dieser  Sachverhalt  auch  so  aussprechen:  Während  die  pro- 
centische  Abnahme  des  Momentes  in  einem  Zeitintervalle  bei- 
spielsweise zwischen  der  120.  und  140.  Minute  nach  dem 
•Augenblicke  der  Magnetisierung  sehr  verschieden  ist,  je  nach 
der  Zeitdifterenz  zwischen  Härtung  und  Magnetisierung,  ist  im 
Gegensatze  hiezu  die  procentische  Momentabnahme  zwischen 
^  der  I -0  und  1 40.  Minute,  gezählt  vom  Augenblicke  der  Härtung, 
von  der  ZeitdüTerenz  zwischen  Härtung  und  Magnetisierung 
nahezu  unabhängig.  Man  muss  daher  annehmen,  dass  der 
Ablauf  der  Härtungsnachwirkungen  durch  die  Magnetisierung 
nur  wenig  beeinflusst  wird.* 

Auch  andere  Versuche  mit  gleichen  Stäben,  wobei  d 
zwischen  I  und  1440  Minuten  variiert  wurde,  zeigten,  dass 
üiw  pruccntische  Abnahme  des  Momentes  iiach  einer  längeren 
Zeit  immer  nahezu  gleich  ausläHt,  wenn  die  Zeit  nur  von  der 
Härtung  an  gezählt  wird.  Der  absolute  Wert  der  Magnetisierung 
ist  aber  zu  einer  gegebenen,  von  diesem  Zeitpunkte  aus 
gerechneten  Zeit  umso  kleiner,  je  kürzer  die  Zeit  zwischen 
Härtung  und  Magnetisierung  ist. 

Diese  Thatsache  ist  für  die  Kenntnis  der  Mechanik  des 
Magnetisierungsvorganges  nicht  ohne  Bedeutung;  sie  ist  aber 
auch  in  praktischer  Beziehung  interessant. 

Um  einen  Oberblick  über  die  Größe  und  Dauer  der 
Härtungsnachwirkungen  zu  bekommen,  ist  es  am  besten,  die- 
selben zu  besclileunigen  und  zu  beobachten,  wie  weit  sie 
schließlich  das  Moment  herunterdrücken.  * 

Die  Beschleunigung  kann  durch  längerem  Kochen  bei 
bewirkt  werden.  Es  wurden  z.  B.  zwei  Silberstaliisläbe  von  je 
\Ocm  Länge  und  6  cm  Dicke  gleichmäßig  gehärtet  und  der 
eine  vor  dem  Kochen  sofort  nach  der  Härtung  und  der  andere 
erst  nach  dem  Kochen  magnetisiert 

*  .ärmliche  Beobachtungen  sind  von  Fromme  lur  meciianisjhe  Er- 
«diStterungcn  gemacht  worden.  Wied.  Ann.,  Bd.  61,  1897,  S.  55. 

28* 
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Die  Beobachtung  der  Momente  ergab  folgende  Magneto- 

iiieierablenkungen  a: 

Stab  Mr.  1. 

Zeit  der  Härtung:  1  l./IV,,  9^  57»  a.  m. 

Zeit  der  Magnetisierung:  1  l./IV.,  9**  58"»  a.  m. 

1 1./IV.,  9^  59'"  a.  m.    a  =  937  •  5 

8  Stunden  gekocht. 

1 1.  /IV.,  7*»  30"  p.  m.   a  =  538-5   Temperatur  =:  1 7 -0 

12.  /1V..  S*»  30«  a,  m.    « 539  0  »  =16-0 

12.  /IV.,  6^  10~  p,  m.    a  =  538-6  •  =17-4 

13.  /IV.,  7"  45"»  a.  m.   a  =  539-0  »        =  16-0 


Stab  Nr.  2. 

Zeit  der  Härtung:  1  l./IV.,  10"  ö'"  a.  m. 

8  Stunden  gekocht,  hierauf  magnetisiert  1  l./IV'.,  7'' 26"  p.  m. 

1 1  ./IV.,  7"»  27*"  p.  m.  a  =  907  •  5  Temperatur  =17-0 

12./IV.,  8^  SO«  a.  m.  a  =  905-5  *        =  16  0 

12.  /IV.,  6M0»p.m.  a  =  904-7  •  =17-4 

13.  /IV.,  7»^  45"'  p.  m.  «  =  905-4  »        =  16-0 

Es  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Schwankungen 
der  Hurizontalcomponente  hiebei  berücksichtigt  wurJen. 

Wie  man  sieht,  ist  durch  die  Beschleunigung  der  Hariungs- 
nachwirkungen  Jas  Moment  des  Stabes  Nr.  1  von  937*5  auf 
538'.'^  uesunken.  Bei  anderen  Stäben  'nat  sich  gezeigt,  dass  die 
Nachwirkungen  eine  derartige  Größe  haben,  dass  sie  imstande 
sind,  das  Moment  eines  sofort  nach  der  Härtung  magnetisierten 
Stabes  auf  ein  Drittel  des  ursprünglichen  Wertes  herabzu- 
drüclcen.  Die  Härtungsnachwirlcungen  sind  also  aufierordentlich 
grofl;  sie  sind  aber  auch  sehr  lang  andauernd,  wie  aus  folgender 
Beobachtung  hervorgeht.  Ein  Silberstahlstab  wurde  sofort  nach 
der  Härtung  magnetisiert  und  verlor  in  15  Tagen  etwa  22  Vo 
seines  ursprünglichen  Momentes.  In  der  Zelt  vom  16.  auf  den 
18.  Tag  verlor  er  0'5**/„.  Wenn  man  nun  erwägt,  Jass  die 
.Vachwirkungen  immer  langsamer  ablaufen,  so  kommt  man 
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leicht  zur  Überzeugung,  dass  sich  ihr  Einfluss  jahrelang  be- 
merkbar machen  muss.  Aus  den  weiteren  Daten  für  Stab  Nr:  1 
und  Nr.  2  geht  hervor,  dass  das  Moment  nach  dem  Kochen 
während  der  Dauer  der  weiteren  Beobachtung  constant  ge- 
blieben ist;  nur  bei  Nr.  2  ist  ein  kleines  Sinken  nach  dem  ersten 
Werte  zu  beobachten,  und  hier  scheint  eine  Magnetisierungs- 
nachvvirkung  vorzuliegen. 

Die  Momentäiideritngen,  die  man  insbesondere  bei  alten 
Magnetstahlsorten  in  beträchtlicher  Grülie  und  Jahre  hindurch 
beobachtet,  sind  also  nur  Hartungs-  und  nicht  Magnetisierungs- 
nachwirkungen. Das  Verfahren  von  Strouhal  und  Barus  dient 
hauptsächlich  zur  Beschleunigung  des  Ablaufes  der  Härtungs- 
nachwirkungen und  wirkt  in  gleicher  Weise,  ob  man  den  Stab 
vorher  magnetisiert  oder  nicht. 

Ober  die  Dauer  und  die  Höhe  der  Magnetisierungsnach- 
wirkungen gibt  folgende  Beobachtung  einen  Aufschluss. 

Ein  bereits  im  Sommer  1898  gehärteter,  quadratischer 
Stahlstab  von  7'Dcm  Länge  und  S  mm  Dicke  wurde  zwischen 
den  Polen  eines  Plücker'schen  KlektrDnia.gnels  am  12./IV.  um 
3^51*  p.  m.  magi^etisiert  und  gleich  hierauf  das  Moment  beob- 
achtet. Es  wurden  folgende,  auf  den  gleichen  Wert  der  Hori- 
zontalcomponente  bezogene  Magnetometerablenkungen  a  ge- 
funden. 


12./! V.,  3"  52" 

p.  m. 

a  —  1045- 1 

Temperatur 

=  17-0* 

12,/IV.,  3*'  57"' 

p.  m. 

a  =  1044-3 

> 

=  17-0' 

12./IV.,  4^  2'" 

p.  m. 

az=  1043-3 

—  17-0' 

12./IV.,  4^  7"' 

p.  m. 

a=  1042-6 

» 

=  17-0** 

12./IV.,  4»'  18" 

p.m. 

«=  1041-6 

> 

=  17-0*' 

12./IV,,  5*^  1 1" 

p.  m. 

a=  1041  0 

» 

=  17-0' 

12./IV.,  3» 

p.  m. 

an  1040-7 

» 

=  17-0* 

I3,/1V.,  7*46» 

a.  m. 

a=  1039-3 

» 

=:  16-0' 

I5./IV.,  8"^  O« 

a.  m. 

a=  1037 '5 

=  16-0' 

17.  IV.,  8*30"* 

a.  m. 

a=i  1037-1 

» 

=  15'8' 

Wie  man  sieht,  dürften  die  Magnetisierungsnachwirkungen 
in  keinem  Falle  das  Moment  um  viel  mehr  als  \%  herunter- 
drücken, und  ihre  Dauer  beträgt  nur  wenige  Tage,  manchmal 
wahrscheinlich  nur  einige  Stunden. 
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Aus  den  vorliegenden  Beobachtungen  geht  hervor,  dass 
die  Moleciile  oder  Molecülgruppen  nach  einer  Härtung  lange 
nicht  zur  Ruhe  kommen,  respective  ganz  bedeutende  Lagen- 
änderungen durchmachen,  die  sich  hauptsächlich  durch  ihren 
Einfluss  auf  das  magnetische  Moment  äußern,  aber  jedenfalls 
auch  andere  physikalische  Eigenschaften  verändern,  worüber 
vorläufig  kaum  welche  Beobachtungen  vorliegen. 

Die  Untersuchunpr  der  Härtungsnachwirkungen  und  haupt- 
sächlich die  Beschleunigung  ihres  Ablaules  durcii  die  Tciiipe- 
ralureihohung  dürfte  übrigens  neben  einem  theoretischen  Inter- 
esse auch  eine  nicht  7ai  unterschätzende  praktische  BedelUlln!^ 
insbesondere  für  die  Herstellung  neuer  Magnetstahlsorten  haben. 
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Ober  die  Beziehung  zwischen  Permeabilität 

und  magnelischer  Nachwirkung 

von 

Ignaz  Klemencic. 
Aua  dem  physikalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Innsbruck. 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  25.  April  IttOl.) 

l'nter  der  magnetischen  Nachwirkung  versteht  man  be- 
kanntlich die  Erscheinung,  dass  weiches  Eisen  nur  sehr  langsam 
der  magnetisierenden  Kraft  folgt  und  olt  erst  nach  mehreren 
Minuten  die  einer  bestimmten  Feldstärke  entsprechende  maxi- 
male Intensität  annimmt;  ebenso  langsam  findet  dann  der 
Abfall  des  Magnetismus  nach  Unterbrechung  des  Feldes  statt. 

Die  magnetische  Nachwirkung  zeigt  sich  hauptsächlich  in 
schwachen  Feldern»  und  sie  ist  in  diesem  Gebiete  an  aus- 
geglühten Eisenstäben  zuerst  von  Lord  Rayleigh  und  von 
Ewing^  beobachtet  und  studiert  worden.  Später  haben  auch 
andere  Physiker,  insbesondere  Fromme,-  Mazzotto^  und 
d;r  \'ert"asscr  '  experimentelle  Heiträge  zur  Kenntnis  dieser 
Erscheinung  geliefert.  Das  Vorhandensein  eines  solchen  Phä- 
nomens i^t  jedoch  schon  vor  vielen  Jahren  von  F.  Kohl  rausch 
rtus  der  Analogie  mit  der  elastischen  Nachwirkung  vorausgesagt 
worden.  Kohlrausch  schreibt:  »Das  Maximum  des  magne- 


^  Proc.  Roy.  Soc,  Juni  1889.  Auch  Ewtng,  »Magnetische  Induction  in 
Eisen  und  verwandten  Metallen«»  S.  120. 

'  Wicdemanns  Annalen,  Bd.  Uö,  Jahrg.  1898,  S.  41. 

^  N'uov.  Cimento  (4),  11,  Jahrg.  1900,  S.  81;  auch  Beiblätter  zu  den 

Annalen,  Bd.  24,  Jahrg.  1900.  S.  1 166. 

*  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  106,  S.237  und  676.  Wiederaanns  Annalen, 
B163  (Jubelband),  S.61, 
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tischen  Momentes  wird  von  einer  bestimmten  Kraft  nicht  sofort 
hergestellt,  und  ebenso  verschwindet  auch  im  weichen  Eisen 
der  Magnetismus  erst  mit  der  Zeit.  Hienach  werden  die  ge- 
bräuchlichen Gesetze  über  Magnetismus  und  Scheidungskraft, 
gerade  wie  das  gewöhnliche  Elasticitatsgesetz,  eine  Modifica* 
tion  erfahren  müssen,  so  oft  man,  wie  häufig  vorkommt,  eine 
andere  als  die  Zeit  des  wirklich  erreichten  Gleichgewichtes 
vor  sich  hat.  Die  Übereinstiminun.ü:  dieser  Modilicalion  mit  den 
Cic^etzen  der  elastisclien  Nachwirlamg  aber  kann  umgekehrt 
als  der  beste  Prüfstein  für  die  Ürehungshypothese  benützt 
werden.« 

Kohirausch  hat  auch  einige,  diese  Sätze  bestätigende 
X'ersuche  gemacht,  ohne  sie  veröffentlicht  zu  haben,  weil  sie 
ihm  zu  provisorischer  Natur  schienen. 

Alle  Beobachter  benützten  zur  Untersuchung  ausgeglühte 
weiche  Eisendrähte.  Durch  das  Ausglühen  erlangt  der  Draht 
eine  gewisse  Weichheit,  respectlve  Permeabilität,  deren  Grad 
aber  wahrscheinlich  von  der  Nachbehandlung  nach  dem  Aus* 
glühen  (rasches  oder  langsames  Abkühlen)  abhängen  dürfte. 

Es  entstehen  nun  dte  folgenden  Fragen.  1.  Ist  die  Art  der 
Nachbehandlung  des  ausgeglühten  I3rahtes  von  Einlluss  auf 
seine  Permeabilität?  2.  Häni^t  die  magnetische  Nachwirkung  mit 
diesen  Umständen  zusammen  oder  ist  sie  nur  eine  Function 
des  Ausglühens  allein? 

Im  Nachfolgenden  wird  gezeigt,  dass  ein  ausgeglühter 
Eisendraht  umso  permeabler  ist,  je  langsamer  er  gekühlt  wurde; 
eine  Thatsache,  die  man  ja  erwarten  konnte.  Es  geht  aber  aus 
den  Beobachtungen  auch  weiter  hervor,  dass  die  magnetische 
Nachwirkung  von  der  Art  der  Abkühlung  und  daher  mittelbar 
von  der  Höhe  der  Permeabilität  in  der  Weise  abhängt,  dass  sie 
bei  den  frisch  ausgeglQht'jn  Stäben  ui'nsi>  niederer  auslallt, 
je  higher  die  Permeabilität  ist,  ein  Resultat,  das  nicht  ganz  un- 
interessant genannt  werden  kann.  Bei  den  Messungen  ist  auch 
auf  die  Beziehung  zwischen  dem  remanenten  Magnetismus  und 
der  magnetischen  Nachwirkung  Rücksicht  genommen  worden, 
und  es  hat  sich  dabei  ergeben,  dass  zwischen  den  beiden 
Größen  eine  gewisse  Relation  vorhanden  ist,  wonach  beide  im 
gleichen  Sinne  zunehmen.  Schließlich  sind  einige  Stäbe  längere 
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Zeit  (8  Stunden)  in  Paraffin  (140  bis  150°)  L;ek.,cht  worden, 
um  den  üintluss  einer  solchen  Temperaturerhöhung  auf  das 
magnetische  Verhalten  des  Eisens  zu  studieren. 

Die  Messungen  erstreckten  sich  auf  verschieden  lange 
(10  bis  50  cm)  und  verschieden  dicke  (4  bis  9  mtn)  Stäbe  aus 
steierischem  Eisen;  dieselben  wurden  hinsichtlich  der  magne- 
tischen Nachwirkung  vor  und  nach  dem  Ausglühen  bei  zwei 
verschiedenen  Feldstärken  (0*30  und  0*58  abs.  E.)  untersucht 
Die  Probestücke  wurden  im  Kohlenfeuer  bis  zur  Glut  erhitzt 
und  dann  entweder  in  Wasser  abgeschreckt  oder  in  Luft, 
respective  in  der  Kulile  selbst  erkalten  gelassen.  Die  Stärke 
>tier  Glut  war  nicht  in  allen  Fällen  ganz  gleich;  sie  lag  gewöhn- 
lich zwischen  Koth-  und  Weißglut. 

Die  Beobachtung  geschah  in  ähnlicher  Weise  wie  in  einem 
früheren  Falle ^  nach  der  magnetometrischen  Methode  aus  der 
ersten  Hauptlage.  Die  Wirkung  der  Magnetisierungsspule  (68 cw» 
lang,  15  Windungen  pro  1  cm)  war  mittels  einer  am  Magneto- 
meter angebrachten  Galvanometerrolle  durch  Abzweigung  des 
Magnetisierungsstromes  compensiert  Die  Magnetometernadel 
hatte  eine  Schwingungsdauer  von  ungefähr  1  Secunde  und 
kam  selbst  bei  großen  Ablenkungen  nach  4  Secunden  zur  Ruhe. 
Die  Beobachtung  der  magnetischen  Nachwukuni;  konnte  also 
erst  4  Secunden  nach  Hersteilung  des  Feldes  bc<;n]inen  werden. 
E>  wurde  dabei  folgender  Vor^anL;  eingehallen;  K\nc  Minute 
nach  Schließung  des  Magnetisierungsstromes,  respective  Her- 
stellung des  Feldes,  wurde  dieses  commuticrt  und  dann  sofort 
nach  4  Secunden  und  weiters  nach  Ablauf  von  60  Secunden 
die  Stellung  der  Nadel  abgelesen.  Unmittelbar  nach  dieser 
Ablesung  erfolgte  wieder  eine  Feldwendung  mit  Ablesungen 
nach  4  und  60  Secunden  auf  der  anderen  Seite.  Die  Stellungs- 
änderung  8  der  Nadel  in  der  Zeit  zwischen  4  und  60  Secunden 
nach  Commutierung  des  Feldes  betrachte  ich  als  die  dieser 
Zeit  entsprechende  Nachwirkung  und  die  Differenz  der  Ab- 
k-ungen  auf  beiden  Seiten  nach  4  Secunden  a  als  das  Maß 
der  Magnetisierbarkeit  des  betreffenden  Stabes.  Die  magnetische 
Nachwirkung  N  drücke  ich  sodann  in  Procenten  durch 


>  Diese  Sitzungsberichte,  Bd.  lOe,  1897,  S.  236. 
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aus 

Nach  der  letzten  Ablesung  wurde  der  Strom  unterbrochen 
und  nach  4  Secunden  abgelesen.  Die  Differenz  zwischen  dieser 
letzten  Ablesung  und  der  Stellung  nach  4  Secunden  auf  der- 
selben Seite  bei  geschlossenem  Strome  sei  «p,  dann  berechne 
ich  den  remanenten  Magnetismus  r  in  Procenten  nach  der 
Formel 

r7o=-^^-  100. 

Jeder  Stab  wurde  in  der  Weise  untersucht»  dass  abwech- 
selnd einmal  das  eine  und  dann  das  andere  Ende  dem  Magneto- 
meter  zugekehrt  war. 

Die  Eisendrähte  stammen  aus  der  Drahtzieherei  der 
Alpinen  Montangesellschaft  in  Graz.  Der  Draht  wird  dort  nach 
dem  Ausglühen  sehr  sorglaki^  gekühlt.  Nichtsdestoweniger 
zeigten  alle  ünter^uclUen  Drahtsorlen  nach  dem  Ausglühen  und 
!anus;iii-ier  Kühkmg  ein  bedeutendes  Anwaciisen  der  Magneti- 
sierbarkeit. Die  .Stäbe  werden  wohl  auch  nach  dem  Ausglühen 
in  der  Fabrik  einen  so  hohen  Wert  der  Permeabilität  besessen 
haben,  allein  es  ist  eine  schon  von  Lamont  beobachtete  That- 
sache,  dass  weiches  Eisen  mit  der  Zeit  ganz  beträchtlich  an 
magnetischer  Inductionsfähigkeit  verliert. 

Die  Entfernung  der  Stäbe  vom  Magnetometer  war  ver- 
schieden, daher  sind  die  in  den  Tabellen  eingetragenen  Werte 
von  QE  nur  relativ  richtig  und  nur  die  Werte  einer  und  derselben 
Tabelle  untereinander  vergleichbar. 

Von  den  Beobachtungsdaten  seien  hier  zwei  Tabellen  mit- 
getheiit,  welche  den  F^intluss  des  Ausglühens  und  ^!ie  Art  des 
Abkühlens  auf  die  Permeabilität,  die  magnetische  Nacljwirkung 
und  den  remanenten  Magnetismus  sehr  deutlich  erkennen 
lassen.  Die  übrigen  Tabellen  sind  im  Anhange  mitgetheüt. 

In  den  Tabellen  bedeutet: 

Num.  Die  Nummer  des  untersuchten  Stabes. 

H  die  Feldstärke. 

n  den  Stetlungsunterschied  der  Magnetometernadel  infolge 
Commutierens  bei  der  Ablesung  nach  4  Secunden. 
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N%  die  magnetische  Nachwirkung  in  Procenten. 
rVo       remanenten  Magnetismus  in  Procenten. 

Abk.  Die  Abkühlungsart,  und  zwar  W  in  Wasser,  L  in 
Luit  und  K  Iii  Kohle  gekühlt. 

Die  untersuchten  Stäbe  £]^leicher  Dicke  wurden  immer 
demselben  Drahthünvlel  entiiomnieii  und  waren  zumeist  Nv^ch- 
barslücke.  Wie  man  aus  den  Werten  der  Permeabilität  vor 
dem  Glühen  ersieht,  waren  die  betreüfenden  Drahtbündel  nicht 
durchaus  homogen. 

Was  nun  die  Wirkung  des  Ausglühens  und  der  darauf 
folgenden  Abkühlungsart  anbelangt,  so  ergab  sich  durch  die 
Abkühlung  in  Luft  und  Kohle  in  allen  Fällen  eine  Erhöhung 
der  Inductionsfähigkeit,  und  zwar  eine  bedeutend  stärkere  bei 
»Jer  Abkühlung  in  Kohle  als  bei  der  in  Luft.  Die  Abkühlung 
in  Wasser  setzte  die  Permeabilität  l"'is  aiil  einige  wenige  Falle 
i;ii;tier  herunter.  Dieses  Resultat  konnte  nach  unseren  gewöhn- 
lichen Erfahrungen  erwartet  werden. 

Tabelle  I. 


Stab  aus  Piiddeldsefi,  8  mm  dick,  50  cm  lang. 


1 

,  Kum.  1  H 

— * — '  ~ — 

Vor  dem  Glühen 

Nach  dem  Glühen 

Abk. 

a 

a 

110 

> 

1 

I 

0*30 

131 

2*3 

ll-O 

15-1 

28*2 

w 

0-58 

281 

1-3 

12-0 

262 

8-4 

21-0 

1  

i  - 

0-30 

143 

2-7 

100  , 

1 

165 

31 

10-0 

L 

0-5ß 

303 

i-5 

11-5 

357 

21 
1-5 

10-7 

1 

3 

■ 

1 

0-30 

132 

2;3 

10-4 

180 

8-7 

K 

0-58 

282 

1-3 

10-7  1 

1 

375 

1-0 

10-0 
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Tabelle  IL 
Stab  aus  Friseheiseii,  4  mm  diek,  40  cm  lang. 


Num.  1  H 

Vor  dem  Glühen  | 

Nach  dem  Glühen 

Abk. 

r% 

a 

l 

0-30 

37 

IM 

18-3 

32 

1 

13-7 

39-3 

W 

0-58 

89 

P2 

22-5 

87 

7-3 

33-4 

2 

0  •  31  > 
0-58 

34 

1  -0 

17'6 

38 

9-2 

30-7 

i 

82 
33 

0-6 

22-0  Ii  105 

5-3 

34-2 

3 

0-30 

l'Ü 

170 

44 

1-6 

190 
23-0 

A' 

0-58 

77 

0-6 

18*4 

110 

1-1 

Wenn  man  jedoch,  wie  schon  oben  erwähnt,  berücksichtigt, 
dass  die  Drahtbündel  bereits  in  der  Fabrik  einem  sehr  sorg- 
fältigen Glüh-  und  .Abkühlungsprocesse  unterworfen  wurden, 

so  üiidel  man  das  Kesultal  d«.ch  einigermaßen  überraschend. 
Auf  diesen  Punkt  soll  nuch  später  zurückgekummen  werden. 

Das  Vorhandensein  einer  magnetisclien  NachwirUuiig  lässl 
sich  bei  unausgeglühien  Stäben  gerade  noch  constatieren;  sie 
ist  bei  allen  Stücken  ziemHrh  gleich.  Nacli  dem  Ausglühen 
zeigt  die  magnetische  Nachwirkung  verschiedene  Werte,  Je 
nach  der  Art  der  Kühlung.  Am  stärksten  ist  sie  ausgeprägt  bei 
den  in  Wasser  abgeschreckten  Drähten,  am  wenigsten  bei  den 
in  Kohle  gekühlten  Stücken.  Die  Permeabilität  selbst  verhält 
sich  gerade  umgekehrt,  und  man  kann  sagen,  dass  nach  dem 
Ausglühen  die  magnetische  Nachwirkung  mit  abnehmender 
Permeabilität  zunimmt.  Es  muss  aber  darauf  aufmerksam 
gemacht  werden,  dass  viic  Probestücke  vor  dem  Ausylühen  bei 
gleicher  PcrmeabiüLät  beinahe  gar  keine  Nachwirkung  zeigen. 
Die  Werte  beziehen  sich  jedoch,  wie  schon  bemerkt,  nur  auf 
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die  Zeit  zwischen  4  und  60  Secunden  nach  der  Felderregung. 
Aus  den  Tabellen  ist  femer  zu  entnehmen,  dass  die  magnetische 
Nachwirkung  bei  niederer  Feldstärke  größer  ist  als  bei  höherer. 
Der  remanente  Magnetismus  zeigt  nach  dem  Ausglühen 

ein  ähnliches  Verhalten  wie  die  Nachwirkung  und  sinkt  mit 
zunchment-ler  Permeabilität.  Hinsichtlich  des  remanenten  Magne- 
lismus  gilt  im  all^^emeinen  die  Regel,  dass  er  bei  sehr  geringen 
Feldstärken  überhaupt  nicht  auftritt/  und  zwar  in  dem  Gebiete 
sogenannter  constanter  Susceptibilität;  hingegen  macht  er  sich 
bei  wachsenden  Feldstärken  umso  eher  bemerkbar,  je  größer 
die  Permeabilität  ist.  Ein  auf  irgendeine  mechanische  Art 
gehärtetes  Eisenstück  hat  eine  viel  geringere  Permeabilität  und 
Remanenz  als  ein  ungehärtetes.'  Die  vorliegenden  Beobach- 
tungen zeigen  also  ein  anderes  Verhalten  des  rasch  gekühlten 
Eisens,  als  wie  es  aus  den  Versuchen  mit  dem  mechanisch 
gehärteten  Eisen  zu  erwarten  war. 

Im  allgemeinen  war  die  magnetische  Nachwirkung  bei  den 
in  Wasser  gekühlten  Drahten  bedeutend  größer  als  bei  den  in 
Luft  gekühlten;  nur  in  einigen  wenigen  Fällen  zeigte  sich  ein 
etwas  anderes  Verhalten.  Diese  Abweichungen  dürften  wohl  in 
der  Intensität  des  Glühens  ihren  Grund  haben;  es  ist  ja  ohne 
weitere  Hilfsmittel  außerordentlich  schwer,  mehrere  Drähte 
durchaus  gleich  stark  zu  erhitzen;  ja  bei  längeren  Stücken 
kann  man  selbst  einen  einzigen  Draht  seiner  ganzen  Länge 
nach  schwer  zu  homogener  Glut  bringen.  Die  Stärke  des 
Giahens  ist  aber  jedenfalls  für  das  Verhalten  nach  der  Ab- 
kühUmg  sehr  maßgebend.  So  z.  B.  zeigte  eine  4  mm  dicker  und 
40 langer  Stab  aus  Frischeisen  bei  einer  Erhitzung  auf 
Kothglut  und  darauffolgender  Abkühlung  in  Wasser  eine  magne- 
tische X<ich Wirkung  v<»n  7*3''4,  ein  zweiter  Stab  von  der 
gleichen  Sorte  bei  einer  Erhitzung  zur  Weißglut  hingegen  eine 
solche  von  13-07,,. 

Der  Einfluss  längeren  Kochens  in  heißem  Paraffin  auf  das 
magnetische  Verhalten  weicher  Eisenstäbe  wird  durch  folgende 
Tabelle  III  illustriert. 


»  Vergleiche  iudtii>en:  Holitscher,  Drudcs  .Annalen,  Bd. 3,  1900,  S.G83. 
-  Ewing,  »Magnetische  Induction  etc.«,  S.  81. 
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Tabelle  III. 


Num. 

H 

Vor  dem  \ 
Glühen 

Xttcii  dem 
Glühen 

Abk. 

N&ch  Kochen 
in  Paraffin 

a 

1 

0-30 

0-7 

15-  0 

16-  4 

4) 

13-0 

31-0 

27*7 

30 

0-5 

12*4 

2 

0*30 

-\  1 

0*8 
l'l 

49 

8^ 
25 

31 

0-7 

13-4 

3 

0-30 

44 

16-7 

* 

74 

1 

19-2 

52 

t'4 

190 

4 

45 

1  •  i 

44 

0-7 

5 

0  •  au 

1 

l  ■  l 

j  s  •  1 

t-1 

Durch  ein  achtstündige^  Kuchen  in  ParalTin  vun  140  bis 
150"  ist  die  Permeabilität,  bezocren  auf  die  Werte  nach  dem 
Ausglühen,  durchwegs  herabgesetzt  worden,  und  die  magne- 
tische Nachwirkung  ist  beinahe  verschwunden;  im  Vergleiche 
mit  den  Werten  vor  dem  Glühen  zeigt  sich  jedoch  nur  bei  den 
Stäben  1  und  2  eine  Erniedrigung.  Die  Stäbe  4  und  5  wurden 
nicht  ausgeglüht,  sondern  nur  in  Paraffin  gekocht,  und  hier 
zeigt  sich  nur  eine  kaum  nennenswerte  Herabminderung  der 
Inductionsfähigkeit  und  ein  kleines  Nachlassen  der  magneti- 
schen Nachwirkung. 

Zur  Erläuterung  des  hier  beobachteten  Verhaltens  weicher 
Eisenstäbe  möge  folgende  iM-örterung  angestellt  werden.  Die 
Hauptbedingung  für  eine  große  Magnetisierbarbeit  des  Eisens 
scheint  eine  möglich^l  homogene  Lagerung  der  Eisentheilchen 
zu  sein.  Die  Homogenitäl  kann  gestört  werden  durch  Bei- 
mischung fremder  Stoffe^  durch  mechanische  Bearbeitung  oder 
durch  eine  rasche  Abkühlung.  In  allen  diesen  Fällen  ist  auch 
ein  Sinken  der  Permeabilität  zu  erwarten.  Es  wurde  jedoch 
schon  eingangs  erwähnt,  dass  bereits  von  Lamont  ein  Ab- 
nehmen  der  Inductionsfähigkeit  mit  derzeit  festgestellt  wurde. 
Ein  solches  folgt  auch  aus  unseren  Versuchen.  Die  Stabe 
zeigten,  trotz  dem  sorgfältigen  Glüh-  und  Kühlprocesse  in 
der  Fabrik,  nach  dem  hier  vorgenommenen  Ausglühen  eine 
beträchtliche  Steigerung  Jcr  Ma^neiisicrbarkciL  Es  musa  also 
angenommen  werden,  dass  die  Inductionsfähigkeit  in  der  Zeit 
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vom  Aus^'Iunen  in  Jcr  I^^ibrik  bis  zur  Anstelhinij  der  hier 
beschriebenen  X'crsuche  bedeutend  nachgelassen  hatte. 

Es  ist  eine  auch  in  der  Technik  bekannte  Thatsache,  dciss 
das  Eisen  mit  der  Zeit  härter  wird.  Wenn  wir  nun  dieses 
Härterwerden  durch  irgendeine  der  oben  genannten  Ursachen 
erklären  wollen,  so  können  wir  nur  annehmen,  dass  die  Homo- 
genität des  ausgeführten  Eisens  durch  eine  mit  der  Zeit  auf- 
tretende Krystallbildung  im  Inneren  der  Stäbe  gestört  wird.^ 
Eine  solche  Umbildung  dürfte  wahrscheinlich  bei  jeder  Tempe- 
ratur vor  sich  gehen;  sie  wird  jedoch  durch  eine  Erhöhung 
der  Temperatur  innerhalb  niäliiger  t irenzcn  (bis  200")  w  esent- 
lich  gefördert.  Hier  wären  ins!^csondere  die  Vei^uche  \<m 
l'arshall  und  Koyet^  zu  civvähnen,  welche  zeii^en.  das-^  die 
Hysteresis  der  Transformatorenbieche  infoige  der  Erwärmung 
mit  der  Zeit  beträchtUch  zunimmt. 

Während  nun  eine  Härtung  des  Eisens  durch  Beimischung 
gewisser  fremder  Stoffe,  speciell  des  Kohlenstoffes  oder  durch 
Kiystallbildung  in  der  Weise  wirkt,  dass  mit  dem  Anwachsen 
der  Härtung  sowohl  die  Permeabilität,  als  auch  die  magnetische 
Nachwirkung,  sowie  der  remanente  Magnetismus  bei  niederen 
Feldstärken  abnehmen,  ist  die  Wirkung  der  durch  rasches 
.A.  ivuhlcn  bewirkten  Inhomogenität  eine  ganz  andere,  indem 
sowohl  die  magnetische  Nachwirkung,  als  auch  der  remanente 
MagnetisHUis  gr<»lier  werden,  wenn  die  MagnclisierbarkciL  sinkt. 
Es  wäre  nicht  uninteressant,  auch  mechanisch  gehärtete  Stäbe 
hinsichtlich  der  magnetischen  Nachwirkung  zu  untersuchen. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  also  dahin  zu- 
sammengefasst  werden,  dass  die  magnetische  Nachwirkung  (in 
der  Zeit  zwischen  4  und  60  Secunden  nach  der  Felderregung) 
von  der  Art  der  Abkühlung  der  ausgeglühten  Drähte  ganz 
wesentlich  abhängt  und  umso  größer  ausfällt,  je  rascher  das 
Probestück  gekühlt  wurde.  In  gleicher  Weise  verhält  sich  bei 

1  Elektrolytisch  niedergeschlagenes  Eisen  ist  sehr  hart  und  kann  durch 
Ausglühen  weich  gemacht  werden.  Die  Bildung  von  Kiystallen  während  des 
dektrolytischen  Ausscheidens  ist  sehr  wahrscheinlich,  Vide:  W.  Leick,  Wied. 
Ann.,  Bd.  58.  S.  691. 

^  Vide:  Erich  Schmidt,  »Die  magnetische  Untersuchung  des  Eisens  und 
verwandter  MeUUe«.  Halle  a.  S.,  1900,  S.  III. 


Digitized  by  Google 


430 


I.  KlemenciS, 


niederen  Feldstärken  auch  derremanente  Magneiisnuis,  u  ahi  cnd 
die  Permeabilität  ein  entgegengesetztes  Verhallen  zeigt.  Die 
Eisenstäbe  weisen  jedoch  hinsichtlich  dieser  drei  Größen  eine 
andere  Relation  auf»  wenn  sie  einen  gewissen  Zustand  der 
Permeabilität  nicht  durch  die  Nachbehandlung  nach  dem  Aus* 
glühen,  sondern  durch  irgendeine  andere  Art,  wie  z.  B.  durch 
mechanischen  Zug  oder  durch  eine  zeitliche  Veränderung  der 
inneren  Structur  erreicht  haben. 

Bei  gleicher  Permeabilität  können  Remanenz  und  Nach- 
wirkung verschieden  ausJalien,  je  nach  der  Vorgeschichte  des 
benützten  Stabes. 

Tabelle  IV. 
Stob  aus  Puddeleisen,  9  mm  dick,  50  cm  lang. 


1 

H 

Vor  dem  Glühen     |   Nach  dem  Glühen 

Abk. 



!t 

r% 

0-30 

158 

(»•9 

1 

92 

10-9 

15 

1 

0-58 

320 

0*6 

6  i 

202 

6'7 

15 

0-30 

169 

1'3 

10 

205 

1  -9 

5'5 

L  1 

0*58 

343 

0-8 

^\ 

417 

1'2 

7-5 

(»•30 

178 

1  •  1 

5  1 

225 

11 

0-7 

i 

1 

U"5S 

365 

üO 

5  , 
j 

462 

6  5 

Num. 


Tabelle  V. 
Stab  aus  Puddcleisen,  4  mm  dick,  40  rr/i  lang. 


Vor  dem  Glühen 


Nach  dem  Glühen 


Num. 


H 


VO/ 


Abk. 


1 

0-30 

34 

0*6 

10-9 

27 

13-7 

25*1 

W 

0-58 

73 

0-5 

12-0 

7-0 

23-5 

2 

0-30 

34 

0-9 

7-8  1 

40 

4-4 

15-8 

L 

5 '58 

74 

0*4 

12-3 

89~ 

3-2 

23-8 

3  • 

34 

0-7 

9-5 

57 

l  •  0 

11-6 

K 

0-58 

73 

Ü-4 

110 

,  128" 

) 

1 

1-6 

1 1  •  (') 
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Tabelle  VI. 
Frischeisen,  g  m>;i  dick,  &Q.cm  lang. 


^  Num. 

Vor  dem  Glühen 

Nach  dem  («iü'.cii 

Abk. 

OL 

'II 

'»  lo 

•-0/ 

1 

m 

1-4 

i 

18-1 

aa 

11-2 

38  •  2 

W 



209 

-  " 

0-3 

1 

19-3 

6-  1 

« »  30 

KI 

1  ■  1 

18-0 

8-18 

32-8 

9 

L 

0-58 

(»•7 

19  M) 

1 

1 

All 

29-7 

0-30 

1-5 

20-0 

2-0 

22-r> 

3 

K 

0  •  58 

2^ 

0-9 

i 

•>>u> 

1 

i 

1-2 

22  S 

Tabelle  VII. 
Frischeisen,  &mm  dick,  2Qcm  lang. 


Kum. 

IL 

Vor 

dem  (ilühen 

Nach  dem  Glühen 

Abk. 

a 

^  ,0 

fx 

-i*  /n 

1 

0  •  30 

AI 

1  -3 

ll-i") 

1 

AA 

17-3 

W 



0-58 

im 

0-7 

10- 

Iii 

2-0 

16-4 

0-30 

Aü 

1-1 

11-2 

äü  ' 

18 -ti 

L 

0-58 

100 

0-6 

8-2 

LLA 

aii 

IH'2 

1 

1 
■ 

0-30 

AI 

0-9 

10-7  ' 

1  -9 

12-0 

K 

O-öS 

0-6 

Iii  I 

1 

1 

US 

1  -0 

Sitzb.  d.  matficm.-naiurw.  Cl.;  CX.  V.d.,  .^b'.  i.  II.  a, 
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Tabelle  VllL 


Prischeiseiii  6  mm  diele,  10  cm  laag. 


Nun« 

Vor  dem  Glühen 

1 

Nach  dem  Glühen 

a 

r% 

1  " 

^  iO 

t 

0-30 

18 

0-9 

5-5 

i 

!  18 

5-0 

10 

W 

0-58 

37 

0-5 

Vi 

2-6 

~9  5 

2 

0-30 

19 

()•() 

6-2 

'  19 

4-5 

7*9 

L 

0-58 

38 

0-4 

Ii  •  < ) 

41 

2-t> 

8-2 

3 

0-30 

18 

1  -o 

"e-o 

21 

6-7 

K 

O'öS 

38 

"o"  6 

4T 

1  43 

16 

5*4 
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XL  SITZUNG  VOM  9.  MAI  1901. 


Erschienen  ;  Si  tzungs berichte,  Bd.  1 10.  Abth.  ll.b,  Hcfl  I  (Jamicr  1901). 

Der  Vorsitzende,  Präsident  E.  Sueß,  verliest  eine 
Zuschrift  des  Curatoriums  der  kaiserlichen  Akademie, 
worin  mit^etheilt  wird,  dass  Seine  kaiserl.  und  königl  Hoheit, 
der  Durchlauchtigste  Herr  Erzherzog  Curator,  bei  der  dies- ' 
jährigen  feierlichen  Sitzung  erscheinen  und  dieselbe  mit  einer 
Ansprache  eröffnen  wird. 

Die  Mnrine-Sectir.n  des  k.  und  k.  Keichs-Knegs-Mini- 
äieriums  übersendet  eine  für  die  Berichte  der  Commission 
für  oceanographische  Forschungen  bestimmte  Abhand- 
lung von  k.  und  k.  Linienschiffs-Lieutenant  Herrn  C.  Arbesser 
V.  Rastburg:  »Geodätische  Arbeiten«.  (Expedition  S.  M. 
Schiff  »Pola«  in  das  Rothe  Meer,  südliche  Hälfte,  September 
1897  bis  März  1898.) 

Das  vv.  M.  Herr  I*rof.  Franz  Exner  legt  eine  Abhandlung 
von  Herrn  Prof.  G.  Jäger:  «Über  das  elektrische  Feld 
eines  eliipsoidischen  Leiters«  vor. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 
Abhandlung  von  den  Herren  Prof.  H.  BÜtz  und  G.  P renn  er 
in  Kiel!  »Ober  die  MolekelgrölSe  und  Dampfdichte  des 

Schwefels«. 

Femer  überreicht  derselbe  zwei  in  seinem  Laboratorium 
ausgeführte  Arbeiten: 

I.  »Condensation  von  Isobutyraldehyd  mit  p-Oxy- 
benzaldehy  d«>  von  Herrn  A.  Hildesheimer; 

II.  -Condensation  von  a-Oxyisobutyraldehyd  mit 
AcetaMehyd«,  von  Herrn  J.  Roesler. 
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Seibblandige  Werke  outr  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  emgelangt: 

Albert  I,  Prince  Souverain  de  Monaco«  Resultats  des 
Campagnes  scientifiques  accomplies  sur  son  yacht  Fasci- 
cule  XVII,  XVIII.  Imprimerie  de  Monaco,  1900.  4« 
—  Notes  de  Gcograpliie  biologique  marine.  Berlin,  1900.  8" 

Council  of  thc  Fridtjül  N\ia.-.cn  i-'iind  for  tr  c  Advance- 
mcnt  of  Science,  Thc  Noruc^ian  North  Polar  Expedi- 
tion 189^3  —  l8üo.  Scientific  Rcsuits  edited  by  F.  Nansen. 
Volume  II  London.  1901.  4^ 

Universität  in  Aberdeen,  Aberdeen  University  Studies 
I.  Alumni  of  King's  College.  II.  Record  of  Old  Aberdeen 
HI.  Place  Names  of  W.  Aberdeen.  Aberdeen,  Groß-8®. 

Wislicenus  J.«  Sir  Edward  Frankland.  8^ 
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Compressibilität  und  Cohäsion  der  Flüssig- 
keiten 

von 

Prof.  Dr.  O.  Tumlirz  in  Czernowitz. 

(Vorgelegt  iii  der  Sitzung   am   25.  Aphl  1901.) 

In  der  Abhandlung:  »Das  Conipressibilitatsgesetz  der 
Flüssigkeiten«  ^  habe  ich  c^eze-gt,  das?  die  Compressionsverhält- 
nisse  der  tropfbaren  Flüssigkeiten  sich  durch  die  Formeln 


und 


wobei 


Vf-4raAn  „- 


ist.  wiedergeben  lassen.  Hierin  bedeiuen  v  das  in  Cubikmcter 
gemessene  Volumen  von  1  k  der  betreffenden  Flüssigkeit,/?  den 
Druck  in  Atmosphären,  T  die  absolute  Temperatur,  m  das 
Moieculargewicht  und  a  eine  Constante.  Die  Formel  II)  bezieht 
sich  auf  starke  isothermische  Compressionen  und  es  bedeuten ' 
hierin,  v^,  die  Anfangswerte  und  t;„,  pn  die  End  werte  von 
Volumen  und  Druck.  Nach  dieser  Formel  wurden  die  Com- 
pressionen berechnet»  welche  Amagat  bei  Wasser  und  Äther 
bis  zu  3000  Atmosphären  und  Barus  bei  Äthylalkohol  bis  zu 
•40*J  Atmosphären  ausführten. 

J  Diese  SiUungsber.,  Bd.  CIX,  Abth.  lU.  März  1900. 
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Integrieren  wir  die  Gleichung  IX  indem  wir  Tals  constant 
ansehen»  so  erhalten  wir 

I         \2  22bmp  _ 

v—a  T 

wo  F  als  eine  Function  von  T  zu  betrachten  ist,  oder  wenn  wir 
TFz=  12 -225««/^  setzen, 

12'22om 


Hierin  ist  wieder  die  Größe  P  als  eine  Function  von  T  zu 
betrachten.  Die  Formel  II)  geht  aus  dieser  letzteren  Gleichung 

hervor,  wenn  man  die  Gleiciiung  bei  derselben  Temperatur  7* 
citimal  aul  den  Anfangszustand  (r,,  p^)  und  da.«>  andcicinal  auf 
den  ICndzustand  (v„,  p„)  bezieht  und  dann  aus  beiden  Glei- 
chungen P  eliminiert. 

Die  Gleichung  1)  ist  nichts  anderes  als  die  Zustands- 
gieichung der  Flüssigkeit,  und  was  die  Gröüe  P  anbelangt,  so 
ist  leicht  einzusehen,  dass  sie  den  Cohäsionsdruck  der 
Flüssigkeit  bedeutet.  Wir  wollen  das  letztere  durch  eine  kurze 
Betrachtung  näher  darthun. 

Nach  den  von  van  der  Waals  gegebenen  Anschauungen 
haben  wir  in  den  Flüssigkeiten  und  Dämpfen  mechanische 
Systeme  zu  sehen,  welche  neben  den  för  die  vollkommenen 
Gase  clKu.iklciisli^chjn  Eigenschaften  noch  eine  durch  innere 
Anziehungskräfte  bestimmte  Culia-^ion  besitzen.  Vollkommeiie 
(jase,  welche  keine  inneren  Kräfte  besitzen,  haben  die  lugen- 
schaft,  dass  bei  einer  umkehrbaren  isothermischen  Ausdehnun^t» 
die  von  auüen  zugeführte  Wärme  ebenso  groß  ist,  als  die  nach 
außen  abgegebene  Arbeit,  und  dass  umgekehrt  bei  einer  um- 
kehrbaren isothermischen  Zusammendrückung  die  nach  außen 
abgegebene  Wärme  ebenso  groß  ist,  als  die  von  außen  zugc.. 
führte  Arbeit;  daher  gilt  für  sie  nach  der  mechanischen  Wärme« 
theorie  die  Differentialgleichung 
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Die  Lösung  dieser  Difterentialgieichung  ist 

=  9  y~ j    oder   p  =  T^{v)t  ...  3) 

wo  f  und  ^  beliebige  Functionen  bedeuten.  Die  einfachste 
Form  dieser  Function  ist  das  Mariotte-Gay  Lussac'sche  Gesetz 

T 

p  =  

12*225i»v 

Da  dieses  Gesetz  die  Gleichung;  für  jenen  Zustand  ist, 
viem  alle  Gase  der  Natur  bei  fortgesetzter  X'erdünnung  zu- 
streben, sn  sind  in  der  Gleichung  3)  für  '^^{v)  nur  solciie 
Functionen  zu  nehmen,  welche  für  ein  unendhch  großes  v  zum 
Mahotte-Gay  Lussac'schen  Gesetze  führen. 

Das  mechanische  System  soll  aufier  den  für  vollkommene 
Gase  charakteristischen  Eigenschaften  noch  eine  durch  innere 
.Anziehungskräfte  bestimmte  Cohäsion  haben.  Nach  den  Grund- 
gleichungen der  Hydrostatik  hat  dann  der  Druck  im  Innern  der 
Flüssigkeit  einen  größeren  Wert,  als  der  Druck  auf  die  Gefäß- 
wände. Wird  nämlich  ein  sehr  kleines  Massentheilchen  it  un- 
endlich wenig  verschoben  und  wird  dabei  die  Aibeit  ^dA 
geleistet,  so  ist  die  dieser  Orisveranderung  entsprechende 
Diuci<änderung  dp  gegeben  durch 

äfzikdA,  ...4) 

wo  k  die  Dichte  bedeutet.  Rückt  das  Massentheüchen  aus  der 
Oberfläche  in  das  Innere,  so  leisten  die  Anziehungskräfte  eine 
positive  Arbeit,  und  deshalb  muss  der  Druck  im  Innern  größer 
sein,  als  in  der  Oberfläche. 

Sowie  mehrere  Kräfte,  welche  an  einem  und  demselben 
Punkte  angreifen,  sich  gegenseitig  nicht  beeinflussen  und  jede 
Kraft  so  wirkt,  als  käme  sie  allein  zur  Geltung,  so  muss  auch 
^ei  dem  betrachteten  mechanischen  System  festgesetzt  werden, 
dass  diejenige  EigenschaÜ,  welche  für  sich  allein  zu  dem  durch 
die  Gleichung  3)  bestunmten  Drucke  p  führt,  durch  die 
Cohäsion  nicht  beeinflusst  wird. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  eine  Flüssigkeit  oder  ein  Dampf 
iiliseits  von  festen  Wänden  eingeschlossen  sei  und  stellen  wir 
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uns  ferner  vor,  dass  von  einem  gewissen  Momenie  an  die  Co- 
häsion  verschwinde,  dann  muss  der  iJruck  auf  die  Gefäßwände 
denjenigen  Wert  annehmen,  welcher  durch  die  Gleichung  3) 
bestimmt  ist. 

Was  die  Anziehungskräfte  anbelangt,  so  sprechen  viele 
Thatsachen  dafür,  dass  von  den  Anziehungskräften,  welche  auf 
ein  Massentheilchen  wirken,  nur  jene  in  Betracht  kommen, 
welche  von  den  in  der  allernächsten  Umgebung  liegenden 

Massentheilchen  herrühren,  und  dass  die  Grenze  dieser  wirk- 
samen Umgcl'ur.i;  in  ciiici  alliierst  geringen  Knllci  i,i.ing  licgl. 
Kin  im  Innern  belindliches  Massentheilchen  erfälirt  daher,  weil 
alle  Massentheilchen,  deren  Kiaftvvirkungcn  in  Betraclil  kuniinen, 
um  das  erstere  symmetrisch  vertheilt  sind,  gar  keine  Kratt- 
wii  kung,  und  denken  wir  uns  innerhalb  der  Substanz  parallel 
zur  Oberfläche  eine  Fläche  so  gezogen,  dass  diese  Flüche  für 
jedes  Oberflächentheilchen  gerade  die  Grenze  der  wirksamen 
Umgebung  darstellt,  so  werden  alle  von  dieser  Fläche  ein- 
geschlossenen  Massentheilchen  keine  Kraftvvirkung  erfahren. 

Ziehen  wir  jetzt  die  Grundgleichungen  der  Hydrostatik 
heran  und  nehmen  wir  an,  dass  keine  äußeren  Kräfte  wirken, 
so  sehen  wir,  dass  alle  diese  Massentheilchen  unter  demselben 
Drucke  stehen.  Bezeichnet  /'  den  Druck  in  der  Oberlläche  und 
p-\-P  den  Druck  im  hinein,  sn  hat  der  Druck  p-hl'  für  alle  die 
genannten  Massentheilchen  denselben  Wert.  Da  die  genannten 
Massentheilchen  sich  so  verhalten,  als  wiire  ihre  Cohäsi<^n 
ganz  verschwtinden,  so  muss  nach  dem  früher  Gesagten  der 
Druck  p-^P  denjenigen  Wert  haben,  welcher  durch  die 
Gleichung  3)  bestimmt  ist,  nämlich  den  Wert 

P'\'P=  mu).  ...5) 

Diese  Gleichung  kommt  in  Übereinstimmung  mit  der 
Gleichung  1),  wenn  wir 

12  225i«(v— a) 

setzen  und  /*  als  eine  i^'unctiun  \  «mt  T  allein  betrachten.  Die 
Größe  r  in  dei  Gleichung  1)  ist  also  der  Lohäsionsdruck  im 
Innern  der  Flüssigkeit. 
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Ks  ist  auffallend«  dass  der  Cohäsionsdruck  P  bei  den 
Flüssigkeiten  nur  von  der  Temperatur  allein  abhängen  soll. 
Freilich  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  das  Compressibilitäts- 
gesetz,  wie  die  Versuche  von  Barus  über  die  Compresston  des 
Äthylalkohols  zeigen,  nur  für  Temperaturen  gilt,  welche 
beträchtffch  unter  der  kritischen  Temperatur  liegen.  Wollen  wir 
die  Krschcinimgcn,  welche  die  Flüssigkeiten  und  Dainpfo  clar- 
bieten,  in  der  W'ei.sc  beschreiben,  üass  wir  die  Flüssigkeiten 
und  Dämpfe  als  mechanische  S3'steme  von  den  oben  genannten 
Eigenschaften  betrachten,  so  müssen  wir  wegen  des  Umstandes, 
dass  der  kritische  Zustand  einen  stetigen  Übergang  zwischen 
dem  Dampfzustände  und  dem  Flüssigkeitszustande  vermittelt, 
die  Cohäsionskräfte  des  Dampfes  und  die  der  Flüssigkeit  als 
gleichartig  annehmen.  Der  kritische  Zustand  verlangt  aber, 
dass  der  Cohäsionsdruck  auch  eine  Function  des  speci Aschen 
Volumens  v  ist. 

Wenn  nun  die  Compressionserscheinungen  der  Flüssig- 
keiten so  verlaufen,  dass  der  Cohäsionsdruck  von  dem  speci- 
fischen  V'okunen  gar  nicht  abzuiuuigen  scheint,  so  folgt  daraus, 
dass  der  Cohäsionsdruck  nur  eine  solche  I'^unction 
des  spcci  fi seilen  Volumens  sein  kann,  dass  seine 
Abhängigkeit  vom  specifischen  Volumen  in  einer 
tropfbaren  Flüssigkeit  bei  Temperaturen,  welche 
beträchtlich  unter  der  kritischen  Temperatur  liegen, 
fast  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Bei  Temperaturen, 
welche  beträchtlich  unter  der  kritischen  Temperatur  liegen,  ist 
der  Unterschied  zwischen  der  Dichte  der  Flüssigkeit  und  der 
Dichte  des  Dampfes  bedeutend,  und  wahrscheinlich  liegt  hierin 
der  Grund  des  genannten  Verhaltens.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  es 
wäre  de!  LA»liäsionsdruck  durch 


i>estimmt,  wo  ^{T)  und  x(^)  gewisse  Functionen  \(>n  T  be- 

deuten,  so  wäre  es  möglich,  dass  der  Kxponcnt  ^'  „  einer- 

seits  für  die  Flüssigkeit  sehr  groß  und  anderseits  für  den 
Dampf  sehr  klein  ist;  man  könnte  dann  den  Cohäsionsdruck  im 


Digitized  by  Google 


442  O.  Tumlirz. 

eiblen  Fall  gleich  ^(T)  und  ini  zweiten  Kalle  gleich  ^^(^Xl??.. 

fr* 

setzen. 

Auch  die  in  der  Gleichung  1 )  auftretende  Constante  a  kann 
möglicherweise  eine  Größe  sein,  welche  sich  in  der  Flüssigkeit 

auf  eine  Constante  rcduciert,  während  sie  im  Dampf  mit  v 
variabel  ist. 

Schreiben  wir  jetzt  die  Gleichung  1)  in  der  Form 

T 

p  ~  «  .  _  ö) 

l2-*22r)m  {r—a) 

so  ergibt  sie  die  (Jröüe  des  Cohäsionsdruckes.  Jm  folgenden  ist 
der  Cohiisionsdruck  für  mehrere  Flüssigkeiten  nach  dieser 
(«leichung  berechnet  worden. 

Der  Cohüsionsdruck  ist  eine  Größe,  welche  sich  der 
directen  experimentellen  Prüfung  entzieht.  Da  aber  der  Co- 
häsionsdruck  noch  auf  einem  anderen  Wege  erhalten  werden 
kann,  indem  man,  wie  Stefan  es  /,um  eistenmale  gethan  hat,' 
den  Arlieitswert  der  inneren  X'erdampfunLjswiirine  als  jene 
Arbeit  aiiMCht,  welche  xur  Überwindung  der  Cohäsion  geleistet 
werden  niuss,  so  bildet  der  Cohksionsdruck  das  liinde- 
glied  zwischen  der  Com pre s s i  b i  1  i  tiit  und  der  Ver- 
dampfung, hei  der  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  können 
wir  zwei  Phasen  unterscheiden: 

1.  den  Übergang  von  Flüssigkeitstheilchen  aus  dem  Innern 
der  Flüssigkeit  in  deren  Oberfläche  und 

2.  das  Aufsteigen  dieser  Theilchcn  von  der  Oberfläche  in 
den  Dampfraum. 

Ist  [L  die  Masse  eine>  l'liissi^^keilstheilchens,  ^o  wollen  wir 
die  .\rbeit.  welche  tür  den  ersten  Übergang  nölhig  ist,  mit  [xA 
und  die  Arbeil,  welciie  für  den  /.weiten  Übergang  nölhig  ist, 
mit  ii.B  bezeichnen.-  A  und  JJ  sind  dann  die  betreffenden 

>  Diese  Silzuiigsbcr..  f'.vl.  X(  IV.  Il.i.  S  4,  l88ti. 

-  Jede  iliesei  .Arheitcn  besieht  eii;eiitli,;li  aus  zwei  Thcilci-  lieim  erslcn 
(■hei;;iiii;;e  leiste!)  naiiilijh  die  Cwliäsioiiskraftc  dci  KU'issi(;kcit  eine  iic};;itive 
Arbeit  und  die  Coha.sionskjaüc  des  Dainpics  eine  positive  .\rbcit;  beim  zweiten 
ObctKasig  lci!»tcn  wieder  die  Cohäsionnkräfle  der  Flüsjsigkeit  eine  negative  AiWl 
und  die  CahÄ^ionftkräfte  des  Dampfes  eine  positive  Arbeit. 
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Arbeiten  pro  Masseneinheit  und  ihre  Summe  >4+i9  ist  nichts 
anderes  als  der  Arbeitswert  der  inneren  latenten  Wärme  des 

Dampfes. 

Stefan  hat  a.  a  O.  gezejG:t,  dass  wenn  die  MolcI<iile  des 
Dampfes  von  jenen  der  Flüssigkeit  m  kcinei'  Weise  vcrsciiieuen 
sind  und  wenn  tnan  ferner  annimmt,  dass  die  Dichte  der 
Flüs^iiTkeit  bis  an  die  Oberfläche  die  gleiche  ist,  die  Arbeiten  A 
und  ß  einander  gleich  sind.  Stefan  sprach  diese  Gleichheit 
aus  sowohl  unter  der  Annahme,  dass  die  Cohäsionskräfte  die 
Natur  der  Laplace*schen  Capillarkräfte  haben,  als  auch  unter 
der  Annahme,  dass  die  anziehenden  Kräfte  nur  zwischen  den 
unmittelbar  aneinanderliegenden  oder  sich  berührenden  Mole- 
külen ausgeübt  werden,  ähnlich,  wie  es  bezüglich  der  Affini täts- 
kräfie  anj;enommen  wird,  welche  die  Atome  zu  einem  Moleküle 
\ercin:^cn.  In  Wirkliciikcit  bind  wir  über  die  Natur  der  Co- 
häsionskräfte und  über  die  Rc^cbaftenheit  der  Oberfläche  der 
Flübbigkeit  noch  v«'»nm  im  unklaren  und  daher  können  wir  von 
vi>rherein  noch  nicht  wissen,  ob  bei  einer  Flüssigkeit  die 
Arbeiten  A  und  B  einander  gleich  sind  oder  nicht. 

Einen  Aufschluss  über  diese  Frage  können  wir  aber  er- 
halten, wenn  wir  einerseits  den  Cohäsionsdruck  aus  der  Glei- 
chung  6)  berechnen  und  anderseits  die  Gleichung  4)  längs 
einer  Linie  integrieren,  welche  von  der  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit in  deren  Inneres  führt.  Die  Integration  gibt 

P  —  k,A  ..7) 

oder,  wenn  wir  für  die  Dichte  das  speci fische  Volumen  ein- 
führen, 

A—Pv.  ...«) 

Die  Gleichung  6)  gibt  den  Cohäsionsdruck  in  Atmosphären 
an;  wollen  wir  die  Arbeit  A  in  Kilogrammeter  ausdrücken,  so 
haben  wir  die  aus  der  Gleichung  6)  hervorgehende  Zahl  noch 
mit  10333  zu  multiplicieren.  Bedeutet  ferner  p  die  innere  latente 
Wärme  des  Dampfes,  so  ist  deren  Arbeitswert  gleich 

424p=zA+ß.  ,..9) 

Diese  Größe  ist  durch  das  Experiment  bestimmbar.  Ziehen 
wir  von  dieser  Größe  die  durch  Gleichung  8)  gLgei)cne  Arbeiis- 
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grÖ6e  A  ab»  so  erhalten  wir  die  Arbeitsgröße  B,  und  nun 
können  wir  entscheiden,  ob  A  und  B  einander  gleich  sind 
oder  nicht. 

Im  folgenden  werden  fünf  Flüssigkeiten  betrachtet,  und 
Zvvai  iiw  wli,';U(>lilenstorf,  Chiorüluini,  Henzol.  Wasser  und 
Athylaikuiiol.  Die  Arbeit-^i^rcißen  A  und  B  >\nd  bei  den  drei 
erstgenannten  I'lüssigkeiien  bei  niederen  Temperaturen  that- 
sächlich  gleich,  dagegen  sind  sie  beim  Wasser  und  Aihyl- 
alUnhol  und  bei  den  hr)licrcn  Temperaturen  auch  beim  Sclnvefel- 
kohienstofT  verschieden.  Beim  Wasser  ist  die  Verschiedenheit 
so  gro0,  dass  z.  B.  bei  0*  C.  B  3*  694  mal  größer  ist  als  A,  Beim 
Äthylalkohol  ist  bei  0""  C.  B  2 '562  mal  größer  als  A, 


Schwefelkohlenstoff. 
m  =  75' 93,  a  =  0- 00064052. 


l 

i  " 

Millimeter 
Quecksilber 

P 

P 

Almo- 
sphären 

A 

B 

Cels. 

424 

424 

0 

127-91 

0MK)077:iS<S 

2202-3 

.S2  •  79 

4  1  •  53 

41-20 

10 

Il)H-40 

7S272 

2141 -0 

81  -(U 

40-84 

40-77 

20 

2Ü8Ü3 

70206 

2080-0 

80-34 

4015 

40-19 

30 

434*62 

80168 

2022-6 

79-00 

39 '52 

39 -4S 

40 

61 7 

81180 

1965-9 

77-57 

38-89 

88-68 

50 

857-07 

82247 

1909-6 

76-07 

88-28 

37-79 

60 

n64*5i 

83382 

1852-7 

74-48 

37-05 

36-83 

70 

I552*0.) 

84432 

18U-t 

72-82 

37-27 

35-55 

80 

2032  •f)». 

85600 

1762-1 

71-06 

36-76 

34-30 

90 

261 9  OS 

86820 

1714-2 

69-24 

36-27 

32-97 

1 00 

332')-  IT) 

SS  1  1  2 

1 005 • 5 

07  -  -M 

35-76 

31-37 

1 10 

4164-00 

894150 

Um  S  •  4 

65-34 

35  •  29 

30-05 

1     1 20 

r.l4s-  70 

901*40 

l  r)(37  3 

63-27 

34  •  74 

28-53 

1    1  :K) 

0201 -00 

«)2.'>ftO 

1517-6 

61  -13 

34-21 

26-92 

1  140 

94185 

1466*6 

58-91 

33-66 

25-25 

[ 

95995 

1414-6 

56-6i 

33-09 

S3>52 
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Die  Volumina  v  wurden  von  0"  bis  50°  nach  der  Formel 
von  Pierre,  für  die  höheren  Temperaturen  nach  der  P^oimel 
V'.n  Hirn  berechnet.  Die  Werte  für  p  wurden  den  Zeuner'schen 
Tabellen  entnommen 

Der  Cohäsionsdruck  P  lässt  sich  hier  als  eine  lineare 
Function  der  Temperatur  darstellen,  und  zwar  durch 

P  =  2176-4— 5-0917/.  ...  10) 


in  der  lolgenden  Tabelle  stehen  die  nach  dieser  Gleichung 
berechneten  Werte  von  P  und  daneben  ihre  Differenz  gegen 
die  obigen  Werte,  ausgedrückt  in  Procenten. 


1 

/ 

F 

DifTcrcn/ 
in 

Procenten  « 

1 

Differenz 
tn 

Procenten 

0 

2176*4 

—  1*18 

80 

1769*1 

-4-0*39 

10 

2125*5 

-0-72 

1  90 

1718*1 

H-0'23 

30 

2074*6 

—0  26 

1  100 

1867*2 

-hO'lO 

30 

2023  0 

-hO'Oö 

1  10 

1  »5 1  (5  •  3 

—  0-  13 

40 

1972-7 

4-0 -34 

120 

ir)(i.')-4 

0-  13 

öO 

1921-8 

-4-0  Ü4 

130 

1514-5 

— ()-20 

1  00 

1870-0 

-HO  98 

140 

14(33-t> 

—0-20 

1 

70 

1820-0 

H-0-40 

^  150 

1412-6 

—014 

Chloroform. 

«ff  =:  119*08.  Die  Größe  a  wurde  aus  den  Compressions- 
versuchen  von  Grassi,  Grimaldi  und  Amagat  abgeleitet  und 
a  =  0'00055852  gefunden.  Da  die  V'ersuchsergebnisse  von 
Grassi  und  Grimaldi  voneinander  sehr  stari\  abweiciien,  i^o 
hat  der  VV^ert  für  a  keine  große  Sicherheit. 


Cels. 

Millimeter 
Quecksilber 

f 

P 

P 
Atmo- 
sphären 

P 

.1 

H 
424 

0 

50*72 

0*00065518 

1940*1 

62*47 

30-97 

31*50 

.0  j 

100*47 

66275 

1864*1 

61  31 

30  n 

31*20 

20  1 

•  1 

160*47 

4 

67078 

1791*8 

60*16 

29-29 

30*87  1 

] 
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Die  Werte  für  p  wurden  den  Zeuner'schen  Tabellen  ent- 

nommen. 

Benzol. 

m  =.  77* 82,  a  z=z  0 •  »Hx  )<i:)77.  Es  war  zunächst  die  iiiiicre 
latente  Wärme  f»  des  Dampfes  zu  berechnen.  Nach  KegnauU 
ist  die  ganze  VerdampfLingwärme,  durch  welche  das  flüssige 
Benzol  von  0**  C.  in  Dampf  von  /**  C.  verwandelt  wird, 

X=  109  0+  0-24429/— 0  0001315/«. 

Die  latente  Wärme  r  des  Dampfes  bei  der  Temperatur  / 
ergibt  sich  daraus  nach  der  Formet 


in  welcher  c  die  specifische  Wärme  des  flüssigen  Benzols  be- 
deutet Die  Werte,  welche  man  für  c  gefunden  hat«  weichen 
beträchtlich  voneinander  ab.  Ich  habe  nach  Pickering 
c  —  0*4066  gesetzt.  Dadurch  erhält  man  für  die  Temperaturen 
/  =  0,  10,  20°.  bcziuhunKbUcisc  /  =  109-0,  107-4.  105-7  cal. 
Von  ütesen  Zahlen  bind  noch  die  W  eile  für  die  äußere  latente 
Wärme  des  Dampfes  abzuziehen.  Da  man  bei  den  i;enannien 
Temperaturen  das  Product  aus  der  Üamplspannung  und  dem 
specilischen  V  olumen  nach  dem  Marioite-Gay  Lussac'schen 
Gesetze  bestimmen  kann,  so  erhält  man  für  die  innere  latente 
Wärme  p  des  Dampfes  bei  i  =  0, 10, 20'  die  Werte  p  =  102  01, 
100  - 15.  98- 19  cal. 


/ 

Ccis. 

.Millimt'tcr 
Quecksilber 

1 

V 

P 
Atmo- 
spliurcii 

P 

A 

424 

B 

424 

0 

25*31 

0*0011096 

1888*1 

102*01 

51*05 

50*96 

10 

46-25 

11227 

1801*0 

100*15 

49*30 

50' 65 

20 

75*65 

11364 

1722*5 

98*19 

47*70 

50*49  j 

1 
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Äthylalkohol. 

fH  =1  45*90,  a  =  0- 00 10060.  Die  Werte  für  p  wurden  hier 
und  ebenso  auch  im  folgenden  den  Zeuner^schen  Tabellen  ent- 
nommen. 


1 

i  1  ^ 

P  j  Millimeter 
jQuecksilber 

tr 

P 

Atmo- 
sphären 

? 

A 
424 

B  1 
424  1 

0 

12-70 

0' 00 12403 

2075-5 

~  ^ 
223-43 

62-73 

160-70 

10 

24*23 

12533 

2038-4 

225*35 

62*26 

163-09 

20 

44*46 

12667 

2002-0 

226*61 

6t  80 

164-81 

30 

78-52 

12805 

1966 -2 

226*08 

61  36 

.164-72 

Wasser. 
m  =  17*96,  a  =  0-00075295. 


1 

1 

t  1 
Cels.  ! 

p 

Millimeter 

Qrccksübcr 

P 

Atmo- 
sphären 

A 

424 

s  \ 

424 

-10 

2-093 

0-00100186 

4811*3 

583*15 

117-47 

465-68 

—  0 

3*113 

100070 

4026*8 

579*30 

120- 15 

450*15 

±  0 

4*600 

1000127 

5030*2 

575*43 

122*60 

452*83 

i  ^ 

6-537 

lOOOOOS 

5124-9 

57 1 ■ 55 

124-80 

446*68 

9- 105 

1000205 

52 11-6 

507 • 00 

127-04 

440-02 

1 2 • 699 

1000857 

5290-9 

5()3  -  75 

129 -('5 

434-70 

1  <>o 

1 

1 7 • 39 1 

1001751 

5303-6 

559 • ^3 

130-94 

428-80 

2.-. 

23-:)  30 

100291 1 

5429-9 

555-91 

1 32 • 7 1 

123-20 

:io 

31-54S 

1004314 

5490  1 

551-97 

134-37 

417  tiO  ! 

35 

41*827 

1005936 

5544*9 

548-02 

135*93 

412*09 

'  40 

!  « 

54-906 

100773 

5595* 1 

544-06 

137*41 

406*65  : 

71*300 

100074 

5640* 1 

540-09 

138*79 

401*30 

<  50 

.  91*980 

101201 

5678-6 

536*12 

140  05 

396*07 

55 

117*475 

101442 

5713-4 

532*14 

141*25 

390-89 

60 

146*786 

101697 

."»744 -5 

528- 15 

142*37 

385-78  ' 
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1 

Cels. 

P 

MilJiinctcr 
Quecksilber 

1 

p 

Atmo- 
sphären 

A 

424' 

_£_ 
424 

O.) 

1  V.Jö 

U  UU  l  vJ  l  u  /  l 

/  {)  y 

r>  J4    1  O 

1   f  O  •  4  1 

1 4 .5  4  1 

ohU  / .) 

70 

233*082 

102260 

5793-4 

520- 17 

144-38 

375-70 

75 

288-500 

102560 

5811-3 

516- 18 

14;') -20 

370-92 

80 

334 'die 

102890 

5826-1 

512  19 

1 46 • 09 

366- 10 

85 

433  002 

103224 

5838  0 

508*21 

146  86 

361-35 

90 

525*302 

103574 

5846-3 

504-24 

147 •57 

356-67 

95 

633-602 

103938 

5851-6 

500-27 

148-22 

352-05 

too 

760-000 

104315 

5854-0 

496-20 

148-82 

347-47 

! 
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Ober  das  elektrische  Feld  eines  ellipsoidisehen 

Leiters 

von 

Prof.  Dr.  Gustav  Jäger. 

(Vorgelegt  in  der  Sitxung  «m  9.  Mai  1901.) 

Das  Potential,  w  elches  ein  ellipsoidischer  Leiter,  der  mit 
Klektricität  gehuien  ist,  erzeugt,  wird  in  der  Regel  auf  die 
Wci-^e  dargestellt,  dass  man  nachweist,  dass  ein  S^^stem  \on 
conlocalen  Kilipsoiden  ein  System  von  Niveautlächen  bildet, 
welches  den  Potentialsätzen  genügeleistet.  Man  kann  dann 
eine  derartige  Äquipotentialfläche  als  die  Obertläche  eines 
Leiters  betrachten  und  die  außerhalb  liegenden  Niveauflächen 
als  die  Äquipotentialflächen  des  elektrischen  Feldes,  woraus 
dann  die  Dichtenvertheilung  auf  der  Oberfläche  des  Leiters 
bestimmt  werden  kann.  Man  gelangt  so  eigentlich  durch  Zufall 
auf  die  Lösung  des  Problems,  wie  beschaffen  das  von  einem 
geladenen  Ellipsoid  erzeugte  elektrische  Feld  ist.  Nachdem  nun 
Stefan  in  seiner  Abhandlung;  Über  das  Gleichgewicht  der 
Klektricität  auf  einer  .Scheibe  und  einem  Ellipsoid«*  in  sehr 
einfacher  Weise  die  V'ertheilunt^  der  Elektricität  auf  einem 
Ellipsoid  Jiergeleitet  hat,  so  iiegt  es  nahe,  von  der  Vcrtheilung 
ausgehend,  den  Zustand  des  elektrischen  FcKies  im  umgebenden 
Räume,  d.  h.  den  Wert  des  Potentials  an  einer  beliebigen  Stelle 
des  Raumes  zu  bestimmen. 

Wir  benutzen  zu  diesem  Zwecke  vorerst  den  Satz,  dass 
die  Oberfläche  eines  Conductors  ebenfalls  eine  Niveaufläche  ist. 
Daraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  der  Niveauflächen  von  dem- 
selben Grade  sein  müssen,  wie  die  Gleichung  der  Conductor- 

1  Diese  Sitzungsber.,  Bd.  101,  .\bth.  IIa.,  S.  1553,  1892. 
Sitzb.  d.  matheiB.-natttrw.  CK;  CX.  Bd.,  Abib.  U.  a.  31 
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fläche.  Ferner  werden  für  sehr  entfernte  Punkte  die  Niveau- 
flächen Kijgelflächen.  Weiters  können  sich  zwei  Niveauflächen 

verschiedenen  Pulcnliab  mchi  sciincidcn.  Daraus  fnl«;t,  Jass 
die  zum  Ellipsoid  gehörigen  Niveauflächen  gesciiioshene 
Flächen,  d.  h.  ebenfalls  Ellipsoide  sein  müssen. 

I3iese  Flächen  sind  somit  gegeben,  wenn  wir  deren  drei 
Halbaxen  kennen. 

Die  Gleichung  des  Leiters  sei 


Wir  geben  ihm  al>o  die  Halbaxen  a^^,  b^,  Cq. 

Die  Halbaxen  einer  beiiehigen  Niveaufläche  seien  a,  b.  c\ 
die  der  immittelbar  benachbarten  Niveaufläche  mithin  a  +  äa^ 
b-hät,  c-k-äc.  Denken  wir  uns  eine  beliebige  Niveaufläche  mit 
einem  Leiter  erfüllt  und  mit  der  Ladung  E  versehen,  so  ist  an 
irgend  einem  Punkte  dieses  Leiters  die  Dichte 

Ep 
4iiabc  ' 

wobei  p  das  Loth  ist.  welches  man  vom  Mittelpunkte  des 
lOlipsoides  auf  die  Tangentialebene  des  zugehöi  igen  Punktes 
fällt;  für  die  Endpunkte  der  Halbaxen  ist  p  gleich  der  jeweiligen 
Hatbaxe.  Um  die  benachbarte  Niveaufläche  zu  construieren, 
brauchen  wir  nur  in  jedem  Punkte  der  vorhandenen  Niveau- 
fläche  ein  unendlich  kleines  Loth  zu  errichten«  dessen  Länge 
verkehrt  proportional  der  in  diesem  Punkte  herrschenden  Kraft 
ist.  Da  diese  Kraft  N  Am  ist,  so  sind  diese  Lothe  verkehrt 
proportional  de:  üichie  t  zu  neiirncn,  die  durch  Tnre  hlndpunklc 
bestimmte  Fläche  i^^i  d.ann  die  neue  Nivcautlaehc.  Für  uns 
genügt  es.  die  in  die  verlängerten  Halbaxen  fallenden  Lothe  zu 
bestimmen.  £s  ist  somit 

dazz-'-  =  dH-=. — f{atbyC)dn\  ...1) 

da  aE  ^ 

an.Uog  bekommen  wir  für  den  Zuwachs  der  anderen  Halb- 
axen: 
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o 

äc'=i  —  f{a,  b,  c)än, 
c 

Gleichung  1)  lässL  :3icii  auch  schreiben: 

Oda  —  f{a,  bf  c)dn 


oder  integriert 


was  ergibt 


f{a,b,c)än. 


Jf*ii  fit 
I    ada-  l 
dt  Uo 

Ja 


4/0 

Derselben  Größe  gleich  ist    — und  c- — c'l. 

Da  die  Function  f(a,b,c)  ja  nur  ein  dem  Volumen  der 
jevveiiigen  Niveaufläche  proportionaler  Wert  ist,  demnach  mit  n 
ins  Unendliche  wächst,  so  muss  auch  das  Integral,  wenn  seine 
obere  Grenze  von  Null  bis  Unendhch  wächst,  alle  Werte 
zwischen  0  und  oo  annehmen.  Folglich  haben  unsere  Ellipsoide 
die  Eigenschaft»  dass  di«  Quadrate  ihrer  Halbaxen  gegeben 
sind  durch 

fr«=  bl+\  ( 

und  ihre  Gleichung  ist 


.,.2) 


was  fOr  alle  Werte  von  X  von  0  bis  oo  eine  Schar  confocaler 
Ellipsoide  als  Niveauflächen  des  elektrischen  Feldes  ergibt. 
Die   Normalkraft       im  l:indpunkle  der  Halbaxe  a  ist 

gegeben  durch  —       ,  wenn  wir  unter  V  das  Potential  ver- 

stehen.  Es  ist  demnach 

ZV  E 
8ä  bc 

31* 
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Da  nun  nach  Gleichung  2) 


desgleichen 
so  folgt 
und 

es  wird  demnach 


=  aj— =  dj, 

c  =  s/a^^el ;  • 
W  E 


oder  das  Potential 


*  ...I) 


Die  Constante  C  lässt  sich  bestimmen,  da  für  unendlich 
werdendes  a  T  =  0  werden  muss.  Mit  der  Kenntnis  des 
Potentials  im  Endpunkte  der  Halbaxe  a  ist  auch  dessen  Wert 
für  die  ganze  Niveaufläche  und  somit  für  einen  beliebigen 
Punlct  des  Raumes  gegeben.  Die  einfacheren  Fälle  für  ein 
Rotationsellipsoid,  eine  Kreisscheibe  etc.  lassen  sich  dann  nach 
dem  gewöhnlichen  Vorgange  aus  obiger  Formel  ableiten.  So 
würde  z.  B.  für  ein  Rotationsellipsoid  ^,  rre,,,  und  der  Wert 
des  PolcntiaU  an  irgend  einer  Stelle  des  kaumes  gegeben  sein 
durch 

da 


z=C—E  f- 
J 


was  ohneweite rs  durch  die  bekannte  geschlossene  Formel  dar- 
gestellt werden  kann. 

Will  man  das  Potential  als  Function  von  X  bestimmen,  so 
geschieht  dies  leicht  auf  folgende  Weise: 

Da     =  so 

2ada  =  äkj 
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und  nach  Gleichung  3) 

rda       ^     E  r2ada 


2 


abc 


...II) 


Die  Arbeit,  welche  die  Kräfte  leisten,  wenn  die  Massen* 
einheit  der  Elektricität  von  irgend  einem  Punkte  des  Raumes 
ins  Unendliche  entfernt  wird,  ist  gegeben  durch  — Fq©,  wo- 
bei Voo  gleich  Null  i^csetzt  werden  muss.  Wir  können  demnach 
das  Potential  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes,  dem  die 
Coordinate  X  zugehört,  auch  darstellen  durch 

E  dX 
Vx=.  —  I       7-^—   *  ...IIa) 

Auch  diese  Formel  liefert  für  die  oben  erwähnten  ein- 
facheren Fälle  die  bekannten  Formeln  des  Potentials;  und  da 
die  Capacität  eines  Leiters  einfach 

V 

ist,  sind  auch  die  bekannten  Fälle  der  Capacität  damit  gegeben. 
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Eine  experimentelle  Prüfung  der  Clausius- 

Mosottf  sehen  Formel 

von 

P.  HUwatt 

(Aus  dem  physikaliseh-ehemischen  Institut«  der  k.  k.  Universität  in  Wien.) 

(Mit  8  T«xtflgureiiO 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  25.  April  1901.) 

Untersuchungen  und  Messungen  zur  Venlicierung  der 
Clausius-Mosotti'schen  Formel  sind  in  letzter  Zeit  wiederholt 
Angestellt  worden.  Sie  sollten  entweder  ihre  Richtigkeit  direct 
beweisen,  oder  unter  der  Voraussetzung  ihrer  Richtigkeit 
andere  mit  ihr  in  Zusammenhang  stehende  Größen  ermitteln 
und  deren  Übereinstimmung  mit  der  Wirklichkeit  prüfen.  Diese 
Untersuchungen  haben  nun  allerdings  neben  manchem  ent- 
schiedenen »Für«  in  Bezug  auf  die  Formel  hie  und  da  auch  ein 
»Wider-  gebracht,  das  an  pobitivcn  Tetnperaturcoefficienicn 
der  Dielt'ku  k  itiitsconstante,  an  ihrer  Änderung  mit  der  Zeit  der 
Ladung  clc.  eine  Stütze  zu  finden  scheint. 

Als  dirccteste  Methode,  eine  Übereinstimmung  zwischen 
Theorie  und  Wirklichkeit  nachzuweisen,  darf  es  wohl  gelten, 
in  dem  Ausdrucke 

k_  _  H-2t/ 
kf  l-v 

oder 

k-k' 
V  =   

einerseits  das  \' »luinen  v.  das  die  leitenden  Partikel  im  Di- 
eiekiricum  einnchiiien,  zu  besLimmen,  anderseits  die  Oielek- 
Iricitalsconstatde  des  Isolators,  und  zwar  k  für  den  Fall,  dass 
er  die  leitenden  Partikel  enthält,  kf  für  den  Fall,  dass  er  frei  von 
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ihnen  ist,  su  messen,  und  schließlich  nach  den  gefundenen 
Werten  die  Übereinstimmung  zwischen  der  rechten  und  Unken 

Seite  der  Gleicliung  zu  controlieren. 

Dieser  Weg  ist  auch  eingeschlagen  worden. 

Beaiilard'  mischte  mit  einer  bestimmten  Menge  von 
Paraltin  eine  genau  definierte  Gewichtsmenge  von  Kupfer- 
spänen; er  kannte  also  das  Volumen  seiner  leitenden  Partikel 
die  Dielektncitätsconstante  des  reinen  Paraffins  k'  und  die  des 
Gemisches  Ähnlich  hat  Miliiican'  eine  Emulsion  des  Ge- 
misches Benzol  und  Chloroform  in  Wasser  hergestellt;  die  bei- 
gesetzte Menge  Wassers  gab  das  v,  k  und  W  wurden  wieder 

k  \-k'2v 

gemessen.  Zwischen  —  einerseits  und   anderseits  fand 

^  1— ü 

ßeaulard  eine  Übereinstimmung  bis  auf  0'77o  bis  47o» 
.Miilikan  eine  solche  bis  aut  O-'J«/^  bis  1  •  27^. 

Trotz  dieses  gewiss  nicht  unbefriedigenden  Resultates 
muss  doch  gesagt  werden,  dass  in  beiden  Fällen  die  doppelte 
Voraussetzung,  die  der  Clausius-Mosotti'schen  Formel  zugrunde 
liegt;  die  Kugelgestalt  der  im  Isolator  eingebetteten  Partikelchen 
und  ihre  vollkommene  Leitfähigkeit,  doch  eigentlich  nicht 
realisiert  waren.  Kupferspäne  haben  gewiss  alle  möglichen 
Formen,  die  von  der  Kugelgestalt  sehr  bedeutend  abweichen 
können,  und  Wasserpartikelchen  können  wieder  nur  in  ein- 
geschränktem Maße  als  leitend  gelten.  Ober  Anregung  des 
Hemi  Prof.  Dr.  F.  Exner  habe  ich  es  nun  versucht,  die  in  Rede 
stehende  Formel  an  der  sogenannten  »grauen  Salbe«  oder 
Quecksilbersalbe  (Ung.  Hydrargyri),  wie  sie  in  allen  Apotheken 
iKäuliich  ist,  zu  prüfen.  Hier  scheinen  die  genannten  Voraus- 
setzungen in  geradezu  bester  Weise  erfüllt  zu  sein. 

Vor  dem  Eingehen  auf  die  gewonnenen  Resultate  sei  es 
mir  gestaUet,  einiges  über  das  bei  der  Untersuchung  verwendete 
Medium  vorauszuschicken. 

I.  Das  dielektrische  Medium. 

Die  Quecksilbersalbe  wurde  als  dielektrisches  Medium  ver- 
wendet, weil  in  ihr  allen  Anforderungen  thunlichst  entsprochen 

1  C.  R.  lüy  Oi>*Jy>.  P- 
*  Wied,  Ann.  60,  S.  370. 
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scheint,  die  man  stellen  kann,  wenn  es  sich  um  eine  Prüfung 
der  Clausius>Mosotti*schen  Formel  handelt.  Die  Kugelgestalt 

der  leitenden  Partikel,  ihre  wenigstens  sehr  angenähert  gleich- 
mäßige X'eithüilung,  ihre  Entfernung  voneinander  bis  zu  dem 
Grade,  da>s  ihre  gegenseitige  Induction  nicht  mehr  slörend 
wirkt,  Ufid  endlich  die  Möcriichkeit,  das  Volumen,  das  sie  im 
Isolator  einnehmen,  ziemlich  einfach  und  genau  zu  bestimmen 

—  das  alles  trifft  hier  zu. 

Die  käuflichen  Salben  sind,  je  nachdem  sie  der  Pharmac. 
VI,  oder  VIL  entsprechend  hergestellt  werden,  nicht  ganz  gleich. 
Die  Messungen  wurden  an  drei  verschiedenen  Salben  vor- 
genommen. Die  erste,  nach  der  Pharmac.  VI.  hergestellte  —  sie 
soll  im  folgenden  immer  mit  »Salbe  (VI)«  bezeichnet  werden  — 
besteht  aus 

Hydrargyri  200^ 
Sebi  ovilis  100 
Axungiae  porci  300 

Eine  zweite,  entsprechend  der  Pharm.  Vll.  —  Salbe  (Vli/j) 

—  enthält 

Hydrargvri  200^ 
Lanolin  200 
Cerae  alb.  40 
Axung.  porci  160 

Und  endlich  eine  dritte,  an  Lanolin  ärmer  und  von  Gera 
frei  —  Salbe  (VlI/^)  —  besteht  aus 

Hydrargyri  200^ 

Lanolin  100 

Sebi  100 

Axung.  porci  200 

Da  es  vor  allem  auf  die  Menge  des  in  der  Salbe  ent- 
haltenen Quecksilbers  ankam,  musste  es  von  Interesse  sein, 
den  Quecksilbergehalt  zu  variieren.  Ein  mechanisches  Verreiben 
von  Salbe  mit  reinem  Fette  hätte  dies  wohl  erreichen  lassen, 
brachte  aber  gleichzeitig  eine  solche  Menge  von  Luftblasen  in 
die  Substanz  hinein,  dass  davon  abgesehen  werden  musste. 
Dafür  aber  ließ  sich  die  Sache  leicht  und  verhältnismäßig 
biciier  ciul  einem  anderen  Wege  nuiciien.  Das  zu  Salbe  l.V'^Il/g) 
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gehörige  reine  Fett  wurde  geschmolzen  und  dann  in  dem 
Momen:e,  da  das  Erstarren  an  den  Wänden  des  Becherglases 
wieder  begann,  ein  Quantum  der  vorhandenen  Salbe  einge- 
tragen, das  Ganze  mit  einem  Glasstabc  gut  verrührt,  und  indem 
gleichzeitig  die  Salbe  schmolz  und  das  Fett  erstarrte,  eine  an- 
n^emd  gleiche  Vertheilung  der  Quecksilberkügelchen  her- 
gestellt Auf  diese  Weise  habe  ich  die  Salbe  (Vll/,)i4  und  die 
an  Quecksilber  schon  sehr  arme  Salbe  (VII/,) B  erhalten,  die 
beide,  so  weit  aus  dem  Aussehen,  aus  der  Bestimmung  des 
spectfischen  Gewichtes,  der  Dielektricitätsconstante  an  ver- 
schiedenen Partien  geschlossen  werden  kann,  ziemlich  homogen 
waren.  Auch  aus  Salbe  ^Vl)  wurde  auf  gleiche  Weise  eine 
Salbe  ( Vl)i4  hergestellt.  Diese  aber  war  in  Bezug  auf  Homo- 
genität viel  weniger  befriedigend,  und  alle  auf  sie  bezüglichen 
Daten  sollen  im  folgenden  nur  der  Vollständigkeit  halber  ange- 
führt sein,  wollen  aber  wenig  Anspruch  auf  Genauigkeit  und 
Verlässlichkeit  erheben. 

Das  Volumen  des  Quecksilbers,  das  in  der  äalbe  enthalten 
ist,  lässt  sich  natürlich  leicht  aus  seinem  Gewichte  bestimmen. 
Eine  gewogene  Menge  Salbe  wurde  zu  diesem  Zwecke  mit 
einer  Lösung  von  Kalilauge  in  Alkohol  versetzt  (auf  3  g  Salbe 
unf^efähr  50  cm'  Lösung)  und  das  Ganze  über  dem  Wasserbade 
erwärmt.  Aus  der  sich  bildenden  Seifenlösung  schied  sich  das 
T.c'alhVche  Quecksilber  sehr  leicht  aus.  Nach  zweimaligem 
V.'.ischen  mit  Alkohol  und  Ausschiittcin  mit  Äther  konnte  der 
riine  Quecksilberrückstand  getrocknet  und  gewogen  werden. 
Bezeichnet  v  das  Verhältnis  zwischen  dem  Volumen  der  Salbe 
und  dem  in  ihr  eingeschlossenen  Quecksilbervolumen,  so  ist 

wenn  5  das  specifische  Gewicht  der  Salbe  und  5  das  des  Queck- 
silbers bedeutet,  und 


das  Verhältnis  des  Salbengewichtes  zum  Ouccksilbergewichte 
ist.  Für  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  5  wurde 
13-5513  eingesetzt. 
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Die  nachstehende  Tabelle  I  enthält  die  Wette  für  die 

(irößc  S,  p  und  t'.  Dieselben  sind  Mitlei  aus  je  /.wti  \'ür- 
gcnoininenen  Bestimmungen,  die  in  allen  Fällen  nahe  anein- 
anderliegende Werte  gaben.  Nur  bei  Salbe  (VI)i4  differierten 
die  Verhältniszahlen  p  bedeutend,  und  gerade  darum  scheint 
der  Zweifel  an  der  Homogenität  der  ganzen  Substanz  ein 
begründeter. 

Tabelle  1. 


s 

P 

1 

V 

Salbe  {yi)  

1-3605 

2-9865 

0- 03407  : 

•  (VII/,)  

1*4028 

3-0902 

1 

0-03550  1 

•  ^Vll/g)  

1 -352S 

3-0927 

0- 03228  1 

•  mi%)A  

1*0308 

7-8920 

0  00969  1 

.  ^VlI,g)Z^   

0B399 

35  Ü545 

0-00198  1 

*  (VOjI  

0*9383 

28-082 

0*00247 

Wenn  nach  Poisson'  die  .L;'ci^enscilii;-e  Induclirm  üer 
leitenden  Partikeln  vernachlässigt  werden  darf,  sobald  ihr 
Volumen  nicht  über  ^es  scheinbaren  Körpervolumens  be- 
trägt, weil  dann  die  inneren  Kräfte  bereits  unter  7ti 
äußeren  herabsinken,  so  wird  hier  diese  Vernachlässigung 
umsomehr  gestattet  sein,  da  die  größten  Werte  von  v  ungefähr 
bei  V30  liegen.  Doch  mag  es  immerhin  einiges  Interesse  bieten, 
die  Große  der  QuecksilberkÜgelchen  und  ihre  Entfernung  von- 
einander im  Durchschnitte  zu  kennen.  Unter  dem  Mikroskope 
ließ  sich  der  Durchmesser  dti  isu^Lkhcn  leicin  bestimmen. 
Dnss  er  ziemlich  sl.irk  varucri,  wird  nicht  überraschen.  Der 
Durchmesser  der  gröljlen  Kügelchen  war  untrefähr  das  Doppelte 
von  dem  der  kleinsten.  Die  in  Tabelle  II  angegebenen  W^erte 
für  den  Radius  r  sind  Mittel  aus  je  20  Messungen.  —  Aus  dem 
nun  bekannten  Radius  und  dem  früher  bestimmten  Volumen  v 
lässt  sich  aber  leicht  die  Distanz  der  Mittelpunkte  finden. 

1  F.  Joubert-Mascart,  Elektr.,  S.  146  f. 
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Ist  «  die  Anzahl  der  Kügckhcn  in  der  Volumeinheil  und 
a  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  so  hat  man 

7T  4r»ir  „. 

V  «  3 

und  wenn  v  gegen  3  als  annähernd  gleich  weggelassen  wird: 


Tabelle  11. 


1 

r 

a 

a 

4 

1 

in  Millimeter 

in  Millimeter 

in  Radien 

1 

.  Salbe  ^Vi;  

0-00173 

0-00847 

4-9  r 

•  Wt)  

0-00151 

0-00720 

4*8r 

1      •  O'll«)  

0*00148 

0- 00797 

3*4r  1 

* 

,     »  (Vll/,)il  

0-00L48 

0-01092 

7-4r 

•  (vn/t)Ä  

0-0014S 

0*01874 

l2-7r 

1     •  (VI)i4  

0-00173 

0*01963 

ll'3r 

n.  Bestimmung  der  Oielektricitätsconstanten. 

Der  Nernst  sehe  Apparat,  der  zu  den  Messungen  ver- 
wendet wurde,  ist  zur  Bestimmung  der  Dielektricitätsconstante 
von  Flüssigkeiten  construiert  worden;  hier  wurde  der  Trog  mit 
der  Salbe  und  dem  Fette  gefüllt.  Die  Exactheit  und  Einfachheit 
der  Messung  sprach  eben  dafür.  Freilich  darf  dabei  nicht  ganz 
übersehen  werden,  dass  eines  mitJSchwierigkeiten  verbunden 
sein  konnte:  die  vollständig  genaue  und  homogene  Erfüllung 
des  Zwischenraumes  zwischen  Platte  und  Boden  des  Troges 
mit  dem  zu  untersucljctulen  Medium.  Die  Gefahr  war  immer  da, 
da*s  i^roöere  oder  kleinere  Luftblasen  an  den  beiden  erwähnten 
^■■achen.  aber  auch  im  Inneren  des  Mediums  zurückbleiben 
iionnlen.  Die  Dielektricitätsconstante  wäre  in  einem  solchen 
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Falle  entschieden  zu  klein  bestimmt  worden.  Allerdings  hätte 
beim  Fette  ein  Einsclimelzen  und  nachhciij^es  Abkühlen  viel- 
leicht dem  Übclstande  abgchulfcn.  SulUe  aber  das  schlicßliche 
Resultat  nicht  an  Genauiijkeit  einbüßen,  dann  war  offenbar 
eine  möcfüchst  gleiche  BehanJluni^  de«?  Fettes  und  der  Salbe 
gefordert.  Bei  der  letzteren  niusste  aber  vom  Einschmelzen  in 
den  Trog  entschieden  abgesehen  werden,  weil  dabei  ein  Aus- 
fallen des  metallischen  Quecksilbers  zu  erwarten  war,  was  aber 
die  Capacität  des  Trogcondensators  bedeutend  vergröSert  hätte. 
Thatsächlich  wurde  auch  bei  Salbe  (VII/,),  bei  der  sonst  alle 
Messungen  auf  das  Mittel  32*9  hinwiesen,  bei  einer  Füllung, 
bei  der  der  Trog  probeweise  vorher  stärker  erwärmt  worden 
war  und  infolgedessen  die  eingeführte  Salbe  an  den  Wänden 
zu  scb.niclzcn  an^^ctan^cn  halle,  auf  einmal  'M  O  abL;clc>cn, 
Ein  gleicher  Sprung  zeigte  sich  bei  der  Salbe  (VI).  Der  Aus- 
schlag stieg  vom  DurchschniUswerte  32*3  bei  'Stärkerer  Er- 
wärmung auf  33  t)2.  Die  bloße  Erhöhung  der  Temperaiur 
konnte  an  dem  Unterschiede  nicht  schuld  sein,  weil  die  Ab- 
lesungen erst  nach  erfolgter  Abkühlung  auf  21**  vorgenommen 
wurden. 

Ein  Drücken  oder  schwaches  Durchkneten  der  Salbe  vor 
der  Füllung,  ein  Halten  des  Troges  in  der  Hand  und  damit  ein 
ganz  mäßiges  Erwärmen  reichte  übrigens  hin,  die  Salbe  so 
weich  und  bildsam  zu  machen,  dass  sie  sich  ganz  leicht  der 

Form  des  Troges  anpasste,  sich  sehr  leicht  —  auch  bei  geringem 
Drucke  schon  —  gleicliinaliig  nach  allen  Seiten  vcttheilte.  Vor- 
sichlshalher  habe  ich  die  Masse  am  Boden  des  Troges  und  an 
der  Unterseite  der  eingesenkten  Platte  immer  conisch  aufge- 
tragen (Fig.  1). 

Die  aufgetragene  Quantität  musste  so  groß  sein,  dass  beim 
Herabsenken  der  Platte  die  Salbe  an  der  Seite  ungefähr  bis  zur 
Hälfte  der  Trogwand  emporstieg.  So  konnte  ich  mit  einiger 
Sicherheit  darauf  rechnen,  dass  eine  exacte  Füllung  erreicht 
würde.  Volle  Garantie  war  freilich  nicht  geboten  und  es  zeigten 
sich  wiederholt  bei  einer  Füllung  Ausschläge,  die  bedeutend 
unterhalb  der  gewöhnlichen  Mittel  lagen.  So  gab  beispielsweise 
eine  i'"Liilun,L;  ina  SaH^e  ^  in  ziemlichem  Einklänge  mit  uen 
übrigen  W^erten  eine  Verschiebung  von  32*51  mm  und  die 
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unmittelbar  darauffolgende  3 1-64 mm;  ebenso  bei  Salbe  {Vll/^)A 
die  eine  Füllung  29*79,  die  nächste  28-95  mm;  beim  Fette  die 

eine  29  IM.  die  darauffolgende  28-29fMf«. 

Solche  auffallend  niedrige  Werte,  die  immer  Luftblasen  im 
Medium  vermuthen  ließen,  wurden  in  das  Resultat  natürlich 
gar  nicht  einbezogen.  Hier,  in  der  etwas  erschwerten  Füllung 
des  Troges,  mag  vielleicht  auch  der  Grund  zu  suchen  sein, 
wenn  die  später  angeführten  Messungen  in  den  einzelnen 
Mittelwerten  Differenzen  bis  0*6  mm  aufweisen. 

Schliefilich  noch  einige  Worte  über  die  Temperatur,  bei 
der  die  Messungen  vorgenommen  wurden.  Beobachtungen  bei 


F.g.  1. 


verschiedenen  Temperaturen  auf  ein  und  dieselbe  Temperatur 
zu  rcdueieren,  hätte  seine  SchwieriL^kciten  gehabt,  wie  sich  bei 
einem  Versuche,  den  Temperaturciefticicnten  für  die  Dielek- 
tricitätsconstante  der  Salbe  zu  bestimmen,  sofort  zeigte.  Mit 
der  .Abnahme  der  Temperatur  müsste  folgerichtig  nach  der 
Ciausius-Mosotti'schen  Formel  die  Dielektricitätsconstante  im 
allgemeinen  steigen,  der  Temperaturcoefficient  also  negativ  sein. 
Abbeggs^  Bestimmungen  stehen  damit  im  Einklänge.  Drude* 
gibt  ebenfalls  eine  Reihe  negativer  Temperaturcoefficienten  für 
Flüssigkeiten.  Aber  auch  das  Gegentheil  wurde  beobachtet, 
unter  anderen  von  HasenÖhrl,^  der  für  Glas  und  Ebonit 


1  Wied.  Ann..  60,  S.  54. 
«  Wied,  Ann.,  58,  S.  17. 
3  Diese  Sitzungsber.,  lOÖ  (1879),  S.  69. 


402  K.  Hlawati, 

positive  Temperaturcoeflicienten  fand.  Und  die  Messungen,  die 

ich  diesbezüglich  zur  Orientierung  anstellte,  zeigten  auch  ein 

Steigen  der  I)ielcivtricitätscon.stanie  mit  steigender  Temperatur. 
So  gab  eine  i'  üllung  des  Troges  mit  Salbe  (VTI/g)  lolgende  Ver- 
schiebungen am  Messcondensator: 
Bei  H-  r  C: 

31  'A7 
31  -40 
31  13 

Mittel. . .  31  -33; 

bei  +24*  C: 

33-38 
33-38 
33-35 

Mittel...  33*37. 

Das  zu  Salbe  (Vil/,)  gehörige  reine  Fett  gab  in  ähnlicher 
Weise  bei  ein  und  derselben  Füllung 

bei  5'C.  im  Mittel  28-41, 

•  28       »     »    30-46. 

Ob  hier  thatsächlich,  wie  es  den  Anschein  hat,  der  Tem- 
peraturcoefficient  positiv  ist,  wie  weit  femer  etwa  der  Aus- 

Jeiinun^^scuellieicnL  des  Troges,  irgendwelche  .\nderunL;en  im 
Medium  selbst  ins  Spiel  kommen,  ist  woiii  aul  diese  wenigen 
Probemes-^iiiii4en  hin  nicht  zu  entscheiden. 

Um  nun  diesen  Schwiengi<eiten  zu  entgehen  und 
wenigstens  bedeutendere  Kehler  infolge  eines  Temperatur- 
unterschiedes zu  vermeiden,  wurde  darauf  gesehen,  dass  bei 
allen  Messungen  die  Temperatur  womöglich  bei  22*  jeden- 
falls nicht  außerhalb  der  Grenzen  20*5'*  und  23*  stand. 

Unter  Beobachtung  all  der  genannten  Vorsichtsmafiregeln 
war  gewiss  nicht  nur  die  Möglichkeit,  sondern  auch  die  Wahr- 
scheinlichkeit vorhanden,  jene  Genauigkeit  in  der  Bestimmung 
der  Dielektricitätsconstanten  zu  erreichen,  die  für  die  vor- 
liegende Untersuchung  wünschenswert  war. 
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Im  folgenden  sii-.d  nun  die  Resultate  der  Mcssiirmen 
gegeben.  Für  jede  Salbe  und  jedes  F'ett  wurden  eine  Reihe  von 
Füllungen  vorgenommen  (in  der  Hegel  8  bis  10),  mit  jeder  der- 
se'ben  5  bis  10  Ablesungen  des  Minimums  beim  An-  und  Aus- 
schalten des  Troges  gemacht  und  immer  das  Mittel  genommen. 
Diese  Mittel  —  soweit  sie  nicht  nach  dem  früher  Gesagten 
eliminiert  werden  mussten  —  sind  eben  die  nachstehenden 
Zahlen. 

1.  Salbe  (Vi): 

32-51 
32-33 
32-27 
32-34 

31-  97 

32-  06 

Mittel...  32*25  d:0'05. 

Daraus  rechnet  sich  die  Dietektricitätsconstante  nach  der 
Xemst'schen  Formel 

k  =  3-334  =t0-006. 

2.  Salbe  (Vll/i):  ' 

33-  92 

34 -  2:. 

33-  86 

34 -  20 
34-31 
^4-30 

Mittel...  34-14  zfcO'OÖ. 
k  =  3-542  ±0  007. 

Diese  Salbe  zeigt  unter  allen  die  größte  Dielektricitäts- 
constante,  obwohl  der  Quecksilbergehalt  auch  nicht  größer  ist, 
als  in  der  vorhergehenden  und  in  der  folgenden.  Ebenso  vveibt 
das  ihr  zugehörige  Fetl  hv>iiere  Werte  auf,  als  die  übrigen;  es 
liegt  darum  die  V  ernuUhLing  nahe,  dass  hier  die  Beimengung 
von  Gera  alba  die  Erhöhung  der  Werte  bedingt. 
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3.  Salbe  (VII/J: 


32 

33 
33 
32 
32 
33 
32 


Mittel...  32-88  ±0-18. 


75 

0 

07 

55 

98 

15 

05 


k  =  3-404  ±0-020. 


Hier  liegen  die  Werte  aus  den  einzelnen  Messungsreihen 
ziemlich  weit  auseinander,  und  der  w  ahrscheinliche  Fehler  wird 
auffallend  groß  rungefährdas  Dreifache  der  früheren);  doch  gibt 
der  erhaltene  Mittelwert,  wie  sich  später  zeigt,  in  der  Rechnung 
ein  befriedigendes  Resultat 

4.  Salbe  (Vll/^yA: 

30-75 
30-85 

30-9 

30-58 

30-95 

Mittel...  30-81  ±0-04. 
k  =  3- 176  ±0-004. 


5.  Salbe  (Vll/,)ß: 

29  95 

30  •  1 9 
30-  16 
30-02 
30-23 
30- 10 

Mittel...  30-11  ±0-03. 
^  =  3-100  ±0-003. 
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6.  Salbe  (VI)il: 

29-  79 
30*02 

30-  08 
30-05 

Mittel...  29-97  =t0-04. 

k  z=z  3-084  dzO-004. 

Neben  den  Salben  wurden  zunächst  die  ihnen  zugehörigen 
reinen  Fette  der  Messung  unterzogen,  wie  sie  möglichst  genau 
nach  den  früher  angegebenen  drei  Recepten  —  unter  Weg- 
lassung des  Hydrargyr.  —  hergestellt  worden  waren.  Sie  sollen 

im  folgenden  durch  dieselben  Indices  unterschieden  werden, 
wie  die  entsprechenden  Salben. 
aj  Fett  (VI;: 

28-63 

28-  93 

29-  04 
29-01 

28-  77 

29-  04 
29-04 


Mittel...  28-92  d=0-04, 
Jk  =  2-970  ±0-004. 

bj  Fett  (VU/i): 

32-65 
32-80 

32-  9 

33-  05 
33- 14 
32-97 


Mittel...  32-92  ±0*06. 

k  =  3-408  ±0-006. 

Die  hohe  Dielektricitätsconstante  dieses  Fettes  im  Ver- 
gleiche zu  den  beiden  anderen  muss  etwas  überraschen.  Schon 

Siub.  d.  muthcm.-Qaturw.  CL;  CX. Bd.,  Abth,  H.a.  32 
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bei  den  Messungen  zeigte  der  Apparat  eine  Leitfähigkeit,  wie 
sie  sonst  nicht  zu  bemerken  war.  Vermuthlich  liegt  der  Grund 
außer  dem  schon  erwähnten  Zusatz  von  Wachs  hier  gerade  in 

einer  i^rüliercii  Menge  vorhanJener  freier  Fettsäure. 
c)  Fett  (VII/,): 

29-43 
29-50 
29-60 
29-40 

29-41 
29-63 

Mittel...  29-52  ±  0  03. 

k  zz,  3-035  d=0-003. 

Der  X'ersuch,  aus  diesen  Werten  der  Dielektricitätscon- 
stanten  für  die  Salben  und  die  ihnen  zugehörigen  Fette  die 

Größe  —  zu  rechnen  und  damit   ,        nach  den  Werten  der 

Tabelle  I  zu  vergleichen,  konnte  gar  nicht  befriedigen.  Bei 
Salbe  (VI)^  zeigte  sich  eine  Differenz  von  ungefähr  3%,  bei 
Salbe  (VII/,)  eine  solche  von  nahezu  '/7oJ  hei  den  übrigen  vier 
Salben  lag  der  Fehler  immer  zwischen  l*57o  und  2%-  ^ 
Salbe  (VI)^  mochte  die  Homogenitat  nicht  genügend  sein,  bei 
Salbe  (VII/i)  mochte  das  reine  Fett  infoige  größerer  Mengen 
freier  Fettsäure  nicht  ganz  einwandfrei  sein  —  es  blieb  trotz- 
dem noch  der  bei  den  übrigen  Salben  auftretende  Fehler  zu 
erklären,  und  der  war  nahezu  constant. 

Das  feste  und  consistcnie  Aubsclu  n  tler  Salbe  und  daneben 
das  Weiche  und  Poröse  des  Fettes  halle  zunächst  den  Gedanken 
nahegelegt,  dass  möp^licherweise  durch  das  lange  und  energische 
mechanische  Verreiben  des  Fettes,  wie  es  zum  »Abtödten*  des 
Quecksilbers  ja  nothvvendig  ist,  auch  in  der  Constitution  des- 
selben eine  kleine  Änderung  herbeigeführt  habe.  Doch  konnte 
dieselbe  kaum  so  groß  sein,  um  den  angeführten  Fehler  zu  er- 
klären. Viel  bedeutender  musste  dagegen  die  Bildung  von  fett- 
saurem Quecksilber  ins  Gewicht  fallen.  Freie  Fettsäure  enthielt 
jedes  der  hergestellten  Fette;  auch  nach  Ausschütteln  des 
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frisch  bereiteten  Fettes  in  Alkohol  war  schon  eine  saure  Re- 
agenz ^es  letzteren  zu  constatieren.  Und  die  Verbindung  der 
Säure  mit  dem  so  fein  vertheilten  metallischen  Quecksilber  war 
jedenfalls  um  so  weiter  vorgeschritten,  je  älter  die  Salbe  ge- 
worden war. 

Entsprachen  diese  Annahmen  der  Wirklichkeit,  dann  tag 
das  in  der  Salbe  enthaltene  und  aus  ihr  ausgeschiedene 

metallische  Quecksilber  eigentlich  nicht  in  reinem  Fette,  sondern 

in  Fett H- fettsaurem  Quecksilber  eingebettet,  und  folgerichtig 

k 

musste  dann  bei  Berechnung  des  —  im  Nenner  ilie  Dietek- 

iricitälsconsiante  dieser  Verbindung  eingeführt  werden.  Um 
dieselbe  mit  wünschenswerter  Genauigkeit  zu  erhalten,  gab  es 
aber  anscheinend  nur  einen  Weg:  die  Salbe  über  dem  Wasser- 
bade so  lange  zu  erwärmen,  bis  das  metallische  Quecksilber 
vollständig  zu  Boden  gesunken  war  und  dann  das  abgegossene 
Fett  nach  dem  Erstarren  der  Messung  zu  unterziehen.  Bei  jeder 
der  drei  ursprünglich  gegebenen  Satben  (VI),  (Vit/,)  und  (VllQ 
wurde  das  denn  auch  durchgeführt.  Die  so  erhaltenen  Ver- 
•Schiebungen  an  der  Scala  des  Messcondensators  und  die  dazu- 
gehörigen Dielcktricitätsconstanten  sind  folgende: 
OL  Fell  (Vi;: 

29-60 

29-40 
29-47 
29-49 
29-51 

Mittel,..  29-49  ±0-02. 
*  =  3-031  ±0-002. 

Nur  der  Vollständigkeit  halber  will  ich  erwähnen»  dass  ich 

bei  dem  zuerst  aus  Salbe  (VI)  auf  die  angegebene  Weise  er- 
haltenen Fett  einen  Ausschlag  von  30-249  im  Mittel  fand.  Das 
daraus  ererechncte  k  —  3-11475,  verglichen  mit  dem  der  Salbe, 
ließ  wegen  seiner  GrÖÜe  schon  einen  Fehler  vernnilhen.  Rine 
Probelüsung  einer  größeren  Quantität  dieses  i'Y'ttcs  in  Äther 
zeigte  thatsächlich  noch  Spuren  von  metallischem  Quecksilber. 

32* 
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Erst  nach  mehrmals  wiederliollem  stundenhingen  Erwärmen 
war  das  Quecksilber  vollständig  aus  der  Salbe  ausgefallen, 
p,  Fett  (VII/j): 

30-65 
30-52 
30-8 
31  0 

Mittel,.,  30-74  ±0  07. 
k:=Z'm  =b  0*006. 

T.  Fett  (VII/,): 

30-02 
29-97 
29-8 
30  06 
29-90 

Mittel...  29-95  :t0-03. 
k  =  3-082  ±0  003, 

Consequent  wäre  es  noch  gewesen,  auch  aus  den 
Salben  (V\)A,  (VU/^)A  und  {VU/^)B  das  Fett  sammt  dem  darin 

enthaltenen  fetlsauren  Quecksilber  einer  Messung  zu  umer- 
ziehen. Doch  darl  diesbezüglich  gewiss  Folgendes  gelten:  Ent- 
hielt das  reine  Fett,  das  hier  der  ursprünglichen  Salbe  zugesetzt 
wurde,  annätiernd  wenigstens  die  gleiche  Menge  freier  Säure 
—  was  der  Wirklichkeit  denn  doch  entsprechen  dürfte  —  wie 
das  zur  Bereitung  der  Salbe  ursprünglich  verwendete  Fett,  dann 
trat  die  Bildung  von  fettsaurem  Quecksilber  in  der  neuen  Salbe 
wohl  ebenso  wieder  ein  und  das  noch  bleibende  reine  Queck- 
silber war  dann  von  einem  Dielektricum  umgeben,  das  wieder 
die  gleiche  Beschaffenheit  hatte,  wie  in  der  ursprünglichen 
Salbe. 

Der  bequemeren  Obersicht  wegen  stelle  ich  in  der  folgenden 
Tabelle  III  die  letzterhaltenen  Dielektricitätsconstanten  der 

l'cue  unter  /;',  die  der  Salben  unter  A'  zusammen  un.^  uigc  Jen 
Quecksilbergehalt  der  letzteren  dem  Volumen  nach  und  nebst- 
bei  auch  in  Procenten  des  Gewichtes  bei. 
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»' 

k 

Hg 

dem  Volumen 
nach 

Hg 

in  Procenten 
des  Gew. 

Salbe  (VI)  .... 

3*031 

3*334 

0-03407 

33-48 

•  (vn/i).. 

8*169 

8*542 

0*08550 

32*86 

»  (Vll/a).. 

3*082 

3-404 

0*03228 

32*38 

3  082 

3*176 

0-00069 

12*67 

.  (vn/j)5. 

3*082 

3*100 

0-00108 

2*85 

»  (Vl)j|... 

3*031 

3-084 

0*00247 

3*56 

V.  Boccara  und  A. 

Gandolfi» 

haben  bei 

ihren  Unter 

suchungen  über  die  Geschwindigkeit  der  Hertz'schen  Wellen 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Wl-.'  

-Oft 

' 

• 

1 

j 

MS 
IM 


0 


Fig.  2. 


3# 


SS 


im  dielektrisoh-magnetischen  Medium  eine  Mischung  von 
Paraffin  und  Eisenfeilspänen  hergestellt  und  dabei  mit  steigen- 
dem Procentgehalte  an  Eisen  auch  eine  annähernd  lineare 

>  Nttovo  Cim.  Via  (1808),  p.  191  f. 
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Steigung  der  Dielektricilätsconstante  gefunden.  Auch  hier  kann 
die  allerdings  kleine  Reihe  des  Fettes  (Vll/,),  der  Salben  (Vll/^), 
(VII/,)i4  und  (VII/,)Ä  dieselbe  Erscheinung  verißcieren. 

Als  Abscissen  sind  hier  die  Zahlen  genommen,  die  den 
Procentgehalt  an  metallischem  Quecksilber  geben:  2*85, 12*67 
und  32*33.  Nimmt  man  als  Ordinalen  die  zugehörigen  Werte 
der  Dielektricitätsconstanten:  3-06,  3*  10,  3- 18,  3*40,  so  liegen 
die  damit  erhaltenen  vier  Punkte  wohl  nicht  ganz  genau  in 
einer  Geraden,  aber  die  Biegung  der  Curve  gegen  die  Abscissen- 
axc,  die  sich  bei  Salbe  zeigt,  ist  ganz  unbedeutend. 

m.  Die  Claufiius-Mosotti'sche  Formel. 

Sind  k  und  Ic'  die  Dicicklnciiatsconstanten  der  Salbe  und 
des  FeUes,  das  ihr  zugehört,  so  gibt  die  etwas  all.L^emeine;  e 
Korniel,  wie  sie  von  Mascart-Jouberl^  aulgesteiit  wird,  für 
den  vorliegenden  Fall,  in  dem  das  k  des  Quecksilbers  r=  oo  zu 
setzen  ist,  den  geläutigen  und  wiederholt  benützten  Ausdruck 

*_  _  1  4-2 1; 

oder  auch 

V  =  . 

Diese  beiden  Formeln  sind  natürlich  vollständig  identisch 

für  den  Physiker,  der  rechnet;  sie  sind  es  aber  nicht  mehr  so 
ganz  liir  den  i'h_\-^ikcr,  der  uu.-sSt.  I!in  wird  die  X'ersuchsanord- 
nung,  nach  der  er  k,  k!  und  v  besunimt  hat.  ihn  wird  vor  allem 
das  Medium,  mit  dem  er  es  zu  thun  hat,  drängen,  die  eine  von 
beiden  der  anderen  w  cit  vorzuziehen.  Wären  unsere  Messungen 
vollständig  exact,  dann  müssien  freilich  —  die  Giltigkeit  der 
Formel  vorausgesetzt  —  die  drei  gemessenen  Größen  k,  kf  und  v 
in  dem  ersten  Falle  eine  ebenso  genaue  Obereinstimmung 
zwischen  rechter  und  linker  Seite  der  Gleichung  geben,  wie  im 
zweiten  Falle.  Aber  eine  vollkommene  Exactheit  erreichen  wir 
eben  nie.  Und  gilt  es  dann,  aus  einem  mangelhaften  Datum  ein 
anderes  zu  finden,  dann  dürfen  wir  offenbar  jenen  Weg  nicht 


>  Elektr.  und  Mugn.,  I,  S.  146. 
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einschlagen,  auf  dem  uns,  sozusagen,  von  Schritt  zu  Schritt  der 
Fehler  unter  der  Hand  wächst;  im  Gegentheile,  wir  werden,  wo 
immer  es  mr»g!ich  ist,  einen  anderen  suchen,  der  den  Fehler 
eher  herabdrückt  bis  zur  völligen  Bedeutungslosigkeit. 

Gerade  in  unserer  Formel  scheint  das  einige  Beachtung  zu 
verdienen.  Ist  nämlich 

k  \-h2v 


dann  ist  auch 


d 


kl) 


W  1-1/ 


dv  Zv 


V     (i+2t;)(l— V) 


...  1) 


Und  ähnlich  hat  man  auch  für 

v  = 

dv  _  /dk_  _  ^\  SkJ^ 

V   ~  \  k        y  1'  {k—k'){^k-^2k')  '  " 

Je  größer  nun  v  ist,  d.  h.  je  mehr  es  sich  der  Einheit 

3t; 

iiixiiert,  desto  mehr  kommt  in  1)  der  Ausdruck  - — - —  der  Ein- 
heit  nahe,  desto  größer  wird  aber  gleichzeitig  der  Wert 
von  — .  Würde  also  in  diesem  Falle  aus  dem  irgendwie 
gemessenen  v  der  Wert  des      ermittelt,  dann  müsste  schon 

ein  geringer  Fehler  in  der  Bestimmung  des  v  eine  ganz 

k 

bedeutende  Abweichung  des  gerechneten  ^  von  dem  wirk- 
lichen zur  Folge  haben.  Dasselbe  gilt  natürlich  für  die  Dielek- 
tricitätsconstante  eines  beliebigen  Nichtleiters,  bezogen  auf 

Luft,  also  für  ¥  nahe  —  1.  Angenommen,  es  gelänge  uns  auf 
irgend  eine  W  eise  einmal,  das  Volumen  seiner  leitenden  Par- 
tikel ohne  Zuhilfenahme  des  k  zu  ermitteln,  die  Formel 

k  =  —  

1— V  . 
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würde  wahrscheinlich  für  Körper  mit  hohem  v  ganz  über- 
raschend falsche  Werte  für  k  errechnen  lassen. 

Wir  haben  es  nun  allerdings  in  den  weitaus  meisten  Fällen 
mit  kleinen  Dielektricitätsconstanten  zu  thun;  es  sind  Zahlen, 

die  um  2  herum  liegen.  Für  solche  Fälle  ist  v  ungefähr  = 

und  ia  1)  der  Factor  ,  ,  bereits  kleiner  als  1;  ein. 

'  (l-f-2f;)(l — v) 

Rcchnuni?  der  DielckUicitätsconstar  -  lus  der  gemessenen 
Kaumerfülluni;  durch  die  leitenden  l'ariikel  würde  eventuell 
ganz  /ux'crliissig  sein.  ■ 

Setzt  man  aber  v  als  sehr  klein  voraus,  dann  wird  sich 
wiederum  in  2)  der  Wert  des  kf  dem  des  M  sehr  weit  nähern, 

Skk' 

die  Differenz  k—k'  wird  eine  sehr  kleine  Zahl,  während  -7 — ttt, 

sehr  nahe  =  k  wird.  Nimmt  man  dazu  noch,  dass  die  Fehler  in 
der  Bestimmung  von  k  und     sich  eventuell  addieren  können, 

dass  der  Klammerausdruck        —  ^-j  einen  immerhin 

bedeutenderen  Wert  annimmt,  dann  müssen  oflFenbar  an- 
scheinend belanglose  I-Vlilei-  in  der  Messung  der  Dielektricitäts- 
constanten sehr  bedeutende  Abweichungen  in  v  nach  sich 
ziehen. 

Diese  Fehlersieigerung  in  einer  Rechnung,  die  unter  Cm- 
ständen  eben  sehr  bedeutend  werden  kann,  scheint  für  die 
Clausius-Mosotti'sche  Formel  sehr  beachtenswert,  ja  sie  ist 
hier  vielleicht  sogar  imstande,  einen  oder  den  anderen  Wider- 
spruch gegen  die  Formel,  der  sich  in  der  Literatur  findet,  zu 
mildern,  eventuell  sogar  zu  beheben.  Man  beachte  nur,  dass 
das  über  Größe  und  Berechnung  von  v  Gesagte  in  der  ent- 
sprechenden Weise  auf  die  Dichte  d  eines  Dielektricums  sich 
ausdehnen  lässt. 

Linde'  hat  —  um  auch  einen  Beleg  für  das  Gesagte  anzu- 
führen -  zur  Prüiung  der  Clausius-Mosotti'schen  Formel  die 
Dampfdichte  ä'  einiger  Flüssigkeiten  gemessen,  ebenso  die  zu- 
gehörige Dielektricitätscoi. stallte  k',  und  aus  beiden  dann  die 
sogenannte  Maximaldichte  D  berechnet.  Ferner  bestimmte  er 


so 


i  Wied.  Ann.  56,  S.  567. 
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bei  gewöhnlicher  Temperatur  (14°)  die  Dichte  der  Flüssigkeii 
und  konnte  nun  aus  ä  und  D  probeweise  das  der  Flüssigkeit 
zukommende  k  eruieren.  Das  Resultat  war  in  einer  Reihe  von 
Fällen  eine  negative  Dielektricitätsconstante;  das  ist  ein 
eclatanter  Widerspruch  zur  Wirklichkeit,  folghch  —  könnte  die 
Clausius-Mosotti'sche  Formel  unmöglich  richtig  sein. 

So  wurde  für  Methylalkohol  =:  0*0010,  ifc'=r0057 
gefunden,  daraus  D  =  0*527  gerechnet,  ferner  war  d  =  0*800 
und  schließiich  das  errechnete   t=  —  7*9. 

Zur  Berechnung  der  Maximaldichte  diente  natürlich  der 
Ausdruck 

Ä'— 1  ' 

daraus  ergibt  sich  aber 

dP  _        —Skf  dk'  d(d*) 

D  ~  (A'+2)(i'— 1)  '  Jt         <f  * 

Angenommen,  ä'  wäre  vollkommen  richtig  gemessen 
worden  (in  der  Fehlerrechnung  fällt  übrigens  das  letzte  Glied 
did!) 

Ohnedies  am  wenigsten  ins  Gewicht),  bei  der  Bestim- 
mung von  kf  sei  aber  insoferne  ein  Fehler  unterlaufen,  als  es 
um  37oo  zu  groß  erhalten  wurde.  Ohne  der  Genauigkeit  des 
Beobachters  nahetreten  zu  wollen,  halte  ich  einen  derartigen 
Feiller  nicht  für  ganz  ausgeschlossen.  Dann  würde  aber  die 
obige  Fehlerrechnung  eigeben,  dass  in  D  die  Abweichung  von 
dem  Werte  176*  4  mal  größer  ist  als  in  und  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  geht,  d.  h.  D  wäre  um  52*97o  zu  klein. 
Nach  einer  derartigen  Correctur  ist  nun  —  ein  vollständig 
sicheres  d  wieder  vorausgesetzt  —  das  berechnete  k  für  die 
Flüssigkeit  allerdings  noch  sehr  unwahrscheinlich  groß,  aber 
das  peinlich  Überraschende  einer  negativen  Dielektricitäts- 
constante ist  verschwunden. 

Für  Athylformiat  tindet  Linde  bei  einer  Temperatur  von 
eine  Dichte  iir=0"916,  die  wiederum  ais  sicher  gelten 
n.ag,  und  dazu  aus  der  Rechnung  eine  Dielektricitätsconstante 
58*7;  die  Werte  für  den  gasförmigen  Zustand  sind 
dl  =z  0*0024,  kf  =  1  '0087,  und  daraus  rechnet  sich  die 
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Maximaldichte  D  =  0*870,  die  auch  hier,  wie  im  früheren  Falte, 

so  unerklärlich  kleiner  ist  als  d.  Diesmal  braucht  es  aber  gar 
nur  die  Annahme,  üass  in  ein  l'>hler  von  gemacht 
wurde,  um  die  Maximaldichte  D  wirklich  größer  als  J  und 
damit  auch  L'  für  den  tlüssigen  Zustand  positiv  zu  erlialten. 

Franke^  findet  die  Clausius-Mosotti'sche  Formel  muh 
innerhalb  wenif^er  Grade  als  empirische  P'ormel*  verwendbar 
und  stellt  damit  indiiect  ihre  allgemeine  Giitigkeit  in  Abrede, 
Aber  auch  er  hat  aus  dem  k  das  ä  berechnet. 

Umgekehrt  führte  eine  Berechnung  der  Dielektricitäts- 
constante  aus  dem  Volumen  der  leitenden  Partikel  oder  aus 
der  Dichte  meist  zu  einer  Bestätigung  der  Formel,  so  bei 
Beaulard,*  Lebedew,*  Millikan/  Hasenohr!^  u.  a. 

Nach  all  dem  Gesagten  ist  in  unserem  Falle  der  Weg 
bereits  vorgezeichnet»  auf  dem  aus  den  Resultaten  der  vor- 
liegenden Untersuchung  eine  Prüfung  der  Claustus-Mosotti- 
sehen  Formel  möglich  ist.  Das  v  ist  in  allen  Fällen  sehr  klein; 
veiiäsblicli  wird  es  also  nur  sein,  aus  dem  gctundenen  Volumen  v 
k 

den  Wert  für  -p-  zu  rechnen  und  denselben  mit  dem  zuge- 
hörigen Quotienten  der  gemessenen  Dielektricitätsconstanten 
zu  vergleichen. 

Die  nachstehende  Tabelle  IV  gibt  die  beiden  Werte  neben- 
einander, ferner  die  Differenz  derselben  und  angenähert  auch 
den  Fehler  in  Procenten. 

Im  allgemeinen  darf  hier  die  Übereinstimmung  zwischen 
den  beiden  Seiten  der  Gleichung 


als  eine  gute  bezeichnet  werden.  Allerdings  erreicht  der  Fehler 
bei  Salbe  (VI) ^  die  Höhe  von  1%;  aber  es  darf  auch  daran 
erinnert  werden,  dass  gerade  sie  von  Anfang  an  als  nicht  ganz 

1  Wied.  Ann.  50,  S.  163. 

<  C.  R.  129,  p.  149. 

^  Wied.  Ann.  44,  S.  288. 

<  Wied.  Ann.  60,  S.  376. 

!>  Diese  Sitsungsben.  106  (1897),  S.  69. 
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verlässüch  bezeichnet  worden  ist.  Bei  den  übrigen  steigt  der 
Fehler  höchstens  bis  zu  0*7%  und  er  ist  besonders  klein  bei 
den  drei  Arten  der  Salbe  (Vll/g). 


Tabelle  IV. 


1 
1 

l-h2v 
l—v 

k 

Differen£ 

k  \-k-2v 

Fehler 
in  Procenten 

1 

1 

1 

k'  l—v 

Salbe  (VI).,.. 

1 • 1058 

1*1000 

—0-0058 

0-5 

•  (VII/,).. 
»  (VII/^.. 

1*1104 

1*1178 

H-0-0074 

0-7 

1M003 

1 ■ 1044 

-hO-0041 

0-4 

>  (VII/,)il. 

1'0294 

1*0307 

-hO'OOIS 

0*1 

1-0060 

r0057 

—0  0003 

003 

1    »  (VI)^.. 

1*0074 

1*0174 

-H>*0100 

1-00 

Dürfen  wir  aber  nach  all  dem  Vorhergehenden  einmal  von 
der  Giltigkeit  der  Ciausius-Mosotti'schen  Formel  überzeugt 
sein,  dann  lässt  sich  vielleicht  auch  von  hier  aus  eine  Bestäti- 
gung für  die  Maxweil'sche  Relation  zw  ischen  der  Dielektricitäts- 
constante  und  dem  Quadrate  des  Brechungsexponenten  eines 
und  desselben  nicht  magnetischen  Körpers  finden.  Sind  nämlich 

die  Zahlenwerte  für  beide  Größen  wirklich  identisch,  dann 
II«  l 

müsste  auch  — = — -■  das  Volumen  der  leitenden  Partikel  im 
»•-1-2 

Isolator  geben.  Und  wollten  wir  statt  der  leitenden  Partikel  im 
Isolator  die  Quantität  eines  gelösten  Körpers  in  seinem  Lösungs- 
mittel setzen,  dann  erhielten  wir  durch  die  Clausius-Mosotti'sche 
Formel  eine  Relation  zwischen  dem  Brechungsexponenten  und 
derConcentration  der  Lösung.  Bei  einer  derartigen  Übertragung 
der  Formel  bleiben  wir  uns  wohl  bewusst,  dass  sie  nicht  ganz 
einwandfrei  sein  mag,  besonders  dann,  wenn  die  Losung 
eiöktrolytisch  und  die  Concentration  eine  hohe  ist;  abei-  ein 
Verbuch,  die  aufgestellte  Relation  an  gegebenen  Messungen  zu 
verfolgen,  darf  immerhin  als  berechtigt  gelten. 
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Bestimmungen  von  Brechungsexponentcn  für  verschiedene 
Concentrationen  cm  und  derselben  Lösung  liegen  meist  nur 
von  wässerigen  Lösungen  vor.  Messungen,  bei  denen  es  sich 
um  ausgesprochen  nicht  leitende  Flüssig'kejten  handelt,  sind 
weitaus  seltener.  So  hat  v.  Beri:rhoff '  die  Brechungsexponenten 
für  verschiedenprocentige  Lösungen  von  Schwefel  und  Phos- 
phor in  Schwefelkohlenstoff  bestimmt,  und  in  '  ♦/ter  Zeit 
M.  Rudolph i^  solche  für  Lösungen  von  Chloralhydrat  in 
Toluo)  veröffentlicht  Aber  gerade  die  Daten  des  letzterwähnten 
Beobachters  zeigen  auffaltenderweise  von  reinem  Toluot  bis  zu 
einer  lOprocentigen  Lösung  von  Chloralhydrat  ein  Fallen  des 
Brechungsexponenten  mit  der  Zunahme  der  Concentration  und 
erst  von  107o  aufwärts  ein  Steigen  desselben. 

Im  folgenden  sollen  nur  Benders'  Bestimmungen  der 
Brechungsexponenten  für  wässerige  Salzlösungen  verschiedener 
Concentrationen  ver\\'ertet  werden;  sie  sind  wohl  mit  jener 
Henauii^keit  aus^cfulirt,  die  für  die  beabsichtigte  Keclmung 
wünschenswert  erscheint. 

Zunächst  seien  die  von  Bender  gegebenen  Zahlen  ange- 
führt; fi.  bedeutet  dabei  die  Anzahl  der  Craiiim-Moleküle  in 
1000  ci«^  Wasser,  n  den  Brechungsexponenten.  Die  Temperatur 
war  für  alle  hier  angeführten  Messungen  ungefähr  20°  C. 

L  Jodkalium-Lösung  (für  die  Linie  Ht): 


ji.  =  0 

n  r= 

1 

•3402t 

jt=r  1 

H  z= 

I 

*  36304 

(L=  2 

H  = 

1 

•38570 

]i.  =  3 

.  If  = 

1 

•40744 

ft  =  4 

n  = 

1 

•42931 

\i.  —  ~) 

tt  — 

1 

•45079 

2.  Chlorkalium-Lösung  (für  die  Linie  H^;  bei  lö^'C); 


0 

n  =  1-34037 

l*  = 

05 

ff  =  1-34539 

n  = 

l 

M=  1-35039 

1^  = 

2 

n  =  1-35974 

{1  = 

3 

ff  =r  1-36858 

1  Zeitschr.  f.  phys.  Chemie,  t  ä,  S.  431. 

8  »Molccularrclraction  fester  Körper«  (Ravensburg  lÖOl),  S.  12  f. 
•  Wied.  Ann.,  39.  S.  ÜO  und  69,  S.  876. 
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3.  Chlorkalium-Lösung  (für  die  Na-Linie;  bei  20**  C): 


|ji  =  0 

n  =r 

1 

•  33297 

11.=  1 

M  = 

1 

•34281 

|A=  2 

n  — 

1 

•:i5193 

|i  =  2- 

5 

n  — 

1 

•35581 

\L  =  3 

n  — 

1 

•  36000 

H  =  3' 

5 

n  — 

1 

•36339 

4.  Chlornatrium-Lösung  (für  die  Na-Linie): 


jJL  =  0 

n  — 

1-33297 

ji  =  0-5 

n  — 

1-33776 

n  — 

1 -34270 

|i=:2 

n  — 

1-35219 

{t  =  3 

H  = 

1 '36100 

pL=4 

H  = 

1-36916 

(ft  =  4"5 

n  = 

1-37329 

Vor  allem  sei  daran  erinnert,  dass  die  Dielektricitätscon- 
stante  mit  wachsendem  Volumen  der  leitenden  Partikel  im 
Isolator  auch  linear  anstieg.  Ebenso  erhält  man  hier  sehr 
angenähert  eine  Gerade  (Fig.  3),  wenn  man  die  Werte  für  (l  als 
Abscissen,  die  zugehörigen  Werte  für  n*  als  Ordinaten  aufträgt. 
Als  Beispiele  mögen  die  beiden  ersten  oben  angeführten  Zahlen* 
reihen  dienen.  Für  die  Jodkalium-Lösung  hat  n*  der  Reihe  nach 
folgende  Werte: 

1-79616 
1-85788 
1*92016 

1-  98089 
204291 

2-  10490 

angeführte  Chlorkalium-Lösung  erhält 

1-79659 
1-81007 
1 -82355 

1  -  84890  • 

1-87302 
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V^)i.  den  nachstehenden  Curven  entspricht  die  ausgezogene 
der  Jodkaiium-,  die  gestrichelte  der  Chlorkalium-Lösung. 


»0 

«1 


M5 


H9 


1 

/I 

^                  ■  j 

1  / 

1  / 

1 — 

1 

ni^^m  — —                                -  - 

/                    ,                         ^*  ! 

1 

f  

/ 

^    _  .  .     .i  . 

1  ' 

-  -  -    -  — 

/  4 



r 

u- — y.  y«-. 

/  ^ 

 ] 

i  

i 

JIL«       0  I  f  J  t  « 

Fig,2. 

Setzen  wir  für  die  folgenden  Rechnungen 

a  —  —■  ,  . . .  1) 

4+2 

wobei  //  d«i  Bi  c.hui\t;sexponcnt  einer  Lösung  von  der  Con- 
ccntration  c,  Hq  der  der  reinen  Flüssigkeit  ist,  so  ist  a  identisch 


Digitized  by  Google 


Prüfung  der  Clausiua-Mosotti'schen  Formel.  479 

mit  der  früheren  Größe  v.  Nun  gibt  auch  die  That.s;iche,  dass 
da<^  Volumen  des  in  der  Flüssigkeit  gelösten  Körpers  der  Con- 
cenuratjon  natürlich  proportional  ist: 

^-  =  J^  =  fL,  ...2) 
c        V  a 

d.h.  es  ist  das  Verhältnis  zweier  Concentralionen  gegeben  durch 
die  zugehörigen  Brechungsexponenten  und  den  Brechungs- 
exponenten der  reinen  Flüssigkeit 

Femer  gibt  für  v  =  pc,  wenn  p  der  Proportionalitätsfactor 
ist,  die  Clausius-Mosotti'sche  Formel 

a'c 


i  _i_2  

d 


d+2a'c 


n^  =  nl.   ^J^.^  .  ...3) 

Diese  Relation  lässl  aus  dem  Brechung.^exponenten  der 
reinen  Flüssigkeit  und  dem  einer  bestimmten  Lösung  d  die- 
selbe Gröf5e  für  eine  neue  Concentration  c  ci  rcchnen,  wenn  C 
und  c'  in  ihrem  Verhältnisse  wenigstens  gegeben  sind. 

Handelt  es  sich  um  die  Errechnung  specieller  Werte  und 
ihre  Vergleichung  mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtung,  dann 
wird  natürlich  der  Einfluss  etwaiger  Beobachtungsfehler  berück« 
sichtigt  werden  müssen. 

Aus  der  Gleichung  1)  ergibt  sich 

da        i  du       dn^  \  ßn-ii 


  /'  du       dn^  \  6  H'  nl 

-^KTi      1^1 '  (ii«-«J)(ii«+2iiJ) 


oder,  wenn  der  ganze  Bruch  =  A  gesetzt  wird: 
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Fällt  nun  die  Differenz  n^^nl  sehr  klein  aus,  so  wird  der 
Factor  A  ganz  bedeutend  grofi.  Beispielsweise  erhält  man  für 
die  Chlorkalium-Lösung  unter  2) 

für  |i  =  3      angenähert  A=  8 
>   }i  =  0-5  »  il  =  268. 

Wären  also  in  diesem  speciellen  Falle  n  und  Hq  je  mit 
einem  Fehler  von  0 '00470  behaftet  (was  ungefähr  5  Einheiten 
der  letzten  Decimalstelle  entsprechen  würde),  und  zwar  so»  dass 
die  eine  Zahl  zu  grofi,  die  andere  zu  klein  bestimmt  worden 
wäre,  dann  könnte  der  Fehler  in  a  bereits  0-067o>  respective  2^;« 
erreichen.  Nach  der  Gleichung  2)  ist  aber 

\  c !        da'  da 


a  a 

~c 

d.  h.  im  gerechneten  Concentrationsverhältnisse  tritt  die 
algebraische  Summe  zweier  solcher  Fehler  auf;  es  könnten 
also  im  ungünstigsten  Falle  der  gerechnete  Wert  und  der 
gegebene  um  4%  differieren. 

Eine  ähnliche  Überlegung  wird  für  die  Berechnung  von  n 
gelten  dürfen.  Nach  Gleichung  3)  findet  man  leicht 


än         dn^  ^  1  ^a'cd 


n        «0  2 


da'       de  dd 


v^■L'l1^  der  Bruch  vor  deni  Klanmicrausdruck  mit  B  bezeichnet 
w  ird.  —  Bei  der  Jodkaliuui-Lösuni;  wurden  im  folgenden  die 
übrigen  l^^rechuni^sexponcnten  aus  denen  für  |i.  =  0  und  |t  =  1 
berechnet.  Hier  war  a'  =  a^y^  =  0*01 133. 

Nach  dem  früher  Gesagten  darf  man  in  dieser  Zahl  einen 
Fehler  von  1%  >m  Mittel  wohl  als  möglich  annehmen;  ferner 
unterliegt  die  Bestimmung  der  Concentration  gewiss  leicht 
einem  Fehler  von  O-IV^  bis  O-SVo-  Wird  aber  für  jfc=  1  und 
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♦1=2,  also  in  Qj)  und  Qg)  nur  0'  17«  in  Anschlag  gebracht,  so 
erhält  man  für  B 

bei  [i.     2    un^^cfähr  0*067 
»    a  =  5         *  0-187. 

Damit  würde  aber  gesagt  sein,  dass  ohne  Rücksicht  auf 

der  berechnete  Brechungsexponent  von  dem  gemessenen 

im  ersten  Falle  uro  5  Einheiten  der  vierten,  im  zweiten  Falle 
um  1 — 2  Einheiten  der  dritten  Decimalstetle  abweichen  kann. 
Die  nachstehenden  Tabellen  V  bis  VIII  geben  nun  eine 

Zusammenstellung  einiger  nach  Gleichung  3)  gerechneter 

Brechungsexponentei)  Liiuei  v  mit  der,  zugehörigen  gemessenen 
Werten  unter  «;  beigefügt  ist  die  DilTeren/;  v — und  angenähert 
die  Abweichung  in  Procenten.  Ausgegangen  wurde  bei  den 
drei  ersten  Lösungen  (Jodkalium  und  Chlori<alium)  von  der 
niedrigsten  Concentration  und  die  lirechungsexponenien  für 
höhere  Concentrationen  gerechnet,  bei  der  letzten  Losung 
(Chlomatrium)  aber  der  umgekehrte  Weg  eingeschlagen. 


Tabelle  V  (Jodkalium-Lösung). 


1 

1 

m 

V 

V — n 

Procent 

4 

2 

'I 

1-38570 
1-40744 
1  42931 
1-46070 

'abelle  VI 

1-38000 
1-40911 

1-43239 
1-45583 

(Chloi'kaliuj 

0-00030 
0-00167 

0-00308 
0-00504 

m-Lösung; 

0-02 
012 
0-22 
0  85 

1  . 

r 

u 

V 

V — n 

Proccnl 

1 

2 

1  3 

1 

1-85030 
1-35974 
1*36858 

1 

1*35042 
r3ti050 
1*37061 

0-00003 
0-00076 
0' 00203 

0  002 

006 

0-15 

Sittb.  d.  iBAthein.>naturw.  Gl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  33 
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Tabelle  VII  (Chlorkalium-Lösung;  Na- Linie). 


- 

V- 

n 

V 

V — H        1  Procent 

2 

1-35193 

1-35267 

0*00074 

005 

2  5 

1-30581 

1 • 35760 

0-00179 

0  13 

3 

1*36000 

1-36256 

0*00256 

019 

3-5 

1-36339 

1- 36749 

1 

0-00410 

0*30 

Tabelle  Vlil  (Chlornatrium- Lösung). 


1' 

-  1 

V — M 

Frocenl  , 

0-5 

1-33776 

1.33743 

-Ü- 00033 

002 

1 

1 

1*34270 

1*34211 

—0  00059 

0-04 

2 

1-35219 

1  35084 

—0-00135 

0  10 

1 

3 

1-36100 

1-35982 

—0-00118 

0-09 

4 

1  3G8il 

— ü'üouao 

0  oa 

1 

Von  den  nach  der  Claiisius-Mosotti'schen  Formel  berech- 
neten C<jncentrations\'e:  iuuinisscn^oucn  ücr  k'r.'rzc  huK  ji  nur 
die  tür  die  J(:>dkaliuni-  und  die  erste  Chlork.ii;üm-L<.i>ung  ange- 
füiin  weidt-'H,  und  zv\  ar  zuerst  das  gegebene  X'erhäUnis  unter  ui. 
dann  da^  i;erechnete  unter  ///',  feiner  wiederum  die  DitTerenz 
m' —  in  und  der  Fehler  angenähert  in  Procenten. 
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Tabelle  iX  ^^Jodkalium-Lüsung). 


1 

i 
1 

m' 

m' — m  j 

1 

Procent 

^«ti  •  Qs> 

0-500 

0*603 

0*003 

0-6 

^<  1 1  •  '  iä' 

0*383 

0*342 

0-000 

2-7 

0*250 

0-258 

0*008 

3-2 

0  20() 

u  209 

0-00« 

4-5 

0  •  666 

0  079 

0-012 

1  -s 

■'1 (  •     1  > 

0  fiOO 

0  514 

0-014 

2-8 

0-400 

0-415 

0-()15 

3-8 

0-75(t 

0-757 

0  •  007 

0-9 

0-600 

O-ÜIl 

0  ou 

1-8 

0-800 

0*808 

0*008 

1-0 

Tabelle  X  (Chlorkalium-Lösung;  H^). 

m 

m' 

«* — m 

j  Procent 

'  (0-5) 

2-00 

I  ItO 

—  0-01 

i 

0  5 

4*00 

:i  •  8ä 

-0  -  lä 

:i-8 

tiOO 

5-60 

-0-40 

6-7 

^i^f  •  Qn 

200 

1*93 

—0-07 

3-5 

,    Qsi  •  Qu 

3-00 

2-82 

—0-18 

60 

1    *  »a»  ►  Qt* 

t-50 

1-46 

— 0'04 

2-7 

Die  Obereinstimmung  zwischen  Beobachtung  und  Rech- 
nung, wie  sie  sich  in  den  Tabellen  V  bis  X  zeigt,  kann  für  die 

vorliegenden  \'erha.llnib.sc  iniiiicr  nocii  lhiu  befriedigende  ge- 
nannt werden;  dabei  ist  allerdings  nicht  zu  überselien,  dass 
einzelne  größere  Abweiciuingen  aultreten.  Dass  diesel::en  aber 
gt-'rade  dann  sich  zeigen,  wenn  es  sich  um  bedeutendere  Con- 
centrationen  in  den  Lösungen  handelt,  steht  mit  den  oben 
angestellten  Fehlerrechnungen  ganz  wohl  im  Einklänge  und 
(nag  die  Berechtigung  und  Nothwendigkcit  derselben  bestätigen. 
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Daneben  wird  überdies  von  vorneherein  der  Umstand,  dass 
wir  es  eben  mit  Lösungen,  und  zwar  mit  wässerigen  Salz- 
lösungen gerade  zu  thun  haben,  dass  ferner  die  Gleichung 

k-=  nur  gilt,  wenn  n  für  unendlich  lange  Wellen  genommen 
wird,  auch  bei  vollstimdiger  K'ichtif^^kcil  der  Fürincln  größere 
oder  kleinere  Abweichungen  erwailcn  lassen. 

Jedenfalls  aber  dürfen  wir,  die  ganze  Untersuchung  über- 
blickend, sagen: 

1.  Sucht  man  die  der  Clausius-Mosotti'schen  Formel  zu- 
grunde liegenden  Annahmen  möglichst  weit  zu  realisieren, 
dann  stehen  Formel  und  experimentelle  Thatsachen  auch  in 
ganz  befriedigender  Übereinstimmung;  allfällige  Abweichungen 
werden  sich  häufig  durch  bloße  Berücksichtigung  der  mög- 
lichen unterlaufenen  Ungenauigketten  erklären  lassen. 

2.  Die  Identificierung  der  Zahlenwerte  für  k  und  n*  für  ein 
und  denselben  Körper  ergibt,  soweit  es  sich  um  die  Claustus- 
Mosotti'sche  Formel  handelt,  eine  so  weit  gehende  Überein- 
stimmung zwischen  Rechnung  und  Messung,  dass  sie  nicht 
bloß  selbst  berechtigt  ersci^eint,  sondern  dass  gerade  hiedurch 
die  Formel  selber  eine  neue  Bestätigung  lindet. 
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XII.  SITZUNG  VOM  17.  MAI  1901. 


Erachieneit:  Sitsungsberichte,  Bd.  109,  Abth.  I.  Heil  Vill  bis  X  (Octobcr 
bis  Deeember  1900).  —  Abth.  II.  a,  Heft  X  (Deeember  1900). 

Von  dem  Leiter  der  botanischen  Foischungbtcise  nach 
Brasilien,  w.  M.  Herrn  Directnr  R.  v.  Welt  st  ein,  ist  folgendes 
aus  Santos  datierte  Telegramm  eingelangt;  »Angekommen, 
alle  wohlauf.  Wettstein.« 

Der  Secretär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  legt  eine  Ab- 
handlung von  Herrn  Prof.  Dr.  W.  Müller-Erzbach  in  Bremen 
vor,  betitelt:  «Das  Wesen  des  Dampidruckes  durch  Ver- 
dunstung«. 

Das  c.  M.  Herr  HotVatii  A.  Bauer  übersendet  eine  im 
I^boratorium  für  allgemeine  Ciiemie  an  der  technischen  Hoch- 
schule in  Wien  ausgeführte  Arbeit:  »Autoxy  dat  ions- 
producte  des  Anthragallols«,  von  den  Herren  Max  Bam- 
berger und  Arthur  Praetorius. 

Das  c.  M.  Herr  Director  J.  M.  Pernter  in  Wien  übersendet 
die  historische  Einleitung  für  den  Jubiläumsband  der 

Denkschriften  zur  Feier  des  fünfzigjährigen  Bestandes  der 
k.  k.  Ccntraianstalt  für  Meteoroloj^ic  und  Erdmagneiisaius, 
betitelt:  *Vor-  und  Gründ ungsgeschichte<. 

Die  Marine-Section  des  k.  und  k.  Reichs-Kriegs-Mini- 
steriums  übersendet  eine  für  die  Berichte  der  Commission 
für  oceanographische  Forschungen  bestimmte  Abhand- 
lung von  Herrn  k.  und  k.  LinienschifTs-Lieutenant  C.  Arbesser 
V.  Rastburg:  »Meteorologische  Beobachtungen  wäh- 
rend der  zweiten  Expedition  S.  M.  Schiff  ,Pola*  in 
das  Rothe  Meer«. 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Lieben  legt  eine  in  seinem 
Institute  ausgeführte  Arbeit  von  Herrn  Hugo  Rosinger  vor, 
welche  den  Titel  führt:  »Condensationsproducte  des  Iso- 
valeraldeh  y  Js«. 

Das  \v.  M.  iictr  I'rof.  Dr.  Franz  Exner  legi  eine  gemein- 
schaftlich mit  Hcn  n  Dr.  E.  Haschek  ausgeführte  Untersuchung: 
»Über  die  ultra vi.oletten  Funkenspectra  der  Elemente 
(XIX.  Mittheiiung)«  vor. 

« 

Derselbe  legt  ferner  eine  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  V. 
Conrad:  »Über  den  Wassergehalt  der  Wolken«  vor. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akadennie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Bortolotti  Sulla  determinazione  deir  ordine  di  inflnito. 
Modena,  1901.  8". 

K.  k.  Landesschulrath  in  Lemberg,  Jahreshauptbericht  über 
den  Zustand  des  Volksschulwesens  in  Galizien  im  Schul- 
jahre 1801\M9(>0. 

Oudemans  .1.  A.  C,  Dr.,  Die  Trian^ulalion  von  Java,  ausgeführt 
vom  Personale  des  geographischen  Dienstes  in  Nieder- 
landisch -Ostindien.  Im  Auftrage  des  Ministenunis  von 
CoIonitMi  und  unter  Mitwirkuni^  von  M.  L.J.  van  Asperen. 
Hacj-,  19Ü0.  Groß-40. 


• 
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Ober  die  ultravioletten  Funkenspectra  der 

Elemente 

(XIX.  Mittheilung) 

(enthaltend  das  Speetrum  von  Ho) 

von 

Prot.  Franz  Exner,  w.  M.  k.  Akad.»  und  Dr.  £.  Haschek. 

^Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  17.  Mai  1901.) 

LX.  Holmium. 

Über  das  Spectrum  des  Holmiums  liegen  bisher  keinerlei 
Messungen  vor.   Unser  Präparat  verdanken  'wir  Herrn  Dr. 

A.  La-iii^^let  in  Gothenburg,  der  es  durch  viulhLinJcrlniaÜ^c 
Krystallisation  aus  einem  Nhucnale  gewann,  das  von  Professor 
P.  T.  Cleve  in  Upsala  stammte.  Zwei  Proben,  die  von 
Ür.  L anglet  mit  Ho  S  1 1  und  Ho  1  +  a  bezeiclinct  werden, 
erwiesen  sich  spectral  als  identisch  und  können  wohl  als  reines 
Holmiumsalz  angesehen  werden,  insoweit  eine  Trennung  inner- 
halb üj;  r^uppe  der  seltenen  Erden  heutzutage  möglich  ist. 
Mit  Si€herheit  ergab  die  spectrale  Untersuchung  an  Verunreini- 
gungen nur  Y  und  Er;  andere  Beimengungen  müssen  als  frag- 
lich bezeichnet  werden.  Die  Zahl  der  Linien  beträgt  1905. 

Zu  bemerken  wäre,  dass  die  von  E.  Demar^ay^  dem 
Elemente  T  (vielleicht  Tb),  sowie  die  dem  Elemente  A  zuge- 
schriebenen Linien  sich  alle  im  Spectrum  unserer  Holmium- 
präparate finden.  Jedoch  sind  die  Linien  F  schwach,  die  Linien  A 
stark  vorhanden,  so  dass  wohl  eine  gewisse  Trennung  dieser 
Körper  voneinander,  jedoch  keine  vollsianaigc  Abscheidung 
eingetreten  ist. 
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Wir  haben  ferner  noch  ein  Holmiummaterial,  das  uns  von 
Herrn  Dr.  L.  Hait Inger  gütigst  zur  X'criügung  gestellt  wurde, 
und  das  nach  einer  anderen  Trennungsmelhode  erhalten  war, 
untersucht.  Sein  Spectrum  war  mit  dem  des  Langlet'schen 
Holmiums  identisch,  nur  zeigte  es  sich  mit  Y,  Er,  Sa  und  Gd 
in  Spuren  verunreinigt.  Ein  genauerer  Vergleich  ergab,  dass 
einige  wenige  Linien  im  Langlet'schen  Präparat  Icräftig,  in  dem 
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Gelegentlich  dieser  Mittheikinp;  mJk'hten  wir  auch  einen 
Irrthum  in  unserer  letzten  (XVIIL)  Publication  berichtigen,  der 
sich  auf  die  Spectren  von  Samarium  und  Gadolinium  bezieht. 
Wir  haben  dort  aus  der  Existenz  zahlreicher  Goincidenzen  von 
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SamarHim-  und  Gadolinium-Linien  auf  das  Vorhandensein  eines 
genicinsameii  dritten  Körpers  i;cschlossen,  ^egen  welche 
Schlussvveise  sich  Herr  Demar^ay*  mit  der  Vcrmuthung 
gewendet  hat,  das?  das  uns  zur  Verfügung  gestandene  Material 
nicht  von  i^enügender  Reinheit  war.  Wir  müssen  Herrn  De- 
mar^ay  vollkommen  recht  geben,  indem  sich  unser  Samarium 
als  außerordentlich  stark  mit  Gadolinium  vermischt  heraus- 
stellte, so  dass  die  allermeisten  der  gemeinsamen  Linien  nichts 
weiter  sind  als  Gadolinium-Linien.  Wir  sind  zu  dieser  Erkennt* 
nis  dadurch  gelangt,  dass  uns  von  Herrn  Dr.  L.  Hai  tinger 
Sa-  und  Gd-Präparate  von  solcher  Reinheit  zur  Verfügung 
gestellt  wurden,  dass  Linien  von  der  Intensität  f  =  10  des 
einen  Elementes  im  Spectrum  des  anderen  mit  i  =  1  oder 
höchstens  /  —  2  auftraten.  Dadurch  war  es  möglich,  durch  Ncu- 
auinahmen  der  beiden  Spectren  dieselben  in  unzweideutiger 
Weise  zu  trennen.  Als  dem  Gadoiinum  zugehörig  wären  dem- 
nach die  m  unsere  jelzlen  Mitthciluni;  in  Tabelle  IJX 
.?e[;cbenen  Linien  anzusehen;  dem  Samarium  dagegen  gehören 
die  Linien  der  darauffolgenden  »Tabelle  der  vcrmuthlichen 
Samarium- Linien«  an.  Es  stimmt  dies  auch  mit  den  von 
Demar9ay  für  die  beiden  Elemente  gegebenen  Linien.  Immer* 
hin  zeigt  sich  noch  dem  Samarium  und  Gadolinium  eine  Reihe 
von  Linien  insoferne  gemeinsam»  als  sie  in  beiden  mit  gleicher 
oder  nahezu  gleicher  Intensität  auftreten. 

In  der  folgenden  Tabelle  führen  wir  die  stärkeren  der- 
selben an. 
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Ob  diese  Linien  einem  einheitlichen  Elemente  angehören, 
vielleicht  dem  Terbium,  an  das  man  mit  Bezug  auf  seine  Stel- 
lung in  der  Reihe  denken  könnte,  muss  vorläufig  dahingestellt 
bleiben. 

Mit  der  vorliegenden  Mittheilung  erscheinen  die  Messungen 
der  seltenen  Erden  abgeschlossen,  soweit  uns  das  Material  zu- 
gänglich war.  Speciell  in  der  Reihe  der  Yttererden,  v.>n  denen 
uns  durch  die  Güte  des  Herrn  Dr.  Haitinger  eine  vollständige 
Serie  von  l'Vaetionen  zur  V'erlüf^ung  stand,  konnten  wir  zwisciien 
den  Endgliedern  Nd  und  Yb  nur  Sa,  Gd,  Ho,  Er  und  Y  mit 
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Sicherheit  nachweisen.  Dass  das  Terbium,  dessen  Stellung  in 

der  Reihe  man  in  der  Nähe  v^on  Gd  erwarten  möchte,  nicht 
nachzüuciscii  war,  könnte  zu  Zu  cirdn  an  dessen  Existenz 
führen,  umsomehr  als  das  seinerzeit  von  Roscoe  und 
Schuster'  pubücierte  Terbiumspectrum  in  alkii  Linien  mit 
solchen  des  Samariums  und  Gadoliniums  übereinstimmt,  das 
Materiale  also  wohl  ein  Gemisch  dieser  beiden  Elemente  war. 
Alle  dunkelbraunen  Oxyde  der  von  uns  untersuchten  Reihe 
erwiesen  sich  gleichfalls  als  (iemische  von  Ho,  Gd  und  Sa.  In 
dem  EndgUede  unserer  Reihe,  das  Yb,  £r  und  Y  enthielt  und 
im  Absorptionsspectrum  schwache  Thuliumstreifen  aufwies, 
waren  unzweifelhaft  dem  Thuliumspectrum  zuzuschreibende 
Linien  nicht  zu  finden.  Ob  Thulium  bei  der  Abtrennung  der 
Yttererden  im  Rohmaterial  zurückgeblieben  oder  überhaupt  nur 
in  nicht  nachweisbaren  Mengen  vorhanden  ist,  muss  unent- 
schieden bleiben. 

Schließlich  sei  noch  erwähnt,  dass  sich  bei  je  zw  ci  Ele- 
menten der  Reihe  zahlreiche  gemeinsame  Linien  v\>n  geringer, 
aber  gleicher  hitensität  finden,  die  wohl  auf  das  Vorhandensein 
weiterer  gemeinsamer  Beslandtheile  hinweisen:  doch  scheint 
eine  Durchforschung  des  Materiales  nach  dieser  Richtung  hin, 
so  lange  die  chemischen  Trennungsmethoden  nicht  weiter  fort- 
geschritten sind,  fast  ausgeschlossen. 


>  Roscoe  und  Schuster,  Joum.  of  Chem.  Soc.  61.  Ber.  der  deutseben 
ehem.  Gesellschaft.  Bd.  15,  S.  1280. 
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XIII.  SITZUxXG  VOM  23.  MAI  1901. 


Erschienen.  S  1 1  7.  u  n  gsberichte,  Bd.  109,  .^blh.  III.  Heft  IX  und  X  (November 
•  und  Deccmber  1900). 

Der  Secretär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  legt  eine  Arbeit 
von  Herrn  Dr.  M.  Hadakovic  in  Innsbruck  vor,  betitelt: 
»Bemerkungen  zurTheorie  des  bailistischen  Pendels«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Guido  Goldschmiedt  übersendet 
vier  Abhandlungen  aus  dem  chemischen  Laboratorium  der  k.  k. 
deutschen  Universität  in  Prag. 

L  »Über  Tetrahydrobiphenylenoxyd«,  von  Herrn  stud. 
phil.  Otto  Hönigschmid. 

n.  »Zur  Kenntnis  der  Naphtaldehydsäure«,  von  Herrn 
stud.  phil.  Josef  Zink. 

IIL  >Ober  die  Condensatlonsproducte  von  Phenyl- 
aceton  mit  Benzaldehyd<,  von  den  Herren  G.  Gold- 
schmiedt und  Hans  Krzmar. 

IV.  >Über  Esterbildung  bei  P yridinpolycarbon- 
säuren«,  von  Herrn  Dr.  Hans  Meyer. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  R.  Hoernes  in  Graz  übersendet  eine 
Mittheilung  über  Congeria  Oppenheimi  und  Hilbert^  zwei 
neu  .'  F'>  nicn  der  » /?/jo;«Z'o/V/tvz-Gruppe«  aus  den  oberen  ponti- 
schcn  Schichten  von  Königsgnad  (Kirälykegye)  nebst  Bemer- 
kungen über  daselbst  vorkommende  Limnocardien  und  Valen- 
ciennesien. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  E.  Zuckerkandl  übersendet 
folgende  zwei  Arbeiten: 

I.  "Zur  Morphologie  des  Musculus  ischiocaudalis«. 
Zweiler  Beitiat::. 

II.  <Zur  Rnivvickelung  des  Balkens  und  des  Ge- 
wölbes«. 


Digitized  by  Google 


509 


Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Ad.  Lieben  übeiTeicht  drei 
Arbeifen  aus  dem  I.  chemischen  Universitätslaboratorium: 

I.  ,»Zur   Kenntnis   der  Carbi nol Verbindungen  des 

Tripheny Imethans  und  seiner  Derivate«,  von  den 

Herren  J.  Herzig  und  P.  Wengraf. 
IL  »Ober  Condensationen  des  Isonicotinsäure- 

esters«,  von  Herrn  Dr.  R,  Tscherne. 
HL  »Ober  die  Alkylierung  des  Oxyhydrochinons«, 

von  Herrn  E.  Brezina. 

Das  c.  M  Herr  Prof.  J.  M.  Pernter  überreicht  tolgende 
drei  Abhandlungen  über  Fallvvinde: 

L  »Experimente  zum  Föhn«,  von  Herrn  Prof.  Dr.  Paul 
Czermak  in  Innsbruck; 
JL  »Einfluss  der  Bora  auf  den  täglichen  Gang  einiger 
meteorologischer   Elemente«,   von   Herrn  Eduard 

Mazelle  in  Triest; 
Iii.  »Ü^cr  Jeii  taijichen  Gaii.L:  der  meteorologischen 
Elemente  bei  Nordlöhn«,  von  Herrn  Dr.  Robert  Klein, 
Disiricisarzt  in  Tragöss. 

Herr  Dr.  Franz  Kühnert,  Privatdocent  für  chinesische 
Sprache  an  der  Universität  Wien,  legt  folgende  Abhandlung 
vor:  »Über  die  von  den  Chinesen  Teh'Sing  oder 
Tugendgestirn  genannte  Himmelserscheinung«. 

Herr  J.  lialban  leut  eine  im  Physiologischen  Institute  der 
Wiener  Universität  ausgefiihrlc,  von  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften  subventionierte  Arbeit  vor,  betitelt;  »Ovarium 
und  Menstruation«. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Largaiolli  V,,  Dr.,  I  pesci  dcl  TreiUuio  c  nozioni  elemcnlari 
inlorno  all'  organismo  alle  svilluppo  ed  alle  funzioni  della 
vita  del  pesce.  Vol.  I,  parte  generale.  Trento,  1901.  8^. 
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Bemerkungen  zur  Theorie  des  ballistischen 

Pendels 

von 

Dr.  M.  Radakovtö  in  Innsbruck. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  28.  Mai  1901.) 

In  jüngster  Zeit  hat  Herr  k.  u.  k.  Oberst  A.  Chevalier 
Minarelli  Fitz-Gerald  eine  neue  Form  des  ballistischen 
Pendels  angegeben/  deren  wesentlichster  Vortheil  gegenüber 
der  älteren  F'orm  dieses  Apparates,  abgesehen  von  verschie- 

J.enen  technischen  Verbesserungen  in  der  Conslruciion  der 
Au:  iiängevorrichtung,  darin  besteht,  dass  an  Stelle  der  früher 
als  Heceptor  dienenden  Blei-  oder  Sandmassc  eine  oberflächen- 
harte  Stählpanzerplatte  gewählt  wurde,  an  welcher  das  Geschoss 
ohne  Eindruck  zerschellt.  In  seiner  neuen  Form  ist  das  balli- 
sti-^che  Pendel  zur  xMessung  der  Geschwindigkeit  moderner 
Infanteriegeschosse  geeignet  und  gestattet  in  der  That,  wie  die 
bis  jetzt  mitgetheüten  Vorversuche  bereits  ergeben,  sehr  genaue 
Messungen  der  Projectilgeschwindigkeit,  deren  noch  nicht  ganz 
aufgeklärter  Verlauf  in  der  Nähe  der  Mündung  der  Unter- 
suchung mittels  der  verschiedensten  Apparate  und  Methoden 
dringend  bedarf.  Dank  der  besonderen  Vorzüge,  welche  das 
ballistische  Pendel  in  seiner  neuen  Form  auszeich nen,  ist  es 
vielleicht  berufen,  bei  der  Lösung  diesem  experimentellen  Auf- 
gaben eine  wesentliche  Rolle  zu  spielen. 

Infolge  des  Interesses,  welches  durch  diese  Umstände 
neuerdings  für  das  ballistische  Pendel  geweckt  wurden,  scheint 


<  Neue  Methoden  zur  Bestimmung  der  Anfangsgeschwindigkeit  von 
Gewehrprojectileii  in  der  Niihe  der  Mündung.  .Mitthcüiitigcn  über  Gegenstande 
des  ArtiUerie-  und  Genie -Wesens.  Jahrgang  Iflül,  4.  Heft,  S.  Zm. 


Digitized  by  Google 


*^12  M.  Radakovic, 

es  vielleicht  nicht  unangebracht,  auf  eine  Fehlerquelle  näher 

einzugehen,  welche  man  bei  der  Verwendung  dieses  Apparates 
vermuthet  hat. 

Herr  Oberst  v.  Minarelli  beiiicr.;t  ani  Schlüsse  seiner 
Abhandlung:'  »Es  ist  naheliegend,  dass  gegen  mein  ballisti- 
sf'hes  Pendel  der  Einwurf  crb.oben  werden  kann:  dass  ja  das 
Lieschoss  beim  AuftrctTen  auf  die  l^uizerplatte  einen  Theil 
seiner  Energie  für  molecuhire  Arbeit,  Deformation,  Schmelzung 
U.  s.  w.  aufbraucht,  welche  Arbeit  nur  auf  Kosten  der  Geschoss- 
geschwindigiceit  geleistet  werden  kann,  daher  auch  in  Rechnung 
gestellt  werden  müsste«.  Das  hier  nur  bedingungsweise  aus- 
gedrückte Bedenicen  wird  von  Seite  der  Redaction  der  •  Mit- 
theilungen über  Gegenstände  des  Artillerie^  und  Genie^Wesens« 
in  bestimmterer  Form  aufgenommen  in  der  diesem  Satze  ange- 
fügten  redactionellen  Bemerkung:  »Die  mit  dem  hier  beschrie- 
benen Gewehrpendel  gemessenen  Geschwindigkeiten  müssen 
überdies  kleiner  ausfallen,  als  Werte,  welche  mit  anderen  balli- 
stischen Pendeln  crmüicll  w  erden,  bei  dtncii  Defoi ina'don  und 
Erwärmung  des  (ieschosses  nicht  so  weitgehend  i>ind  wie  hier«. 

Dieser  Einwand  gegen  die  Verwendung  des  ballistischen 
Pendels  berulit  offenbar  auf  dem  (jedanken,  da^s  jener  Theil 
der  l^ewegungsenergie  des  Geschosses,  der  m  Wärme  ver- 
wandelt oder  zu  molecularer  Arbeit  verwendet  wird,  dem  Vor- 
gange des  Stoßes  gewissermaßen  verloren  gehe,  so  dass  infolge 
dieses  Verlustes  das  ballistische  Pendel  nicht  die  ganze  leben- 
dige Kraft  des  Projectiis,  sondern  nur  einen  Theil  derselben 
durch  seinen  ersten  Ausschlag  angeben  könne.  Correcterweise 
wäre  daher  die  durch  die  Messung  sich  ergebende  Energie  des 
Geschosses  um  diesen  bei  dem  Stoß  vorgange  verlorenen  Betrag 
zu  vermehren,  woraus  natürlich  sodann  auch  eine  Vermehrung 
der  beobachteten  Geschossgeschwindigkeit  sich  ergeben  würde. 

Es  lässt  sich  jedoch  zeigen,  dass  diese  Fehlerquelle  nicht 
\orhanden  ist,  dass  vielmehr  bei  der  licrec:.:-u].^  vier  Geschoss- 
geschwindigkeit  aus  dem  ersten  .Ausschlage  des  Pendels  dieser 
in  andere  Energieformen  \erwandelte  Theil  der  Bewegungs- 
energie de.s  Geschosses  vollständig  berücksichtigt  ist. 

»  L.  c.  S.  280. 
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Um  diesen  Nachweis  zu  führen,  sei  es  gestattet,  auf  die 
Theorie  des  ballistischen  Pendels  kurz  einzugehen. 

Das  Trägheitsmoment  des  Pcnücls  sei  K  genai^nt.  Es  werde 
in  einem  Punkte,  dessen  Abstand  von  der  Drcl.axe  p  heißen 
mös^e,  von  einem  Projectil  mit  der  Masse  m  und  der  ( ieschwindig- 
keit  im  Augenblicke  t  =  0  getroffen.  i>er  u-mze  .Stoßv«  «rgaiig 
soll  die  kleine  Zeit  0-  dauern.  In  einem  Zeitmomenle  /  während 
des  Stoßes  sei  Vi  die  noch  vorhandene  Ciescliw  indigkeit  des 
Geschosses,  und  daher  ist  die  Kraft  P,  welche  in  diesem  Augen- 
blicke auf  das  Pendel  ausgeübt  wird,  durch  die  Formel 

gegeben.  Diese  Kraft  wirkt  im  Abstände  p  von  der  Drehaxe, 

diVt 

und  daher  ist  die  Winkelbeschleunigung  —7^  des  Pendels  in 

äf 

dem  betrachteten  Momente  nach  einem  bekannten  Satze  der 

.Mechanik  durch  die  Gleichung 


di  dt  " 

bestimmt 

Integriert  man  nun  über  die  ganze  Zeitdauer  des  Stoßes» 
so  erhält  man 

K.W  =  f«.p.(&o — v^.  1) 

Hiebei  bedeutet  w  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels, 
v^die  Geschwindigkeit  des  Projectils  nach  dem  Stoße,  und  es 
ist  berücksichtigt«  dass  das  Pendel  vor  dem  Stoße  in  Ruhe  war. 

Von  den  Größen,  welche  die  Gleichung  1)  verknüpft,  lässt 
sich  die  eine,  n^,  durch  den  ersten  Ausschlag  des  Pendels 
messen  und  kann  daher  als  experimentell  bestimmt  angesehen 
werden.  Nachdem  sie  jedoch  noch  mit  zwei  unbekannten 
Größen  i^^  und  ir^  verbunden  ist,  reicht  die  Gleiciumg  1)  zur 
vollkommenen  Berechnung  des  Stoßvorgangcs  nicht  aus  und 
es  muss  noch  eine  zweite  Gleichung  hinzutreten.  Kine  solche 
läbsl  -ich  durch  rein  mechanische  [Betrachtungen  nicht  finden. 
Es  kann  dies  auch  gar  nicht  der  Kall  sein,  denn  die  einzelnen 
tnOglichen  Stoßvorgänge  sind  voneinander  durch  die  materielle 

Slub.  d.  inith«m.-na|urw.  Ol.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  35 


Digitized  by  Google 


514 


M.  Rftdakovic» 


Beschaffenheil  der  sich  treffenden  Körper  verschieden.  Je  nach 
derselben  wird  ein  mehr  oder  weniger  großer  Theii  der  leben- 
digen Kraft  des  Projectils  während  des  Steißes  in  Wärme  oder 
molecutare  Arbeit  verwandelt,  und  je  nach  dem  Betrage  dieser 
zerstreuten  Energie  muss  die  Beziehung  zwischen  Anfangs- 
geschwindigkeit des  Geschosses  und  Winkelgeschwindigkeit 
des  Pendels  anders  ausfallen.  Die  zweite  Gleichung,  welche 
noch  zur  Bestimmung  des  ganzen  Vorganges  fehlt,  kann  sich 
somit  nicht  aus  allgemeinen  mechanischen  Principien  ergeben, 
sondern  sie  muss  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  gewonnen 
werden.  Hat  nuin  sie  aber  gefunden,  dann  ist  der  Stoßvorgang 
ganz,  bestimmt,  und  es  ist  klar,  dass  man  jedes  Detail  des- 
selben, also  auch  den  Betrag  der  zerstreuten  Energie,  berechnen 
kann. 

Bei  dem  ballistischen  Pendel  älterer  h'orm  wird  diese 
zweite  Beziehung  durch  die  Beobachtung  geliefert,  dass  das 
Projectil  in  der  Blei-  oder  Sandmasse  des  Receptors  stecken 
bleibt  und  sich  mit  derselben  weiter  bewegt.  Es  müssen  daher 
bei  dem  Stoße  solche  besonderen  Energiezerstreuungen  statt- 
finden, dass  die  Endgeschwindigkeit  des  Geschosses  gleich  der 
Geschwindigkeit  der  getroffenen  Stelle  des  Receptors  im  Augen- 
blicke   wird.  Die  zweite  Gleichung  ist  daher 

=  p,fv.  2) 

Beide  Gleichungen  zusammen  bestimmen  den  Stoßvorgang 
vollkommen,  und  es  wird 

Nachdem  durch  die  Einführung  der  in  der  Relation  2)  aus- 
gedrückten experimentellen  Beobachtung  der  specielle,  hier 
stattfindende  Stoßvorgang  ganz  bestimmt  ist,  kann  man  auch 
berechnen,  welcher  Theil  der  lebendigen  Kraft  des  Projectils  zu 
Wärme  und  molecularer  Arbeit  verwendet  worden  ist. 

Es  war  vor  dem  Stoße  die  Bewegungsenergie  von  Gescboss 
und  Pendel  zusammen 

^0  —  ■r'"'*^' 
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nach  dem  Stoße  ist  die  noch  vorhandene  lebendige  Kraft  beider 
gleich 

2  2 


oder  auch 


2  K+tnft* 


Der  Überschuss  der  Bewegungsenergie  vor  über  die  nach 

dem  Stoße  ist  gleich  dem  Betrage  der  zerstreuten  Energie 

ßi  =  E^-E,  =  .  i  «.^.. 

Immer  wenn  von  der  Bewegungsenergie  des  Projectils  der 
K 

Bruchtheil  77  ^  derselben  bei  dem  Stoße  in  andere  Energie- 

formen  verwandelt  wird,  bewee^t  sich  nach  dem  Stoße  das 
Geschoss  mit  dem  Pendel  gemeinsam  weiter  und  umgekehrt, 
wenn  Geschoss  und  Pendel  sich  nach  dem  Stoße  gemeinsam 
weiter  bewegen,  wird  von  der  ganzen  lebendigen  Kraft  des 

Projectils  der     ■■  r  - , .    Theil  aui  das  Pendel  übertragen,  und 
K      te^"*"^**  • 

der  — —5-  Theil  wird  zerstreut 

Bei  dem  ballistischen  Pendel  von  Herrn  Oberst  v.  Mina- 
relli  trifft  das  Geschoss  eine  Stahlpanzerplatte,  also  einen 
Keceptor  von  ganz  anderer  Beschaffenheit  Es  ist  der  Stoß- 
vorgang daher  ein  gänzlich  verschiedener,  und  es  muss  eine 
andere  Gleichung  2)  zu  seiner  Bestimmung  gefunden  werden. 
Es  ergibt  sich  dieselbe  aus  der  Beobachtung,  dass  das  Geschoss 
an  der  Platte  vollkommen  zerschellt,  ohne  sie  zu  verletzen,  und 
dass  die  Splitter  des  zerstörten  Projectils  nur  in  der  Ebene  des 
Pendels,  also  senkrecht  zur  ursprünglichen  Bewegungsrichtung 
wc-j;ilic.L(en.  Es  ist  daher  die  EndgcöCh\vindigke:l  des  Gcbchuss- 
scliw  crpunktes  nach  dem  Stoße  gleich  null,  und  die  diesen 
besonderen  Stoßvorgang  bestimmende  Gleichung  ist  in  diesem 
Falle 

=  0.  2) 

35* 
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Man  erhält  also  jetzt 

m.p 
K  • 

Die  Energiezerstreuung  ist  jetzt  eine  ganz  andere,  als  in 
dem  früheren  Falle.  Es  ist 

also 

'         K       2  ' 

ffir/i  len 

Das  Geschoss  gibt  den  — —     Theil  seiner  Energie  an 

K 

JC—ttib' 

das  Pendel  ab,  während  der  ^    Theil  zerstreut  wird. 

Vergleicht  man  die  Knergiezerstreuung  bei  dem  Pendei  alter 
Form  mit  dem  Betrage  derselben  (iröüe  bei  der  neuen  Form 
des  Apparates,  so  findet  man  die  Differenz 

*      *       2      *  (K+mf         K,  S 

Hicbei  ist  angenoniiiK-ii.  d,i^s  beule  Pendel  von  gleich 
schweren  und  gleich  schnellen  I*n>jccLilen  getroffen  werden 
und  dass  die  Trägheitsmomente  des  Apparates  alter  und  des 
neuer  Form  mit  A',, ,  beziehunt^swci-^c  Kn  bezeichnet  werden. 
Man  sieht  au2>  der  Form  dieser  UilTerenz,  dass  stets 

ist,  wenn  nur,  was  hiezu  hinreichend  ist, 

ist.  Diese  Bedingung  ist  wohl  immer  erfüllt  Die  Energie- 

Zerstreuung  ist  unter  sonst  gleichen  Umständen  größer  bei 

Jcni  ballistischen  Pendel  altei-  l'oi  iu,  als  bei  dem  Pendel  neuer 
Form. 

Dies  Resultat  scheint  verständlich,  wenn  man  bedenkt, 
dass  die  Zerstörung  des  Geschosses  im  großen  wohl  dieselbe 
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in  beiden  Fällen  sein  dürfte,  dass  aber  bei  der  alten  Form  des 
.Apparaies  hiezu  noch  die  in  der  Masse  des  kcceptors  i^eleistete 
.Arbeit  tritt,  welche- bei  der  neuen  Form  nicht  geleistet  wird. 

Die  Thatsache,  dass  zur  i^^rzeugung  von  Wärme  und 
Deformationsarbeit  Energie  des  Projectils  verbraucht  und  dem 
reinen  Beweiximgs Vorgang  entzogen  wird,  bedeutet  keinen 
Fehler  bei  der  Verwendung  des  ballistischen  Pendeis.  Sie  ist 
vielmehr  bei  der  Berechnung  der'  Beziehung  zwischen  An- 
fangsgeschwindigkeit des  Pendels  und  Geschwindigkeit  des 
Geschosses  vor  dem  Stoße  dadurch  vollkommen  berücksichtigt, 
dass  diese  Relation  auf  einen  experimentellen,  den  Vorgang 
charakterisierenden  Satz  begründet  worden  ist. 

Ein  Fehler  bei  der  Messung  der  Geschossgeschwindigkeit 
aus  diesen  Ursachen  könnte  nur  dann  eintreten,  wenn  die 
grundlegende  Beubachtung,  dass  alle  Geschossplitter  nur  in 
de:  l^bcac  des  Pendels  fliegen,  nicht  erfüllt  wäre.  Dann  müsste 
die  (ileichung     —  0  durch  eine  andere  ersctzi  werden. 

Es  wäre  von  besonderem  Inlere-^se,  diese  Verhältnisse 
auch  experimentell  zu  prüten.  Dies  ließe  sich  durch  eine 
Aichung  des  ballistischen  Pendels  in  seiner  neuen  Form  mittels 
einer  der  anderen  zur  Messung  von  Geschossgeschwindig- 
keiten geeigneten  Methoden  durchführen.  Es  müsste  diese 
Methode  jedoch  die  Geschwindigkeit  des  Projectils  nahezu  an 
eitler  bestimmten  Stelle  seiner  Bahn  zu  messen  gestatten,  wie 
dies  mit  dem  ballistischen  Pendel  möglich  ist.  Diese  Bedingung 
erfüllt  die  Methode  der  aperiodischen  Condensatorentladungen, 
da  sie  die  Messung  der  mittleren  Geschossgeschwindigkeit  auf 
wenigen  Centimetem  gestattet.  Leider  haben  äußere  Umstände 
Blich  an  der  Ausführung  einer  solchen  Aichung  verhindert. 

Mii  Hinblick  aul  deii  intere^^anten  Wraiuf  der  Geschoss- 
geschwindigkeit  in  der  nächsten  Umgebung  der  Laulinundung 
wären  weitere  Geschwindigkeitsirics>ungen  sehr  zu  wünschen. 
Hiezu  könnte  das  ballistische  Pendel  in  seiner  neuen  Form 
sehr  erfolgreich  Vcrwendur.g  tinden. 

■  Es  sei  mir  gestattet,  zu  bemerken,  dass  auch  die  Methode 
der  aperiodischen  Condensatorentladungen  sich  zu  diesem 
Zwecke  noch  weiter  ausgestalten  lässt;  man  kann  sie  so 
modificieren,  dass  man  an  zwei  Steilen  der  Bahn  desselben 
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Projectils  die  Gesch\s"indi<;keit  misst  und  somit  eine  Zu-  oder 
Abnahmt'  derselben  unabhängig  von  den  Variationen  der  Ge- 
schossgeschwindigkeit  bei  verschiedenen  Schüssen  bestimmen 
kann. 

Es  wäre  von  großem  Interesse,  in  dieser  Weise  nam ent- 
heb solche  Gewehre  zu  untersuchen,  deren  Geschosse  eine  der 
Schallgeschwindigkeit  nahe  Anfangsgeschwindigkeit  besitzen. 
Leider  kann  ich  auch  in  dieser  Richtung  gegenwärtig  keine 
Untersuchungen  anstellen. 
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Das  Messen  des  Dampfdruckes  durch  Ver- 
dunstung 

von 

W.  MaUer-Ersbach. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  17.  Mai  1901.) 


Das  durch  die  bekannte  Formel  ^  =  ^!  ~  ausgedrückte 

Graham'sche  Gesetz  gilt  nicht  nur  für  die  Diffusion  durch 
poröse  Scheidc'vviindu,  sundern  aucli  für  die  freie  Diffusion. 
Graham  selbst  hat  für  diese  weitere  Giltigkeil  einzelne  Ver- 
suche mitgetheilt,  bewiesen  wurde  sie  jedoch  erst  durch  die 
zahlreichen  Beobachtungen  von  J.  Lo Schmidt'  und  erklärt 
durch  die  theoretischen  Erwägungen  Stefans.^  Nur  in  wenig 
Fällen  gehen  die  Abweichungen  der  Versuchsergebnisse  über 
die  Grenze  der  Beobachtunqsfeliler  etwas  hinaus  und  werden 
von  Losch mi dt  auf  die  in  der  Formel  nicht  berücksichtigten 
Unterschiede  in  der  Form  und  Größe  der  Molecüle  zurück- 
gcfahrt. 

Setzt  man  in  der  von  mir  angegebenen  Weise*  die  Ab- 
hängigkeit der  Diffusion  vom  Dampfdruck  und  vom  Quadrate 
der  absoluten  Temperatur  voraus^  so  findet  man  nach  den 


1  J.  Losehmidt»  diese  Sitsungsber.,  61,  S.  367  und  62,  S.  468  (1870). 

«  J.  Stefan,  I.  c.  63,  S.  63  (1871). 

9  M&IIer-Erxbach.  Wied.  Ann.,  »4,  S.  1047. 
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Dichten  Jj  und  J.,,  wie  nach  den  Spannungen  und  für 
das  \  ci  haltnis  der  Voiuniina  (ly  die  Gleichung 

v,  V 
und  für  das  Verhältnis  der  Gewichtsmengen  (gj 

4i.  ^  El  . 

Ä         Pi  V 

Sind  die  Spannun^^en  mit  den  Gewichtsmengen  der  aus- 
geströmten Gase  oder  Dämpfe  zugleich  gegeben,  so  erhält  man 

nach  der  Formel  T:  —   — ^-  die  u  ährend  des  Aussuömens 

herrschende  absolute  Temperatur.^  Nach  zahlreichen  eigenen, 
wie  nach  den  von  GroOmann  an  der  Hamburger  Seewarte 
ausgeführten  Beobachtungen  lässt  sich  damit  die  Durchschnitts^ 
temperatur  ebenso  bequem  wie  zuverlässig  -  bestimmen.  Ebenso 

sT-n 

ergibt  sich  aus  5|  =     ,   -  die  Spannung  für  jede  beliebige 

1 P 

Temperatur  aus  der  Men^^e  des  enlwickelti  n  Gases,  wenn  nur 
für  eine  Temperatur  dw  Gasdruck    bckaniu  ist. 

Um  auf  diese  W  eibc  den  Dampfdruck  des  Wasserdampfes 
zu  finden,  licLiLii  ■^■ich  zunächst  meine  schon  erwähnten,  in  der 
Zeitschrift  für  Instrumentenkunde  mitgetheilten  Versuche  über 
die  Bestimmung  der  nach  dem  Sclimelzpunkte  des  Eises 
bezeichneten  Temperatur  benutzen.  Sie  ergeben  die  Druck- 
resultate in  demselben  Grade  genauer,  wie  die  Durchschnitts* 
temperatur  zuverlässiger  bestimmt  werden  kann. 

1  Zeitschr.  fUr  Instrumentcnkunde,  10.  S.  88(1890). 

«  L.  c.  .s.  es. 
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Wo  die  Temperatur  nicht  künstlich  zu  erhohen  war  und 
nur  in  engen  Grenzen  schwankte,  stehen  die  Resultate  hniter 
denen  der  besten  statischen  Messungen  nicht  zurück.  Ist  diese 
Bedingung  aber  nicht  mehr  erfüllt,  wie  in  der  letzten  Gruppe 
der  anc^eführten  Versuche,  so  werden  die  Beobachtiin.usfehler 
zu  groü  und  die  Resultate  unbrauchbar.  Um  nun  die  Warnie- 
schw ankungen  zu  verringern,  Heß  ich  mir  von  C.  Gerhardt 
in  Bonn  einen  Thermostaten  herstellen,  der  durch  die  Wirkung 
einer  größeren  Luftblase  über  dem  Quecksilberbehälter  eine 
scharfe  und  wenig  veränderliche  Einstellung  zuließ.  In  der 
Höhe  von  50'  giengen  die  Schwankungen  über  0*2*  selten 
und  über  0*4*  überhaupt  nicht  hinaus.  Innerhalb  des  Thermo- 
staten sind  natürlich  auch  noch  kleine  Temperaturunterschiede 
vorhanden,  und  ich  sah  nur  den  Wert  als  maßgebend  an, 
welchen  ein  in  Schwefelsäure  eingetauchtes  Thermometer 
zeigte,  wenn  diese  Schwefelsäure  im  Thermostaten  unmittelbar 
neben  derieni,L;en  aufuestclll  war,  die  im  Inneren  der  Versuchs- 
tlasciie  die  Verdunslungsröhre  umgab.  Die  beiden  verwendeten 
Verdunstungsröhren  hatten  eine  solche  GrotJe,  dass  die  eine  (A) 
bei  0"  und  normalem  Luftdruck  in  24  Stunden  3'42wi^,  die 
andere  (Bj  4  015  w/,if  Wasserdampt  an  die  durch  Schwefel- 
säure getrocknete  Luft  verlor.  Bei  den  sechs  zuerst  ange> 
gebenen  Versuchen  waren  beide  Verdunstungsröhren  in  der- 
selben Flasche  aufgestellt.  Nachher  befand  sich  jede  Röhre  in 
einer  besonderen  Flasche. 
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Der  Durchschnitt  aller  neun  Versuche  ergibt  eine  Ab- 
weichung von — O'lmm.  Also  erweist  sich  die  Methode 

trotz  der  t^roßen  Bequemlichkeit  ihrer  Anwendung 
f  u  1  Jen  VV  a  s  s  c  1  J  a  ui  p  t"  unbedingt  zuverlässig.  Sie  ist 
jedoch  nur  für  diejenigen  Temperaturen  brauchbar, 
die  vom  Siedepunkt  einen  gewissen  Abstand  haben. 
In  der  Nähe  des  Siedepunktes  werden  beim  Wasser  wie  bei 
anderen  Flüssigkeiten  die  Werte  viel  zu  groli. 

Die  innere  Weite  der  Verdunstungsröhren  betrug  beim 
Wasser  nicht  über  7'brnm.  Den  Angaben  Stefans  ent- 
sprechend fand  ich  die  Verdampfungsgeschwindigkeit  beim  Ein- 
strömen des  Dampfes  in  freie  Luft  vom  Querschnitte  der  Röhre 
unabhängig.  Stefan  bezeichnet  O'Qmm  und  6  mm  als  Grenzen 
für  den  Durchmesser  der  Röhren.  Für  gewöhnliche  Temperatur 
und  Wasserdampf  kann  aber  der  Durchmesser  ohne  Ände- 
rung des  Verhältnisses  in  der  Verdunstungsmenge  viel  größer 
werden.  Röhren  von  75  mm  Länge  ergaben  bei  Durchmessern 
von  6  und  fast  23  mm  ohne  Krwärmung  im  Zimmer  aufgestellt 
ihren  Querschnitten  entsprechend  für  die  weitere  eine  über 
14mal  größere  Dampiinenge  als  für  die  kleinere.  Bei.  ver- 
schiedenen Zimmertemperaturen  blieb  diese>  VerhältiH:^  unver- 
ändert Als  die  k'öhren  aber  nur  bis  27°  oder  'iS"  künsthch 
erwärmt  wurden,  stieg  für  die  weitere  der  Veilu>t  .mf  das 
70-  und  üOfache  der  kleineren.  Zu  der  Bewegung  der  Diffusion 
war  vermuthiich  diejenige  der  Stnwung  hinzugetreten.  Und 
das  geschieht  auch  bei  gewöhnlicher  Temperatur,  wenn  die 
Weite  der  durchströmten  Röhren  über  23  mm  hinaus  noch 
erheblich  wächst  Ein  Becherglas  von  4ßmm  Durchmesser 
verlor  bei  Zimmertemperatur  mehr  als  das  Dreifache  der  nach 
seinen  Dimensionen  berechneten  Menge  an  Wasserdampf. 
Nimmt  man  dagegen  schwerer  flüchtige  Substanzen,  wie  Oxal- 
äthcr  oder  Citronenöl»  so  zeigen  sich  jene  als  Strömungen  auf- 
gefassten  Störungen  noch  nicht,  wenn  auch  die  Durchmesser 
der  durchströmten  Cylinder  auf  1)0  und  mehr  Milhmeter  an- 
u  achseu.  Uh  konnte  deshalb  mit  solchen  Gefä(3en  aus  dem  Ver- 
dunstungsverlust den  Dampfdruck  des  Quecksilbers  bestimmen.' 

i  Verh.  Deutsche  l'hya.  lies.,  Ii,  S.  IZ7  (IWOO). 
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Wie  die  obere  ist  auch  die  untere  Grenze  für  den  Durch- 
messer der  Verdunstungsrohren  wesentlich  von  der  Flüchtig- 
keit der  verdampfenden  Flüssiglceit  abhängig,  sie  lag  nach 
meinen  Beobachtungen  für  leichter  siedende  Körper  viel  höher, 
als  sie  Stefan  angibt.  Bis  zu  fast  bmtn  Durchmesser  ließ  sich 
noch  ein  schwacher  Einfluss  der  Röhrenweite  auf  das  Durch- 
strömen vier  verschiedenen  Dämpte  erkennen.  Ich  tiabe  deshalb 
nur  Röhren  von  n-5fwm  bis  H  mm  Durchmesser  als  V'er- 
dün.'>luiigt>r6hren  benutzt,  wenn  auch  für  leichter  siedende 
Flüssigkeiten  in  der  beschriebenen  Weise  der  Dampfdruck 
bestimmt  werden  sollte.  Bleiben  sie  eingehalten,  so  lassen 
sich  für  weite  Temperatiirabstände  .iie  Mengen  oder  die  Span- 
nungen des  Dampfes  mit  ähnlicher  Genauigkeit  nach  den 
angegebenen  Formeln  ausdrücken,  wie  es  oben  für  Wasser* 
dampf  mitgetheilt  ist 

Zum  Belege  mögen  einige  neu  angestellte  Beobachtungen 
Uber  verdunstendes  Chloroform  dienen,  welche  mit  den  aus- 
führlicheren Messungen  von  Regnault  verglichen  werden 
können.  Kennt  man  für  dieselbe  Temperatur  und  denselben 
D;uck  das  Vielfache  (V)  xoin  Wasserdampfe,  welches  aus 
einer  gleich  gestalteten  \'erduii^tungsröhre  an  Chlor« )ft.<rm  ent- 
weicht, so  erhält  man  den  Dampfdruck  fp^)  des  Chloroforms 
aus  demjenigen  des  Wassers  und  aus  ihren  Dichten  ä  nach 
der  Formel 

Der  bequemeren  Übersicht  wegen  seien  einige  Verdun- 
stungswerte der  Normalröhre  (1)  für  die  hier  vorkommenden 
Temperaturen  und  für  die  Zeit  von  24  Stunden  angeführt. 


0* 

14° 

y-79  mg 

10 

7  SS 

15 

10-52 

11 

7-88 

16 

11-29 

12 

8-47 

17 

12-12 

13 

9- 10 

18 

12*97 

In  der  nachstehenden  Tabelle  lindet  sich  unter  ^4  die 
Bezeichnung  der  Verdunstungsröhre  nach  den)  Factor,  mit 
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welchem  die  vorstehenden  Zahlen  multipl feiert  werden  niüssen, 
um  die  Verdunstun^smenge  der  Röhre  anzuheben,  ß  enthält 
die  nach  dem  Integrator  festgestellte  und  durch  directe  Ablesung 
«  ift  controliertc  Versuchstemperatur,  Cdie  V'erhUchbdauer,  D  die 
V'eidunsiungsmenqe  des  Chlorolorms  und  E  diejenii^e  des 
Wasserdampfes  aus  der  Normalröhre  (H.  Sie  ist  niclit  ohne 
weiteres  nach  B  zu  berechnen,  weil  dazu  der  Barometerstand 
berücksichtigt  werden  muss,  und  dieser  ist  weggelassen,  weil 
Wasser  und  Chloroform  unter  demselben  Drucke  verdampften. 
Die  Reihe  V  gibt,  wie  schon  erwähnt,  das  Vielfache  von  E  an, 
welches  in  der  Verdunstungsmenge  D  ausgedrückt  ist  und  bei 
abweichender  Gröfie  der  Röhre  in  der  zweiten  Zahl  den  dieser 
Größe  entsprechenden  Quotienten.  Der  Wasserverlust  wurde 
nur  mit  einer  Röhre  von  der  Größe  1  ermittelt  Unteres  sind  die 
nach  dem  Versuche  aus  der  Verdunstungsmenge  berechneten 
Spannungen  angeführt,  denen  dann  in  der  Reihe  R  die  Werte 
von  Regnault  gegenübergestellt  werden. 


B  I 


1 

0-9432 
0-94:iL! 

0-  9432 

1-  532 
1-532 


10-0 

12*2 

16-9 

1 7  ■  0 

16-25 

15-5 


22-5  Stunden 
48 
24 
48 
24 
24 


197  mg 

4:.3 

21)2 

r)H7  - 

445 
427-5 


6  -  8  $ng 
17-4 
12  2 
24 -ü 
U-4 
10-8 


28-.> 
26-0 
23  9  -25-3 
23*9  ^25-3 
39*03— 25-58 


100-5  mm  l<jtt  1  mm 
27 -56: 112 -3  illl-5 


138-8 
140-1 
135-2 


39-7  —25-83  130-1 


|138- 1 
jl39-9 
[135-1 
i 130-4 


Regnault  leitete  aus  seinen  Beobachtungen  zwei  i^'ormeln 
ab.  nach  welchen  die  Werte  des  Dampfdruckes  zu  berechnen 
sind.  Die  Resultate  weichen  nach  den  beiden  Formeln  für 
einzelne  Temperaturen  um  mehr  als  2  mm  voneinander  ab. 
Ich  habe  vorstehend  die  nach  der  großen  F'ormel  berechneten 
Zahlen  benutzt,  die  sich  am  genauesten  an  Regnauit's  Mes* 
sungen  anschließen  und  die  er  selbst  für  gewisse  Temperaturen 
mitgetheilt  hat,*  Sie  sind  nach  der  dynamischen  Methode  der 


•  Pogg.  Ann.,  III,  S.  402  (186). 
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Beobachtung  des  Siedepunktes  bei  bestimmtem  Druck  ent- 
standen und  wichen  von  den  unmittelbar  gemessenen  Druck- 
höhen zum  Tiicil  erheblich,  beispielsweise  für  36**  um  29  mm 
ab.  Regnault  glaubte  diese  Abweichungen  auf  geringe  Ver- 
unreinigungen des  Chlorofnrnis  /Airückführen  zu  müssen  und 
gab  seiner  d3'namischen  Methode  den  Vorzug,  weil  sie  weniger 
beeintlusst  würde.   Doch   auch  bei  Anwendung  derselben 
Methode  ergaben  sich  für  Regnault  nicht  uaerhebliche  Unter- 
schiede unter  früheren*  und  späteren  Versuchen,  die  bei  40* 
2  ififff,  bei  50*^  über  6  mm  ausmachten,  im  Vergleiche  damit 
erscheinen  meine  ja  ebenfalls  nach  einer  dynami- 
schen Methode  erhaltenen  Resultate  recht  constant, 
sie  weichen  für  nahe  liegende  Temperaturen  unter- 
einander nur  wenig  ab  und  stimmen  auch  mit  den 
letzten  genaueren  Angaben  Regnault's  so  vollständig 
überein,  dass  die  neue  dynamische  Methode  trotz  der 
viel  leichteren  AusführbarKcii  mindestens  als  ebenso 
leistungsfähig  hingestellt  werden  kann  als  die  altere. 

Die  größere  unter  den  angeführten  Verdunstungsrühren 
zeigte  :"ur  17°  in  24  Stunden  einen  Zuwachs  in  der  Ver- 
dunstungsmenge des  Chloroforms  von  mehr  als  3  «/.i^,  wenn 
die  Temperatur  um  Vio°  gestiegen  war.  Chloroform  erweist 
sich  demnach  für  solche  Temperaturen  ebenfalls  wohl  geeignet 
zur  Herstellung  eines  empfindlichen  Integrators,  doch  gebe  ich 
noch  immer  dem  Vierfach-Chlorkohlenstoff  den  Vorzug,  weil 
er,  ebenso  unabhängig  vom  Feuchtigkeitsgehalte  der  Luit  wie 
Chloroform  und  demnach  gleich  leicht  verwendbar,  in  weiten 
Temperaturgrenzen  sich  als  brauchbar  bewährte. 

Das  beschriebene  Verfahren  erscheint  besonders  geeignet, 
den  Dampfdruck  solcher  Körper  zu  messen,  deren  Siedepunkt 
hoch  liegt  und  für  welche  die  Spannur.g  bekanntlich  bei 
niedrigen  Temperaturen  nur  seiir  schwer  festgesetzt  werden 
kar.u,  wie  ja  das  Beispiel  des  Quecksilbers  beweibt.  Queck- 
silber als  Fliissigkeit  stellt  denn  auch  wie  andere  Kr>rper  des- 
selben Aggregatzustandes  weitere  Schwierigkeiten  nicht  ent- 
gegen. Anders  aber  liegt  es  bei  starren  Korpern,  für  welche 
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erst  nachgewiesen  werden  muss,  dass  sie  mit  ihrer  Maximal- 
spannung entweichen.  Von  diesen  habe  ich  oxatsaures  Methyl 
und  Naphtalin  nach  meiner  Versuchsweise  geprüft,  weil  beide 

ohne  Sch\vicriL;Kcil  auch  als  Flüssigkeiten  beobachtcL  werden 
konnien  und  weil  für  beide  ältere  Druckmej5.sungen  vor- 
lagen. 

Die  zur  V'crduiibiung  benutzten  Getäüe  waren  entweder 
wie  bei  den  früheren  Versuchen  engere  Röhren  oder  kleine 
Flaschen,  deren  Hals  nicht  über  10  mim  Durchmesser  hatte. 
Nur  für  Versuche  bei  gewöhnlicher  Zimmertemperatur  kainen 
aus  dem  oben  angegebenen  Grunde  Flaschen  mit  weiterer 
Öffnung  zur  Verwendung.  Sie  sind  wie  alle  anderen  durch  den 
Verdunstungsfactor  nach  der  oben  erwähnten  Verdunstungs« 
röhre  1  bezeichnet  und  zeigen  in  der  nicht  künstlich  erhöhten 
Temperatur  jedenfalls  keine  wesentlich  abweichenden  Resul- 
tate, wie  aus  den  nachstehend  mitgeth eilten  Beobachtungen 
hervorgeht.  Die  Versuche  bis  zu  61*5'  abwärts  wurden  der 
größeren  Verdamptungsmenge  halber  an  freier  Luft  ausgeführt, 
das  Verdunstungsgefäß  war  außen  bis  an  den  oberen  Rand  in 
cir.Lin  Becherglase  mit  Wasser  umgeben,  und  das  Bcchcrglas 
selbst  befand  sich  in  einent  weiten  Behälter,  der  ebenfalls 
Wasser  enthielt  und  durch  eine  ( iastlamme  erwärmt  wurde. 
Die  'i  empcratur  änderte  sich  dabei  nur  langsam,  und  icli  luiUc 
meine  Angaben  bis  zur  Grenze  von  emem  halben  Grad  lür 
gennu  Von  "löw"  bis  42- 6**  erfolgte  die  Verdunstung  inner- 
halb des  Thermostaten,  doch  wurde  bei  längeren  Versuchen 
mit  den  beiden  größten  Verdunstungsröhren  zur  Vermeidung 
eines  stärkeren  Gegendruckes  die  Settenthür  vorübergehend 
kurze  Zeit  geöffnet.  Bei  den  Versuchen  von  31  *  bis  26"  standen 
die  Verdunstungsgefäße  in  einem  mit  Wasser  gefüllten  Becher- 
glasc  auf  dem  Thermostaten,  und  bei  noch  geringeren  Wärme- 
graden  standen  sie  in  freier  Luft. 

Oxalsaures  Methyl,  für  welches  im  Vergleiche  mit  Wasser 

der  Ausdruck  aus  den  Dampidichten  mit  2*56  berechnet 

isi.  ergab  die  folgenden  Resultate: 
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Alle  Beobachtungen  der  ersten  Gruppe  für  huheie  l  em- 
peraturen  und  über  das  flüs«iufe  oxalsaure  Methyl  zeigen  eine 
befriedigende  Überemstimtnung  mit  Regnault's  Messungen. 
Durch  Benutzung  eines  'i'hermostaten,  der  einen  Abzug  der 
Dämpfe  gestattet,  wäre  die  Bestimmung  der  Temperatur  und 
damit  des  Dampfdruckes  wahrscheinlich  noch  etwas  weniger 
schwankend  gewesen.  Doch  genügen  die  erzielten  Resultate 
vollständig,  um  die  Brauchbarkelt  meiner  Methode  für  höhere 
Temperaturen  zu  beweisen.  Anders  aber  liegt  es  bei  den  Ver- 
suchen in  geringerer  Temperatur.  Noch  über  dem  Schmelz- 
punkte fällt  in  seiner  Nähe  bei  55*  die  Zahl  für  den  relativen 
Vertust,  die  vorher  nur  langsam  abgenommen  hatte,  plötzlich 
von  0*22  auf  011,  und  ähnlich  stark  sind  die  Abweichungen 
des  berechneten  i^ampfdruckcs  von  Kcgnault's  Beobachtung. 
Die  Zalil  meiner  Versuche  geht  über  die  vorstehend  .m^i^c- 
gebenen  weit  hinau'-,  aber  sie  zeigen  k'cinc  irc^end  wesentliche 
Abweichung.  In  demselben  Wasserbehälter  auf  dem  Thermo- 
staten kimnen  zwei  ganz  gleiche  Verdunstungsröhren  nn  Laufe 
von  -4  Stunden,  also  lange  Zeit  hindurch,  Verluste  aufweisen, 
die  sich  um  mehr  als  307o  unterscheiden.  Die  Maximal- 
Spannung  des  festen  Salzes  war  also  durch  künst- 
liche Erwärmung  irgend  sicher  nicht  zu  erzielen.  Bei 
gewöhnlicher  Lufttemperatur  erhielt  ich  wieder  besser  unter 
sich  übereinstimmende  Resultate,  aber  ihr  Verhältnis  zum 
wahren  Dampfdruck  ist  nicht  festgestellt.  Jedenfalls  lassen 
sich  für  das  feste  Salz  in  der  beschriebenen  Weise  nur  untere 
Grenzen  des  Dampfdruckes  erkennen.  In  einem  Falle  zeigte 
das  vorher  geschmolzene  Salz  einige  Tage  hindurch  einen 
etwas  höheren  Dampfdruck  als  die  pulverisierten  Krystalle, 
aber  in  keinem  \oii  viet  neuen  Versuchen  wiederholte  sich 
diese  Erscheinung. 

Naplualin  mit  dem  Sclmieizpunkte  79  Z**  ergab  die  fol- 

gende  Versuchsreihe,  in  welcher  v   V  "^'^  ^'^^  bewertet  ist. 
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Naumann'  hat  über  den  Dampfdruck  des  Naphtalins 
einige  statische  Messungen  ausgeführt  und  für  100"  einen 
Druck  von  20 mm,  tür  78"*  von  9  mm  angegeben.  Sucht 
man  in  bekannter  Weise  nach  der  ersten  Zahl  und  dem  von 
Naumann  angegebenen  Siedepunkte  des  Naphtalins  218  den 

218—100 

Constanten  Quotienten,  so  erhält  man  aus   die  Zahl 

100—22-7 

1*53,  welche  für  den  von  Kopp  gefundenen  Siedepunkt  des 
Naphtalins  216"8  nur  wenig  kleiner  ausfällt.  Nach  diesem 

Quotienten  ergibt  sich  in  genügender  Übereinstimmung  mit 
Naumanns  Messung  für  78*'  durcli  Kechniiiig  ein  Druck  von 
8  •  3  tum. 

Berechnet  man  in  derselben  Weise  die  Üruckvverte  für 

82*5**,  so  erhält  man  10*  1  inm, 
80-5*,  9-7 
79-5'  und  9'3 
70*  5-8 

Diese  Zahlen  stimmen  mit  den  aus  der  Verdunstung 
gefundenen  noch  ziemlich  gut  überein.  Auch  das  Verhältnis 
der  Verdunstung  von  Naphtalin  und  Wasser  nimmt  von  82*5* 
bis  70*  stetig  und  langsam  ab.  Weiter  abwärts  aber  erfolgt 
eine  starke  und  zuweilen  unregelmäßige  Abnahme,  die  jedoch 
im  i;anzen  erheblich  gleichmäßiger  blieb  als  beim  Oxalsäuren 
Methyl.  Unterhalb  des  Schmelzpunktes  halt  sich  der  Dampf- 
druck des  Naphtalins  zweifellos  ungleich  bestanUigci",  und  bei 
ge\v()hnlicher  I.urtuärine  zeigt  sich  bei  beiden  Stoffen  der  Ver- 
duiislungsverlust  viel  constantcr  als  bei  den  Versuchen  in 
etwas  höherer  Temperatur.  Wie  schon  bemerkt,  konnte  im 
letzteren  Pralle  durcli  das  Einstellen  des  \'erdunslungsgetaßes 
in  weitere  Wasserbehälter  selbst  bei  Anwendung  gr(>ßerer 
Mengen  der  festen  Substanz  die  Verschiedenheit  der  Ver- 
dunstung keineswegs  verhindert  werden.  Ein  local  stärkeres 
Zuströmen  der  Wärme  erscheint  ausgeschlossen  und  deshalb 
lässt  sich  nicht  annehmen,  dass  die  auffallende  Ungleichheit 
durch  verschiedene  Zersetzbarkeit  einzelner  Theile  der  Sub- 

>  Ann.  Chem.  Pharm..  Iö9,  S.  334  (1871). 
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«tanz  verursacht  -sein  könnte.  Eine  vorübergehende  Ungleich^ 
mäßigkeit  wird  bei  den  Versuchen  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
durch  ihre  lange  Dauer  unzweifelhaft  th eilweise  verdeckt»  ob 
aber  ganz,  halte  ich  nicht  fär  wahrscheinlich.  Jedenfalls  ist 
die  größere  Gleichmäßigkeit  der  Verdunstung  in  nicht  künst- 
lich erwärmter  Luft  zu  beachten.  Sie  zeigte  sich  in  unver- 
änderter Weise,  ja  noch  bestimmter,  in  der  durch  eine  Wasser- 
luftpumpe  verdünnten  Luft.  Mit  der  Verdünnung  nahm  in 
befriedi.^cndor  Proportionalität  die  Mchl^'^c  des  aus  dem  ('»xal- 
sauren  Meihy!,  wie  aus  dum  Naphtalin  entweicliendcn  Daiiipl'es 
zu.  Die  dabei  angewandten  V^erdünnungen  lagen  in  den  Grenzen 
von  'A,  und  ^  gewöhnlichen  Luftdruckes,  wie  ich  durch 

Baroiiicier proben  oder  aus  der  Meij^e  von  mit  verdunstetem 
Jodamyl  feststellte.  Nach  dieser  Erfahrung  setzte  die  Luft  der 
Verdunstung  ein  specihsches  Hindernis  nicht  entgegen. 

Der  besseren  Beurtheilung  wegen  wurde  noch  an  einem 
dritten  festen  Körper,  dem  Anderthalb-Chlorkohlenstoff  (CgCy, 

die  Verdunstung  beobachtet.  Er  schmilzt  bei  IGO*"  und  siedet 

/  g .  j  2("7 

bei  182*.  Das  Dichteverhältnis  v/'^  ^^r,  'st  mit  3*62  zu  be- 

V  0*622 

rechnen.  Die  Versuche  wurden  ähnlich  wie  vorher  bei, Tempera- 
turen von  77*5*  abwärts  ausgeführt  und  haben  zu  dem  nach- 
stehenden Ergebnisse  geftihrt. 
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Die  Druckabnahmen  zeigen  eine  ungleich  größere  Stetig- 
keit als  die  der  beiden  vorhergehenden  Körper  nach  ihrer 
Erstarrung,  doch  kommt  trotzdem  beim  künstlichen  Erwärmen 
in  einem  der  mitgetheilten  Fälle  noch  eine  Abweichung  von 
fast  vor.  Aus  Naumann 's  Beobachtungen  I.  c.  kann  man 
nach  den  Druck  werten  für  Chtorkohlenstoflf  13*5  «ww  bei  18* 
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und  31  mm  bei  100°  den  constanten  Quotienten  für  die  Er- 
mittelling  der  Danipfspanniing  nicht  benutzen,  denn  keine 
dieser  Zahlen  passt  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  beim  Naph- 
talin  für  die  übrigen  Fälle.  Da  jedoch  die  relative  Verdampfungs- 
menge im  ganzen  eine  gleichmäßige  Veränderlichkeit  zeigt,  so 
darf  man  annehmen,  dass  beim  Chlorkohlenstoft  in  der  Regel 
die  Maximalspannung  wirksam  gewesen  war.  Dafür  spricht 
außerdem  der  folgende  Versuch. 

Eine  vorher  nicht  benutzte  neue  Glasflasche  von  8d0  cnt' 
Inhalt  wurde  durch  Quecksilber  abgesperrt  und  auf  das  Queck- 
silber in  den  Hals  der  Flasche  eine  nach  oben  offene  Glasröhre 
mit  Anderthalb-Chlorkohlenstoff  gelegt.  Der  Integrator  ergab 
für  die  37  ersten  Tage  eine  Temperatur  von  19*4*,  für  die 
-o  letzten  von  17 'G*.  Nach  10  Tagen  waren  von  dem  Chlor- 
kohlenstoff aus  der  Glasröhre  1*7  mg  verschwunden,  nach 
37  Tagen  noch  0'2,  also  im  ganzen  1-9  w^.  Dabei  war  die 
Flasche  inwendig  blank  geblieben  und  ließ  nichts  von  einem 
Beschläge  von  Chlorkohlenstoff  erkennen,  wie  er  anscheinend 
leichter  bei  älteren  Gefäßen  durch  locale  Abkühlung  gebildet 
wird.  23  Tage  später  war  von  neuem  1  mg^  also  viel  mehr  als 
in  den  vorangehenden  27  Tagen  verdunstet,  und  jetzt  war  die 
Glasflasche  auf  der  Innenseite  deutlich  mit  einem  sternförmigen 
Krystallbeschlage  bedeckt  Nach  37  Tagen  darf  die  Luft  in  der 
Flasche  jedenfalls  als  mit  dem  Dampfe  von  Chlorkohlenstoff 
«  gei>attigt  angesehen  werden.  Dazu  sind  V9mg  oder  0^18  cm* 
aufgenommen,  was  einem  Drucke  von  0'16mfH  entsprechen 
.Wörde,  während  man  nach  meinen  Beobachtungen  aus  der  Ver- 
dunstungsmenge für  11) '40  0*18  i;/m  berechnet.  I^ine  Flasche 
von  1260r;»'  Inhalt  nahm  bei  19-4*  in  37  Tagen  0-6=bO-2  mj; 
oderO  Ir;;/'  Naphtalindampf  auf.  Daraus  er[^ibt  sich  für  19*4* 
ein  Dampfdruck  von  0"06=t 0' 2  ii/w/.  wäiirend  aus  der  Ver- 
dunstung für  IS'S"  0-04  wm  zu  folgern  i^t.  Der  \  ersuch  ist 
für  Naphtalin  noch  einwandfreier,  weil  m  den  23  folgenden 
Tagen  keine  weitere  Abnahme  des  Naphtalins  und  kein  Nieder- 
schlag auf  der  Innenseite  der  Flasche  erfolgte.  Selbst  für  feste 
KOrpcr  findet  man  demnach  trotz  der  genannten  Abweichungen 
ihren  meist  geringen  Dampfdruck  aus  der  Verdunstung  sicherer 
als  durch  directe  Messung  von  Quecksilberhöhen,  welche  durch 
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anhaftendes  Gas  so  sehr  erschwert  wird.  So  beobachtete  Nau- 
mann für  Naphtalin  bei  19**  den  Dampfdruck  von  2  mm,  der 
sehr  viel  höher  war  als  der  entsprechende  des  Chlorkohlen- 
stoffes, während  bei  78*  und  100**  der  Dampfdruck  des  Naph- 
tälhis  ungefähr  -/a  von  demjenigen  des  ChlorkohlenstofTes  aus- 
machte. Auch  würde  man  nach  Naumanfi's  Resultaten  für  die 
lu>!iL'ie  Temperatur  intulL;c  Jcb  Jubei  crmiliclLen  Quotienicn 
für  19°  nur  eine  Dampfspannung  des  Naphtalins  \  on  0-37  mttt 
erwarten  dürfen.  Naumann  hebt  hervor,  das.^  sowohl  beim 
NaphtaUn.  als  auch  beim  ChlorkohleiislotT  das  Quecksilber 
des  Manometers  in  autTallcnd  kuizer  Zeit  einen  festen  Stand 
erreichte,  wenn  er  die  Temperatur  von  100*  auf  78*  herab- 
setzte oder  umgekehrt  wieder  erhöhte   Das  entspricht  auch 
meinen  Wahrnehmungen  über  die  Verdunstung  bei  Tempera- 
turen von  dieser  Höhe.  Bei  geringeren  Wärmegraden  aber 
machten  sich  die  mitgethetiten  Unregelmäßigkeiten  bemerk- 
lich, und  sie  müssen  in  ähnlicher  Weise  die  manometrischen 
Messungen  stören,  da  sie  wiederholt  stundenlang  andauerten. 
Sie  sind  von  der  Natur  der  untersuchten  Körper  abhängig 
und  waren  beim  oxalsauren  Methyl  ungleich  größer  als  beim 
Naphtalin  und  Chlorkohlenstoff.  Auch   für  das  Methylsalz 
stimmen  bei  gewöhnlicher  Temperatur  die  aul  die  umstehend 
beschriebene  Weise  und  durch  N'erdunstung  bestimmicn  Druck- 
werte  entsprechend  überuin,  während  Kegnault's  Zahl  um  die 
Hälfte  gr()fjer  ist. 

Das  Hauptergebnis  inemer  Untersuchung  sei  schheßlich 
dahin  zusammengefasst: 

1.  Der  Dampfdruck  der  vorstehend  genannten 
flüssigen  Körper  lässt  sich  durch  V'erdu  nstung  leichter 
und  ebenso  genau  bestimmen  als  durch  manometrische 
Messung. 

2.  Feste  Körper  können  je  nach  ihrer  Natur  längere 
oder  kürzere  Zeit  in  einem  Zustande  verharren,  in 
welchem  der  von  ihnen  entwickelte  Dampf  erheblich 
geringere  als  die  normale  Spannkraft  zeigt. 
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XIV.  SITZUNG  VOM  7.  JUNI  190L 


Hxschicnen:  Munatsheite  für  Chemie,  Bd.  XXU,  Heft  IV  (Apnl  lüOl). 

Herr  Dr.  Vincenz  Hilber,  a.  ö.  Professor  an  der  Universität 
in  Graz,  sendet  eine  vorläufige  Mittheilung  ein  unter  dem 
Titel:  »Geologische  Reisen  in  Nordgriechenland  und 
Makedonien  1899  und  1900«. 

Das  \v.  M.  Herr  Prof.  G.  Goldscliiiiic dt  übersendet  eine 
im  Privatlaboratorium  des  Verfassers  zur  Ausfülirung  gelangte 
.Arbeit  von  Herrn  stud.  phil.  Rudolf  v.  Hassling^r,  betitelt: 
»Über  Potentialdifferenzen  in  Flammengasen  und 
einigen  festen  Elektrolyten«. 

Herr  Prof.  E.  Lippmann  übersendet  eine  Arbeit  aus  dem 
III.  chemischen  Universitätslaboratorium  von  Herrn  Arnold 
Nabi,  betitelt:  »Ober  Einwirkungen  von  Hydroperoxyd«. 

Herr  Otto  VVeiiii:igc;  in  VVien  übersendet  ein  ver- 
siegeltes Schreiben  zur  Wahrung  der  Priorität  mit  der 
Aufschrift:  »Eros  und  Psyche.  Biologisch-psychologi- 
sche Studie«. 

Herr  Dr.  Kart  Hill  ehr  and  überreicht  eine  Abhandlung 
mit  dem  Titel:  »Die  Anwendung  der  Beugungserschei- 
nungen auf  astronomische  Messungen«. 

Dai>  vv.  M.  Herr  Prof.  K.  Grobben  überreicht  das  II.  und 
III.  Heft  des  H.  Bandes  der  »Wissenschaftlichen  Ergeb- 
nisse der  Reisen  in  Madagaskar  und  Ostafrika  in 
den  Jahren  1889  bis  1895«,  von  Herrn  Dr.  A.  Voeltzkovv, 
welche  der  Verfasser  der  kaiserlichen  Akademie  als  Geschenk 
übermittelt. 
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Das  w.  M.  Herr  Prof.  Franz  Exner  legt  eine  im  physi- 
kalischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien  ausgeführte 
Arbeit  vor,  betitelt:  »Magnetisierungszahlen  seltener 
Erden«,  von  Herrn  Dr.  Stefan  Meyer. 

Herr  Prof.  Rud.  We^scheider  überreicht  eine  Abhand- 
lung, betitelt:  »Über  simultane  Gleichgewichte  und  die 
Beziehungen  zwischen  Thermodynamik  und  Keac- 
tionskinetik  homogener  Systeme«. 

Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  mcht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Koellikcr  A.,  Die  Medulla  ublun^ata  und  die  V'ierhügclgegend 
von  OrnitkorhyHi^hus  und  Echtdna.  Leipzig,  1901.  4*^. 
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Magaetisierungszahlen  sellener  Erden 

von 

Dr.  Stefan  Meyer. 
Aus  dem  physikaiischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Vorgd^  in  der  Shsonn^  am  7.  Juni  1901.) 

Die  Elemente  aus  der  Gruppe  der  seltenen  Erden  zeigen 
ein  so  ausgeprägtes  magnetisches  Verhalten,  dass  es  nützlich 
eiseheim,  auf  diese  Eigenschaft  der  genannten  Körper  näher 

einzugehen.  Leider  ist  es  außerordentlich  schwer,  wirklich 
reines  Maicnal,  d.  h.  solches  zu  erhallen,  das  bloß  je  eines 
der  fragUchen  Elemente  enthält.  Da  ich  nun  neuerdings  in 
der  Lage  war,  an  derartigen  Substanzen  oder  auch  solchen, 
bei  welchen  mir  die  Beimengun^^cn  bekannt  waren,  Messungen 
vornehmen  zu  können,  sollen  im  loigenden  die  in  gleicher 
Weise,  wie  ich  es  früher  beschrieben  habe,'  mit  der  eisenfreien 
Wage  gewonnenen  Resultate  mitgetheilt  werden.  Mit  Rücksicht 
auf  das  besondere  Interesse,  welches  der  Susceptibilität  dieser 
Körper  entgegengebracht  werden  muss,  seien  dazu  auch  noch 
die  bisher  in  den  letzten  Jahren  erhaltenen  Daten  kritisch 
zusammengestellt. 

Alle  Angaben  sind  durch  \'ergleichung  mit  Quecksilber 
x.lO<  — 2*03  erhalten  und  beziehen  sich  auf  Zimmertempe- 
ratur. Die  Bezeichnungen  sind  aus  den  citierten  Abhandlungen 
betbehalten  {{i  —  Moleculargewich: :  —  zur  Verwenviung  ge- 
lar.gie  Substanzmenge  in  Granimcn;  li  —  .Anzalil  von  Grammen. 

J  Diese  Sil/.un«sber.,  108  (U.tt),  S.  171  und  S.  801  (löUO);  100  (ll.a), 
i>-  m  und  400  (1900). 
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die  bei  gleicher  Raumerfüllung  auf  1000 cw»'  kämen;  g^m^ 
Zahl  der  Gramm-Molecttle  im  Liter;  p  =:  Zug  in  Grammen; 
%  =  Magnetisierungszahl;  k  =  Molecularmagnetismus).  Da  für 
einzelne  Elemente,  wie  Holmium,  |t  nicht  genau  bekannt  ist, 
wird  unter  k„  in  den  Tabellen  auch  diejenige  Susceptibilität 
angeführt,  die  bei  einer  Raumerfüllung  von  1000^  im  Liter 
erhalten  wurde.  Diese  Angabe  kann  in  Anbetracht  der  geringen 
.Abweichungen  der  Aloiiiyewichtc  de:  ganzen  ("rruppe  tiir  ana- 
loge Verbindungen  auch  ähnlich  wie  der  Mulcculai  niagnclis- 
mus  k  zu  Vergleichungen  herangezogen  werden.  In  der  letzten 
Rubrik  sind  dort,  wo  die  Messungen  nicht  von  mir  gemacht 
sind,  die  Beobachter  angegeben. 

Es  ist  fraglos,  dass  man  die  Untersuchungen  bei  den- 
jenigen Substanzen,  bei  welchen  der  Zug  p  sehr  groß  ist, 
dadurch  erheblich  genauer  gestalten  könnte,  dass  man  die 
Pulver  durch  Beimischung  bestimmter  Mengen  schwach  magne- 
tischer Substanzen  von  bekannter  Susceptibilität  (etwa  SiO^), 
die  sich  chemisch  leicht  wieder  trennen  ließen,  gleichmäßig 
verdünnen  würde.  Mit  Rücksicht  darauf  aber,  dass  der  Gewinn 
an  Exactheit  neben  der  noch  bestehenden  Unsicherheit  der 
Zusammensetzung  nicht  von  Belang  ist,  wurde  auf  derartige 
Beobachtungen  vorläulig  noch  nicht  cingOL;anuen.* 

Die  Welle  sind  in  den  Tabellen  iii  .:erjei;i,<.:-en  i*^")!.i;c  an- 
gegeben, in  der  sie  zeitlich  nacheinander  crlialten  \\'urdcn.  Die 
Angaben  für  metallisches  Lanthan  und  Cer,  sowie  für  die  von 
G.  Wicdemann  und  G.  Ouincke  untersuchten  Salze  sind 
wegen  zu  groüer  Unbeslinimtlieit  der  Beimengungen  der  Sub- 
stanzen nicht  weiter  angeführt. 

1  Herr  J.  K'ini^^sbergcr  hat  iDriide,  Ann.,  I,  S.  176,  1000)  aiuieii- 
tuiigsu'cisc  vorKcschlaj^cn,  eine  auf  obij^em  Princip  basierende  Nullnicthodc 
anzuwenden.  Für  die  stark  magnetischen  Substanzen  halte  ich  dies  nicht  für 
zweckmäßig,  weil  allzu  yei tilge  Mengen  dieser  Körper  schon  zur  .Aut  riebung 
des  DiAmagnetismus  selbst  der  stärkst  negativen  Elemente  Mnreichen  und  dann 
eine  homogene  Mischung  illusorisch  wird. 
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Sämmtliche  Verbindungen  sind  paramagnetisch.  Als  die 
sorgfältigst  $:»ereinigt.cn  dürften  das  Oxwi  (!)  und  (9)  anzu- 
sehen sein.  Das  erstere  Präparat  stammt  von  lienn  Brauner- 
Prag,  das  letztere  von  Herrn  L.  Hai  tinger.  Trotz  der  ver- 
schiedenen Pro\  eniciiz  und  Darstellungsweise  zeigen  die  beiden 
Substanzen  nahezu  gleiches  magnetisches  Verhaken  und  er- 
geben auch  die  geringsten  Werte  der  Susceptibilität,  was,  da 
sie  von  Lanthan  und  anderen  diamagnetischen  Beimengungen 
frei  sind,  darauf  hinweist,  dass  das  Cer  überhaupt  als  schwach 
magnetisches  Element  zu  betrachten  ist.  Den  Angaben  2  bis  6 
ist,  ais  an  zweifellos  minder  reinem  Matertal  erhalten,  gerin- 
geres Gewicht  beizulegen.  Ober  die  chemische  Natur  der  von 
Scbottländer^  hinterlassenen  Substanzen  8  und  9  ist  es 
wohl  nicht  möglich,  ein  Urtheil  abzugeben,  doch  dürfen  die 
neueren  Präparate  der  Herren  Brauner  und  Haiti nger  mit 
Rücksicht  auf  die  in  letzterer  Zeit  durch  diese  Forscher  ver- 
besserten Reindarstellungsverfahren  jedenfalls  als  einheitlichere 
Substanzen  arsgcsehcn  werden.  Das  magnetische  Verhalten  von 
7  und  8  weist  auf  Beimengung  eines  oder  mehrerer  der  Ele- 
Qienle  Nd,  Sa,  Gd,  Er,  Ho  hin. 

Der  Wert  von  k  für  CeÜg  wäre  zum  Vergleiche  mit  Sesqui- 
oxyden  zu  erhöhen.* 


»  Verh.  d.  D,  Phys.  Ges.,  1.  c.  S.  237. 
2  Diese  Sitzungsber.»  lOS  (IL«),  S.  887. 
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552  St.  Mcycr, 

Magnetische  Angaben  Über  das  Holmium  liegen  bisher 
noch  nicht  vor.  Das  Präparat  1,  gelbbraun  gefärbt,  stammte 
von  Herrn  Abraham  Langlet-Gothenburg,  Es  enthielt  nach 
der  Untersuchung  der  Funkenspectra  sehr  wenig  Yttrium  und 
Spuren  von  Erbium.  Nr.  2  bis  9  sind  aus  den  Resultaten  an 
zahlreichen  Holmiumfractionen  (braunen  bis  braungelben  Pul  - 
vern)  des  Herrn  Hai  tinger,  als  diejenigen  mit  dem  größten 
Holmiumjzehalt  und  gleichz-jitiL;  der  bodciitendstcn  Suscepti- 
bilitüt  hcraii-^r^egriffen.  Ac  1  enthielt  außer  Ho  fast  nur  noch 
Yttrium,  die  übrigen  Präparate  aulJerdeiu  mehr  oder  mindei" 
Gadolinium,  manche  wie  IJ  1  auch  ganz  geringe  Mengen  von 
Erbium. 

Man  erkennt  unmittelbar,  dass  Holmium  in  gleich- 
artiger  Verbindung  weitaus  das  stärkst  magnetische 
unter  allen  bisher  untersuchten  Elementen  ist. 

Da  auch  die  Fractionen  1  und  2  noch  nicht  frei  von  Bei- 
mengungen schwächer  magnetischer  Substanzen  sind,  ist  auch 
der  größte  Wert  noch  als  untere  Grenze  für  den  Molecular- 
magnetismus  anzusehen. 

Es  schien  von  Interesse,  zu  untersuchen,  ob  diese  Oxyde 
Abhängigkeit  von  der  Feldstärke  zeigen.  Hiezu  wurden  in 
gleicher  Weise,  wie  dies  in  einer  früheren  Mittheilung  be- 
schrieben ibl,'  die  FiacLionen  Nr.  1,  ü  und  9  herangczugeji 
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Präparat  1  und  2  verdanke  ich  der  Liebenswürdigkeit  des 
Herrn  W.Muth mann -München.  DieSpectraluntersuchung  der 
Doppelfluoride  dieser  Substanzen  durch  die  Herren  F.  Ex n er 
und  E.  Hasch ek  ergab  nur  mehr  sehr  geringe  wechselseitige 

Verunreinigung,  Das  magnetische  Resultat  ist  insofeine  über- 
raschend, als  ein  zw  eifellos  x-iel  minder  reines  Nb^O^,  das  ich 
IVüiicr  untersuchte,'  sich  diamagnctisch  erwies.  Rs  scheint  dies 
damit  in  F2inkiang  zu  stehen,  da<s  ein  t^rolJcr  Theil  der  Niob 
und  Tantal  im  Funkenspectrum  genieinschaltlichen  Linien,  auf 
Grund  welcher  die  genannten  Herren  ein  in  den  beiden  Ele- 
menten noch  vorhandenes  gemeinsames  Element  annehmen, 
bei  den  reinen  Präparaten  nunmehr  im  Niob  stärker  auftreten. 

Das  Austriumsulfat  wurde  mir  von  Herrn  R.  Pribram- 
Czernowitz  zur  Verfügung  gestellt  Ein  bestimmtes  Urtheil 
über  das  magnetische  Wesen  dieses  neuen  Elementes*  abzu- 
geben, ist  auf  Grund  der  angeführten  Messung  leider  noch 
nicht  möglich." 

Von  den  Thoroxyden  stammte  die  Substanz  (4)  von  Herrn 
Brauner-Prag;  (5),  (6)  und  (7)  von  Herrn  Hai  tinger.  Nr.  5 
wurde  schon  vor  geraumer  Zeit  gemessen/  (6)  und  (7/  neuer- 
dings. Die  letzten  drei  Werte  siiinmcn  so  gut  überein,  da.^s  ihr 
Mittel  lOH'  =  —0  023  als  maßgebend  für  Thoroxyd  betrachtet 
werden  darf. 

In  seinem  Bericht  für  den  Pariser  Congress  1900  hat  Herr 
du  Bois*  das  magnetische  Wesen  von  sieben  Elementen 
(Be,  Mg,  Sc,  Nb,  La,  Ta,  Th),  wozu  Y  hinzuzufügen  gewesen 
wäre,  noch  als  zweifelhaft  bezeichnen  müssen.  Nach  den  vor- 
liegenden Resultaten  scheint  die  Entscheidung  für  Yttrium  und 
Lanthan  als  diamagnetische  Körper  sicher  zu  stehen,  für  Tantal 
und  Thor  der  gleiche  Charakter  wahrscheinlich  gemacht 

Die  an  den  reinsten  bisher  dargestellten  seltenen  Erden  in 
der  geschilderten  Weise  erhaltenen  Zahlen  des  Molecular- 

»  L.  c.  S.  871. 

*  Diese  Sitzungsber.,  109  (ll.b),  S.  16  (1900). 

'  Es  kfinnte  steh  z,  B.  das  Austriumsulfat  ähnlich  verhalten,  wie  das 
Kupfersulfat,  vcr^l  diese  Sitsungsber.,  t09  (II.a),  S.  287  (1900). 

*  \..  c.  S.  878. 

i  Rapports,  Cungres  intern,  d.  Phys.,  Paris,  11,  p.  487  <ldOO>, 
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magnetismus  sind  in  der  Anordnung  nach  steigendem  Atom- 
gewicht die  folgenden  für  Verbindungen  der  naclistelienden 
Elemente: 

Y  U  Ce 

*.10»=    diamagnetisch    -»0'23  +0-06 

Pr         Nd  Sa  Cd  Ho  Er  Yb 

J.10«=   +3-3    +5-2    +11-2    +27-3    +50    +38*2  +6 

Die  Analogie  mit  der  Eisengruppe  ist  unverkennbar. 

V         Cr       Mn        Fe         Co  Ni» 

jt.lO«=:      1-3      Ü  o      15      12-5      10  5 

Die  magnetischen  Unterschiede  sind  in  der  Gruppe  der 
seltenen  Erden  noch  schroffere  als  in  der  Eisengruppe,  und 
schon  dieser  Umstand  spricht  dafür,  dass  das  Lanthan  nicht 
unter  die  paramagnetischen  Substanzen  zu  zählen  ist. 

Die  Reihenfolge  der  überhaupt  stärkst  magnetischen  bis> 
her  bekannten  Elemente  ist  für  abnehmenden  Molecularmagne- 
lismus  analoger  Verbindungen; 

Ho,  Er,  Gd,  Mn,  Fe,  Sa,  Co,  Cr,  Yb,  Nd,  Ni,  Pr,  V, 

Dabei  fehlt  nur  der  Saiid>t(ilT,  den  man  leidei".  da  eine 
analoge  Verbindung  fehlt,  nicht  ohneweiters  relationicrcn  kann. 
Aus  den  Angaben  von  Fleming  und  Devvar^  ist».  10®  ~  ^'-4 
für  flüssigen  Sauerstoff.  Das  Atomvolumen  für  diesen  ist  nach 
Dewar'  gleich  13-7,  die  Dichte  1*17.  Daraus  bestimmt  sich 
^.m  =  73  und  der  Atommagnetismus  für  flüssigen  Sauerstoff 
i.  10«  =  4-44. 

Nimmt  man  den  Temperaturcoettlcienlen 

die  Herren  Fleming  und  Dewar  als  entsprechend  bezeichnen, 
so  wird  für  Zimmertemperatur  k  .10«  =r  2*5. 

Daraus  sieht  man,  dass  der  Magnetismus  des  elemen- 
taren SauerstolTes  von  gleicher  Größenordnung  isl,  wie  der- 

'  Veigl.  diese  Sitztingsber.,  107  (II.a),  S.  13  (1898)  und  109  (il.e),  5.401 
(1900). 

»  Wied.  Beibl.,  22,  S.  881. 
'  Wied.  Beibl.,  22,  S.  516. 
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jenige  der  Verbindungen  der  magnetischen  Metalle.  Dürfte 
man,  was  allerdings  kaum  statthaft  erscheint,^  die  gleiche 
Relation  für  eine  diesen  Verbindungen  entsprechende  Substanz 
einführen,  wie  sie  etwa  zwischen  der  Susceptibilität  der  Oxyde 

und  derjenigen  der  Metalle  der  Eisene^nippe  besteht,  so  würde 
ein  Wert  resultieren,  der  so  weil  liiiUcr  den  ani^jüihrlcii  Zahlen 
für  die  P^isengruppe  und  diejenige  der  seltenen  iCrden  zurück- 
bleibt, da>^  der  SauerstotT  nicht  in  gleichem  Sinne  als  stark 
magnetisches  Klement  bezeichnet  werden  könnte. 

In  welcher  Weise  die  gewonnenen  Zahlen  zu  analytischen 
Zwecken  verwendei  werden  können,  zeigt  das  folgende  Bei- 
spiel. 

Es  lag  mir  ein  Gemisch  von  Erbium  und  Vttriumoxyd 
vor,  das  keine  merklichen  Beimengungen  anderer  seltener 
Erden  enthielt,  und  es  fragte  sich,  wie  viel  Procente  Erbium- 
oxyd in  dem  Präparat  enthalten  seien.  Die  Messung  ergab 

0-913        870        -HJ  Üö  -*-40-2 

Nun  darf  man  neben  der  Susceptibilität  des  Erbium* 
oxydes  diejenige  des  Yttriumoxydes  gleich  Null  setzen,  hat 
also  so  zu  rechnen,  als  ob  die  geringere  Menge  des  Er^O^  in 
minder  dichter  Weise  den  ganzen  Raum  des  Gemisclics  ertüllie. 
Waren  Jetn.L;cinal.!  etwa  28"/(),  -r)'Vo'  --'Vo  ^^g^s  vorhanden, 
so  wären  die  enl.^prcclienden  Zahlen 

  für   

28«.,  '2;>'>Ar  22%  Er^O^ 

g'                   0  .'oö  0-228  0-201 

a'                      24^  217  19! 

,Kiir'                yy^'A  0-07  '  O'öO 

^.10'^'  -^2x31-4  -4-2x35-3  +2^A02 

Setzt  man  die  moleculare  Susceptibilität  für  ErgO^  ^,10*  = 
=:  2x38*2,  so  ergibt  dies  durch  Interpolation  den  Gehalt  von 

1  Oass  man  dnbei  2u  ganz  falschen  Schlüssen  kommen  kann,  ergeben 

j.i  -jciiDii  die  Vti haltni^sc  an  Ki>cn  uiul  .Mangan  iiiui  deren  Vcihiiuiun.Ljcn.  Für 
JiL  (iröijcnordnutig  kiinn  man  gltiichwohl  in  erster  Annäherung  diese  Annahme 
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23 Erbiufnoxycl  im  Gemisch.  Diese  Angabe  ist  weitaus' 

rascher  erhältlich  und  erheblich  genauer,  als  sie  nach  irj^end- 
»vclciicr  anderen  Meth<>dc  bi^ihcr  gegeben  werden  kann,  denn 
selbst  bei  einer  L'nveriä.>slichkeit  der  MagncLibierungszahl 
zwischen  38  und  40  würde  bloß  eine  Unsicherheit  der  Gehalts- 
angabe um  ein  Procent  resultieren. 

In  der  Magnetisierungszahl  besitzen  wir  nach  dem  Vor- 
siehenden eine  für  jede  einzelne  Substanz  gerade  in  der  Gruppe 
der  seltenen  t«rden,  deren  chemisches  Verhalten  einander  so 
ähnlich  ist,  wesentlich  verschiedene  charakteristische  Eigen- 
schaft. Vietleicht  ist  dieselbe  berufen,  mehr  als  dies  bisher 
geschehen  ist,  zu  analytischen  Zwecken  herangezogen  zu 
werden. 
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Ober  sünullane  GieichgewichLe  und  die 
Beziehungen  zwischen  Thermodynamik 

und  Reacüonskinetik  homogener  Systeme 

von 

Rud.  Wegscheider. 
Aus  dem  I.  chemischen  Laboratonum  der  k.  M,  Univentität  in  Wien. 
{Vorgelegt  in  der  Sitsung  am  7«  Juni  1901.) 

Vor  einiger  Zeit*  habe  ich  «gezeigt,  wie  die  die  Reactions- 
jreschuindiukcii  bdrclTcnJ.cr.  Fragen  bei  nebeneinander  ver- 
laiüciiJcn  K'eaclionen  in  homogenen  Systemen  beliandeli 
uerden  können.  Im  folgenden  will  ich  mich  mit  i^eziehungen 
/"wischen  der  chemischen  Kinetiix  und  der  Glcich'^ewiclitslehre 
hom«\gener  Systeme  beschäftigen,  insbesondere  tur  den  I'"all. 
dass  mehrere  zu  Gleichgewichten  führende  Keactionen  neben- 
einander stattfinden. 

Zwar  sind  vervvickeltere  Fälle  von  simultanen  Gleich- 
gewichten, die  sich  mit  messbarer  Geschwindigkeit  einstellen, 
noch  kaum  untersucht.  Ich  sehe  mich  aber  doch  veranlasst, 
diesem  Gegenstande  näher  zu  treten,  da  derartige  Probleme 
Immerhin  schon  bei  theoretischen  Erörterungen  in  Betracht 
gezogen  worden  sind.  Insbesondere  hat  Hans  Euler^  eine 
Theorie  der  Katalyse  veröffentlicht,  welche  ihn  zu  weittragenden 
Schlüssen  veranlasste,  z.  B.  zu  dem,  dass  sich  eine  Aussicht 
eröffne,  Geschvvindigkeitsconstanten  aus  Gleichpfewichtscoeffi- 
cienten  zu  berechnen.  Mir  >clici[icn  .sc;iic  lJuiv.i;i.iii^cri  keines- 
wegs cinvvandhei.   Bei  der  V\  ichtigUcit  der  Sache   will  icli 

'  Monatshefte  für  Chemie,  XXI,  093;  Zeitschrift  für  phybikuL  Cliemic. 
XXXV,  513  (1900). 

*  Ber.  der  Deutschen  ehem.  Cesellsch..  XXXIll,  3202  (1900). 

Sitzb.  d.  malhem.^naturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  IL  a.  38 
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daher  klarzulegen  versuchen,  in  welchen  Punkten  Euler  nach 
meiner  Meinung  geirrt  hat,  und  daran  anschließend  eine  Dar- 
stellung der  Beziehungen  zwischen  Gleichgewichts-  und  Ge- 

Sl'Iiw mJigkeitsconstanicn  i.;cbun,  wie  sie  sich  aus  den  ^c^cii- 
u  artig  herrschenden  tiieoretischen  Anschauungen  ergibt.  Hichei 
wird  sich  Veranln^sung  linden,  die  Grumüagen  der  riiernio- 
dynamik  chemischer  Vorgänge  einer  Krurlerung  zu  unter- 
ziehen. 

I.  Die  Kuler'sche  Ableitung. 

Euler  beschäftigt  sich  insbesondere  mit  der  Wechsel- 
wirkung zwischen  Säure,  Alkohol,  Ester  und  Wasser.  Er  nimmt 
an,  dass  diese  Körper  theilweise  ionisiert  seien  (beim  AthyU 
acetat  unter  Bildung  der  Ionen  CHjCO  und  OCgHj).  Hiedurch 
wird  die  Einwirkung  von  Wasser  auf  die  Ester  analog  der 
hydrolytischen  Spaltung  von  Salzen  in  Säure  und  Basis.  Aus 
dieser  Annahme  leitet  er  für  die  Geschwindigkeit  der  Ester- 
Verseilung  unier  Berücksichtigung  der  Gegenreaction  (Ester- 
bildung) die  Gleichung  ab; 

=  xlLCH^CGlLC.H.Ol  -  LHJiOliJ- 

at 

-[C3H,OltH]XlCH,C0]lOH]  ä. 

wo  [Clit^Oj  U.S.W,  die  Conccntrationcn  der  CH,CO-lonen 
u.  s.  w .  bedeuten.  In  Worten  drückt  er  diese  Gleichung  so  aus: 
»Die  keactionsgesch windigkeit  ist  gleich  der  Differenz  der 
Ionen producte  der  in  den  beiden  entgegengesetzten  Richtungen 
reagierenden  Körper«. 

Die  erwähnten  Concentrationen  treten  bei  seiner  .Ableitung 
in  die  Gleichung  dadurch  ein,  dass  die  Gleichungen  für  die 
Di ssociationsgleichge Wichte  des  Äthylalkohols,  des  Ath\'l- 
acetats.  der  Essigsäure  und  des  Wassers  benutzt  werden. 
Indem  er  diese  Gleichgewichtsbedingungen  in  die  Geschwiiidi^ 
keitsgleichung  für  die  K'e.iction  zwischen  Wasser,  Kster.  Säure 
und  Alkr)hol  einführt,  macht  er  die  Annahme,  dass  die  (ileich- 
gcwiclUsbcdingungen  für  die  vier  l)i.^bt.>^ialionen  in  jedem 
A  LI  -  L' n  b  I  i  c  k  e  ei  fiilli  sind,  dass  also  diese  vier  Gleic!igewichte 
sich  mit  unendlicii  großer  Geschwindigkeit  einstellen. 
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Euler  scheint  vorauszusetzen,  dass  beispielsweise  das 
[CH,COj  links  vom  Minuszeichen  in  der  Klammer  ver* 
schieden  sei  von  dem  [CH,CO]  rechts  vom  Minuszeichen, 
indem  das  eine  die  aus  dem  Ester,  das  andere  die  aus  der 
Säure  entstandenen  CH^CO-Ionen  bedeuten  soll  Diese  Voraus- 
setzung ist  aber  irrig;  die  [CH,CO"I  u.  s.  w.  bedeuten  links  und 
rechts  vom  Minu.szcichen  in  der  Khunnicr  die  Gesanim  Icon- 
centrauor. en  der  CH.jCO-Ionen  u.  s.  w.  in  der  Lösung  und 
haben  daher  iinkb  und  rechts  vom  Minuszeichen  denselben 
Wert.  Die  Khimmer  ist  also  identisch  Null  und  daher  cr^^nbt 
^ich  die  Kedctionsgesclnvindi^^kcit  ^^leich  Null.'  Dieses  Resultat 
widerspricht  aber  der  Krtaiiruiig,  derzufolge  die  Reaction  mit 
messbarer  Geschwindigkeit  erfolgt. 

Dass  die  [CH^CO]  u.  s.  w.  in  den  Dissociationsgleich> 
gewichten  die  Gesammtconcentratiön  der  betreffenden 
lonenarten  bedeuten,  ergibt  sich  sowohl  aus  der  thermodyna- 
mischen,  wie  aus  der  kinetischen  Begründung  der  Gleich- 
gewichtsformel. Das  ist  auch  immer  so  aufgefasst  worden.  Nur 
aus  dieser  Auffassung  der  lonenconcentrationen  heraus  wurde 
beispielsweise  die  Dissociationsverminderung  der  Salze  (im 
weitesten  Sinne)  beim  Zusatz  gleichioniger  Salze  abgeleitet 
Würde  in  der  Gleichgcwichl.sbedinguiig  liir  die  Dissociation 
der  Essigsäure 

CciIjCOOH 

Cii  sich  bioli  auf  die  aus  der  Kss!f;säure  entstehenden  H-ionen 
beziehen,  so  wäre  der  Zusatz  von  Salzsäure  ohne  Ein/luss  auf 
den  Dissociationsgrad. 

Da  sonach  die  eingangs  mitgetheilte  Euler'sche  Formel  bei 
nchttger  Deutung  zu  einem  der  Erfahrung  widersprechenden 
Ergebnis  führt,  muss  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  nicht 
in  den  Voraussetzungen  ein  Fehler  liegt.  In  der  That  liegt  der 

*  Ocngemafl  ist  auch  die  von  Eule r  (1.  c.  und  Z.  f.  physikal.  Ch., S6t  048, 
il90ip  gegebene  Gleichung 

{CH,C0]iC2hj,0|  X  !Hj:OIi;  -  [Caf^aO,,Ill  X  [Cli/  iViOII, 

eine  selbstverständliche  Identität, 

38* 
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Kehlet"  darin,  dass  En  1er  annimmt  dass  die  vier  Dissociations- 

glcicht^cwiclite  für  P-^tcr,  Wasser.  Säure  und  Alkohol  hich  mii 
unendlicher  Gcschu  inditjkcit  einstellen. 

Nhm  hat  niich  Kuler  im  System  acht  Molekelarten: 
CM./ OOCJl-,  CJH.OH.  CH.COOH,  H,()  und  die  Ionen 
CH.^CO,  0(\,H-,  H  imd  OH.  I'>e/,eichnet  man  die  Concentra- 
tionen  dieser  Molekelarten  der  Reihe  nach  nut  c,  bis  ^r^,  so 
müssen  diese  Cnncentrationen  zunächst  drei  (ileichungen  er- 
füllen, welche  das  Gesetz  der  Erhaitunj;  der  Masse  aus- 
drücken: 

Kerner  muss  die  stöchiometrische  Beziehung 

t -I-      H-  t'j  —  ..4^  +  -  Ig  ^  I 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Bedingung  für  die 
Gleichheit  der  Zahl  der  positiven  und  negativen  Ionen 

erfüllt  sein. 

Nimmt  man  nun  ;u:f.i.  rdern  die  vier  liedin^ajn^en  !ur  die 
Dissoc  ationsgleichgewiclUc  als  in  jedem  Augenblicke  erfüllt 
an,  s«»  hai  iTian  im  ganzen  acht. voneinander  und  von  der  Zeil 
unabhängige  Gleichungen,  mit  deren  Hilfe  man  für  die  acht 
Conccntrationen  von  der  Zeit  unabhängige  (nur  von  der  Con- 
stanten A  und  den  Gleichgewichtscoefficienten  abhängige) 
Werte  erhält 

Unter  den  gemachten  X'oraussetzungen  können  also  die 
Concentrationen  nicht  von  der  Zeit  abhängen.  Vom  Stand- 
punkte der  Reactionskinetik  bedeutet  das,  dass  die  zwei  in 

dem  System  mit  endlicher  Geschwindigkeit  verlaufenden  Re- 
actionen  keine  endliclien  .Anderuniicn  der  Concenn.itionen 
hervorrufen  können.  Ja  die  mit  luiendlicher  Geschw  iiui-.i^keit 
Nerlaufendon  K'eactionen  etwai.L^e  .Anderimgen  im  Sirnc  der 
lani;>amcr  vc-rlaufeniien  RcaclKuicn  sofort  rückgänL^ii;  machen, 
hie-e  \  crli.iltnisse  werden  im  Abschnitt  iV  noch  an  einem  ein- 
facheren Beispiele  erörtert  werden. 
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Fasst  man  die  Esterverseilung  als  H^'drulyse  eines  Salzes 

A'  A* 

auf,  so  ergibt  sich  schon  aus  der  bekannten  Formel  K,  —  j}  , 

cassdie  t-lydrolysc  durch  die  Annahme  von  vier  be--tchenden 
Üissociationst^leichgcvvichten  bereits  vollständig  bestiaimt  ist. 

Das  gleiche  würde  auch  noch  gellen,  wenn  man  die  von 
Euler  in  einer  späteren  Abhandlung^  gemachte  Annahme 
heranziehen  würde^  dass  auch  die  Ionen  CH^COÖ  und  C^H,^ 
im  System  vorhanden  sind.  Dann  würde  sich  sowohl  die  Zahl 
derlonenarten»  als  auch  die  der  unabhängigen  Gleichgewichts- 
^edingungen  um  zwei  vermehren. 

Die  von  Euler  an  seine  Ableitung  geknüpften  Folge- 
rungen, insbesondere  auch  die  Berechenbarkeit  von  Geschwin- 
digkeitsconstanten  aus  Gleich^ewiclitscoellicientcn,  werden 
hiermi  hintaiiil^^ 

Hiemit  soll  nicht  gcsa^^t  sein,  das^  der  \"ersuch  1*'. ulers. 
die  Bildung  und  VerseiKing  der  Kster  auf  lonenreaciiuncn 
^uriickzul'iihren,  unberechtigt  sei.'-'  Nin-  darf  man  nicht  an- 
ne '.iiiLM-!.  dass  alle  Dis^orialionsgleichgewichte  sich  mit  unend- 
licher Geschwindigkeit  einstellen,  und  darf  daher  die  betreu  enden 
*j!(iichge\vichtsbedingungen  nicht  in  .die  Geschwindigkeits- 
«leiclnnig  für  die  Esterverseifung  einführen. 

Wie  die  Annahme  von  lonenreactionen  mathematisch 
behandelt  werden  könnte,  ergibt  sich  aus  meiner  eingangs 
erwähnten  Abhandlung  über  die  allgemeinste  Form  der  Gesetze 
der  chemischen  Kinetik  homogener  Systeme.  Die  rechnerischen 
Schwierigkeiten  waren  allerdings  sehr  bedeutend. 

H.  Die  Beziehungen  zwischen  Gleichgewichtscoefhcienten 
und  Geschwindigkettscoli&taaten  bei  simultanen  Gleich- 
gewichten in  homogenen  Systemen. 

Beziehungen  zwischen  Gleichgewichtscoefticienten  und 
Gt'sohwindigkeitsconstanten  können  in  der  Regel  nin"in  Betracht 
iiommen,  wenn  in  einem  System  Vorgänge  möglich  sind,  die 

*  Z.  r.  Physika!.  Chem.,  XXX VI,  409  (190 1 ). 

3  Für  diesen  Gedanicen  beansprucht  Z  enge  Iis  (ßer.  i1.  Deutsch,  ch.  Ces.j 
3i,  198 1 1 901 D  die  Priorität. 
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nach  beiden  Richtungen  verlaufen  (Gegenwirkungen).^  Tritt  in 
einem  System  nur  cm  zu  einem  Gleichgewichte  lührenJes  Re- 
actionspaar  aiii,  so  ist  bekanntlich  der  Gleichgewichtscoeflicieni 
gleich  dem  Quotienten  der  beiden  Geschvvindigkeitscon--tanten. 
Dasselbe  gilt  auch  noch,  wenn  in  einem  System  mehrere  der- 
artige Reactionspaare  stattfinden,  die  hinsichtlich  der  daran 
betheiligtcn  Molekelarten  \  <>llii;  verschieden  sinJ.  Dann  hab.n 
die  verschiedenen  Gleichgewichte  keinen  fiintluss  autemander, 
insoferne  nicht  etwa  eine  Änderung  des  Mediums  anzunehmen  ist. 

Dagegen  ist  bisher  die  Frage  nicht  untersucht  worden,  ob 
diese  Beziehung  auch  noch  gelten  muss,  wenn  mehrere  Gegen- 
wirkungen nebeneinander  statitinden,  die  hinsichtlich  der  be- 
theiligten Molekelarten  nicht  völlig  voneinander  verschieden 
sind.  Culer  hat  in  der  eingangs  erwähnten  Abhandlung^  die 
erwähnte  Beziehung  auch  in  diesem  Falle  als  gütig  voraus- 
gesetzt. Es  ist  aber  leicht  einzusehen»  dass  diese  Beziehung  in 
dem  jetzt  in  Rede  stehenden  Falle  nicht  nothwendig  erfüllt 
sein  muss. 

Um  dies  zu  zeigen,  sollen  zwei  simultane  Gleichgewichte 
betrachtet  werden,  deren  Reactionsgleichungen  eine  Mol  ekel  art 
gemeinsam  haben.  Die  Reactionsgleichungen  seien 

n^M^-^X^  Y   und    OjA/jH-Zi:  ^ 

Darin  bedeuten  die  beiden  Gleichgeu  ichicn  gerncni 
same  Molekelart,  X,  Y,  Z  und  Molekelarten  oder  Gomplexe 
von  Molekelarlen.  die  untereinander  völlig  verschieden  sind 
oder  auch  gemeinsame  Molekelarten  enthalten  kr*nnen.  Nur  soll 
die  Molekelart  3/,  nicht  auf  beiden  Seiten  einer  Keactions- 
gleichung  denselben  Coefficienten  haben. 

Bezeichnet  C,  die  Concentration  \  on  beim  Gleich- 
gewichte, Cx  das  Product  der  Concentrationen  der  in  X  ent- 
haltenen Molekelarten,  erhoben  zu  den  durch  die  stöchio- 
metrischen  Coelficienten  angegebenen  Potenzen,  imd  seien 
Cyf  C»t  Cm  die  analogen  Producte  für  die  Complexe  y,  Z  und  U, 
so  hat  man  die  Gleichgevvichtsbedingungen 

•  Eine  rjnschränkun^  dieses  Salzes  wird  sich  aus  dem  folgenden  er- 
geben. 

«  S.  3203. 
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Nach  den^  Bcgrift'dcr  Keactionsglcichuni^cn  hat  <  u^M^-¥ X) 
dieselbe  elementare  Zusammensetzung  wie  Y,  ferner  (o^M^-\-Z) 
dieselbe  elementare  Zusammensetzimg  wie  U.  Daher  hat  auch 
'//j— o,)Mj  +  AT— dieselbe  elementare  Zusammensetzung  wie 
Y—V,  oder  («i—  o^)M^+X-\- V dieselbe  Zusammensetzung  wie 
y+Z  Man  kann  daher  in  dem  System  auch  das  Reactionspaar 

annehmen.  Kür  dieses  lautet  die  Gleichgewichtsbedingung 


—  •  •  * 


Wenn  nun  die  üleichgewichtsbedingungen  1)  und  2;  erfüllt 
iiind,  so  hat  auch 

einen  constanten  Wert.  Es  herrscht  daher  hinsichtlich  des 
dritten  Reactionspaares  nothwendif^crwcise  Gleichgewicht,  wenn 
hinsichtlich  der  beiden  ersten  Keactionspaare  Gleichgewicht 
herrscht. 

•  Das  X'orhandcnscin  von  zw  ei  simultanen  Gleichgewichlcn, 
welche  eine  Molekelart  gemeinsam  haben,  bedingt  also  immer 
das  Vorhandensein  eines  dritten  Gleichgewichtes,  dessen  Con- 
>tantc  durch  die  beiden  anderen  Cileichgewichtscoefficienten 
bestimmt  ist. 

Für  diesen  Fall  soll  nun  die  Beziehung  zwischen  den 
Gleichgewichtscoeffictenten  und  den  Geschwindigkeitscon- 
stanten  der  einzelnen  Reactionen  behandelt  werden.  Zum 
Gleichgewicht  ist  offenbar  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Mengen  von  A/,,  X,  Y,  Z  und  11  constant  bleiben  (sich  mit 
der  Zeit  nicht  ändern). 

Diese  ('onstniiz  triLl  aber  nicht  nui  ein,  wenn  jedes  ein- 
zelne keactionspaar  für  sich  allein  die  Concentrationen  unver- 
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äluierl  la^^t.  .NOiKicrn  auch  dann,  u  cnn  zwar  jcücs  Reacti()n>- 
paar  eine  Cnncentrationsänderung  bewirkt,  aber  die  drei  Con- 
centraüonsundcrungen  ?^ich  gegenseitig  aufiieben.  Beispiels- 
weise könnte  das  erste  Reaetionspaar  in  «.ier  Zeiteinheit  einen 
bestimmten  Bruchtheil  des  Formelgewtchtes  des  Complexes 
n^Mi+X  in  Y  verwandeln  und  das  zweite  Reactionspaar  in 
derselben  Zeit  denselben  Bruchtheil  des  Formelgewichtes  des 
Complexes  U  in  o^M^-\'Z  um  wandeln.  Das  dritte  Reactionspaar 
könnte  «gleichzeitig  dieselben  Quantitäten  von  Y  und  Z  in 
(«j— Oi)il/„  JVund  verwandeln. 

Die  durch  die  drei  Reactionspaare  in  der  Zciicinheit  ije-. 
bildeten  Mengen  der  vorhandenen  SlolTe  kOnnen  vl.nin  au,»- 
^edrücki  weiden  durcli 

.w,        A'         r        /  r 

1.  Reactionspaar  — %u^M^    — oA'       aV       0  0 

2.  "    '/.,.!/,         0  0  — ar 

•3.  »  . . .  .a(//i-c»,yJ/j    aA'       — aV     — 7.V 

Man  sielii.  da^s  hei  die>er  Annahme  i:n  gaii/.en  keine  C<tn- 
eentralion^ande- ung  einiriu.  also  i  ileicfigewiehl  herrscht.  Mar- 
sieht  ferner,  das^  auch  (1 1  e  i  cli  g  e  wi  c  h  t  e  oime  eigentliche 
Keactioncn  mit  Gegen  wi  i  kungen  denkbar  sind.  Nimmt 
man  nämlich  an,  dass  bloli  die  Keactionen 

//^.U,  4- A' y,    U-^Z-i-o^M^    und  ^  o,  1  J/j 

ohne  die  betreffenden  Gcgenreactionen  stattfinden,  so  ist  in 
derselben  Weise  ein  Gleichgewicht  möglich. 

Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeitsconstanten  der  sechs 
Keactioncn  mit  A'j  bis  so  sind  bei  der  besprochenen  Art  mn 
Gleichgewicht  die  Gleichimgen 

iE'  /•  h 

A,  ^       .     /V,  _       ,  A, 

nicht  erfüllt. 

Ein  Gleichgewicht  dieser  Art  ist  durchaus  möglich.  Auf 
Reactionen,  welche  in  homogenen  Systemen  ohne  Änderung 
der  Zusammensetzung  des  Systems  erfolgen,  lässt  sich  kein 
Perpetuum  mobile  g:imden,  ebensowenig  wie  auf  die  Be- 
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w  egungen,  welche  die  kinetische  Theorie  der  Aggregatzustände 
in  allen  Körpern  annimmt. 

Für  die  Ermittelung  der  Beziehung  zwischen  den  Gleich- 

;,'e\vichtscoefficienten    und    den  Geschwindi^^keitsconstanien 
koDficn  ebenso  wie  bei  tinz/; r.cn.  so  aucli  bc:  >:a;ultanen  Gloich- 
£:e\vichten  nur  die  Gesetz-.'  der  chemischen  Kinetik  benutzt 
werucn,   Denn   in  den  therniodynamischen  GleiciiL;ewichts- 
bidinj^unj^en  kommen  die  Gesch\vindigkeitsc(^nstanten  nich* 
V'-r.  wie  denn  überhaupt  die  Thermodynamik  über  I\eaciinii>- 
^e<ch\V!ndip:keiten  nichts  aussagt.  Dagegen  lassen  sich  aus  den 
Gesetzen  der  chemischen  Kinetik  in  allen  Fallen  Gleichgewichts- 
bedingungen  ableiten,  in  denen  die  Geschvvindigkeitsconstantcn 
vorkommen.   Die   Beziehung  zwischen  Gleichgewichtscoelii- 
cienten  und  Geschwindigkeiisconstanten  ergibt  sicli  dann,  indem 
man  in  den  thermodynamischen  Gleichgewichtslormeln  die 
durch  die  Kinetik  gelieferten  Werte  der  Gleichgewichtsconcen- 
trutlonen  einsetzt.  Es  soll  daher  nunmehr  die  kinetische  Ab- 
leitung der  Gleichgewichtsbedingungen  besprochen  werden. 

UI.  Kinetische  Ableitung  der  Gleichgewichtsbedingungen. 

Zur  Ermittelung  der  Gleichgewichtsbedingungen  aus  den 
Gesetzen  der  Kinetik  können  zwei  Wcf?e  dienen: 

1.  Man  integriert  die  Geschwindigkeitsgleichungen  und 
«rhält  dadurch  die  jeweiligen  Conccntrationen  der  vorhandenen 
Molekelarten  als  Functionen  der  Zeit.  Die  Conccntrationen  beim 
Gieich^^ewichte  sind  r.Uii  jene  Concentralionen.  welche  sich 
nach  unendlich  langer  Zeit  einstellen.  Set/t  man  also  in  dci. 
Aij>diücken  tur  die  Conceniraiionen  die  Zeit  gleich  unendlich, 
^"  eniait  man  die  Gleichgewichtsconcentraiionen  als  l'\inctioner 
Jor  .Antangscor.centrationen  und  der  Gesclnvindigkeiiscun- 
staniiir..  Mit  Hille  der  so  ermittelten  c  ileichgewichtsconcentra- 
ti'inen  Uisst  sich  dann  der  Gleichgewichtscoefticient  als  Function 
Jer  Gesclnvindigkeitsconstanten  ausdrückeii. 

2.  Viel  einlacher  erhält  man  die  kuietischen  Gleichgewichts- 
^edin[^ungen  auf  folgendem  Wege.  In  einer  früheren  .Abhand- 
lung^ habe  ich  untersucht,  unter  welchen  Umständen  die 

'  .Monatshefte  für  Chemie,  XXl,  733;  Z.  f.  physikal.  Chemie,  XXXV,  545 
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Concentration  einer  Molekelart  im  ganzen  unverändert  bleibt, 
obwohl  sie  an  mehreren  Reactionen  derart  betheiltgt  ist,  dass 
die  einzelnen  Reactionen  ihre  Concentration  verändern  können. 
Bei  dieser  Gelegenheit  habe  ich  eine  nothwendige,  aber  nicht 
hinreichende  Bedingung  ((Heichung  18)*  für  die  Constanz  der 
Concentration  einer  Molekelart  erhalten,  welche  eine  Beziehung 
zwischen  den  Anfangsconcentralionen  und  den  llcschwindig- 
keitscoeflicienici!  Jur^lclii.  Üiese  Gleichung  IH)  lässt  sich  nun 
verwenden,  um  Vileichgewichtsbedingungcn  zu  ermiUehi.  Soll 
nämlich  ein  System  von  Anfang  an  im  Gleichgewichte  sein,  so 
müssen  die  Anfangsconcentratif^ncn  so  gewühlt  scui,  dass  alle 
Molekelarten  constante  C<tnkt.  iuraiionen  haben.  Man  hat  also 
für  jede  Molekelart  die  beii  elTcnde  Cileichung  18)  zu  bilden  und 
erhält  so  viele  Gleichungen  zwischen  den  Concentrationen  und 
Geschwindigkcitsconslanten,  als  Molekelarten  da  sind.  Diese 
Gleichungen  sind  nicht  alle  voncinan  !•  ■  unabhängig,  da  ja  die 
Mengenänderungen  der  einzelnen  Molekelarten  durch  das  Ge- 
setz der  Erhaltung  der  Masse  miteinander  verknüpft  sind. 

Während  die  Gleichung  18)  für  eine  einzelne  Molekelart 
nur  eine  nothwendige,  aber  nicht  immer  hinreichende  Bedingung 
für  die  Unveränderlichkeit  ihrer  Concentration  Ist»  gibt  die  Auf- 
stellung der  Gleichung  18)  für  alle  vorhandenen  Molekelarten 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
keine  Molekelart  ihre  Concentration  ändern  kann,  also  die  voll- 
ständige Gleichgewichtsbedingung.  Die  Gleichung  18)  folgte 
nämlich  daraus,  dass  die  Concentrationsänderung  einer  Molekel - 
art  jedenfalls  nur  dann  für  alle  Zeiten  den  Wert  Null  haben 
kann,  wenn  sie  zur  Zeit  f  =  0  den  Wert  Null  hat.  Sind  daneben 
Molekelartcn  von  veränderlicher  Concciiuaiiun  da,  so  ist  das 
Xull werden  des  Diffeieiiii.il. jvinticiucn  der  Concentration  einer 
Molekelart  nach  der  Zeit  für  /  ^  0  nicht  genügend,  um  für  alle 
Zeiten  unveränderliche  Concentration  dieser  Molckeiart  sichei- 
zustellen;  die  Änderung  der  Concentration  der  anderen  M^^K  kel- 
arten  kann  bewirken,  dass  auch  jener  Differenliaic|Uoiient, 
welcher  für  /  =  0  Null  war,  in  späterer  Zeit  endliche  Werte 

1  §.  41  (Mon.  S.  734,  Z.  f.  ph.  Ch.  S.  546);  siehe  mich  §.47  (Mon. 
S,  738,  Z.  f.  ph.  Ch.  S,  549). 
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annimmt.  Wenn  dagegen  zur  Zeit  ^  =  0  alle  Molekelarten 
unveränderlich^  Concentration  haben,  so  kann  auch  später 
keine  Änderung  eintreten. 

Mathematisch  lasst  sich  die  Ableitung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen aus  den  Geschwlndigkeitsgleichung^  in  folgender 
Weise  formulieren.* 

Die  Reactionsgleichungen  sollen  von  folgender  Form  vor- 
ausgesetzt v\crdcn; 

I.  n^M^ . . .      a^Mi-t-a^M^ 4- . . . 

II.  o^Mi-ho^M^-^       -*  ßiiWi4-^il4+ . . . 


Bezeichnet  man  die  gesammten  Concentrationsab n ah  uien 
der  M(>lckehirten  A/,,  Afg  u.  s.  w.  zur  Zeit  /  mit  4i,  £g  u.  s.  \v.,  so 
hat  man  die  Gleichungen 

äL       ,         .  dx  ^  ^  dy 

^r  =  K-».)-är+(''.-P.)  jr+- 


Darin  bedeutet  x  die  zur  Zeit  /  durch  die  Reaction  I  umge- 

?^etzte  Menge,  ausgedrückt  in  Bruchtheilen  der  in  der  Reactions- 
ijieichung  stehenden  Menge.  Dieselbe  Bedeutung  hat  y  hin- 

dx  dy 

sichtlich  der  Reaction  II  u.  s.  w.        ,    '  , . . .  sind  die  Ge- 

dt  ät 

schwindigkeiten  der  Reactionen  1,  II.  .  . 

Bezeichnet  man  die  Concentrationen  der  Molekelarten 
3/,,  ...  im  Gleichgewichte  mit  Cj,  Q . . . ,  so  sind  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Reactionen  beim  Gleichgewichte  gegeben 
durch 


dy  1  _ 


dt 


I  Die  Bezeichnungen  sind  im  Einklang  mit  der  eingangs  citierten  Abhand- 
lung gewählt. 
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Die  eckigen  Klammern  sollen  andeuten,  dass  die  Ge- 
schwindigkeiten nur  für  den  Gleichgewichtszustand  gelten. 

Die  Gleichgewichtsbcdingung  ist  nun,  dass  beim  Gleich- 
gewichte keine  Molekelart  ihre  Concentration  verändern  kann. 

Setzt  man  also   — '  ,  — ^  u.  s.  w.  gleich  Null,  so  bedeuten 
^  ai  at 

dann  die        ii.  s.  w.  Geschwindigkeiten  beim  Gleichgewichte. 

Durch  Einführung  der  Werte  erhält  man  die  Gleichgewichts- 
bedingungen 

0  =  («1— a,)*,q'»C'«*. , .  +(0i— ^;,)ifcgCi'«Q*.  . .  -4- . . 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  man  die  Gleichgewichts- 
concentrationen  und  damit  auch  die  Beziehungen  zwischen 
(ileichgcwichtscocfficicntcn  und  Geschwindigkeitsconstantcn 
berechnen.  Diese  Rechnung  lässt  sich  nicht  allgemein  durch- 
führen, da  man  Gleichungen  «tcn  Grades  aufzulösen  hat,  wo  « 
unbestimmt  bleibt.  Ich  beschränke  mich  daher  darauf,  die 
Duiciit'iihrur.L;  iiei"artit;er  ReciinunjL^en  an  einfachen  Beispielen 
/u  /.ci^en.  Die  I-Lr^cbnisse  zei.^en  entsprechend  dji.  Aus- 
l'üliriinL;en  des  Abschnittes  II.  dass  bei  simultanen  Gleicii- 
.L;e\vichten  nicht  für  jedes  einzelne  Keactionspaar  Gleichgewicht 
zu  herrschen  braucht,  und  dass  die  Beziehungen  zwisclien 
( i!eichL;L'\\  iclUsci)ellicienlen  und  Gcschwindigkeitsconstanten 
nicht  die  einfache  Form  ha'oen  müssen,  welche  bei  isolierten 
!\Vaciion>paaren  auÜriU  und  bisher  als  allgemein  giltig  be- 
trachtet wurde. 

IV.  Die  gegenseitige  Umwandlung  von  drei  Isomeren. 

P^ehnden  sich  in  einem  homogenen  Systeme  drei  isomere 
.Molekelarten  -1/,,  .V^,  tmd  M^,  die  sich  ineinander  umwandeln 
können,  so  sind  folgende  sechs  Renctionen  möglich: 

I.    M,  -  M..,       II.    .1/,  -  M,.       ni.    .V,  - 
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Sind  die  Concentrationen  der  drei  StoMe  im  Gleichgewichte 
C,.  und  CJ|,  so  gibt  die  Thermodynamik  die  Gleichgewichts- 
bedingungen 

Dabei  ist  bekanntlich 


I:i  Jic-^cii;  1  a^ie  lasst  sich  auch  die  Kinetii<  der  l  inwand- 
iung  ohne  Sch\vierigi<eit  vollständig'  entwickeln,  da  man  es  mit 
Mmiilianen  linearen  Differentialgleichungen  mit  constanten 
Coefficienten  zu  ihun  hat. 

Bezeichnet  man   die   Geschwindigkeitscocfficienten  der 
sechs  Reactionen  I,  1',  II,  II',  III  und  lü'  der  Reihe  nach  mit 
1ms  ife^,  ihre  Geschwindigkeiten  mit 

dx      dy      dz      Jn      Jv  ilw 
Ii'    dl'  Ii  '    Jl  '    äi'  IT' 

ferner  die  Anfangsconccntrationen  der  drei  Molekelarten  mit 

Ay  A.„  A.^  und  die  ?:ur  Zeit  /  einL;etretenen  Con>.\.ntrations- 
annahmen  derselben  mit  4^,1^  '^^^  'i^'^'""  ^^'i'  Gesciiuin- 
digkeiten  der  sechs  Reactionen  die  Gleichungen: 

dx  dz  .  . 

—  =  k^(A^    4i).  —  k^iAt    5»)>  ^  ^i,{A%~^h 

'^y  —  h  ( ä   ^  \  j    •    i'"'  —  /. '  j  _  M 

Die  Geschu'indiirkeilen  'der  toncentrationsabnahmen  der 
ilrei  Stoffe  /V/„  jWg,      sind  dann 

d ' 

—  —^i(yli—4i)+A',(A,—4,)  +  ^3(--l2—U— -^'4(^-^:5— «3^ 
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Die  Summe  der  drei  -rr  ist  Null^  da  nach  dem  Gesetze 

dt 

\  «>n  der  Erhaltung  der  Mabsc  ij  4-ij-+-;3  =  0  ist.  Durch  Ein- 
tuhruiig  dieser  Beziehung  vermindert  sich  die  Zahl  der  Difl'e- 
rentialc:1cichuii,L;en  auf  zwei. 

Das  l'^rgebnis  der  Inteuration  ist  folgendes.  Führt  man 
nachstehende  Abkürzungen  ein: 


^'  =       -  V    4--"  -»-^*i-^*)(*«-**>' 

X': 


V  =  r,  +vr,. 

so  erhält  man 


//—/>' 

.  _  1 
~  X'-X" 


1        )"T'  X'7"  1 


4,  '      I     (V'-l)  —  (^-'^''-O  +  CX'-l)  -^<<r-'^"'  — 1)1. 

Aus  diesen  Formeln  folgen  die  Gleichgewichtsbedingungen, 
indem  man  /  r=  00  setzt.  Die  Gleichgewichtsconcentrationen 
C„  C,,  Q  sind  die  Werte,  welche  die  Concentrationen  der  drei 
Molekelarten  — 5i,  — ^  und  A^ — ^  für  /  =  00  annehmen. 
Man  erhält  so 
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Uic  Hczichuiii;cn  zwischen  Gleichgewichtsc^^efticiunien  und 
Geschu  indigkeitsconstanten  ergeben  sich  hicnach  lülgender- 
ina&en: 

*  ~  Q  ~  ' 

Die  Concentralionsverliailnis^c,  uelclie  nach  der  Thermo- 
dynamik von  der  ( iesammtconcentration  unabhängig  sind, 
haben  somit  auch  nacii  der  kinetischen  Ableitung  einen  von  den 
Anfangsconcentrationen  unabhängigen  Wert. 

Die  gleichen  Gleichgewichtsbedingungen  erhält  man  sehr 
viel  einfacher  auf  dem  zweiten  im  vorigen  Abschnitte  ange- 

äi 

^ebenen  Wege.  Setzt  man  in  die  Gleichungen  für  die  die 

Gleichgewi chtsconcentrationen  ein,  so  müssen  die 

äi 

Null  werden.  Man  erhält  dadurch  lolgende  drei  Gleichungen, 

welche  entsprechend  der  Gleichung  18)  der  früher  erwähnten 

Abhandlung  die  Bedingungen  lür  die  Unverändcrlichkeit  aer 
Concentrationen  der  drei  Molckelarten  ausdrücken: 

0  — •     C^     k.,  C-^        C>|  *4~    Oj  • 

0  =  — Ci  -f  c,  4-  k',  c  -  k',  r;,, 

Die  dritte  dieser  Gleichungen  entsteht  durch  Addition  der 
beiden  ersten  nach  Multiph'cation  mit  — 1. 
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Alis  diesen  Gleicliimt^cn  erhält  man  Tür  die  C^onceiUratiijn>- 
verhältnisse  im  GleicliLjewichtc  dieselben  Werte  wie  früher. 
Eliminiert  man  beispielsweise  aus  zwei  Gleichungen  Cj,  s(> 
erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  Q  und  C3,  welche  mit  der 
obigen  identisch  ist. 

Die  kinetisch  abgeleiteten  Gleichgewichtsbedingungen 
stimmen  also  mit  den  thermodynamischen  überein.  Dabei 
können  alle  sechs  Geschvvindigkeitsconstanten  beliebige  Werte 

haben-  Dagegen  sieht  man,  dass  die  Beziehungen  Ä'j  =  , 

—      ,  Ajj  z=      ,  welche  gelten  würden,  wenn  jedes  ein- 

zelne  Gleichgewicht  allein  da  wäre«  bei  simultanen  Gleich- 
gewichten nicht  erfüllt  zu  sein  brauchen.  Die  Giltigkeit  der 

k 

Gleichung  K^  =  . '  würde  bedeuten,  dass  beim  Gleichgewichte 
die  Reactionen  I  und  l'  auch  für  sich  allein  im  Gleichgewichte 
stehen,  oder  dass       —  :    =  0  ist.  Die  im  vorstehenden  ab- 

ilt  dt 

L^eleitete  kinetische  (ileichi;e\vichtsbedingung  schhei,  t  .uich  den 
im  Abschnitt  II  eiörterten  Fall  ein,  dass  die  siniultaiicii  Paare 
\on  (iegeuwirlsungen  nicht  für  sich  allein  im  Gleichgewichte 
stehen,  sondern  dass  sie  nur  durch  ihr  Zusammenwirken  das 

dx  dy 

Gleichgewicht  herstellen;  dann  ist  -r.  —   ~  auch  beim Gleich- 

dt  dt 

gewichte  nicht  Null. 

Damit  auch  beim  simultanen  Gleichgewichte  die  einzelnen 
Paare  von  Gegenwirkungen  für  sich  allein  im  Gleichgewichte 
stehen,  muss  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  den  Ge- 
schwindigkeitsconstanten  bestehen.  Man  erhält  nämlich  beim 
Gleichgewichte  folgende  Werte  für  die  Differenzen  der  Ge- 
schwindigkeiten der  Paare  von  Gegenwirkungen: 


dv 

dl 

dt 

1  dz 

du 

\.di 

dt  . 

1  dv 

dw 

[Iii 

~dt 
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Die  drei  Geschwindigkeitsdifferenzen  sind  also  im  Gleich- 
gewichte gleich,  wie  es  nach  Abschnitt  II  der  Fall  sein  muss. 
Aber  nur  für  k^k^fc^  =  ^^4^e  werden  sie  Null.  Nur  dann  stehen 
die  drei  Reactionspaare  auch  für  sich  allein  im  Gleichgewichte 

und  nur  dann  gelten  die  Beziehungen      —  ^  u.  s.  w.  Man 

überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  einfacheren  Beziehungen  aus 
der  früher  abgeleiteten  allgemeinen  hervorgehen,  wenn  man 
k^k^  =  Ä^^i^  setzt 

Die  einfachere  Form  der  Beziehungen  zwischen  Gleich- 
gewichtsconstanten  und  Geschwindigkeitsconstanten  gilt  unter 
anderem  immer,  wenn  eines  der  drei  Reactionspaare  wegfällt, 
z.  B.  wenn  i^^  =    =  0  ist. 

Einfache  Beziehungen  treten  auch  auf,  wenn  ein  Gleich- 
gewicht eintritt,  ohne  dass  Gegenwirkungen  vorhanden  sind. 
Finden  z.  B.  nur  die  Reactionen  I',  II'  und  III'  statt,  so  sind 

*p      und      Null  und  man  erhält      =      ,      =  ' 


Euler  hat  bei  seiner  theoretischen  Behandlung  der  Kinetik 
der  Esterbildung  aus  Säure  und  Alkohol  die  Annahme  gemacht, 
dass  die  vier  Dissociationsgleichgewichte  für  Säure,  Alkohol, 
Ester  und  Wasser  sich  unendlich  rasch  ein^te'len,  da  er  die 
betreffenden  Gleichgewichtsbedingungen  als  in  jedem  Augen- 
blicke erfüllt  einführt  Mit  dieser  Annahme  ist,  wie  ich  im  ersten 
Abschnitte  ausgeführt  habe,  die  mit  messbarer  Geschwindigkeit 
eintretende  Bildung  und  Verseifung  der  Ester  nicht  verträglich. 
Bei  der  Umwandlung  von  drei  Isomeren  lässt  sich  der  analoge 
Fall  leicht  rechnerisch  verfolgen.  Es  ergibt  sich,  dass  bei  der 
Annahme,  dass  ein  Reactionspaar  mit  endlicher  Geschwindig- 
keit verläuft,  die  beiden  anderen  dagegen  mit  unendlicher,  keine 
endliche  Reactionsgeschwindigkeit  zur  Beobachtung  gelangen 
kann. 

Beobachtbar  sind  Änderungen  der  i  mit  der  Zeit  Nun 

ergibt  sich  beispielsweise  aus  der  Formel  für  4i 

i>iub.  4.  roaihem.-Daturw.  Gl. ;  ÜX.  Bd..  Abth.  II.  89 
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=  \-[iS,-^')T,+ik,-fc^T,]e-*''^ 

Die  Größen  d^,  ^\  S^^  T^t  sind  homogene  Functionen 
ersten  Grades  der  Man  kann  sie  daher  darstellen  als  Producte 
aus  einem  der  ib- Werte  (z.  B,  und  Functionen  der  Verhält- 
nisse -T^  ,       u.  s.  w. 

Ist      das  größte  von  den     so  sind  die  vorkommenden 

k 

Verhältnisse  -y-  u.  s.  w.  in  keinem  Falle  unendlich.  Sonach 

lässt  sich        auf  die  Form  bringen 
dt 

dt 
at 

wo  a,  b,  c  und  d  in  keinem  Falle  unendlich  werden.  Man  kann 

sich  ferner  durch  Ausrechnen  leicht  überzeugen,  dass  b  und  d 

wesentlich  positive  Größen  sind,  welche  nicht  Null  werden 

können,  solange  man  keine  negativen  Geschwindigkeitscon- 

stanten  annimmt. 

Sollen  nun  die  Reactionen  i  und  I'  mit  endlicher,  die 

übrigen  mit  unendlicher  Geschwindigkeit  verlaufen,  so  hat  man 

k         k  k      k  k 

=  oo,  -r^  =  ™  =  0,       ,        und        endlich  voraus- 

zusetzen.  Nun  geht  für  k^  —  oo  der  Ausdruck  k^e~^*^'  über  in 

-  >-,  T  j:r-      ^  positiv,  ist  dieser  Ausdruck  für  endliche  t  Null 

Nur  für  /  =  0  kann  er  von  Null  verschieden  sein.  Daher  kann 
äi 

auch        nur  für  <  =  0  von  Null  verschieden  sein.  Wenn 

dt 

daher  nur  ein  Reactionspaar  mit  endlicher  Geschwindigkeit  ver- 
läuft, stellt  sich  zur  Zeit  /  =  0  sofort  das  Gleichgewicht  ein;  es 
kann  dann  keine  beobachtbare  Reactionsgeschwindigkeit  auf- 
treten. 
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V.  Entstehung  und  Umlagerung  eines  Aniagerungsproductes, 

Sobald  bimoleculare  Reactionen  an  simultanen  Gleich- 
gewichten betheüigt  sind,  ist  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen entweder  tiberhaupt  nicht  in  geschlossener  Form 
ausfuhrbar,  oder  doch  mindestens  aufierordentlich  umständlich. 
Ich  beschränke  mich  daher  beim  folgenden  Betspiele  auf  die 
kinetische  Ermittelung  der  Gleichgewichtsbedingung  nach  dem 
zweiten  im  Abschnitt  III  angegebenen  Verfahren. 

Die  Reactionsgleichungeii  seien:  I.  BilciiinL;  und  Zertall 
des  Anlagerungspiüductes,  M^-hM^  ^ -^^s'y  LJnilagcruiig  des 
Anlagerungsproductes,  ^  M^.  Dann  ist  noch  ein  weiteres 
Reactionspaar  möglich,  nämlich:  III.  Zerfall  des  ümlagerungs- 
productes  in  die  Componenten  und  directe  Bildung  daraus, 

Die  kinetische  Gleichgewichtsbedingung  ergibt  sich  daraus, 
dass  beim  Gleichgewicht  keine  der  vorhandenen  Molekelarten 
eine  Concentrationsänderung  erleiden  kann. 

Sind  Ai|  bis  die  Geschwindigkeitsconstanten  der  sechs 
Reactionen,  Q  bis  C4  die  Gleichgewichtsconcentrationen  der 
vier  Molekelarten,  so  muss  wegen  der  Unveränderlichkeit  der 
Concentration  von  sein 

0  =  k^CiCg — ^2  Cj — A'^    H-  Cj. 

Diese  Gleichung  drückt  zugleich  die  Unveränderlichkeit 
der  Concentration  von  aus. 

Ferner  liefert  die  Unveränderlichkeit  der  Concentration 
von       die  Gleiciiung 

Die  Gleichung,  welche  die  Unveränderlichkeit  der  Con- 
centration von  Af^  ausdrückt,  ist  in  diesen  beiden  Gleich- 
gewichtsbedingungen bereits  enthalten. 

Zur  Bestimmung  der  wcv  C  h.iL  riiaii  uuLicr  diesen  beiden 
Gleichungen  noch  zwei  stöchiometrische  Beziehungen 

=  Cj  +  C^+Q    und    -4g  =  Cg  +  Q  +  Q. 

39* 
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.4j  und  sind  Conblante  und  bedeuten  die  Concentra- 
tionen  von  M,  und  Mg,  welche  man  erhielte,  wenn  man  Af,  und 
vollständig  in  M^  und       verwandeln  würde. 

Der  Einfachheit  halber  habe  ich  die  Rechnung  für  den  Fall 
durchgeführt,  dass  =  ■=  A  ist,  aiso  Af|  und  in  äqui> 
valenten  Mengen  da  sind.  Die  Gleichgewichtsbedmgungen 
gehen  dann  Über  in 

0  =  (K-hM^KA-C^-CJ'-^k^q.-k^C^ 

und 

Setzt  man 


Kl 

^1  ^4     ^1  ^5      ^4^8 » 

^2^4  "4"  ^2^b      ^3^f» ' 

X 

SO  erhält  man 

^  -  2*^  ~  V  4^  * 

Diese  Gleichgewtchtsconcentrationen  stehen  in  den  von 
der  Thermodynamik  geforderten  Beziehungen,  und  zwar  für 

beliebige  Werte  der  Geschwindigkcitsconstanten.  Denn  man 
eihält  durch  Ausrechnen  der  Conceniraiionsverhältnisse  aus 
den  vorstehenden  C-Werten  oder  viel  einfacher  direct  aus  den 
eingangs  dieses  Abschnittes  aufgestellten  zwei  Gleichgewichts- 
bedingungen 

Q    I^JL          IT    ^±    V 

c  ~*  tL-  —  '^v    r»  ^  IL. 
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wo  Ä',  und  Ä'g  bei  gegebener  Temperatur  constant,  d.  h.  von 
den  Anfangsconcentrationen  unabhängig  sind. 

Dagegen  ist  es  auch  hier  wieder  für  das  Gleichgewicht 
nicht  nothwendigy'dass  jedes  einzelne  Paar  von  Gegenwirkungen 
fQr  sich  allein  im  Gleichgewichte  steht  Dann  müsste  sein: 

0  =  *jC;— AjC;  und  0  =  *^C;— ife^C^ 

oder 

'-^3    '-^4    ^3 

^1  Q  *4 

Dieser  besondere  Fall  der  Gleichgewichtsbedingung  tritt 
nur  ein,  wenn  zwischen  den  sechs  Geschwindigkeitsconstanten 
eine  bestimmte  Beziehung  besteht»  und  zwar  J^kjt^  =  ^J^^- 

VI.  Ein  Paradoxon  der  chemischen  Dynamik. 

Während  in  den  vorigen  Beispielen  die  mit  Hilfe  der 
Anschauungen  der  chemischen  Kinetik  abgeleiteten  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  beliebige  Werte  der  Geschwindig- 
keitsconstanten mit  jenen  übereinstimmen,  welche  aus  der 
üblichen  thermodynamischen  Ableitung  des  Massenwirkungs- 
gesetzes folgen,  ist  das  nicht  dar  Fall  beim  Stattfinden  folgender 
sechs  Reactionen: 

Man  erhält  die  unabhängigen  kinetischen  Gleichgewichts- 
bedingungen 

Außerdem  hat  man  die  stöchiometrischen  Gleichungen 

Q  -i-  Cg  —  A,       C3  +     —  ß, 

wo  A  und  B  Constanten  sind  und  die  Mengen  von  Af,  und 
angeben,  welche  man  erhalten  würde,  wenn      und  voll- 
ständig in  Afj  und  Afg  verwandelt  würden. 

Setzt  man     =  k^+k^,     —    — k^,  Xt^  —  k^+k^,  so  erhält 

man: 
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24r,  XyX^J       \x^  x^x^j\ 


=       { -[l  +>1  f  ^«  -  ^)  +b(~^^  -  ^^') 

Bezeichnet  man  im  folgenden  den  Wurzelausdruck,  der  in 
den  Ausdrücken  von  Q  und  Q  in  gleicher  Weise  vorkommt, 
schlechtweg  mit  \/  ,  so  erhält  man  femer 

=  .-c,=  ij4,..(i-Ä).«(A.^)]w-|. 

Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  ist  im  allgemeinen 
kein   vollständiges  Quadrat.  Bildet  man  die  Verhältnisse 

-S- ,  -S-  und  ,  so  lassen  sie  sich  nicht  rational  machen 

und  sind  demzufolge  von  A  und  B  abhängig.  Statt  die  unförm- 
lichen allgemeinen  Ausdrücke  für  diese  Verhältnisse  anzu- 
schreiben, begnüge  ich  mich  damit,  ein  Zahlenbeibpiel  zu 
geben. 

Es  sei 

^1 "~  ^  "~~  ^4  ~  ^  ~  ^«  ~  ^»        —  2. 
Für  >l  =  5  =  I  wird 

Cj  =  Q  =;  0-55051.    C;  =  Q  =  0*44949. 

Dadurch  wird 

-ß-  =  -^  =  1-2247,    Sl^  =  l-ÖO. 
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Für  j1     1,  ^     2  dagegen  erhält  man 

Ci  =  0-5779.  C;  =  0-4221,  Cj  =  0'9222,  Q=  1  0778; 

-1=  1-369.    -^=1169,    -|§-  =  l-60. 
Die  I  hermodynamik  dagegen  lührt  zu 

r  r  r  r 

■q--^'       CT"^^'  ~C^'^ 

wo  die  K  von  A  und  B  unabhängig  sind- 

Es  stehen  also  in  diesem  Falle  die  Grundanaahmen  der 
Kinetik  nicht  im  Einklänge  mit  den  Forderungen  der  Thermo- 
dynamik, wenigstens,  wie  sie  bisher  aufgefasst  wurden. 

Nur  wenn  zwischen  den  Geschwindigkcitsconstanten  die 
Beziehung  k^k^k^  ==  kjiji^  besteht,  lässt  sich  die  Wurzel  ziehen. 
Man  erhält  dann 

*i  *i  ^6 

Hieraus  folgt 

Q     ,  ^    _    ^1  ^1  Cj    ^g^G   

^0  C*!  ^  ^2^8  ^1^5  ^4 

In  diesem  besonderen  Falle  stellt  sich  das  Gleichgewicht 
geradeso  ein,  als  wenn  nur  die  Reactionen  und 
M^'ZM^  stattfinden  würden,  und  jedes  Paar  von  Gegen« 
Wirkungen  steht  für  sich  allein  im  Gleichgewicht. 

Die  Bedingung  für  das  Verschwinden  des  Paradoxons, 
beziehungsweise  für  die  Übereinstimmung  der  üblichen  thermo- 
dynatnischcn  und  der  kinetischen  Glcichgewichtsbedingung 
—  k.yk^k^)  ist  insbesondere  immer  dann  erfüllt,  wenn 
tincs  der  drei  Reactionspaare  infolge  Nullwerdens  der  betreffen- 
den Geschwmdigkeitsconstanten  wegfällt. 

Vn.  Bedingungen  fOr  das  Auftreten  des  Paradoxons. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  erwägen,  wie  die  Reactionen  be- 
schaffen sind,  bei  denen  die  Kinetik  und  die  Thermodynamik 
^  verschiedenen  Gleichgewichtsbedingungen  führen.  Da  die 
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Fracke  rechnerisch  schwerlich  allgemein  lösbar  ist,  muss  ich 
mich  darauf  beschränken,  einige  Gesichtspunkte  anzudeuten, 
die  in  Betracht  kommen  können. 

Man  könnte  vielleicht  vermuthen,  dass  das  Paradoxon 
immer  auftritt,  wenn  die  simultanen  Gleichgewichte  von  ver- 
schiedener Ordnung  sind.  Diese  Vermuthung  wird  jedoch  durch 
das  im  Abschnitt  V  gegebene  Beispiel  widerlegt. 

Ebensowenig  sind  die  Fälle  des  Paradoxons  lediglich 
dadurch  charakterisiert,  dass  dieselbe  Umwandlung  nach  zwei 
verschiedenen  Reactionsgieichungen  eintreten  kann.  Das  trifft 
allerdings  am  Beispiele  des  Abschnittes  VI  zu;  die  Umwand- 
lung von  in  erfolgt  nach  den  Gleichungen  ^  und 
Jl/^-hAf,  A/5-+-.\/3.  Aber  wenn  man  nur  diese  beiden  Re- 
actionspaare  annimmt,  tritt  das  I'aradoxon  nicht  auf. 

Wohl  aber  ist  das  Eintreten  derselben  Umwandlung  nach 
zwei  vom  Standpunkte  der  Kinetik  verschiedenen  Reactions- 
gieichungen anscheinend  eine  n  thvvendige  Bedingimg  für  das 
Auftreten  des  Paraduxnns  Denn  dasselbe  tritt,  soweit  ich  es 
übersehe,  immer  auf,  wenn  die  Reactionsgieichungen  derart 
beschaffen  sind,  dass  eine  der'^clbcn  durch  bloüe  Summierung 
von  7Avei  anderen,  in  dem  Systeme  wirklich  auftretenden 
(ohne  weitere  .Änderung,  wie  etwa  Weglassung  gleicher  Glieder 
auf  beiden  Seiten  der  durch  Summierung  gebildeten  Reactions- 
gleichung)  entsteht.  Die  durch  Summierung  entstandenen 
Reactionsgieichungen  sind  als  vollständige^  Reactions- 
gieichungen aufzufassen. 

Diesem  Kennzeichen  entspricht  zunächst  der  Fall  des  Ab- 
schnittes VI.  Die  Reactionsgleichung  M^-hM^  =z  M^-hM^  ent- 
steht durch  Summierung  von  Jlf,  =  und  =  Af,.  Das 
Paradoxon  verschwindet,  wenn  eine  der  drei  Reactions- 
gieichungen aus  der  Reihe  der  wirklich  stattfindenden  aus- 
scheidet. 

An  den  Beispielen  der  Abschnitte  IV  und  V  tritt  das  Para- 
doxon nicht  auf,  sie  fallen  auch  nicht  unter  das  erwähnte 

Kennzeichen.  Dagegen  liefert  die  Umwandlung  von  drei 
Isomeren  das  Paradoxon,  sobaiu  aas  erwähnte  Kennzeichen 

'  We  n  scheider,  Mon.  f.  Chem.  XXI,  703;  Z.  f.  physik.  Cbem.  X2CXV 

521  (1900). 
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zutriffl.  Das  ist  der  Fall,  wenn  man  folgende  Reactionsgleichungen 

annimmt: 

Setzt  man  z,  B.  die  Geschwindigkeitsconstante  der  Reaction 
Mf'hM^-f  Mi^M^  gleich  2,  alle  anderen  Geschwindigkeits- 
constanten  gleich  1,  so  gibt  die  kinetische  Gleichgewichts- 
bedingung, wenn  die  Gesammtconcentration  des  umwandel- 
baren Körpers  mit  A  bezeichnet  wird,  folgende  Werte  der 
Gleichgewichtsconcentrationen : 

Daraus  folgt 

C,  _  ^4A       Ca  _  S+2A 
^8  ~  3(1 -f^)'  ~  3(1 -f-^)* 

Die  Concentrationsverhältnisse  werden  nicht  von  A  unab- 
hängig. 

Entsprechend  dem  erwähnten  Kennzeichen  tritt  das  Para« 
doxon  auch  auf  bei  den  Reactionspaaren  ^I^  7t  und  2M^  ^2Af,. 
Die  zweite  ReacUonsgleichung  entsteht,  indem  man  die  erste 
2u  Sich  selbst  hinzuaddiert.  Für  das  Gleichgewicht  hat  man  die 

Stöchiometrische  Bedingung      —  A  —  C,,  wo  A  constant  ist, 
und  die  kinetische  Bedingung  0  ~  k^C^ — ^gQ-hy^jCj — k^Cl. 
Daraus  folgt 

^1=  j_(*^+*^  +  2M)+ 

2  (*»—  «J   

H-V/(*,-h*,)«+4(*,ife,-|.*,Ä3).4+4A8M*  (• 

Dieser  Wert  von  Q  erfüllt  im  allgemeinen  die  thermo- 
viynamische  Gleichgewichtsbedingung  nicht.  Setzt  man  z.  B. 
A,  =    ==     =:  1,     =  2,  X  =  l,  so  erhält  man      =  0*449, 
C 

(i  =  0-551,  -pf  =  1-23.  Für  dieselben  Werte  der  Geschwin- 

4igkettsconstanten,  aber  i4  =  2,  erhält  man   Q  =  0*873, 

C 

=  1127,  -~  =  129.  Das  Paradoxon  verschwindet  jedoch, 
wenn  zwischen  den  Geschwindigkeitsconstanten  die  Beziehung 
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Ä,  v/*4  =  ^s/K  besteht.  Dann  wird  ^  =  -^^  =  y 

und  es  steht  jedes  Reactionspaar  für  sich  allein  im  Gleich- 
gewichte. Die  Wurzel  wird  auch  uui\.ii  k^  —  k^  rational.  Aber 
für  diesen  Fall  wird  obige  Formel  für  Q  unbrauchbar.  Man 

erhält  dann  C,-=A  -  -  r  •  Zur  Erfüllung  des  thermo- 

^'i -f- /•,-(- 4 

dynamischen  Masscnwirkup.i^s^esctzes  ist  dann  neben  k.^  — 
auch  A'j  —     crlorderlich;  das  entspricht  aber  der  früher  ange- 
gebenen Bedingung. 

In  ähnlicher  Weise  dürfte  das  Paradoxon  wohl  immer  auf- 
treten, wenn  man  Reactionen  von  der  Form  Y  und 
nX'^^nY  annimmt,  wo  AT  und  Y  Complexe  von  Molekeln  be- 
deuten und  H  eine  positive,  von  Eins  verschiedene  Zahl  ist.  In 
diesen  Fällen  existiert  nur  eine  unabhängige  kinetische  Gleich- 
gewichtsbedingung; im  übrigen  sind  die  Concentrationen  der 
Molekelarten  durch  stöchiometrische  Beziehungen  verknüpft 

Für  den  Fall,  dass  die  Zahl  der  unabhängigen  kinetischen 
Gteichgewichtsbedingungen  zwei  ist,  also  nach  Einführung 
der  stöchiometrischen  Beziehungen  die  Concentrationen  von 
zwei  Molekelarten  unbestimmt  bleiben,  lässt  sich  allgemein 
zeigen,  dass  das  Zutreffen  des  früher  erwähnten  Kennzeichens 
nothwendig  das  Auftreten  des  Paradoxons  zur  Folge  hat.  Die 
eintretenden  Reactionen  seien 

A'    y,    Z:^  i',    A-h z  ;^  > •-»-  u. 

X,  y,  Z  und  U  sollen  Complexe  von  Molekelarten  be- 
deuten. Das  früher  erwähnte  Kennzeichen  ist  erfüllt,  wenn  man 
alle  drei  Reactionspaare  als  wirklich  stattfindend  annimmt, 
d.  h.  wenn  man  nicht  die  Geschwindigkeit^constanten  eines 
Reactionspaares  gleich  Null  setzt.  Denn  die  letzte  Reactions» 
gleichung  ist  die  Summe  der  beiden  anderen. 

Es  soll  nun  F(X)  das  in  den  Geschwindigkeitsgleichungen 
auftretende  Concentrationsproduct  der  in  X  enthaltenen  Molekel- 
arten sein.  Ist     =  ,  My  ■+■    .V^  4- .. . ,  so  ist 

F{X)  -  Q'-C^.  .., 

wo  Cj.  Q.  .  .  die  Concentrationen  der  .Molekelarten  Mj,  M^.  .  . 
bedeuten.  Die  analoge  Bedeutung  sollen  F{Y)t  f{Z),F{ü)  haben. 


Digitized  by  Goo  M 


Ober  simultane  Gleiehgewichte. 


587 


Nach  der  Thermodynamik  sollen  die  Verhältnisse 

und  B- 

"  F(X)  ~  'F{Z) 

von  den  GesammtcOQCentrationen  unabhängig  sein.  Diese  Ver- 
hältnisse kann  man  auf  Grund  der  kinetischen  Annahmen  in 
folgender  Weise  berechnen. 

Es  seien  Af^  und  zwei  an  den  Reactionen  betheiligte 
Molekelarten,  deren  Concentrationsänderungen  nicht  in  einem 
rein  stdchiometrischen  Verhältnisse  stehen.  Es  ist  nothwendig, 
zur  Aufstellung  der  kinetischen  Gleichgewichtsbedingungen 
zwei  Molekelarten  zu  wählen,  welche  dieser  Bedingung  ge- 
nügen, da  man  sonst  nicht  zwei  voneinander  unabhängige 
Gleichungen  erhält. 

Wenn  A'in  der  oben  angegebenen  Weise  zusammenp;esetzt 
i^t,  wenn  lerner  V  =  a,iV/j-l-aj3/g-f- . . .  ist,  und  wenn  man 
«j — Oj  —  Xp  ffg — 'h  —  K  setzt,  so  bedeuten  X,  imd  X^  die  An- 
zahlen der  durch  die  Reaction-  X-*-  Y  verschwindenden 
Molekeln  von  und  wenn  die  in  der  Heactionsgleichung 
stehenden  Quantitäten  umgesetzt  werden.  — X|  und  — \  sind 
dann  die  bei  der  entgegengesetzten  Reaction  (Y-*-X)  ver- 
schwindenden Molekelzahlen.  Die  gleiche  Bedeutung  sollen  m 
und  |i,  hinsichtlich  des  zweiten,  und  v,  hinsichtlich  des 
dritten  Reactionspaares  haben.  Es  sollen  femer  und  ^  die 
Gesammtabnahmen  der  Molekelzahlen  von  und  in  der 
Volumeinheit  zur  Zeit  /  bedeuten.* 

Daun  bind  die  Geschvvindigkcileii  der  drei  Reactionspaare 


di 

dt 

dz 

du 

dt 

dt 

dv 

dw 

dt  dt 


^  Siehe  die  eingangs  dieser  Arbeil  citierte  Abhandlung. 
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Führt  man  die  Verhältnisse  =  A  und  ^^7^  =  B 

ein,  so  erhält  man 

+^^F{X)F{Z)(k^-k^AB). 

Beziehen  sich  nun  die  F^  sowie  A  und  B  auf  die  Gleich- 

di,  dL 

gewichtsconcentrationen,  so  sind -37^  und— 37- Null.  Die  so  er- 

haltenen  Gleichungen  kann  man  noch  A  und  auflösen.  Setzt 
man 

so  erhält  man 

2\Xy]ktk^F(X)  i 

V  +4[Xv]LpJF(a:)F(Z)^(Ws-VA)  ) ' 

2[^^^]k^k^F(Z)  j 

V  +4[Xv][tiv]i'XA')i^(Z)*e(*A*«'-MA)  J ' 

Damit  A  und  5  den  Forderungen  der  Thermodynamik 
entsprechen,  müssen  sie  von  FiX)  und  F(Z)  unabhängig  sein. 
Denn  die  F  sind  jedenfalls  von  den  Gesammtconcentrationen 
abhängig.  Für  A  und  B  gleichzeitig  kann  das  nur  eintreten, 
wenn  entweder  *,A'3^'«  =  ^./'J'^,  oder  [Xv]  =  [p]  =  0  ist.  Man 

hat  dann  ^=  A.^  5=  A. 

*8  *4 
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Die  Bedingung  k^k^k,.      Kk^k^  gibt  wieder  an,  dass  das 

Paradoxon  bei  der  betrachteten  Form  der  Reactionsgleichungen 

für  bestimmte  Beziehungen  zwischen  den  Gcschwindigkeits- 

constanten  verschwindet.  Dagegen  würde  die  Bedingung 

[Xv]  =  [[tv]  :=  0  Formen  von  Reactionsgleichungen  angeben, 

bei  denen  das  Paradoxon  auch  dann  nicht  eintritt»  wenn  man 

die  Geschwindigkeitsconstanten  beliebig  wählt.  Aber  diese 

Bedingung  ist  nicht  erfüllbar.  Anders  geschrieben  lautet  sie 

X,        o,  V, 
nämlich  -r^-  =  ~  =  -  .  Dann  stehen  aber  die  Concentra- 

tionsändei  uii^uii  von  und  M,^  m  einem  rein  stöchio- 
metrischen  Verhältnisse,  was  der  gemachten  Annahme  wider- 
spricht. 

Hiedurch  ist  bewiesen,  dass  das  Paradoxon  immer  auf- 
tritt, wenn  drei  Reactionspaare  stattfinden,  deren  Reactions- 
gieichungen  so  beschaffen  sind,  dass  eine  Gleichung  die  Summe 
der  beiden  anderen  ist  und  dass  nicht  die  Concentrationsände- 
rungen  aller  Molekelarten  durch  rein  stöchiometrische  Be- 
ziehungen miteinander  verknüpft  sind. 

Wenn  blofi  [Xv]  =  0  ist,  so  ist  zwar  B  von  den  Gesammt- 
concentrationen  unabhängig,  aber  nicht  A  Dieser  Fall  kann 
jedoch  nicht  eintreten.  Denn  da  die  dritte  Reactionsgleichung 
die  Summe  der  beiden  anderen  ist,  ist  Xj-i-|i.^  =  Vj  und 
Xj+jj,^,  ~  v„.  Dann  folgt  aber  aus  [Xv]  =  0  auch  [Xjt]  =  (|xv]  =  0. 

In  welchen  Fällen  das  Paradoxon  verschwindet,  wenn  die 
dritte  Reactionsgleichung  nicht  einfach  die  Summe  der  beiden 
arideren  ist,  sondern  durch  Weglassung  gleicher  Glieder  auf 
beiden  Seiten  der  durch  Summierung  gebildeten  Reactions- 
gleichung entsteht,  habe  ich  nicht  allgemein  untersucht.  In 
diesem  Falle  geht  die  Geschwindigkeitsgleichung  des  dritten 
Reactionspaares  über  in 

dt      dt  F(V)         •     F{V)  * 

wo  F{V)  das  Concentrationsproduct  der  weggelassenen  Glieder 
'  bedeutet.  Z.  B.  ist  bei  den  Reactionsgleichungen  und 
^  die   durch   Summierung   entstandene  Reactions- 

gleichung M^-^M^     M^  +  M^.    Durch  W'eglassung  von 
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entsteht  daraus  A/j  M^.  F{V)  ist  dann  Cg.  Die  Formeln  für  A 
und  ß  ändern  sich  dann  in  der  Weise,  dass  überall  statt  Jt^ 


Ziehungen  zu  X,  Y,  Z  und  C/,  daher  auch  zu  A  und  B  steht, 
werden  die  Formeln  je  nach  der  Natur  dieser  Beziehungen  eine 
andere  Gestalt  annehmen.  Für  bestimmte  Beziehungen  zwischen 
den  F  verschwindet  jedenfalls  das  Paradoxon.  Setzt  man  z.  B. 
y  =  Z=  V,  so  wird  F(Z)  =  AF(X)  und  man  erhält  eine  all- 
gemeinere Form  des  im  Abschnitte  IV  behandelten  Falles  (Um- 
wandlung von  drei  Isomeren),  bei  der  das  Paradoxon  nicht 
auftritt.  Die  Reactionsgleichungen  sind  dann  X'^Y,  Y^  U, 
X'^IJ,  wo  die  X,  V,  ü  nicht  einzelne  Molekelarten  sein 
müssen,  sondern  Complcxe  von  Molekcku  ten  bedeuten  können. 
Hiehei  gel»ort  unter  anderen  das  im  Abschnitte  V  beiiandelte 
Beispiel. 

Die  vorstehenden  Darlegungen  lassen  allerdings  die  Möglich- 
keit offen,  dass  das  Paradoxon  Cd.  i.  die  Nichtübereinstimmung 
zwischen  der  Iherniodynaniischen  und  der  kinetischen  Gleich- 
L^ewichtsbedingung  bei  beliebig  gewählten  Geschwindigkeits- 
CüHStanten)  auch  in  Fällen  auftritt,  wo  nicht  eine  Reactions- 
gleichung  durch  directe  Summierung  von  zwei  anderen  gebildet 
ist.  Ich  halte  es  aber  für  wahrscheinlich,  dass  das  Stattfinden 
derselben  Umwandlung  nach  zwei  verschiedenen  Heactions- 
und  Geschwindigkeitsgleichungen  für  das  Zustandekommen  des 
Paradoxons  wesentlich  ist  Als  zweite  Bedingung  kommt  hinzu, 
dass  das  Paradoxon  nur  auftritt,  wenn  die  einzelnen  Reactions* 
paare  nicht  für  sich  allein  im  Gleichgewichte  stehen,  sondern  das 
Gleichgewicht  dadurch  zustande  kommt,  dass  die  Wirkungen 
der  einzelnen  Reacttonspaare  sich  gegenseitig  aufheben. 

VIII.  Die  thermodynamischen  Gleichgewichtsbedingungen. 

Aus  den  in  den  früheren  Abschnitten  enthaltenen  Erörte- 
rungen geht  hervor,  dass  in  gewissen  Fällen  die  kinetischen 

Gleichgewichtsbedingungen  nicht  im  Einklänge  stehen  mit 

jenen  Gleichgewichtsbea:n^Linu;cn,  '.vclotic  :nan  Lie^^eiiwartig 
als  nothwendiii^e  l'\>lgerungcn  aus  den  beiden  Hauptsätzen  der 
Thermodynamik  betrachtet. 


und  k, 


f(v) 


und 


F{V) 


aultriU.  üa  aber  F  jedenlalls  in  Be- 
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Der  Widerspruch  verschwindet  allerdings,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  bei  bestimmten  Gruppen  von  simultanen  Gleich- 
gewichten die  Geschwindigkeitsconstanten  der  Reactionen 
nicht  voneinander  unabhängig  sind.  Aber  bei  der  theoretischen 
Wichtigkeit  der  Sache  darf  auch  die  Frage  nicht  unerörtert 
bleiben,  ob  denn  die  üblichen  thermodynamischen  Gleich- 
gewichtsbedingungen  unanfechtbar  sind.  Es  liegt  mir  ferne,  die 
Giltigkeit  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Thermodynamik  an- 
zweifeln zu  wollen.  Dagegen  lässt  sich  wohl  die  Frage  auf- 
\VL'r:en.  oh  denn  die  üblichen  ihcrmodynamischen  Gleich- 
gewichtbbeJingungen  mit  Nothwcndigkeit  aus  den  beiden 
Hauptsätzen  folgen.  Bei  der  Erörterung  dieses  Problems  werde 
ich  die  thei modynamische  Gleicligevvichtsbedingung  in  jener 
Form  zugrunde  legen,  welche  Planck  in  seinen  ausgezeich- 
neten »Vorlesungen  über  Thermod\ namik«  *  benutzt  hat. 

Diese  Gleichgewichtsbedingung  lautet 

— R  log  nat  (.\)  5«i  =  0. 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  sind  folgende  Voraus- 
setzungen gemacht:  1.  die  Giltigkeit  des  zweiten  Hauptsatzes 
der  Thermodynamik;  2.  dass  die  homogenen  Phasen  als  ver- 
dünnte Losungen  betrachtet  werden  dürfen,  derart,  dass  ihr 
Volum  und  ihre  innere  Enefgie  homogene  Functionen  ersten 
Grades  der  vorhandenen  Molekelzahlen  sind;  3.  dass  die  Vor- 
gsnge  bei  constantem  Druck  und  constanter  Temperatur  ein- 
treten und  dass  die  Wechselwirkung  mit  der  Umgebung  sich 
auf  den  Wärmeausgleich  und  die  mit  den  Volumänderungen 
verbundenen  Arbeitsleistungen  beschränkt. 

Die  Gröfien  der  obigen  Formel  haben  folgende  Bedeutung, 
Die  ^  sind  für  die  einzelnen  Molekelarten  charakteristische 
Größen,  weiche  nur  von  Temperatur  und  Druck,  sowie  von  der 
Natur  der  Molckelart  und  de.-^  Lusungsniitlels,  aber  nicht  von 
u*.:  Menge  abhängen,  in  der  die  betreffende  Molekelart  vor- 
handen ist.  R  ist  die  Ga.sconstante.  Die  c  sind  die  numerischen* 
Concentrationen,  d.  h.  die  Anzahl  der  vorhandenen  Molekeln 


1  Leipzig,  Veit,  1897,      20}.  217. 

^  Planck,  Wied.  Ann.  XXXII,  491  (1887). 
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des  betreffenden  Stoffes,  dividiert  durch  die  Gesammtzahl  der 
Molekeln  in  der  betrachteten  Phase.  Die  oh  endlich  sind  mit 
den  Bedingungen  des  Systems  verträgliche  Änderungen  der 
Molekeizahlen  der  betreffenden  Stoffe. 

Die  in  Rede  stehende  thermodynamische  Gleichgewichts- 
bedingung giit  allgemein,  auch  fQr  heterogene  Systeme,  wenn 
die  Summierung  über  alle  Phasen  durchgeführt  wird.  Im 
folgenden  sollen  nur  homogene  Systeme  betrachtet  werden. 

Die  thermodynamische  Gleichgewichtsbedingung  erhält 
einen  bestimmten  Inhalt  erst  dadurch,  dass  man  über  die  Natur 
der  im  Systeme  möglichen  Vorgänge  bestimmte  Annahmen 
macht;  die  Grundlagen  für  diese  Annahmen  müssen  durch  die 
Erfahrung  geliefert  werden.  Diese  Annahmen  liefern  die  Be- 
dingungen, denen  die  5m  unterworfen  sind. 

Würde  man  annehme;;.  d;t?^s  die  S«  voneincuiücr  voüil:;^ 
unabhängig  sind,  dass  also  jedes  einzelne  beliebig  gewählt 
w  crjcn  kann,  .so  konnte  die  Gleichgewichlsbcdingung  nur  da- 
durch erfüllt  werden,  dass  die  Factoren  der  5m  alle  gleich  Null 
werden.  Man  hätte  dann  Glcichgewichtsbedingungen  von  der 

Form  log  nat  Cj  =  ^  oder     =  Const  (bei  constantem  Druck 

und  constanter  Temperatur).  Es  würde  also  von  allen  möglichen 
verdünnten  Lösungen  gegebener  Stoffe  nur  eine  einen  Gleich* 
gewichtszustand  darstellen.  Man  hätte  so  viele  Bedingungen, 
als  Molekelarten;  die  Gleichgewichtsconcentrationen  wären 
durch  die  Thermodynamik  allein  völlig  bestimmt.  Diese 
Gleichgewichtsbedingungen  widersprechen  der  Erfahrung,  ent- 
sprechend dem  Umstände,  dass  die  gemachte  Annahme  der 
Erfahrung  widerspricht  D^nn  es  ist  ein  System  vorausgesetzt, 
in  welchem  keine  Stoffe  ein-  oder  austreten.  Die  Annahme  wilU 
kürlich  wählbarer  S«  bedeutet  daher  die  Annahme,  dass  inner* 
halb  des  Systems  Massen  entstehen  oder  verschwinden  können. 

Die  üblichen  thermodynamischen  Gleichgewichtsbedin* 
gungen  erhält  man  erst,  wenn  man  die  Variationen  als  durch 
die  stöchiometrischen  Gesetze  beschränkt  einführt  und  die 
Molekeizahlen  jener  Stoffe,  welche  unter  den  herrschenden 
Bedingungen  ei  lal.rungsgen;äli  keine  Veranderi:ni;en  erleiden, 
al.s  unvariiesbar  betrachtet.  Diese  Annahmen  erhalten  ihren 
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Ausdruck  am  einfachsten  durch  Aufstellung  der  in  dem  System 
mügüchen  Keactionsgleichuri<:;en. 

Kann  in  dem  System  nur  eine  Keaction,  und  zwar  nach 
beiden  Richtungen  stattlinden,  so  stehen  die  8«  der  an  dem 
Reactionspaare  betheiligten  Molekelarten  in  dem  durch  die 
Keactionsgleichung  angegebenem  stöchiometrischen  Verhält- 
nisse. Die  8if  der  an  dem  Reactionspaare  nicht  betheiligten 
Stoffe  sind  gleich  Null  zu  setzen»  weil  diese  Stoffe  als  nicht 
umwandlungsfähig  vorausgesetzt  werden,  und  fallen  daher  aus 
der  Gleichgewichtsbedingung  weg.  Man  kann  dann  alle  übrig' 
bleibenden  Sh  durch  eines  derselben  ausdrücken  und  erhält 
eine  Gleichgewichtsbedingung  von  der  Form 

Die  a  in  dieser  Formel  sind  algebraische  (positive  oder 
negative)  rationale  Zahlen.  Da  Zn^  willkürlich  bleibt,  kann  die 

Gleichung  nur  erfüllt  werden,  wenn  der  mit  o;/,  multiplicierie 
Factor  Null  wird.  Hicüuich  bekommt  man  eine  Gleichgewichts- 
bvdingung  von  der  Form  l\c.'.-c:1^.  .  .  —  Consl.  Man  erhält  nur 
eine  thermodynamische  Gleichgewichtsbedingung.  Krst  wenn 
man  die  stöchiometrischen  Bedingungen  hinzuzieht,  hat  man 
so  viele  Gleichungen,  als  nothig  sind,  um  die  Gleichgewichts- 
concentrationen  zu  berechnen.  Diese  sind  sclbstverständHch 
von  den  Constanten  der  stöchiometrischen  Gleichungen  (den 
Gcsammtconcentrationen  unveränderlicher  Atomgruppen)  ab- 
hängig; aber  das  in  der  thermodynamischen  Gleichgewichts- 
bedingung  auftretende  Concentrations Verhältnis  ist  von  den 
Gesammtconcentrationen  unabhängig,  da  die  fp  nicht  davon 
abhängen. 

Handelt  es  sich  nicht  um  ein  einziges  Reactionspaar, 

sondcrii  um  simultane  Gleichgew  ichte,  so  nimmt  man  an.  dass 
virtuelle  Verschiebungen  im  Sinne  jeder  einzelnen  mügiichcn 
Keaction  tür  sich  allein  ausfüinbar  sind.  l)adurcli  liek-wnmt 
man  selbstverständlich  aucii  bei  sinuiUancn  Gleich^ewichlen 
dieselbe  Gleichgewichtsbedingung  für  jedes  Reactionspaar,  ais 
wenn  dieses  aHein  da  wärc.^ 

J  Siehe  z.  B.  rianck,  Thermo. lynaiuik,  S.  2UÜ,  •J.'l-»,  '141,  2H;  Ü:5lw;ild, 
Uhrbuch  der  allg.  Chemie.  2.  Ann.,  IL,  S.  329. 

Ssub.  der  malhem.-naturw.  Cl.;  (  X.  Bd.,  AI  ili.  ii.  d.  **0 


üiQiiizeQ  by  LiOOgle 


594 


R.  Wegseheider, 


Im  Falle  der  gegenseitigen  Umwandlung  von  drei  Isomeren 
(Abschnitt  IV)  hat  man  z.  B.  die  Gleichgewichtsbedingung 

(9j~-;?/c,)5«i+(<pg— i?/ta)o;/,-h('f3— i?/<:3)6»3  =  0. 

Man  setzt  nun  voraus,  dass  virtuelle  Verschiebungen  im 
Sinne  der  Reaction  Mi^M^  (ohne  Berücksichtigung  der 
anderen  Umwandlungen)  möglich  sind.  Dann  wird  Hn^  =  0, 
S«,  =  — $«1,  und  man  erhält 


Analog  ergibt  sich  die  Constanz  der  Verhältnisse 


Die  Annahme,  dass  virtuelle  Verschiebungen  im  Sinne 
jedes  einzelnen  Reactionspaares  möglich  seien,  ist  übrigens  in 
den  meisten  Fällen  nicht  nöthig.  Wenn  man  sie  fallen  lässt, 
aber  die  Voraussetzung  macht,  dass  die  nur  durch  stöcbio- 
metrische  Bedingungen  (entsprechend  den  angenommenen 
Reactionsgleichungen)  verknüpft  sind,  bekommt  man  in  der 
Regel  dieselben  Gleichgewichtsbedingungen.  Im  Falle  der  Um- 
wandlung von  drei  Isomeren  besteht  zwischen  den  die 
stöchiometrische  Beziehung  on^-hhn.,-h^ti^  ~  0.  Eliminiert  man 
mit  Hille  dieser  Gleiciiung  0//^  aus  der  Gleichgevvichtsbedingung, 
so  erhält  man 


Die  Annahme,  dass  die  Ott  nur  durch  stöchiometrische 
Beziehungen  miteinander  verknüpft  sind,  schließt  die  Annahme 
in  sich,  dass  in  der  vorstehenden  Gleichung  dif^  und  Bfi,  von- 
einander unabhängig  sind  und  daher  beliebig  variiert  werden 
können.  Dann  kann  die  Gleichgewichtsbedingung  nur  erfüllt 
werden,  wenn  die  Factoren  von  &xf  j  und  für  sich  Null  sind. 
Man  bekommt  also  die  Bedingungen 


oder        =  Const. 


und  — 


r 
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In  diesen  Bedingungen  ist  die  dritte  Gleichgewichts- 
bedingung 

bereits  enthalten. 

Allgemein  lassen  sich  die  stöchiometrischen  Beziehungen 
zwischen  den  $m  in  folgender  Weise  ermitteln.  Es  sollen  folgende 
Reactionspaare  stattfinden: 


Eine  virtuelle  Verschiebung  im  Sinne  der  Keactions* 
gleich ung  I  soll  die  Molekelzahlen  um  . .  ändern, 

eine  Verschiebung  im  Sinne  der  Reactionsgleichung  II  um 
8"«,,  ^^H^  u.  s.  w. 

Dann  ist  jede  mögliche  Variation  von  Af|  gleich  der  Summe 
der  möglichen  Variationen  von  Mi  nach  den  einzelnen  Re- 
actionsgleichungen;  also 

8«,  =  5'fii4-S"iij+. . . 

Ebenso  ist 
u.  s.  w. 

Ferner  liefert  jede  Reactionsgleichung  stöchiometrische 
Beziehungen  zwischen  den      von  der  Form 

Mit  Hilfe  die«?er  Gleichungen  kann  mrin  die  stöchio- 
metrischen i!;eziehungen  zwischen  den  on  ermiiteln  und  diese 
in  die  Gleichgevvichtsbedingung  einführen. 

Als  Beispiel  sollen  folgende  Reactionen  angenommen 
werden: 

(a— ß)  Ml  H-     -h  Mf,  ^     -h  M^, 

40* 
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Man  hat 


(fünf  Gleichungen,  da  fünf  Molekelarten  in  Betracht  kommen), 
ferner  acht  stöchiometrische  Beziehungen: 

—  5-  —  0        —  0        —  — 0   Mg  —  — 0   «4  . 

flt— p 

Durch  Elimination  der  folgt 

S«j,  =  — 

Nimmt  man  nun  an,  dass  zwischen  den  S«  nur  diese 
stöchiometrische  Beziehungen  bestehen,  so  geht  die  Gleich- 
gewichtsbedingun?^  l(tf^—Rlc^)on^  durch  Elimination  von 
8113,  Sif^  und  8»^  über  in 


5  ^  J 


wo  8»j  und  Sfi,  voneinander  unabhängig  sind.  Hieraus  folgen 
die  Gleichgewichts bcdingungen 


1  €t_ 


WO  /r,  und  k'.,  Constanten  sind.  Diese  Gleichgewichtsbedin- 

giiii^cn  sind  inii  den  ^cvvührdiciien  identisch.  [>cnn  es  ist 
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In  vielen  (aber  nicht  in  allen)  Fällen,  in  denen  das  Para- 
doxon auftritt,  versagt  diese  Art  zu  rechnen  insofeme,  als  es 
nicht  möglich  ist»  die  W  zu  eliminieren.  Im  Falle  des  Ab- 
schnittes VI  hat  man 

und  ähnliche  Gleichungen  für  8»,,  Sn,  und  ^n^.  Daraus  folgt 
8iij  =:  — ÖM^    und    In^  =  — Swj. 
Für  oHj  und  '^//j  hat  man 

8jfj  =  8'«i+8"»i    und    8»^  =  «X+^'X» 

wobei  —  — ^"«^  ist.  3;»^  und  o».^  sind  also  nicht  völlig  von- 
einander unabhängig,  da  sie  ein  Glied  gemeinsam  haben.  iJie 
Art  der  Abhängigkeit  und  somit  die  thermodynamische  Gleich- 
gewichtsbedingimg  bleibt  aber  unbestimmt,  so  lange  man  nicht 
über  die  S'  bestimmte  Annahmen  macht. 

Hiedurch  wird  bereits  die  Annahme  nahegelegt,  dass 
zwischen  den  auch  Beziehungen  nicht  stöchiometrischer 
Art  bestehen  können.  Die  gewöhnliche  thermodynamische 
Gleicbgewtchtsbedingung  erhält  man,  wenn  man  annimmt,  da^s 
virtuelle  Verschiebungen  im  Sinne  jedes  einzelnen  Reactions- 
paares  möglich  sind,  oder  allgemeiner,  wenn  virtuelle  Ver- 
schiebungen wenigstens  nach  zwei  Ucactiuosgleichungcn  be- 
liebig gewählt  werden  können.  Sind  z.  B.  c'n^  und  5'"fr, 
willkürlich,  so  gilt  das  Gleiche  auch  für  In^  und  hn^.  Dann  folgt 

^^^JfcZlL    und    /ii.  = 

R  R 

Bei  den  Reactionsgleichungen  Af,  ^  und  2M^  2Af„ 
in  welchem  Falle  ebenfalls  das  Paradoxon  auftritt,  findet  man 

dagegen  o«,  =  — ^«g  und  damit  ohne  weitere  Annahmen  die 
gewöhnliche  Gleichgcwichtsbcdingun.i;. 

Wie  aus  dem  Vorhergegangenen  ersichtlich  ist,  beruhen 
die  üblichen  thermodynamischen  Gleichgewichts- 
bedingungen auf  der  Annahme,  dass  die  Variationen 
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der  Molekelzahten  nur  durch  stöchiometrische  Be- 
dingungen beschränkt  sind,  dass  also  die  im  reagierenden 
System  herrschenden  Bedingungen  atle  Änderungen  zulassen, 
weiche  mit  den  angenommenen  Reactiongteichungen  im  Ein- 
klänge» mit  den  stöchiometrischen  Beziehungen  also  nicht  im 
Widerspruche  stehen. 

Nun  erhebt  sich  die  Frage,  ob  diese  Annahme  nothwendig 
ist.  Ich  will  vorläufig  hiezu  nicht  Stellung  nehmen;  aber  immer- 
hin kann  ich  augenblicklich  keine  Thatsache  anfQhren,  welche 
die  entgegengesetzte  Annahme  unmöglich  machen  würde,  näm- 
lich die,  dass  die  möfjlichen  Variationen  der  Molekelzahlen 
nicht  bloß  durch  stöciiiuiiic:; ische  Bedingunjfen,  sondern  auch 
noch  durch  andere  Bedingungen  beschränUl  .sind.  Lä«-st  man 
die  letztere  Annahme  zu,  so  können  die  thermudynaniischen 
( ik  ichgewichtsbedingungen  eine  wesentlich  andere  Gestalt  an- 
nehmen. 

Ich  beschranke  mich  darauf,  das  an  dem  i^ei'^picle  der 
Umwandlung  der  drei  isomeren  zu  zeigen.  Angenommen,  es 
gebe  zwischen  den  6«  eine  nicht  stöchiometrische  Beziehung, 
welche  eine  Abhängigkeit  der  durch  die  stöchiometrischen 
Gesetze  unbestimmt  gelassenen  Variationen  6»i  und  ok,  her- 
stellt, und  diese  Beziehung  habe  die  Form  tn^  =z  a^n^,  wo  a 
auch  eine  Function  der  Gesammtconcentration  sein  kann,  so 
geht  die  thermodynamische  Gleichgewichtsbedingung  über  in 


Daraus  folgt 


J«,  =  0. 


oder 


Die  Ana  thme,  dass  die  Vanaiionen  der  Molekclzahlen  nur 
durch  stöchioinclrische  Gesetze  beschrank'  sind,  hatte  zwei 
thermodynamische  Gleich^ewicht-^bcdingungen  geliefert,  welclie 
zusammen  mit  der  stöchiometrischen  Bedingung,  dass  die 
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Gesammtconcentration  unveränderlich  ist,  zur  Bestimmung  der 
dret  Gleichgewichtsconcentrationen  ausreichen.  Die  Annahme 
einer  weiteren  außer  der  stöchiometrischen  Bedingung  führt 
dagegen  nur  zu  einer  thermodynamischen  Gleichgewichts- 
bedingung: diese  gibt  für  ein  willkürlich  gewähltes  unzählig 
viele  Wertepaare  von  und  r,,  die  sämmtlich  die  thermo- 
dynamische  Gleichgewichtsbedingung  erfüllen.  Welches  von 
diesen  Werte  paaren  \viri-;lich  dem  Gleichgewichte  entspricht, 
kann  nur  Diit  HilTe  der  sonstigen,  dem  Systeme  auferlegten 
Bedingungen  entschieden  werden. 

Die  Concentrationsvcrhiiltnisse,  welche  nach  der  üblichen 
Gicichgevvichtsbedingung  von  der  Gesammtconcentration  unab- 
hän^ic^  sind,  können  nunmehr  von  ihr  abhangig  sein,  wenn  a 
eine  Function  derselben  ist;  sie  müssen  es  aber  nicht  sein. 


sungen  der  neuen,  unter  geänderten  Voraussetzungen  abge- 
leiteten thermodynamischen  Gleichgewichtsbedingung.  Diese 
Lösungen  müssen  aber  nicht  nothwendig  mit  den  im  Systeme 
hen'schenden  Bedingungen  im  Einklänge  stehen;  es  ist  eben- 
sowohl  möglich,  dass  nur  andere  Lösungen  der  thermo- 
dynamischen Gletchgewichtsbedingung  mit  den  erwähnten 
Bedingungen  des  Systems  im  Einklänge  stehen  und  daher  die 
wahren  Gleichgewichtsbedingungen  darstellen.  Dann  könnte 
eine  Abhängigkeit  der  Concentrationsverhältnisse  von  der  Ge- 
sammtconcentration auftreten. 

Vielleicht  darf  sogar  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob 
die  Molekelzahlen  in  einem  im  Gleichgewichte  befindlichen 
homogenen  Systeme  überhaupt  als  variterbar  angesehen  werden 
dürfen.  Würde  man  sie  als  unvariierbar  ansehen,  so  würde  die 
thermodynamische  Gleichgewichtbbedingung  wegen 


erfüllt  sein;  das  Gleichgewicht  würde  lediglich  durch  die 
sonstigen,  dem  Systeme  auferlegten  Bedingungen  und  nicht 
durch  die  Thermodynamik  bestimmt  sein.  Auf  diesen  Punkt 
werde  ich  noch  zurückkommen. 

Analoge  Möglichkeiten  bestehen  bei  mechanischen  Pro- 
blemen. Für  vertical  verschiebbare  Massen  gilt  ^Pi^s^  =  0.  Hat 


Denn  / 


91— ?8 

R 


'  sind  immer  Lö- 


8«j  =  o«2  —  ...  =  0 
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man  bloß  zwei  Massen  und  sind  die  voneinander  unab- 
hängig, so  ist  die  Gleichgewichtsbedingung  ;=  /y,  =  0. 
Besteht  die  Beziehung  $5,  =  — Ss^  (Verbindung  durch  eine  über 
eine  Rolle  laufende  Schnur),  so  muss  sein  p^.  Sind  end* 
lieh  die  Massen  festgeklemmt,  so  ist  85,  =  8^  =  0.  Die  p 
bleiben  dann  willkürlich. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  genü/;en  jedenfalls,  um 
zu  zeigen,  dass  die  üblichen  thermodynamischen  Gleich- 
j;e\vichtsbedingiingLTs  mit  der  Annahme  stehen  und  f;illcn.  dii^^s 
die  Variationen  der  Molekelzahkn  nur  durch  die  blöci..o- 
metrischen  Bedingungen  beschränki  .snid.  Ob  man  von  dieser 
Annahme  abgehen  kann,  hisse  ich  vorläufig  dahingestellt.  Aber 
so  lange  nicht  bewiesen  ist.  dass  (iiese  Annahme  nothwendig 
ist,  können  die  kinetischen  <  .leichi,'^c\\  icht^bedinqun^en.  auch 
wenn  sie  von  den  üblichen  thermodynamischen  abweichen, 
nicht  ohneweiters  als  unrichtig  bezeichnet  werden. 

Man  könnte  vielleicht  meinen,  dass  die  Annahme  von 
lediglich  slöchiometri-chcn  Beziehungen  zwischen  den  Varia- 
tionen darum  nothwendig  sei,  weil  man  die  üblichen  thermo- 
dynamischen Gleichgewichtsbedingungen  mittels  halbdurch- 
lässiger Wände*  ableiten  kann.  Es  ist  aber  Zeicht  einzusehen, 
dass  die  Van  t'Hoffsche  Ableitung  nur  dann  in  der  üblichen 
Weise  durchgeführt  werden  kann,  wenn  man  die  Annahme 
macht,  dass  es  Wände  gibt,  die  nur  je  eine  der  reagierenden 
Molekelarten  durchlassen,  die  anderen  dagegen  nicht  Die  An- 
nahme von  anderen,  als  rein  stöchiometrischen  Beziehungen 
zwischen  den  Variationen  würde  zu  der  Annahme  nöthigen, 
dass  man  einem  homogenen  Systeme  nicht  jede  beliebige 
Molekelart  für  sich  allein  mittels  halbdurchlässiger  Wände  ent- 
ziehen kann,  ich  sehe  in  letzterer  Annahme  nichts  Unzulässiges. 
Die  Durciiiässigkeu  vici  Wando  ;ur  vcr.schicvicnc  Molckclurtcn 
hängt  jedenfalls  in  gesetzmäßiger  Weise  von  der  Natur  der- 
selben ab;  es  ist  kaum  wahrsciieinlich,  da'^s  es  Wände  gibt, 
die  von  zwei  einander  nahestehenden  Molckelarten  die  eine 
leicht  durchlassen,  die  andere  dagegen  gar  nicht.  Überdieö  hat 


1  Vau  t'Hofr.  Vorlcsunp;en  über  theoretische  und  physikalische  Chemie, 
1.  Heit,  S.  100  (Braunschwetg,  Vicweg,  im). 
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Planck^  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  übliche  Thermo- 
dynamik zu  dem  Schlüsse  führt,  dass  es  keine  im  absoluten 
Sinne  semipermeable  Wand  geben  kann.  Somit  kann  die  An- 
nahme» dass  es  in  bestimmten  Fällen  unmöglich  sei,  zwei 
Molekelarten  einzeln  und  voneinander  unabhängig  einem 
homogenen  Systeme  durch  semipermeable  Wände  zu  entziehen, 
nicht  als  ausgeschlossen  betrachtet  werden. 

IX.  Die  Bezieliimgen  zwischen  Kinetik  and  Thermodynamik. 

Bei  der  Erörterung  der  lhermodynanii>chcn  Glcich- 
gevvicin^bedingungen  sind  die  numerischen  Concentrationen 
benutzt  worden,  während  sich  die  Kinetik  der  räumlichen 
Concentrationen  bedient,  d.  h.  der  Molekel  zahlen  in  der  Volum- 
einheiL  indes  kann  man  für  verdünnte  Lösungen  alles,  was  für 
die  eine  Art  von  Concentrationen  gilt,  auf  die  andere  über- 
tragen. 

Die  numerische  Concentration  des  Stoffes  ilf,  ist  definiert 

n  II 
durch  c,  —  „  ^  ,  die  räumliche  durch  C,  =  —  *  •   Für  ideale 
*  *  V 

Gase  ist  V  =  ^I^'^,  daher  Q  =  -j^^  =       c,  =  Ec^, 

wo  E  bei  constanteni  p  und  T  constant  ist.  Dadurch  wird 
— Rlc^ßn^  —         +  RIE—Ri(\)ht^.  Benutzt  man  alsu  die 
räumlichen  Concentratiunen,  so  ist  nur  die  Constnnte  cp^  durch 
die  Constante  <p^+i?/£  zu  ersetzen.  Für  verdünnte  Lösungen 

gilt  ähnliches.  Denn  für  Lösungen  ist  C^  =         c^^.  Da  aber  in 

verdünnten  Lösungen  die  Molekelzahlen  der  gelösten  Stotfe 
gegenüber  der  des  Lösungsmittels  vernachlässigt  werden 

Können,  ist  — pL  annähernd  gleich  der  räumlichen  Concentra- 
tion des  Lösungsmittels,  welche  ebenfalls  als  annähernd  con- 
stant betrachtet  werden  kann  und  daher  dieselbe  Rolle  spielt, 

wie  der  Factor  E  bei  den  Gasen. 

I'erner  ist  zu  beachten,  dass  die  verwendeten  thcimo- 
dynamischen  Formeln  sich  auf  constanten  Druck,  die  kinetischen 


1  Vorlesungen  über  Thermodynamik,  Leipzig.  Veit,  1897,  S.  220. 
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auf  constantes  Volum  >  beziehen.  Aber  auch  hiedurch  wird  die 
Vcrgleichbarkeit  der  beiden  Gleichgewichtsbedingungen  nicht 
gestört  Für  flüssige  und  feste  Lösungen  kommt  in  Betracht, 

dass  Druckänderungen  auf  das  Gleichgewicht  nur  geringen 
Emtluss  haben.  Für  Gase  lüsst  sich  thermodynannsch  leicht 
ableiten,  dass  die  aus  den  laumlichen  Cuncentrationen  ge- 
bildeten Concentralionsverhultnisse  \'>m  Drucke  unabhängig 
sind.  Sie  sind  daiier  auch  bei  constantcni  \'okim  constant. 

Nachdem  dies  voraii'=.i^eschiLkt  ist.  liisst  sich  ein  Grund 
angeben,  warum  die  uDljchen  thermodyiianiischen  Gleich- 
gewichtsbcdinL,'uni;en  mit  den  kinetischen  nicht  immer  im  Ein- 
klänge stehen,  indem  die  gewöhnliche  I  hermodynamik  voraus- 
setzt, dass  zwischen  den  möglichen  Variationen  nur  stöchio- 
metrische  Beziehungen  bestehen,  nimmt  sie  an,  dass  bei 
simultanen  Gleichgewichten  in  der  Regel  mehr  als  eine  MoiekeU 
zahl  unabhängig  veränderlich  ist.  Für  die  Kinetik  gibt  es  nur 
eine  unabhängige  Veränderliche,  die  Zeit 

Man  könnte  nun  folgende  Überlegung  anstellen.  Statt  der 
Zeit  kann  man  auch  die  Molekelzanl  einer  der  vorhandenen 
Molekelarten  (z.  B.  M^)  als  unabhängige  Veränderliche  wählen. 
Durch  diese  sind  dann  alle  anderen  Molekelzahlen  und  die  Zeit 
bestimmt  Demgemäß  setzt  die  Kinetik  voraus,  dass  nur  eine 
Molekelzahl  unabhängig  veränderlich  ist;  ist  eine  Variation 
gewählt,  so  sind  die  anderen  dadurch  bestimmt  Man  könnte 
nun  setzen 

da  die  Formeln  der  Kinetik  für  constantes  Voium  gelten.  Femer 
könnte  man  annehmen 

wo  der  eingeklammerte  Xu-^druck  sich  auf  das  Gleichgewicht 
beziehen  soll.  Durch  t-miuhrung  dieser  Bezieliung  zwischen 
den  Variationen  bekommt  man  thermodynamische  Gleich- 


1  Wegscheider,  Mon.  f.  Chemie,  XXI,  773;  Z.  f.  physikul.  Chemie, 
XXXV.  577  [1900;. 
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gewichtsbedingungen,  welche  die  auf  S.  598  angegebene  l'orm 
haben  und  die  Möglichkeit  einer  Abhängigkeit  der  Concentra- 
tionsverhäitnisse  von  den  Gesammtconcentrationen  zulassen. 


Die  Verhältnisse  — :  — tt-   erscheinen  unter  der  Form  — 


Bestimmt  man  ihren  Wert,  so  findet  man,  soweit  ich  es  über- 
sehe, in  allen  Fällen,  in  denen  das  Paradoxon  auftritt  und 
mindestens  zwei  stöchiometrisch  voneinander  unabhängige 
Variationen  vorkommen,  Werte,  welche  von  den  Gesammt- 
concentrationen abhängen. 

Ich  gehe  aii.  d.cse  Betrachtungsweise  mein  naher  ein, 
denn  sie  reicht  nichi  aus,  um  bei  den  sinmltai^en  Gleich- 
gewichten MjT^A/g  und  2M^  '^2M.^  Übereinstinnnung  zwischen 
Tnermodynamik  und  Kinetik  herzustellen.  Auch  in  diesem 
Falle  tritt  das  Paradoxon  auf;  es  tritt  aber  bei  der  üblichen 
thennodynamischen  Ableitung  der  Gleichgewichtsbedingung 
nur  eine  unabhängige  Variable  auf  und  es  kann  daher  von  der 
Einführung  weiterer  Beziehungen  zwischen  den  stöchiometrisch 
unabhängigen  Variablen  keine  Rede  sein.  Hier  kann  die 
Thermodynamik  mit  der  Kinetik  nur  in  Einklang  gebracht 
werden,  wenn  man  das  nach  Einführung  der  stöchiometrischen 
Bedingimg  übrigbleibende  8»  gleich  Null  setzt,  also  die  be- 
treffende Molekelzahl  als  beim  Gleichgewichte  nicht  variierbar 
ansieht.  Hieraus  geht  besonders  klar  der  Unterschied  zwischen 
der  üblichen  thennodynamischen  und  der  kinelibchen  Gleich- 
gewichtsbedingung hervor;  die  Thermodynamik  setzt  in  der 
Formel  iC'fj — Rlc^)Qn^  —  0  nach  Einführunu  der  ^tr.ctno- 
nietrischen  Beziehungen  die  Factoren  der  übrigbleibenden  »ju 
gleich  Null,  die  Kinetik  dagegen  die  o«  selbst.  Ich  kann  dieses 
Verfahren  der  Kinetik  nicht  ohneweiters  als  unzulässig  er- 
klären, und  zwar  auf  Grund  folgender  Erwägung. 

Die  kinetischen  Annahmen  führen  schon  bei  den  einfachen 
Gleichgewichten  zu  der  Annahme,  dass  beim  Gleichgewichte 
nicht  jede  Umwandlung  aufhört,  sondern  ein  stationärer  Zu- 
stand eintritt,  derart,  dass  zwei  entgegengesetzte  Umwand- 
lungen mit  gleicher  Geschwindigkeit  vor  sich  gehen.^  In  jenen 


0 


0 
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Fällen,  wo  das  Paradoxon  auftritt,  ist  die  kinetische  Gleich- 
gewiciusbt;di;:^;iiii;^  so  beschaftcn,  dass  zwei  oder  mehrere, 
durch  verschiedene  Keactionsgleichungen  auszudrückende  Um- 
wandlungen fortwährend  stattfinden  und  ihre  Geschwindig- 
keiten Werte  haben,  vcrm<Vn:e  deren  die  durch  die  einzelnen 
Umwandlungen  hervortjebrau  hten  Concentrntionsveränderungen 
sich  '^eirenseitig  aul  hcben.  ^cheinl  mir  denkbar,  dass  die 
Bedingungen  für  solche  stationäre  Umwandlungen  überliaiipt 
nicht  thermodynamisch  bestimmt  werden  können,  ebenso  wie 
die  Bedingungen  für  das  Auftreten  stationärer  oder  periodischer 
Bewegungen  sich  nicht  aus  dem  Principe  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen oder  aus  der  Bedingung  des  Minimums  der 
potentiellen  Energie  ergeben. 

Beim  mathematischen  Pendel  z,  B.  sind  virtuelle  Ver- 
schiebungen auf  einer  Kugelfläche  möglich.  Das  Minimum  der 
potentiellen  Energie  tritt  ein,  wenn  der  Schwerpunkt  sich  loth« 
recht  unter  dem  Aufhängepunkte  befindet.  Aber  nichtsdesto- 
weniger dauert  die  Pendelschwingung  ewig,  wenn  Dämpfungen 
fehlen  und  wenn  nicht  andere  Körper  herbeigebracht  werden» 
welche  dem  Pendel  die  kinetische  Energie  entziehen.  Das 
dämpfungsfreie  Pendel  stellt,  insolange  sein  Gang  nicht  künst- 
lich gestört  wird,  ein  unveränderliches,  abgeschlossenes  System 
vor,  dessen  kinetische  Energie  ein  Bestandtheil  seiner  inneren 
Energie  ist. 

Eine  noch  bessere  Analogie  zum  chemischen  Gleich- 
gewichte nach  der  kinetischen  Auffassung,  als  das  gewöhnliche 
Pendel,  dessen  Schwingungen  ii>  einer  Verlicalcbene  <tau;inden, 
liefert  ein  mathemaii-ches  Pendel,  dessen  Mas^enpunkt  in  einer 
Hori/ontalebene  einen  Kreis,  und  dessen  gewichtsloser  Faden 
eine  Kegelfliiche  beschreibt  (conisches  Pendel)  Aucli  fiier  ist 
ein  Zustand  bestündig,  bei  dem  die  potentielle  Energie  kein 
Minimum  ist.  Würde  man  diesen  Zustand  irrthümlich  als  ein 
Gleichgewicht  auffassen,  so  müsste  man  bei  Anwendung  des 
Princips  der  virtuellen  Verschiebungen  alle  Variationen  als  mit 
den  Bedingungen  des  Systems  unverträglich  ansehen,  welche 
eine  verticale  Componente  liefern,  obwohl  in  Wirklichkeit  alle 
Verschiebungen  des  Massenpunktes  in  einer  Kugelfläche  mit 
den  vorhandenen  starren  Verbindungen  verträglich  sind. 
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Analog  können  vielleicht  die  chemischen  Gleichgewichte 
tufgefasst  werden.  Wenn  sie  in  Wirklichkeit  nicht  Gleich- 
gewichte^  sondern  stationäre  Umwandlungen  sind,  wird  man 
vielleicht  ähnlich  wie  beim  letzterwähnten  Pendel  die  Bedin- 
gung für  das  Auftreten  dieses  stationären  Zustandes  aus  der 
ir.crniüUynainischen  Gleichgewiciilbbedingun^  nui-  erhailcn 
können,  wenn  man  den  Vai  iationen  Bedingungen  aulerlcgt,  die 
nicht  in  der  Natur  des  Gleichgewichtsproblenis  begründet 
sind.  In  diesem  Sinne  kann  man  die  Variationen  in  der  thermo- 
Jynami'^chen  Gleichgewichtsbedingung  gleich  Null  setzen. 
Derartige  Umwandlungen  i epr.isentieren  e'ncn  bestimmten 
Vorrath  von  verwandelbarer  Knergic,  der  nicht  von  selbst 
kleiner  werden  kann;  er  kann  nur  in  andere  Energien  umge- 
wandelt werden,  wenn  durch  Hinzufügung  anderer  Stoffe  oder 
sonstige  Änderungen  der  äußeren  Bedingungen  eine  Umwand- 
lung erzwungen  wird,  welche  den  bestehenden  Zustand  in 
einen  anderen  überführt. 

Bei  Annahme  derartiger  stationärer  Umwandlungen  lässt 
sich  noch  ein  weiterer  Grund  angeben,  der  die  Nichtüberein- 
stimmung der  kinetischen  und  thermodynami sehen  Gleich- 
gewichtsbedingungen erklärlich  macht.  Bei  der  thermodyna- 
mischen  Ableitung  der  Gleichgewichtsbedingungen  wird  voraus- 
gesetzt, dass  die  innere  Energie  ü  einer  Lösung  gegeben  ist 
durcii  t/=  «o"o+"i"i+  •  •»  v^ro  die  n  die  Molekelzahlcn, 
die  u  Größen  bedeuten,  die  nicht  von  den  Molekelzahlen, 
sondern  nur  von  Druck,  Temperatur  und  der  Beschaffenheit  der 
vorhandenen  Molekeln  abhangen.  Die  Abhängigkeit  von  der 
Beschaffenheit  der  Molekeln  \\\\\\  iiherdies  derart  angenommen, 
da«s,  wer.ii  der  index  Null  sicli  va'A  dti^  I.ösungsiniiicl  bezieht, 
«i  nur  von  der  Natur  der  Moiekelart  und  von  der  Natur  des 
Lösungsmittels,  aber  nicht  von  den  anderen  mitgel()sten  Sub- 
-''lanzen  abhängt.'  Wenn  die  Gleichgewichte  thatsächlich 
stationäre  Umwandlungen  sind,  derart,  dass  die  Umwandlung 
selbst  einen  bestimmten  Energieinhalt  repräsentiert,  so  kann 
die  von  der  Thermodynamik  gemachte  Annahme  über  die  innere 
Energie  der  Lösungen  nicht  mehr  zutretlend  sein.  Betrachtet  man 


>  Plan  elf,  Thermodynamik,  S.  212. 
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z.  B.  den  im  Abschnitte  VI  behandelten  Fall  des  Paradoxons,  so 
wird  die  Energie  der  Lösung,  wenn  nur  Jlfg  und  Af,  anwesend  und 
im  Gleichgewichte  sind,  gegeben  sein  durch  nQU^-hn^u^-hn^n^. 
Sind  nur      und       anwesend,  so  erhält  man  einen  ähnlichen 

Ausdruck.  Sind  dagegen  alle  vier  Molekelarten  anwesend,  so 
kann  bL-im  liCbtchen  einer  stationären  Umwandlung,  die  nur 
bei  Gegenwart  aller  vier  Stoffe  niuglich  ist.  die  innere  Energie 
nicht  mehr  I««  sein,  sondern  es  muss  ein  Glied  iiinzukominen. 
welches  von  der  Wechselwirkung  zwischen  und  einer- 
seits, A/,  und  ^f^  anderseits  abhängt. 

Die  Kinetik  setzt  also  vorau>.  das?  die  honiogencn  Systeme 
Abweichungen  von  den  Gesetzen  verdünnter  l-ösungen  zeigen. 
Damit  setzt  sie  sich  keineswegs  in  Widerspruch  mit  den  That- 
sachen;  denn  es  gibt  wohl  keine  idealen  Gase  und  keine  idealen 
verdünnten  Lösungen. 

Dass  nicht  bei  jeder  stationären  chemischen  Umwand- 
lung die  thermodynamische  Gleichgewichtsbedingung  ungiltig 
werden  muss,  findet  ein  Analogon  darin,  dass  bei  einer  Kugel, 
die  sich  in  einer  Horizontalebene  in  einer  starren  und  reibungs- 
losen kreisförmigen  Rinne  bewegt,  die  Bedingung  des  Minimums 
der  potentiellen  Energie  erfüllt  ist. 

Die  im  vorstehenden  angedeutete  Auffassung  des  chemi- 
schen Gleichgewichtes  ist  nur  möglich,  wenn  die  angenommenen 
stationären  Umwandlungen  keiner  Dämpfung  unterliegen  oder 
wenn  die  vorhandenen  Dämpfungen  durch  die  wirkenden  Kräfte 
gerade  compensiert  werden.  Diese  Annahme  kann  nicht  als  un- 
zulässig betrachtet  werden,  so  lange  man  hinsichtlich  der  Be- 
wegungen Jlt  Molekeln  in  der  kinetischen  Gasiheorie  äiinlichc 
Annahmen  macht. 

Somit  führen  die  gegebenen  Betrachtungen  zu  dem 
Schlüsse,  dass  die  üblichen  thermodynamischen  Gleichgewichts- 
bedinj^imgen  nicht  nothwcndig  mit  der  Wirklichkeit  überein- 
stimmen müssen.  Ich  bin  mir  wohl  bewusst,  dass  die  hier 
angeregten  Fragen  noch  einer  gründlichen  Prüfung  bedürfen. 
Diese  Zeilen  haben  nur  den  Zweck,  eine  Besprechung  des  l^ro- 
blems  der  thermodynamischen  Gleichgewichtsbedingungen  her- 
beizuführen. 
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X.  Die  Bedeutung  des  Paradoxons. 

Der  Widerspruch  zwischen  der  thermodynamischen  und 
der  kinetischen  Gleichgewichtsbedingung  entsteht  dadurch, 

dass  man  gleichzeitig  folc;ende  zwei  Annahmen  macht: 

1.  Bei  der  thermodynamischen  Ableituni;  der  Gleich- 
gewichtsbedingung  sind  die  niö^Iiclien  Variationen  der  Molekel- 
zahlen nur  durch  die  stöchiometrischen  Bedingungen  be- 
schränkt. 

2.  Die  Geschwindigkeitsconstanten  sämmtlicher  simul». 
laner  Reactionen  sind  voneinander  unabhängig. 

Sobald  eine  von  diesen  beiden  Annahmen  fallen  gelassen 
wird,  verschwindet  das  Paradoxon. 

Betrachtungen,  welche  das  Fallenlassen  der  ersteren  An- 
oahmc  als  zulässig  erscheinen  lassen,  habe  ich  in  den  beiden 
vorhergehenden  Abschnitten  gegeben. 

Auch  die  zweite  Annahme  ist  nicht  unerlässUch.  Die 
Grundannahmen  der  Kinetik  nöthigen  zwar  nicht,  Beziehungen 
zwischen  den  Geschwindigkeitsconstanten  anzunehmen.  Aber 
immerhin  ist  das  Bestehen  solcher  Beziehungen  nicht  unwahr- 
scheinlich. Die  Geschwindigkeitsconstanten  sind  jedenfalls 
Functionen  der  Natur  der  an  den  Reactionen  betheitigten 
Molekelarten  (bei  gegebener  Temperatur  und  gegebener  Be- 
schaffenheit des  Mediums).  Diese  Functionen  werden  sich  als 
Gleichungen .  darstellen  lassen,  in  denen  von  der  Natur  der 
Molekelarten  abhängige  Parameter  vorkommen.  Es  ist  möglich, 
dass  sich  aus  diesen  Gleichungen  durch  Elimination  der  auf 
die  Nmur  der  reagierenden  Molekelarten  bezüglichen  Größen 
Gleichungen  zwischen  den  Geschwindigkeitsconstanten  er- 
geben, in  denen  keine  anderen  Größen  vorkommen.  Noilnvendig 
i?t  das  jedoch  nicht,  und  zwar  selbst  dann  nicht,  wenn  die  Zahl 
der  Reactionen  größer  ist  als  die  der  reagierenden  Molekeln;  es 
ist  ja  möglich,  dass  für  eine  Molekel nrt  mehrere  voneinander 
unabhängige  F^arameter  in  die  Gleichungen  für  die  Geschwindig- 
keitsconstanten eintreten.'  Aber  die  Möglichkeit,  dass  Be- 
ziehungen zwischen  den  Geschwindigkeitsconstanten  bestehen. 


1  Vergi.  Wegs cb eider,  Ostcir.  Chemikerzeitung,  (901,  S.  5  bis  6. 
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welche  das  chemisch'dynamische  Paradoxon  zum  Verschwinden 
bringen,  kann  gegenwärtig  nicht  ausgeschlossen  werden« 

Ich  kann  derzeit  keine  theoretischen  Erwägimgen  bei- 
bringen,  welche  zwischen  den  beiden  miteinander  unverträg- 
lichen Annahmen  entscheiden  könnten.  Aber  auch  die  Er- 
fahrungsthatsachen  gestatten  keine  sichere  Entscheidung. 

Für  vliL'  Annahme,  dass  die  kinetischen  GleiL'hgevvichts- 
bedingungen  beim  Auftreten  des  Paradoxons  keine  reelle 
Bedeutung  haben,  scheint  das  experimentell  gefunJinL'  Princip 
der  Einfachheit  der  Keactionsgleichtüigen  ^  zu  sprechen.  iJas 
Paradoxon  tritt,  wie  früher  gezeigt  wurde,  nur  bei  Annahme 
von  Reactiünsgieichungen  auf,  welche  auf  Gnind  des  erwähnten 
l^rincips  als  unwahrscheinlich  zu  bezeichnen  sind.  Aber  es  ist 
zu  beachten,  dass  auch  katalytisch  beschleunigte  Keactionen. 
die  ja  sehr  häutig  vorkommen,  sich  dem  Princip  der  Einfach- 
heit nicht  fügen,  wenigstens,  wenn  man  den  Katalysator  als  an 
der  Reaction  betheiligt  ansieht  und  die  Reactionsgieichungen 
dementsprechend  formuliert'  Ich  werde  übrigens  im  nächsten 
Abschnitte  zeigen,  dass  auch  bei  katalytischen  Wirkungen  ein 
Widerspruch  zwischen  der  Thermodynamik  und  der  Kinetik 
auftritt. 

Die  übliche  thermodynamische  Ableitung  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen ist  jedenfalls  aufzugeben,  wenn  Gleich- 
gewichte existieren,  bei  denen  das  Massenwirkungsgesetz  nicht 
erfüllt  ist  Das  könnte  bei  der  elektrolytischen  Dissociation 
guter  Leiter  der  Fall  sei.  Indes  ist  es  bisher  nicht  völlig  aus- 
geschlossen, dass  die  hier  auftretenden  Abweichungen  vom 
Massenwirkungsgesetz  nur  scheinbare  sind  imd  daher  kommen, 
da^s  Jie  Leitfähigkei:  keinen  MaLista  -  lur  den  Dissociationsgrad 
bildet,  hisolange  diese  Erklärung  der  Abweichungen  vom  Ost- 
wald  schen  V'erdünniingsgeset/c  ni(»glich  ist,  wird  man  schu  er- 
höh die  verwickeitere  Erklärung  durch  Annahme  von  nicht 
s[<»ciiioinetri'-chen  Beziehungen  zwischen  den  möglichen  Varia- 
tionen der  Moickeizahlen,  beziehungsweise  durch  das  Auftreten 

>  Ostwalil.  Uhrb.  der  dig.  Chemie,  2.  Aufl.,  II»,  239;  V*n  t'Hoff,  Vor- 
I«bungcn  über  tbcor.  und  phys.  Chemie,  1,  196,  197. 

2  Vcrt?l.  Wvi; scheidet,  Mi jti.  f.  Chemie.  XXK  372,  702;  Z.  f.  physi- 
kalische Chemie,  XXXIV,  209:  XXXV.  520  19001. 
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von  merkwürdigen  siinuUancn  Oleichgewichten  bevorzui^^en 
k^-nnen.  .Aber  immerhin  scheint  mir  die  letztere  Erklärung 
klüglich;  wird  darauf  näh.-jr  cin/Amchcn  sein,  wenü  sich  auf 
a;^deren  denkbaren  Wegen  unüljcrwindliche  Scluvierigkeiten 
ergeben  sollten  und  wenn  insbesonders  auch  Erklärungen  auf 
Grund  der  Annahme  einer  mit  der  Concentration  des  Elektro- 
lyten veränderlichen  ReschaÖenheit  des  Mediums  oder  durch 
andere  einfachere  Abu  eich uni;en  von  den  Gesetzen  verdünnter 
Lösungen  nicht  haltbar  sind. 

Indem  ich  diese  Betrachtungen  veröfTentiiche,  möchte  ich 
mich  keineswegs  dem  Verdachte  aussetzen,  als  wollte  ich  die 
Prei^ebung  der  bisher  angenommenen  thermodynamischen 
Gieichgewichtsbedingungen  befürworten.  Vielmehr  hatte  ich 
die  Annahme,  dass  die  Geschwtndigkeitsconstanten  simultaner 
Reactionen  nicht  von  einander  völlig  unabhängig  sind,  für  viel 
wahrscheinticher.  Aber  es  scheint  mir  nützlich,  darauf  aufmerk- 
sam  z\x  machen,  dass  Zweifel  an  der  Nothwendigkelt  der 
üblichen  thermodynamischen  Gieichgewichtsbedingungen  mög- 
lich sind.  »Man  kann  nicht  mathematisch  beweisen,  dass  die 
Natur  so  sein  müsse,  wie  sie  ist«.^  Die  übliche  Ihermo- 
^ynamische  und  die  kinetische  l>cha^.d;u^g5U•c!^(J  der  ciiemi- 
i^chen  Gleichgewichlc  s;nd  zwei  verschiedene  Versuche,  die 
Erscheinungen  unter  einen  Gesichtspimkt  zusammenfassen. 
Die  aus  ihnen  zu  ziehenden  Folgerungen  unterscheiden  sich 
selbst  bei  AnnaV.me  V' -neiiiander  unabliangiger  lieschwindig- 
keiisconstanten  nur  in  veriialinismäüig  wenigen,  zum  Theile 
vielleicht  gar  nicht  existierenden  Fällen.  Ob  beide  Betrachtungs- 
weisen brauchbar  sind,  oder  eine  von  beiden,  oder  gar  keine, 
wird  am  sichersten  die  Erfahrung  entscheiden. 

XI.Cber  deo  Eiafivss  gelöster  Katalysatoren  auf  das  chemische 

Gleichgewicht. 

Ich  will  an  dieser  Stelle  den  Einfluss  gelöster  Katalysatoren 
auf  das  chemische  Gleichgewicht  nicht  erschöpfend  behandeln, 


*  .Mach,  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwickclung  histoiisch-krilibch  durgc- 
KeUt.  Leiizi;;,  Brockhaus,  1883,  S.  72. 

Srjtb.  dtr  inalhem.-naiurw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  41 
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sondern  nur  darauf  aufmerksam  machen,  dass  auch  in  dieser 
Frage  die  übliche  Thei*modynamik  und  die  Kinetik  nicht  immer 
zu  denselben  Ergebnissen  führen. 

Die  thermodynamische  Gleichgewichtsbedingiini;  für  Gase 

und  verdünnte  Lösungen  — /?/rj)o;;,  =  0  sagt  aus,  dass 
gelöste  Katalysaiui  cn  das  Gleichgewicht  nicl;t  beeinflussen.  I)a 
der  Katalysator  bei  der  Reaction  keine  Veränderung  seiner 
Molekelzahl  erfahrt,  ist  seine  Molekclzahl  als  nicht  variierbar 
anzusehen,  also  das  betreffende  o;/,  gleich  Null  zu  setzen. 
Dadurch  fa^cn  die  auf  Katalysatoren  bezüglichen  Glieder  aus 
der  Gleichgcw  ichlsbedingung  heraus.  Die  f  jener  Stoffe  aber, 
welche  in  der  Gleichgewichtsbedingung  stehen  bleiben,  laiiLren 
nach  den  gemachten  Voraussetzungen  nur  von  der  Natur  der 
betreffenden  Molekeiart,  des  Lösungsmittels  (nur  bei  flüssigen 
und  festen  Lös.ungen),  sowie  von  Temperatur  und  Druck  ab, 
aber  nicht  von  anderen  Substanzen,  die  in  kleiner  Menge  in 
der  Losung  vorhanden  sind.  Wird  die  Menge  des  Katalysators 
durch  die  Keaction  verändert  (Autokatalyse),  so  tritt  der  kata- 
lytisch  wirksame  Stoff  genau  so  in  die  Gleichgewichtsbedingung 
ein,  als  wenn  er  nicht  kataly tisch  wirksam  wäre,  da  die  Zu  nur 
von  den  stöchiomctrisch  möglichen  Concentrationsverände- 
rungen  abhängen,  aber  nicht  von  sonstigen  Eigenschaften  oder 
Wirkungen  der  Stoffe. 

Vom  Standpunkte  der  üblichen  kinetischen  Annahmen 
stellt  sich  die  Sache  so  dar.  Wenn  das  Reaction spaar 


stattfindet  und  beide  Keactionen  durch  einen  Katalysator  von 
der  Concentration  c*  beschleunigt  werden,  und  wenn  man  ferner 
annimmt,  dass  die  Geschwindigkeitscoefficienten  beider  Re- 
action en  die  Form  lt^-^'k[c,  beziehungsweise  k^'^k^c  haben,  so 
ist  die  kinetische  Gleichgewichtsbedingung 


Mjjl/l  +  MgilfgH- 


oder 
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Der  Ausdruck  für  das  ConcenUaliuii-svcrhaitnis  beim 
Gleichgewichte  ist  also  im  allgemeinen  von  der  Concenu'ation 
des  Katalysators  abhangig.  Er  wird  aber  in  zwei  Fällen  davon 
unabhängig,  nämlich 

1.  wenn  k^  und      Null  sind,  wenn  also  keine  der  beiden 

Reactionen  bei  Abwesenheit  des  Katalysators  eintritt  fWert 
des  Concentrationsverhältnisses  -p-j; 

2.  wenn  zwischen  den  Constanten  die  Beziehung 

A 
*. 

besteht.  Dann  wird 

^2  C  ^ 

Der  erste  Fall  kann  auch  als  ein  besonderer  Fall  des 
zweiten  betrachtet  werden. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Nichtübereinstimmung 

z'.vii>chen  Thcnnodynamik  und  Kinetik  hinsichtlich  des  Ein- 
flusses der  Katalysatoren  auf  das  Gleichgewicht  mit  dem  im 
Abschnitte  VI  behandelten  Paradoxon  eine  weitgehende  Ähn- 
lichkeit aufweist  (complicierte  .Annahmen  über  die  Rcactions- 
pleichungen,  Auftreten  einer  stationären  Umwandlung,  .Möglich- 
keit eines  GleicliLjcwichtes  ohne  Gegenwirkungen,  Eintreten 
der  Übereinstimmung  zwischen  Kinetik  und  Thermodynamik 
bei  bestimmten  Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeits- 
consianten,  Annahme  von  Wechselwirkungen  zwischen  den 
gelösten  Stoffen  bei  der  kinetischen  .Auffassung). 

Ich  habe  früher^  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  man 
katalytisch  beschleunigte  Reactionen,  welche  auch  ohne  Gegen- 
wart des  Katalysators  eintreten,  als  Nebenwirkungen  betrachten 
kann.  Dann  hat  man  zwei  Paare  von  Gegenwirkungen;  das 
eine  Paar  stellt  die  ohne  den  Einfluss  des  Katalysators  ein- 
tretende Reaction  dar,  das  andere  die  durch  den  Katalysator 


«  .Mofi.  f.  Chemie,  XXi.  704;  Z.  f.  physikat.  Chemie,  XXXV.  531  [1900]. 
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bewirkte.  Die  Abweichung  zwischen  Thermodynamik  und 
Kinetik  tritt  nur  auf,  wenn  man  die  compliciertere  Annahme 
macht,  dass  beide  Reactionspaare  nebeneinander  eintreten: 
sie  verschwindet,  wenn  man  eines  der  Reactionspaare 

lässt. 

Auch  hier  stehen  die  einzelnen  Reactionspaare  nicht  für 
bich  aü  jin  im  Gleiclii^cw  iclUc.  l'ur  den  Fall  der  Uimvanüiung 
zweier  Isomeren  hat  man  z.  B.  die  Reaciionsglcichungen 

il/j  2i  il/g   und       -h     ^  Af, + Af,. 

Sind  die  Geschwindigkeitsconstanten  der  vier  Reactionen 
bis    und  die  Gesammtconcentration  von     und  il^  gleich  A, 
so  folgt  aus  der  kinetischen  Gleichgewichsbedingung  und  der 
stöchiometrischen  Beziehung  C^-^-C^ 

^  _      (k,+]f,C,)A   ^  _  {k,-i-k,C,)A 

Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeiten  der  vier  Reactionen 

dx     dy     dz  dn 
niit  -TT »  -TT  f  ~ir  >    ,7  »  so  findet  man  beim  Gleichgewichte 

at      dt      dt  ut 


dx  dy  _  AC,(l',l\—l'J\) 

dt  dt  ~  k^+k^  +  i^k^-i-i'jC^  ' 

dz  du    AC.jl'A'. — l'^l'^) 

Vi  dt  *"  *i4-A'jj-f-(,A'3-»-^'jQ  * 


Diese  Geschwindigkeiten  sind  entgegengehclzt  gleich; 
wenn  die  erste  Reaction  beim  Gleichgewichte  in  M.,  ver- 
wimdelt,  so  bewirkt  das  zweite  die  entgegengesetzte  Umwand- 
lung mit  derselben  Geschwindigkeit.  Ein  derartiges  Gleich- 
gewicht kann  auch  auftreten,  wenn  man  l\  z=:  —  0  setzt, 
also  bloß  die  Reactionen  il/j  und  M^+M^  iW,+Afj  an- 
nimmt 

Für  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  den  Geschwind  ig« 
keitsconstanten  (Jk^k^  =  k^k^)  verschwindet  die  Abweichung 
zwischen  Thermodynamik  und  Kinetik,  geradeso  wie  beim 
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Paradoxon.  Zugleich  werden 


dt 


du 


dt 


Null. 


Es  handelt  sich  also  nach  der  kinetischen  Auffassung 
hier  wie  beim  Paradoxon  nicht  um  ein  Gleichgewicht  im  Sinne 
der  Mechanik,  sondern  um  eine  stationäre  Umwandlung  von 
bestimmter  Beschaffenheit. 

Auch  darin  ist  die  Katalyse  mit  dem  Paradoxon  analog, 
dass  Abweichungen  von  den  idealen  Gesetzen  verdünnter 
Lösungen  anzunehmen  sind.  Die  Katalyse  deutet  ja  auf  eine 
Beeinflussung  des  Zustandes  der  reagierenden  Stoffe  durch 
andere  in  geringer  Menge  vorhandene  Körper  hin»  während 
man  bei  idealen  verdünnten  Lösungen  solche  Wechselwirkungen 
als  ausgeschlossen  ansieht 

Wie  beim  Paradoxon  kann  auch  bei  der<  Katalyse  die 
Obereinstimmung  zwischen  Thermodynamik  und  Kinetik  her- 
gestellt werden,  indem  man"  bestimmte  Beziehungen  zwischen 
den  Geschwindigkeitsconstanten  annimmt.  Bei  willkürlichen 
Werten  der  Geschwindigkeitsconstanten  kann  dagegen  die 
ihermodynamische  Glcichge\vichtsbedi!\L:ung  mit  \\c[  kine- 
tischen nur  in  Einklanir  gebracht  weiden,  wenn  man  das 
stC'chiometrisch  unbe»linimt  bleibende      gleich  Null  setzt. 

Eine  experimentelle  Entscheidung  zwischen  Thermo- 
dynamik und  Kinetik  liegt  auf  dem  Gebiete  Ulm-  Katalyse  eben- 
sowenig vor  wie  auf  dem  Gebiete  der  snnultanen  Gleich- 
gewichte; sie  ist  auch  nicht  so  leicht  zu  erbringen,  als  es 
vielleicht  scheint. 

Es  wäre  verfehlt,  zu  glauben,  dass  die  Frage  schon  da- 
durch entschieden  sei,  dass  ein  auffälliger  Einfluss  der  Con- 
centration  des  Katalysators  auf  das  Gleichgewicht  bisher 
nicht  beobachtet  wurde.  Für  Reactionen,  welche  nur  bei 
Gegenwart  des  Katalysators  eintreten«  fordert  auch  die  Kinetik 
die  Einflusslosigkeit  des  Katalysators  auf  das  Gleichgewicht. 
Daher  eignen  sich  u.  a.  Versuche  über  die  Esterbildung  nicht 
zur  Entscheidung  der  Frage.  Hier  wirken  die  WasserstofTionen 
als  Katalysator.  Ob  in  ihrer  Abwesenheit  überhaupt  Reaction 
eintritt,  ist  unbekannt,  da  sie  nie  völlig  ausgeschlossen  werden 
können.  Zwar  theoretisch,  aber  nicht  experimentell  brauchbar 
sind  femer  Reactionen,  die  für  sich  allein  nur  sehr  langsam 
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eintreten  und  durch  Katalysatoren  sehr  stark  beschleunigt 
werden,  in  solchen  Füllen  können  in  dem  Ausdrucke- -v'  ,\— 

k\  und  k.,  vernachlässigt  werden;  die  Kmclik  liisst  daher 
annaiicriKic  L'iKibljangiLiUL'it  dc^  C.Ileu'hi^cvvichtes  vom  Kata- 
lysator erwarten.  Ks  wird  in  der  Regel  nicht  möglich  sein,  die 
\'tr>uch.-,rchkM  klein  zu  halten,  das.^  eine  etwaige  Abhängig- 
keit sichergestellt  werden  kann.  Gut  brauchbar  sind  niHr  Rc- 
actionen,  die  ohne  Katalysator  mit  erheblicher  r»escinvindigkeit 
verlauten  und  durch  Katalysatoren  nur  mäüig  beschleunigt 
werden.  Solche  Fälle  sind  aber  kaum  untersucht;  vielleicht  ist 
es  kein  Zufall,  dass  sie  so  schwer  zu  finden  sind. 

Anderseits  muss  beachtet  werden,  dass  ein  kleiner  EintUiss 
der  (."oncentration  des  Katalysators  auf  das  Gleichgewicht  nicht 
zum  Aufgeben  der  üblichen  thermodynamischen  Gleichgewichts- 
bedingungen  nöthigt.  Letztere  sind  sehr  wahrscheinlich  Grenz- 
gesetze, die  in  Wirklichkeit  immer  nur  annähernd  erfüllt  sind. 
Es  gibt  ja  keine  idealen  Gase.  Wahrscheinlich  gibt  es  ebenso- 
wenig verdünnte  Lösungen  im  Sinne  der  Definition,  dass  ihre 
Eigenschaften  lineare  Functionen  der  Molekelzahlen  sind;  diese 
Definition  liegt  aber  der  Planck'schen  Ableitung  der  Gleich- 
gewichtsbedingung zugrunde.  Wenn  die  Abweichungen  vom 
additiven  Charakter  bei  verdünnten  Lösungen  nicht  mehr  mess- 
bar sind,  so  beweist  das  nicht,  dass  sie  nicht  vorhanden  sind.  Es 
ist  denkbar,  dass  die  Abweichungen  von  den  Gesetzen  verdünnter 
l.(>sungen  hinsichtlich  der  kataiytischen  Wirkungen  noch  in  das 
C.ieiiiel  i.le.->  4\le^hba^en  fallen,  wenn  \'c!\:üiinungswarniL'n  oder 
Vulumänderungen  beim  Mischen  nicht  mehr  messbar  sind. 

Somit  ist  auch  die  Betrachtung  der  kataiytischen  Vorgange 
derzeit  nicht  imstande,  das  Problem  der  Beziehungen  zwischen 
Thermodynamik  und  Kinetik  beim  üleichgewichte  zur  Erledi- 
gung zu  bringen. 

Zusammenfassung. 

1.  Die  von  Kuler  angenommene  Analogie  zwischen  der 
Esterve rseifung  und  der  Hydrolyse  von  Salzen  besteht  nicht, 
wenigstens  nicht  in  der  von  ihm  angenommenen  Art  Hiedurch 
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entfallen  die  von  ihm  darauf  aufgebauten  Schlüsse  hinsichtlich 
der  Theorie  der  Katalyse  und  des  Zusammenhanges  zwischen 
Gleichgewichtsconstanten  und  Geschwindigkeitsconstanten. 

2.  Die  Form  der  Beziehungen  zwischen  den  Gleich- 
gewichtscoefficienten  und  den  Geschwindigkeitsconstanten 
kann  bei  simultanen  Gleichgewichten  mit  gemeinsamen  Molekel- 
arten eine  andere  sein  als  bei  einzelnen  Gleichgewichten.  Das 
tritt  dann  ein,  wenn  das  Gleichgewicht  so  beschaffen  ist,  dass 
die  einzelnen  Reactionspaarc  nicht  für  sich  allein  im  Gleich- 
gewichte stehen,  sondern  nur  alle  zusaniinen  ihre  Wirkungen 
gegenseitig  aufb.ebea. 

3.  Es  sind  Gleichgewichte  denkbar,  an  deren  Ziistande- 
sommcn  I<eine  Gegenwirkungen  belheiügt  sind  (z.  B.  indem 
nur  die  drei  Keactionen  stattfinden,  die  in  gleichen  Zeiten 
gleicht'  Mengen  von      in  M^^  von      »n      und  von  in 
verwandeln  h 

4.  Es  wird  gezeigt,  wie  im  allgemeinen  aus  den  Gesetzen 
der  Kinetik  die  Gleichgewichtsbedingungen  abgeleitet  werden 
können.  Als  Beispiele  werden  die  gegenseitige  Umwandlung 
von  drei  Isomeren  und  das  Stattfinclen  einer  Aniagerungs- 
reaction  mit  nachfolgender  Umlagerung  des  Anlagerungspro> 
ductes  besprochen.  Für  diese  Beispiele  wird  die  Beziehung 
zwischen  den  Gleicbgewichtscoefficienten  und  den  Geschwin* 
digkeitsconstanten  abgeleitet  und  gezeigt,  dass  die  einzelnen 
Paare  von  Gegenwirkungen  nur  dann  beim  Gleichgewichte 
auch  für  sich  allein  im  Gleichgewichte  sind,  wenn  zwischen 
den  Geschwindigkeitsconstanten  eine  bestimmte  Beziehung 
besteht 

5.  An  dem  Beispiele  der  gegenseitigen  Umwandlung  von 
drei  Isomeren  wird  gezeigt,  dass  keine  endlichen  Reaktions- 
geschwindigkeiten zur  Beobachtung  gelangen  können,  wenn 
man  annimmt,  dass  nur  eines  der  drei  Rcactionspaare  mit  end- 
licher, die  beiden  anderen  dagegen  mit  unendUciier  GejiClns  iii- 
digkeit  verlaufen. 

6.  An  einem  besonderen  Beispiele  von  simultanen  Gleich- 
gewichten wird  gezeigt,  dai<b  die  durch  die  Kinetik  gegebenen 
Gleichgewichtsbedingungen  bisweilen  mit  den  üblichen  ihermo- 
dynaraiächen  nicht  im  Einklänge  stehen,  indem  jene  Con- 
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ceiUrations\  erhiiltnisse,  welche  nach  der  Thermodynamik  von 
den  Gesammtconcentrationcn  unabhängig  sein  sollen,  nach  der 
Kinetik  davon  abhangig  werden.  Dieses  Paradoxon  verschwindet, 
wenn  man  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  den  Geschwin- 
digkeitsconstanten  annimmt,  welche  derart  beschaffen  ist,  dass 
die  einzelnen  Paare  von  Gegenwirkungen  beim  Gleichgewichte 
auch  für  sich  allein  im  Gleichgewichte  stehen. 

7.  Es  wird  untersucht,  unter  welchen  Bedingungen  dieses 
Paradoxon  auftritt 

8.  Es  werden  die  üblichen  thermodynamischen  Gleich t 
gewichtsbedingungen  besprochen.  Es  zeigt  sich,  dass  sie  auf 
der  Annahme  beruhen,  dass  die  denkbaren  Variationen  der 
Molekelzahlen  beim  Gleichgewichte  nur  durch  stöchiometrische 
Beziehungen  beschränkt  sind.  Ob  diese  Annahme  mit  Noth- 
weii Ji^lvcii  L;L-inaclil  werden  riiUss,  ist  zweifelhaft.  Iis  wird  cin 
Rechensciicma  angegeben,  mit  Hilfe  dessen  man  diese  st(")chio- 
metrischcn  l-^eziehun<,'en  aus  den  angenumniericn  i\eactions- 
gleichungen  erhallen  kann,  i^^erner  ergibt  sich,  dass  in  manchen 
Fällen,  in  denen  das  Paradoxon  auftritt,  die  iibhchen  thermo- 
dynamischen Gleichgewichtsbedingungen  nur  erhallen  werden 
können,  wenn  man  aulierdem  die  Annahme  macht,  dass  auch  bei 
simultanen  Gleichgewichten  X'ariationen  im  Sinne  Jeder  ein- 
zelnen I^eactionsgleichung  möglich  sind.  Diese  .Annahme  wurde 
bisher  in  allen  I'"ällen  gemacht;  sie  ist  aber  in  den  meisten 
Fällen  nicht  nothwendig,  um  die  üblichen  Gleichgewichts* 
bedingungen  zu  erhalten.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  therm o> 
dynamische  Gleichgewichtsbedingung  eine  Abhängigkeit  der 
Conccntrationsverhältnisse  von  der  Gesammtconcentration  zu> 
lässt,  wenn  man  andere  als  rein  stöchiometrische  Beziehungen 
zwischen  den  Variationen  der  Molekelzahlen  annimmt. 

9.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  Schlussfolgerungen  aus  den 
angewendeten  thermodynamischen  und  aus  den  kinetischen 
Gleichgewichtsbedingungen  miteinander  vergleichbar  sind,  ob- 
wohl sich  die  erstcren  auf  constanten  Druck  und  numerische 
Concentrationen,  die  letzteren  auf  constantes  Volum  und  räum- 
liclie     »ncenlralioncn  bc/,ieiien. 

10.  In  den  l''äl!cn.  wo  das  Paradoxon  auil;  :LU  i>i  das  chemi- 
sche Glcichgcwiclu  nach  der  kinetischen  Auflassung  nicht  cm 
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wirkliches  Gleichgewicht  im  Sinne  der  Mechanik,  sondern  eine 
stationäre  Umwandlung.  In  diesem  Umstände  wird  die  Ursache 
der  Abweichungen  zwischen  Thermodynamik  und  Kinetik 
vermuthet,  da  es  nach  mechanischen  Analogien  wahrscheinlich 

ist,  dass  die  übliche  Ableitung  der  thermodynamischen  Gleich- 
ge\vichtsbcUi:\L;ung  nicht  die  Jiedingungcn  lür  das  Auftreten 
staiiunarer  Umwandlungen  angeben  kann.  Aiif;ierdeni  schlieüt 
diese  AuiTassung  des  Gieicbgewiciites  die  Annahme  von  Ab- 
weichungen von  den  Goscizen  verdünnter  Lösungen  in  sich. 
Die  thermodynamische  Gleichgewichtsbedingung  beruht  aber 
gerade  auf  diesen  Gesetzen. 

11.  Der  bisweilen  auftretende  Widerspruch  zwischen  der 
thermodynamischen  und  der  l<inetischen  Gleichgewichts- 
bedingung  kann  gehoben  werden,  wenn  man  für  diese  Fälle 
annimmt,  dass  die  bei  der  Ableitung  der  thermodynamischen 
Gleichgewichtsbedingung  auftretenden  Variationen  der  Molekel- 
zahlen  nicht  lediglich  durch  stöchiometrische  Bedingungen 
beschränkt  sind  oder  wenn  man  annimmt,  dass  die  Geschwin- 
digkeitsconstanten  bei  simultanen  Reactionen  im  allgemeinen 
nicht  voneinander  unabhängig  sind.  Beide  Annahmen  scheinen 
möglich  zu  sein. .  Die  letztere  Annahme  lässt  sich  zu  dem 
Principe  der  Einfachheit  der  Reactionsgleichungen  in  Beziehung 
bringen,  da  das  Paradoxon  nur  bei  Annahme  von  Keactionen 
auftritt,  die  nach  diesem  Principe  unwahrscheinlich  sind.  Für 
die  erstere  Annahme  könnten  die  Abweichungen  der  starken 
Elektrolyse  vom  Massenwirkungsgesetze  ins  Treffen  geführt 
werden.  Diese  Abweichungen  sind  jedoch  derzeit  kein  ge- 
nügender Grund,  um  die  übliche  Ihcrn'iuJyaauii^che  Ab- 
leitung der  Gleichgewichtsbedingung  fallen  zu  lassen,  da 
vorerst  andere,  einfachere  Erklärungen  hiefür  als  zulässig 
erscheinen. 

12.  Auch  hinsichtlich  des  EinlUisses  gelöster  Katalysa- 
toren auf  das  chemische  Gleichgewicht  stimmen  die  Tiiermo- 
dynamik  und  die  Kinetik  vÄchi  überein.  Erstere  fordert,  dass 
das  Gleichgewicht  von  der  Concentration  des  Katalysators 
unabhängig  sei,  während  die  letztere  im  allgemeinen  die  Ab- 
hängigkeit vorhersehen  lässt,  welche  nur  bei  bestimmten 
Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeitsconstanten  vcr« 
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.schwindet.  Dieser  Fail  erweist  sich  als  dem  früher  erwähnten 
Paradoxon  völlig  analog.  Zur  experimentellen  Entscheidung 
zwischen  den  Forderungen  der  Thermodynamik  und  der 
Kinetik  eignen  sich  nur  Reactionen,  welche  ohne  Katalysator 
bereits  mit  erheblicher  Geschwindigkeit  verlaufen  und  durch 
den  Katalysator  nur  mäßig  beschleunigt  werden.  Bisher  ist 
eine  experimentelle  Entscheidung  zwischen  den  thermo- 
dynamischen  und  kinetischen  Gleichgewichtsbedingungen  nicht 
erbracht. 
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Ober  die  von  den  Chinesen  ^Te-sing«  oder 

Tugendgestirn  genannte  Himmelserscheinung 

von 

Dr.  Franz  Kühnert, 

Prfpaläacenl  jür  chsncsiSihe  üinaihe  an  der  k,  k.  Univeisität  in  WU». 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  28.  Mai  1901.) 

üniür       ^  Te-stngt  dem  Tugendgestirne,  auch  ^  )l|L 

Kittg-sing,  das  glänzende  Gestirn  zubenannt»  ist  zweifelsohne 
eine  besonders  augenfällige  und  seltene  Himmelserscheinung 
zu  verstehen,  da  dieselbe  seitens  der  Chinesen  mit  der  Geburt 
erlauchter  und  tugendhafter  Männer  nach  astrologischer 
Deutung  in  Verbindung  gebracht  wird. 

Weil  es  sich  nach  den  chinesischen  Beschreibungen  um 
die  Erscheinung  einer  Art  Mondes  neben  dem  eigentlichen 
Mond  handelt,  war  es  vom  philologischen  Standpunkte  aus 
vollkommen  gerechtfertigt,  dass  G.  Schlegel  hiefür  den  Namen 
Nebenmond,  Paraselene,  wählte.  Aileidings  kann  dieser  Name 
unter  Umsiaiideii  den  Nachtheil  haben,  dass.  was  vom  philo- 
logischen Standpunkte  naheliegt,  diese  rein  sprachUch  gcvval;lLe 
Aübüruckweise  mit  dem  Terminus  technicus  der  exacten 
Wissenschaften  confundiert  wird,  welcher  nur  für  eine  einzige 
uanz  bestimmt  umschriebene  An  jener  Erscheinungen  gilt,  die 
mit  dem  sprachlichen  Ausdrucke  »Nebenmond«  belegt  werden 
könnten. 

Eine  solche  Identificierung  darf  aber  a  priori  nicht  als 
zwingende  Nothwendigkeit  angesehen  werden,  da  ja,  wie  jeder 
Fachmann  weiI3,  bei  den  exacten  Wissenschaften  im  allgemeinen 
nicht  die  nächstliegende  sprachliche  Etymologie  das  Ausschlag- 
gebende ist,  sondern  im  Gegentheile  das  Wesen  der  Sache,  aus 
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welchem  allein  die  richtige  Bedeutung  des  sprachlichen  Aus- 
druckes als  Terminus  technicus  und  der  diesem  zukommende 
BegrifTsumfang  und  Begriffsinhalt  abzuleiten  ist.  Man  denke 
nur  z.  B.  an  die  Ausdrucksweise  »Sinus«  eines  Winkels  für  die 
entsprechende  triKn)nometrischc  Linie,  bei  der  wohl  nicht  ohne- 
weiters  aus  der  Bedeutung  des  lateinischen  sinus  =  Busen  das 
Wesen  der  Sache  zu  erkennen  sein  dürfte. 

Für  dca  l'üchinann  bedürfte  es  hiczu  keiner  ucileien  Be- 
merkun,i;en  mehr.  Weil  jedoch  diese  Arbeit  auch  für  jene  Kreise 
bestimmt  ist,  denen  das  Gebiet  und  die  Eigenheiten  der  exacien 
Wissenschaften  ferner  Hegen,  so  möge  es  ge'^tattet  sein,  auf 
diesen  Umstand  mit  Rücksicht  auf  das  Folgende  etwas  v\eiter 
einzugehen,  getreu  dem  Grundsatze:  »Qui  bene  distinguii, 
bene  docet«. 

In  den  exacten  Wissenschaften  hält  man  <]ch  eben  nicht 
zunächst  an  die  aus  dem  Sprachgebrauche  folgende  Etymo- 
logie des  gewählten  Ausdruckes,  sondern  an  die  für  diesen 
technischen  Ausdruck  gegebene  Deßnition  des  Begriffes.  Nur 
mit  diesem  verbindet  man  den  Terminus  und  behält  stets  und 
immer  den  differenzierten  Begriff  hiebei  im  Auge. 

Hiedurch  kann  jedoch,  wenn  dies  nicht  ausdrücklich 
betont  wird,  die  Misslichkeit  sich  ergeben,  dass  der  Philologe, 
sich  vor  allem  an  die  sprachliche  Etymologie  haltend,  einen 
total  anderen  und  fremden  Begriff  diesem  Terminus  beilegt  und 
deshalb  zu  Schlüssen  Veranlassung  finden  kann,  die  dem 
Wesen  der  Sache  und  den  in  den  exacten  Wissenschaften 
gegebenen  Thatsachen  widerstreiten.  Dies  gilt  z.  B.  gleich  von 
den  landläufigen  Ausdrucksweisen  für  die  Phasen  des  Mondes, 
welche  tür  den  Astronomen  nur  einen  absolut  scharf  um- 
grenzten, lujzu  ciiclhaften  Sinn  haben,  die  jcdocii  nach  sprach- 
licher ICtymologie  und  Sprachgebrauch  mehrdeutig  sind  und 
nicht  unmittelbar  das  bezeichnen,  was  der  Astronom  einzig 
und  allein  damit  verbunden  wi>^en  wü! 

l'^ür  den  Astronomen  bezeichnet  der  Ausdruck  *  Neumond« 
einzig  und  allein  den  Moment  der  Conjunction  von 
Si«nne  und  Mond  in  Lange,  nach  der  sprachlichen  Etynio- 
lügie  und  dem  Sprachgebrauche  jedoch  das  erste  Sicht- 
barwerden des  Mondes  unmittelbar  nach  der  Conjunction. 
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Unter  »erstem«  und  »letztem  Viertel«  versteht  der  Astro- 
nom die  Momente  der  beiden  Quadraturen,  wo  der  Mond 
genau  um  90*  in  Länge  je  nach  der  einen  oder  anderen  Seite 
von  der  Sonne  absteht,  also  die  Momente,  wenn  die  Distanz 
zwischen  Sonne  und  Mond  90**  oder  270**  ist.  Die  Bezeichnung 
»Viertel«  des  Mondes  hingegen  ist  nach  der  ursprünglichen 
Bedeutung  nicht  von  der  Phase  genommen,  sondern  bezieht 
sich  auf  die  Dauer  des  (synodischen)  Mondmonates,  wie  sich 
aus  der  Budculung  -Halbniond«  klar  ergibt,  welch  letzterer 
Ausdruck,  gleichwertig  mit  Mundesviertel  gebraucht,  unzweifel- 
haft von  der  Phase  oder  dem  erleuchteten  Theile  der  schein- 
baren Mondesscheibe  im  Gegensatze  zu  Vollmond  genommen. 
Denn  zur  Zeit  der  X'iertcl  ist,  wie  bekannt,  thatsachlich  die 
iialbe  Mondesschcibc  ciieuchtet;  diese  Momente  fallen  aber  an 
die  Grenzen  des  ersten  und  letzten  Mondmonatsviertels.  Oft 
soll  >llalbmond«  nicht  mehr  bedeuten,  als  dass  der  Mond  noch 
nicht  voll  ist,  im  Gegensatze  zu  VolhiMüd,  wird  also  auch  bei 
größerer  oder  kleinerer  als  halber  Scheibe  angewandt.  Unter 
Vollmond«  versteht  man  in  der  Astronomie  nur  den  Moment 
der  Opposition,  wo  der  Mond  in  Länge  genau  ISO"*  von  der 
Sonne  absteht  Die  sprachliche  Bezeichnung  nimmt  hier  nur 
auf  die  ganz  erleuchtete  Mondscheibe  Rücksicht,  und  da  ein 
kleiner  Mangel  in  dieser  Beziehung  nicht  sehr  in  die  Augen 
rällt,  so  ist  in  der  sprachlichen  Bezeichnung  nicht  die  Präcision 
<Ses  einzigen  Augenblickes  gegeben,  in  dem  allein  nur  die 
Distanz  180*  betragen  kann.  Allerdings  kann  diese  Schwankung 
auch  nicbt  das  Intervall  eines  Tages  überschreiten. 

Hiemit  ergibt  sich  zunächst  die  für  jeden  Astronomen 
selbstver^ständliche  Thatsache,  dass  bezüglich  der  Phasen  des 
Mondes  nicht  von  einem  «ersten-  Tage  gesproclien  uervien 
kann,  weil  ja  kein  zweiter  oder  dritter  möglich  ist,  indem  es 
nur  einen  Augenblick  gibt,  in  welchem  die  Conjunction, 
Quadratur  oder  Opp(isiti(>n  statthat.  Man  kann  deshalb  nur  von 
^cm  Tage  sprechen,  an  welchem  ein  solcher  Moment  eintritt. 
Ich  werde  mich  deswegen  im  folgenden,  wenn  ich  von  den 
Phasen  spreche,  stets  der  Ausdrücke  »Conjunction*,  >Quadra- 
ti^r<  und  -Opposition«  bedienen,  um  Zweifel  und  Missverständ- 
niiise  hintanzuhalten. 
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Weil  nun  G.  Schlegel,  dieser  hervorragende  Kenner  des 
Chinesischen,  als  er  bei  Veröffentlichung  seiner  bewunderungs- 
werten »La  loi  du  parallelisme  en  style  chinois«  diese  Frage 
des  Tesing  streifte,  der  Vermuthung  zuneigte,  es  dürfte  die 
von  den  Chinesen  beschriebene  Krscheinung  mit  jcnci  i  Jentiscli 
sein,  ucljhc  :r,an  m  dcii  cxacLcn  Wissenscijalicii  mit  dem 
technischen  Ausdrucke  »Nebenmond,  Parascienc«  belegt,^  so 
ist  es  vor  allem  nothvvendiir.  die  Bedin.nungcn  an7Aiführen. 
welche  fi'ir  das  Zustandekouiuicn  einer  solchen  Krscljeinung 
nöthig  und  liiiireichend  sind,  um  dann  durch  einen  X'ergleich 
mit  den  von  den  Chinesen  für  eine  solche  Krscheinung  ange- 
gebenen Bedingungen  zu  erkennen,  ob  eine  solche  Jdeniificie- 
run.L:  zulässig  sei  oder  nicht. 

Hiczu  sind  allerdings  entsprechende  Sprachkenntnisse 
notinvendige  Bedingung,  jedoch  nicht  allein  hinreichend, 
weil  im  Chinesischen,  wie  Fr.  Hirth  sich  treffend  ausdrückt, 
»jeder  Satz  zwar  nur  einen  und  den  richtigen  Sinn  hat,  dieser 
jedoch  nicht  so  auf  flacher  Hand  liegt  wie  bei  den  griechischen 
oder  römischen  Classikern«,  und  erst  durch  entsprechende 
Sachkenntnis  entschieden  werden  muss,  welche  von  den  zu- 
lässigen grammatischen  Auffassungen  des  Textes  den  richtigen 
Sinn  gibt. 

Die  Erscheinung  der  Nebenmonde  und  Nebensonnen  ist 
wie  jene  der  Halo s  nach  den  Untersuchungen  von  G.Galle 
(PoggendorfTs  Annalen,  Bd.  49,  S.  1  und  241  ff.),  A.  Bravai's 
(Journal  de'fecole  Polytechnique  XVni.  p.  77 ff.  1845  und  p.  1  ff. 

1847  },  von  denen  sich  ein  sehr  reichhaltiger  Auszug  iii  eleganter 
l'u::i>  in  M.  IC.  Alascart's  'J  raiic  d'Optique  (Bd.  Iii,  p.  471  If.) 
lindet,    als    eine    Brecimngserscheinung  -    an    in    der  Luit 

i  On  vf>it  ilonc  que  Ic  King^siHg  n'est  encorc  autre  chose  qu'une  cspece 
de  parnselenc,  c'est-Ä-dire  la  rcflcction  de  la  lune  sur  un  nuage.  V.  La  loi 

du  parallelisme.  \.c'\.\^,  V..  J.  I'.rill,  1896,  p.  43. 

-  nicht  als  eine  Spiop^clvmg  an  oder  auf  den  Wolken.  Denn,  nacli- 

c>  sieh  um  Neben-  und  nicht  (ic^^'enniondc  handelt,  müsste.  sotcrtie  die 
Wulkc  ;ds  spiegelnde  l  lachc  anyeiiümmen  werden  durfte,  dicbc  uns  zugekelirt 
sein,  damit  ein  uns  sichtbares  virtuelles  Bild  entstünde,  dann  wäre  aber  die 
spicf;e1ndc  Fläche  von  der  Lichtquelle  abgewandt,  weil  die  Wolke  zwischen 
Mond  u»d  Bcttbachtcr  steht,  und  es  kann  Qberhaupt  keine  uns  wahrnehmbare 
SpieKtfUtng  entstehen. 
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schwebenden  Eiskrystallen  zu  betrachten.  Es  erfordern  die- 
selben sonach  als  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingungen: 

eine  entsprechend  starke  Lichtquelle,  von  welcher  die 

der  Brechung  unterlici^enden  Lichtstrahlen  ausgehen,  um 
nacli  derselben  ins  Au^^e  des  Beobachters  zu  gelangen: 
bj  das  \  urnandensein  einer  Schicht  von  Eiskrystallen  in  der 
Luft: 

c)  eine  bestimmte  Lagerung  und  Stellung  dieser  Liskryslalle. 
Daraus  folgt  zunächst,  dass  die  Erscheinung  der  Neben- 
mondc 

1.  absolut  nicht  an  eine  bestimmte  Phase  des 
Mondes,  also  auch  nicht  an  einen  bestimmten  Tag  des 
.Mondmonates  gebunden  sein  können,  sondern,  falls  die 
anderen  Bedingungen  erfüllt  sind,  stets  erscheinen  werden, 
wenn  das  Licht  des  Mondes  genügend  stark  ist.  Sohin  ist  diese 
Erscheinung  absolut  unmöglich  zur  Zeit  der  Conjunction  und 
unwahrscheinlich  in  der  Nähe  derselben,  weil  im  letzteren 
Falle  der  Lichtstrahl  nach  der  Brechung  zu  schwach  sein 
durfte,  um  auf  das  Auge  noch  einen  Eindruck  hervorzubringen. 
In  der  übrigen  Zeit  während  der  Sichtbarkeit  des  Mondes 
können  sie  an  jedem  beliebigen  Tage  eintreten,  wenn  die 
übrigen  Bedingungen  vorhanden  sind; 

2.  dass  sie  nicht  stets  und  immer  an  der  absolut 
gleichen  Seite  des  Mondes  erscheinen  müssen,  sondern  je  nach 
den  gegebenen  Verhältnissen  bald  links,  bald  rechts,  bald  auf 
beiden  Seiten  des  Mondes  erscheinen  werden; 

•i-  dass  im  Momente  ihrer  Lrscheinung  der  Münmel 
absolut  nicht  rein  sein  kann,  weil  die  nöthigen  Eiskry- 
slalle  denselben  mit  einem  Schleier  überziehen  und  trüben. 

Betrachtet  man  nun  im  Hinblicke  auf  das  Vorangeführte 
die  Beschreibungen  der  Chinesen,  welche  ich  zunächst  nach 
der  Übersetzung  von  G.  Schlegel  anführe,  später  aber  auf 
Grund  des  Originaltextes  discutieren  werde,  so  ergibt  sich 
folgendes: 

Die  erste  Stelle,  welche  wir  betrachten  wollen  und  die  aus 
dem  Sy-ki  genommen,  im  VVörterbuche  Kang-hi  citiert  ist, 
lautet  nach  SchlegeJ's  Übersetzung: 
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»Quand  le  Ciel  est  serein,  on  voit  l'astre  lumineux«,^ 
Diese  Stelle  widerspricht  bereits  der  Annahme  von  Neben- 
monden  mit  Rücksicht  auf  den  Punkt  3.  Denn  wenn  der  Himmel 
rein  ist»  kann  es  weder  Wolken  noch  auch  einen  Schleier  über 
denselben  geben,  also  auch  nicht  jenen  Dunstschleier,  durch 
schwebende  Eiskrystalle  hervorgerufen,  welcher  zur  Bildung 
der  Nebenmonde  erforderlich  ist. 

Die  zweite  Stelle  lautet  nach  Schlegel's  Übersetzung: 
»Le  King'sing  (^Ktoile  brillante)  est  la  „Serentt^  Celeste"" ; 
elie  a  la  forme  d'une  demi-lune  (croissant),  eile  se  voit  au  premier 
jour  du  demier  quartier  de  la  lune  et  eile  seconde  la  lune.  Elle 
n'apparait  que  quand  des  princes  eclaires  ne  font  pas  de 
prcjüjicc  au  pcu-ple«.* 

Hier  st^licn  wir  zunächst  auf  eine  ScIuvicii^Keit  im 
französisciien  Ausdrucke.  Soll  hier,  wie  es  der  Sprachgebrauch 
fordert,  -dernier  quartier  de  la  lune«  die  l^hase,  also  die  Qua- 
dratur bezeichnen,  dann  hat  der  Aufdruck  »premier  jour«,  wie 
oben  bereits  bemerkt,  keinen  Sinn,  weil  eben  keinen  zweiten 
Tag,  also  auch  keinen  ersten  Tag  bei  Quadratur  270°  geben 
kann.  Soll  aiso  überhaupt  ein  widerspruchsfreier  Sinn  in  den 
Worten  »au  premier  jour  du  dernier  quartier  de  la  lune«  liegen, 
so  können  sie  nur  in  dem  Sinne  aufgefasst  werden:  Am  cr-^ten 
Tage  des  letzten  Monatsviertels;  das  ist  aber  dann  der  Tag, 
an  welchem  der  Moment  der  Quadratur  bei  270°  statthat. 
Ohne  Rücksicht  auf  alle  weiteren  Consequenzen,  die  mit  einer 
solchen  Annahme  verbunden  sind,  will  ich  vorläufig  diesen 
einzig  möglichen  widerspruchsfreien  Sinn  genannter  Worte  an- 
nehmen; aber  auch  hiemit  ist  es  unmöglich»  die  Stelle  auf  die 
Erscheinung  eines  Nebenmondes  (Term.  technic)  zu  beziehen. 

Zunächst  widerstreitet  dieser  Annahme  schon  das  Ge- 
bundensein  an  eine  bestimmte  Phase  (vergl.  Punkt  I),  da,  wie 
gezeigt,  die  Nebenmonde  nicht  an  eine  bestimmte  Phase  ge- 
bunden sein  können.  Aber  es  ist  auch  in  der  Stelle  selbst,  wie 
sie  in  der  Übersetzung  vorliegt,  nocii  ein  weiterer  Wider- 
spruch in  sich. 


'  Sc!ik  -cl,  1.  c.  p.  41. 
'  L.  c,  p.  41. 
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Angenommen,  aber  nicht  zugegeben,  dass  d  es  der  wirk- 
liche Sinn  der  chinesischen  Originalstelle  sei,  ist  nicht  abzu- 
sehen, warum  das  leLztc  V'ierlel  ^eoi^r.ctei  sein  sollte  als  das 
erste  \'icrLel,  nachdem  in  den  beiden  Quadraturen  die  Licht- 
stärke und  die  Phasengröße  des  Mondes  absolut  die  gleiche 
ist.  Ja  noch  mehr,  wenn  überhaupt  hier  ein  derartiger  Unter- 
schied plalzgrcifen  könnte,  dann  müsste  vor  allem  die  Ph.ase 
bei  der  Üpposilion  ider  Vollmond)  den  Vorrang  einnehmen, 
weil  bei  derselben  die  voiie  Mondscheibe  wirkt,  also  die  In- 
tensität des  Lichtes  ein  Maximum  ist.  Noch  weiter;  auch  das 
Vorhandensein  der  Eiskrystalle  kann  absolut  nicht  von  dem 
Laufe  des  Mondes  abhängen,  sondern  ist  durch  andere  zufällige 
atmosphärische  Verhältnisse  bedingt.  Aber  noch  mehr,  diese 
Phase  der  Quadratur  bei  270**  hätte,  selbst  wenn  die  Erschei- 
nung an  eine  bestimmte  Lichtphase  gebunden  wäre  —  was  sie 
aber  nicht  ist  —  viel  weniger  Wahrscheinlichkeit  für  sich  als 
jene  der  Quadratur  bei  90*  (erstes  Viertel),  und  zwar  aus 
folgenden  Gründen: 

Zur  Zeit  der  -Quadratur  90*  (erstes  Viertel)  geht  der  Mond 
zu  Mittag  auf  und  erreicht  seinen  höchsten  Stand  bei  Sonnen- 
untergang, die  Erscheinung  müsste  also  zwischen  Sonnen- 
untergang und  Mittemacht  im  Westen  gesehen  werden.  Zur 
Zeit  der  Quadratur  270*  (letztes  Viertel)  geht  der  Mond  erst 
um  Mitternacht  auf  und  erreicht  seinen  höchsten  Stand  bei 
Sonnenaufgang.  !)c;ui.aL  i  könnte  die  Ersciicmung  nur  zwischen 
Mitternaciu  und  Sonnenaufgang  und  im  Osten  beobaehiet 
werden.  Zu  dieser  Zeit  ptlci;!  man  aber  in  China  ebinso  wie  in 
Europa  der  Ruhe  und  ist  somit  der  M()glichkeit  benommen, 
während  dieser  Zeit  eine  derartige  Erscheinung  wahrzu- 
nehmen. 

Es  widerspricht  sonach  auch  diese  Stelle,  selbst  wie  sie 
übersetzt  vorliegt,  der  Annahme  eines  NebenmuiKfes  (Terminus 
tecbnicus).  Die  Übersetzung  an  sich  aber  kommt  mit  den  beiden 
folgenden  Stellen  in  Collision,  nämlich  mit: 

»Quand  je  sortis  de  ma  porte  pour  rejoindre  mes  amis 
intimes,  le  Ministre  du  Ciel  rapporta  (l'apparition  des)  Astres- 
de-vertu«  —  und 


SitBb.  d.  mathenu-tiAturw.  Ol.;  CX,  Bd.,  Abth.  II.  n. 
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•  Tckin  Tch'oung'KouHg  se  rendit  un  soir*  avec  ses  fils  et 
petit-ßls  dans  la  maison  de  Siun-Ui  afin  de  concilier  le  pere  et 
)e  fils.  En  ce  moment  des  etoiles-de-veitu  s'assemblerent  Le 
Grand  Annaliste  rapporta  ä  VEmpereur,  que  (cela  signiflait  que) 
des  sages  d*une  distance  de  500  Ii  (milles)  s'etaient  assembles«, 
wo  in  der  zweiten  Stelle  ausdrücklich  »abends«  gesagt  wird, 
was  der  Quadratur  270*  (dem  letztem  Viertel)  widerspricht 
Auch  die  erste  Stelle  weist  auf  diese  Tageszeit,  indem  es  in 
China  ebensowenig  Sitte  ist,  wie  bei  uns,  seine  Freunde  erst 
zwischen  Mitternacht  und  morgens  zu  empfangen,  sondern 
abends. 

Aber  auch  das  »seconder  la  lune«,  »supplcci  a  ia  Uihl-  der 
zuvor  anf^eführten  Stelle  widerstreitet  der  Anr.ahmc  eines 
Nebenmondes,  da  niemand,  der  die  Erscheinung  eines  Neben- 
mondes  j[;esehen,  wird  behaupten  kt>nnen,  da^.^  der  Nebenmond 
(Term.  technic.)  die  Leuchtkraft  des  eigentlichen  Mondes  unter- 
stütze. 

Ks  kann  also,  wegen  der  angeführten  Widersprüche  in 
sich  zwischen  den  einzelnen  Textstellen,  so  muss  weiter  ge- 
folgert werden,  in  den  Worten  »au  premicr  jour  de  la  dernier 
quartier  de  la  lune«  nicht  »der  einzige  und  allein  richtige  Sinn 
wiedergegeben  sein«,  sondern  es  müssen  andere  mögliche 
grammatische  Verhältnisse  hier  angenommen  werden. 

Dies  geht  klar  aus  der  Zeichnung  und  Beschreibung  des 
Sitfii^-i-/*»-sÄ«o  *  (Tables  et  descriptions  des  presages  Stranges) 
hervor,  welche  Schlegel  mit  folgenden  Worten  anführt: 

»Notons  enfin  que  le         ^f.  ,  ou  ..Tables  et 

descriptions  des  presages  ctranges"  publie  par  autorite  miperial, 
donne,  dans  sun  4'  Qiapitre,  lol.  18  recto,  la  ägure  ci  contre  du 
King-sing 

Lüne  paraselene 

avec  I'explication  suivanle: 

„Le  Kiu^ii-sin^  est  le  Teh-sing\  il  a  la  forme  d'un  croissant 
de  lune,  et  si  montre  au  premier  jour  du  dernier  quartier  de  la 

^  L.  c.  p.  41 ;  >un  äoir«  hübe  ich  unU:r.strichen. 


Digitized  by  Go 


Ti-sinjg  oder  Tugendgestirn.  627 

lune:  il  seconde  la  clart6  et  grandeur  de  la  lune  et  se  voit  au 

milieu  du  cid.  Qiiand  les  ordres  donncs  par  le  Maitre  des 
hommes  convienrieiiL  a  i'csprit  du  peuple,  clquc  les  ccrcmonies 
qu'il  pratique  et  la  musique  qu  li  tait  faire  sont  agreables  au 
Ciel,  il  appatait  ■ 

Hier  liegt  zun<ächst  dasselbe  vor  bezüglich  des  »ersten 
Ta^es  vom  letzten  X'iertcl  ".  Es  ist  nämlich  absolut  unmöglich, 
das-:  die  Krscheinung  wahrnehmbar  wird  "au  nnlieu  du  ciel«, 
wen  zu  dem  Momente,  wo  der  Mond  in  der  Mitte  des  Himmels 
steht,  die  Sonne  bereits  aufgegangen  ist,  so  dass  überhaupt 
keine  Erscheinung  wahrgenommen  werden  kann,  umsoweniger 
die  optisch  verhältnismäßig  schwache  Erscheinung  eines  Neben* 
mondes  (Term.  technic). 

Des  weiteren  weist  die  Zeichnung  auf  einen  ferneren 
Widerspruch  mit  dem  Texte.  China  gehört  nämlich  seiner  Lage 
nach  unzweifelhaft  der  nördlichen  Hemisphäre  an,  für  welche 
das  Sprichwort  gilt:  »Luna  mendax«.  Die  gezeichnete  Sichel 
zeigt  uns  augenfällig  die  Form  des  O  =  decrescens/abnehmend, 
also  müsste  der  Mond  zunehmend,  sonach  unmittelbar  nach 
der  Conjunction  und  vor  der  Quadratur  90*  (erstes  Viertel) 
sein  und  nicht  bei  der  Quadratur  270*  (letztes  Viertel),  weil 
dann  die  Sichel  verkehrt  stünde.^ 

Die  Zeichnung  widerspricht  aber  ferner  dem  WesBn  des 
Mebenmondes  (Terni.  technic).  da  nach  derselben  der  rtctive 
Mond  stets  auf  der  i^leicheii  Seite  des  wahren  Mondes  er- 
scheinen müsste,  was  dem  Wesen  eines  Nebenmondes  (Term. 
technic.)  widerstreitet,  wie  früher  gezeigt.  Hiezu  kummt  ferner, 
Jass  die  horizontalen  Nebennionde,  die  Maxima  der  Helligkeit 
in  den  Brechun,i;sstreifen,  zu  beiden  Seiten  des  Mondes  etwa 
in  der  Entfernuiig  von  4u  oder  sogar  92  Monddui  chmessern 
vorn  .Mondmitielpunkt  eniternt  erscheinen,  was  mit  der  Zeich- 
nung bei  der  bekannten  Genauigkeit  der  chinesischen  Auf- 
zeichnungen nicht  in  Einklang  zu  bringen. 

Somit  widerstreitet  auch  diese  Stelle,  abgesehen  von  dem 
tn  der  Übersetzung  vorliegenden  Widerspruche,  einer  Suppo- 

<  Hier  kann  in  der  Zeichnung  nur  die  Sichclgcstalt  als  der  wahre  Mond 
und  die  volle  Gestalt  als  Nebenmond  (Term.  technic.)  genonunen  werden,  wenn 
der  Mond  in  der  Quadratur  stehen  so]l,  wie  die  Obersctxung  besagt. 

42* 
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sition,  dass  es  sich  da  um  einen  Nebenmond  (Term.  technic.) 
handelt. 

Für  Jeden,  der  nicht  nur  mit  den  astronomischen  Verhält- 
nissen vollkomjnen  vertraut,  sondern  aucli  mit  dem  Wesen  der 
chinesischen  Sprache  und  ihren  Ki;^cnheiten  bekannt  ist  — 
eines  ohne  das  andere  genügt  nicht  —  konnte  es  auf  den  er^vLcii 
Blick  kaufn  zweifelhaft  sein,  um  welche  Erscheinung  es  sich 
handelt.  Den  deutlichsten  Aufschkiss  i;ibt  darüber  auch  nach 
der  vorliei^enden  Übersetzung  tilgende  Sieüe: 

»Au  premier  mois  du  printemps  de  la  deuxieme  annee  de 
(l'epoque)  Tai~fsing  des  Liang  (A.  D.  548),  au  jour  Konei-sze 
de  la  nouveile  lune,*  deux  luns,  proches  l'une  de  l'autre 
(siang-tching)  comme  des  crochets  (r=  croissants)  se  montraient 
ä  l'occident«. 

Hier  liegt  es  zur  Evidenz  klar,  dass  in  diesem  Citate 
unter  Neumondstag  der  Tag  der  ersten  Sichtbarkeit  der 
Sichel  und  nicht  der  Tag  der  Conjunction  zu  verstehen  ist.  an 
dem  überhaupt  gar  nichts  zu  sehen,  sowie  dass  es  sich  hier 
unter  keiner  Bedingung  um  Nebenmonde  (Terminus  technicus) 
handeln  könne,  weit  an  diesem  Tage  überhaupt  keiner  möglich 
ist;  ferner,  dass  die  Zeichnung  im  Siang-i-Vu-shuo  die  Verhält- 
nisse  vollkommen  correct  wiedergibt  und  dass  daher  die  der 
Übersetzung  zugrunde  gelegten  grammatischen  Verhältnisse 
nicht  auf  den  richtigen  Sinn  führten,  der  ledip^iich  mit  Hilfe  der 
entsprechenden  Saclikenntnib  zu  gewinnen  war,  dass  daher 
anders  übersetzt  werden  müsse. 

Die  darauf  bezügliche  Discussion  soll  nunmehr  gemacht 
werden. 

Bezüglich  der  Übersetzung  j^enii^t  es,  über  die  Haupt - 
stelle,  von  der  alle  andere  -en  'miix-n  die  sachliche  Uis- 

cussion  anzustellen.  Es  ist  jene  aus  de!n  Siang-i-fu-schn. 

Ich  sagte,  dass  nur  sachliche  Gründe  auf  den  richtigen 
Sinn  führen  können,  und  zwar  deshalb,  weil  im  Chinesischen 
alle  derartigen  Marken  fehlen,  welche  bei  uns  durch  die  Formen 

1  Schlegel,  I.  c.  p.  40.  »L«  nouveile  lune«  Uefi  ich  unterstreichen;  ob 
die  übcrseuung  von  »iskeug yüek*  hier  als  »premier  mots*  möglich  oder  nicht, 
darüber  später. 
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gegeben.  Stehen  zwei  Schriftcharaktere  nebeneinander,  deren 

Bedeutungen  Begriffe  betreffen,  welche  bei  uns  durch  Nomina 

ausgedrückt  werden,  so  deutet  nichts  im  chinesischem  Sat/e 
darauf,  ob  diese  zwei  SchriÜzeichen  in  einem  solchen  Verhält- 
nisse stehen,  Uas  wir  durch  einen  Genetiv  wiedergeben,  oder  in 
einem  solchen,  das  wir  durch  da?  Attribut  wiedergeben,  es 
findet  sich  kein  Merkzeichen,  ob  es  ledighch  Coordination  oder 
Disjunction  ist  oder  schließlich  gar  ein  Satz  mit  einem  Nomen 
als  Prädicat. 

Dieser  Fall  trifft  eben  die  fragliche  Stelle.  G.  Schlegel 
nahm  nun  von  den  vier  möglichen  F'ällen,  nämlich  Genetiv- 
verhältr.is.  Attribut,  Coordination  oder  Disjunction,  Satz  an, 
dass  zwischen  den  beiden  Worten  ein  Genetivverhältnis  ob« 
walte  und  musste  so  zur  Übersetzung  >au  premierjour  du 
dernier  quartier  de  la  lune«  kommen.  Dass  dies  aus  sach- 
lichen Gründen  nicht  möglich  sei,  weil  bei  den  Quadraturen 
nicht  von  einem  ersten  Tage  gesprochen  werden  könne, 
lehn  uns  nur  die  Astronomie. 

Es  verhält  sich  damit  etwa  so  wie  mit  dem  isoliert  hin- 
gestellten mathematischen  Ausdrucke 

=  aäx\ 

bei  dem  man,  isoliert  wie  er  steht,  auch  nicht  angeben  kann, 
ob  hier  d^y  und  somit  dx^  als  DifTerentiale  aufzufassen  sind 
oder,  ob  die  Gleichung  nur  als  gewöhnliche  Gleichung  zu  gelten 
bat,  welche  auch  in  der  Form 


dy  -ZI  ax* 

geschrieben  werden  dürfte.  So  wie  hier  müssen  eben  auch  im 
Chinesischen  sachliche  Gründe  entscheiden. 

Die  fragliche  Stelle  nun  soweit  sie  hier  in  Betracht  kommt, 

lau.e,:   f  ^  |g  ,t  Kl'  4^  fl  .  4  U 

Betreffend  die  Worte  ^  und  ist  zunächst  zu  be- 
merken: 
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Dass  nach  dem  Wörterbuche  Shuo-wen:  »Aoes«  den  Mond 
bedeutet,  wenn  er  ausgeschöpft  ist,^  das  will  sagen,  wenn  er 
erloschen  ist  Man  ersieht  dies  aus  dem  weiteren  Citat  im 
Wörterbuche  Kang-hi  unter  dem  Titel  »Worterklärung*,  wo  es 

heißt:  (das  Wort)  »Hoci  (beim  Monde)  kommt  von  hoei  (Asche); 
denn  erlisclu  d.a,  Feuer,  so  gibt  es  (dunkle)  Asche,  ist  die 
Helligkeit  des  Mondes  etschuptt,  so  gleicht  er  ihr  (der  Ascl^e)-. 
brunrbedcuict  hoci  den  Iciztcn  Tag  des  Monates,  wo  von  dem 
Monde  nichts  mehr  zu  sehen  ist.* 

Von  ^Jj  So  jedoch  heißt  es  im  Shuo-wen:  »So  ist  der  erste 

Tag  des  Monates,  wo  der  Mond  wieder  aufzuleben  beginnt«.' 
Im  Pc-hU'tung  heißt  es:  »Der  Nairje  So  (Neumond)  rührt  von  Sü 
(=  wieder  lebendig  werden)  her;  die  Helligkeit  war  erloschen 
und  beginnt  wieder  aufzuleben,  daher  der  Name  So*.  An  einem 

anderen  Orte  wird  gesagt:  ^I)er  Anfangstag  des  Monates  wird 
5o-Tag  genannt'.^  Man  sieht  aus  d;c.->en  Citaten  dculli^li,  Jas"^ 
So  unic:  allen  Umstünden  den  ersten  1  ag  des  Monates  bedcuict, 
der  in  früheren  Zeiten  mit  dem  ersten  Sichtbarwerden  der 
Mondessichel  identisch  war,  später  aber  mit  dem  Tage  identi- 
ficierl  wurde,  an  welchem  die  Conjunction  von  Sonne  und 
Mond  eintrat,  i.  e.  also.  So  bedeutet  den  -Neun)ond*^  als 
»neuen  Mond*  aufgelasst. 

Die  Mondesviertel  hingegen  werden  mit  kÜH  bezeich- 
net, und  zwar  das  eiste  Viertel  mit  _|-        ,  das  letzte  mit 

■  n  ±.  fi  t  ^  n    0^  M  -dl.  'A 

*  Vergleiche  da»  oben  über  Neumond  etc.  Gesagte. 
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7;         wie  auch  Wells-Will  iams  im  »Syllabic  Dictionary« 

(p.  197)  angibt:        the  moon  in  her  quarters  on  the  8^''  and 

23*  days;  a  crescent;  Vollmond  ist         tväng  —  the  moon  in 

Opposition,  the  fitteenth  day  or  füll  of  the  moon  (VVells-VVill., 
p.  1045). 

Hoei'SO  bedeutet  demnach  sachlich  nichts  anderes  als 
•letzter  oder  erster  Tag«  des  Monates,  ist  demnach  als  Coordi- 
nation  und  nicht  als  Genetivverhältnis  grammatisch  aufzufassen. 
Und  es  ist  deshalb  statt  *»am  ersten  Tage  des  letzten  Viertels« 
zu  übersetzen:  >am  letzten  oder  ersten  Tage  des  Monates«, 
das  will  sagen  kurz  vor  oder  nach  der.Conjunction,  oder  mit 
anderen  Worten  um  die  Zeit  des  Neumondes,  weil  in  der 
früheren  Zeit  hoei  meist  den  Tag  der  Conjunction  ani^ab.  so 
duss  die  Sonneiälinsiern:^:^^  an  vlieseni.  dein  'eiztc;;  Tai^c  Jos 
Monates  eintraten  und  nicht  an  dem  folgenden,  sn,  -  Neumond  < 
genannten,  dem  ersten  des  Monaies,  \\  eil  nicht  der  HegrilT  der 
Conjunction  ursprünglich  mit  so  verbimden  war,  gerade  so 
wenig  wie  bei  uns  mit  dem  Worte  Neumond. 

Aus  sachlichen  Gründen  auch  kann   iJ^J  hier  nicht 

mit -se  voit  au  milieu  du  ciel«  übersetzt  werden.         l|l  heißt 

allerdings  »in  emptiness,  Space,  the  sky;  ahumming  top«.^  Hier 
ist  aber  die  Redewendung  invertiert  und  lautet  nicht  K'nng' 
tschnng  =  Himmelmitte,  sondern  ist  ischnng-k'tmg  mit  dem 
Kiü-scking  zu  lesen  =  in  die  Höhlung  treffen,  d.  h.  das  Te-siug 
(=  Tugend gestirn)  trifft  in  die  Höhlung  der  schmalen  Sichel 
des  eigentlichen  .Mondes. 

Demn.ich  nni>s  aus  sachlichen  Gründen,  die  mit  den 
Sprachgesetzen  d.cs  Chinesischen  voUkomnien  im  Einklänge 
J>ind,  übersetzt  werden: 

•Das  King-siitg  ist  das  Tc  siug;  es  erschenit  wie  ein  Halb- 
niond,  entsteht  am  letzten  oder  ersten  Tage  des  Monates  (d.  i. 
um  die  Zeit  des  Neumondes),  unterstützt  den  Mond,  indem  es 


*  Gl  los,  Chincse-English-Dictioiuiry,  p.  Wcllb- Will  iams,  Sylia- 
Wc  Dictionary,  p.  464. 
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ihn  hell  und  groß  macht,^  weil  es  in  der  Mitte  der  Höhlung  (der 
schmalen,  glänzenden  Mondsichel)  steht«. 

Und  durch  diese  Obersetzung,  die  auf  Grund  der  Sprach- 
gesetze und  aus  sachlichen  Betrachtungen  hervorgegangen, 
stehen  die  betreffenden  Stellen  nunmehr  alle  im  richtigen 
Einklang  ohne  den  geringsten  Widerspruch  in  sich  und 
unter  sich. 

Es  ist  demnach  unter  Kiiig-sin^  <>dcr  Te-stug  jene  Kr- 
schcinun^  zu  \  erstehen,  wo  der  Mond  uns  als  sehr  bchnialc 
Sichel  erscheint  und  der  sonst  dunkle  Theil  der  scheinbaren 
Munuschcibe  durch  das  von  der  Eruc  rcllectierte  Sonnenlicht 
besonders  auffällig  sichtbar  wird,-  etwa  wie  eine  totale  Sonnen- 
finsternis. 

Hier  könnte  nun  vom  Standpunkte  des  Philologen  der 
Einwand  gemaclit  werden:  Diese  Erscheinung  müssteja  dann 
nacii  jeder  ('onjunction,  also  alle  Mondmonate  eintreten,  und 
könnte  sonach  nicht  auf  die  Geburt  eines  hervorragenden 
Mannes  deuten;  denn  nicht  alle  Monate  erblickt  ein  Hero  das 
Licht  der  Welt. 

Der  Einwand  scheint  auf  den  ersten  Blick  berechtigt  zu 
sein,  aber  auch  nur  auf  den  ersten  Blick.  Es  ist  allerdings  hier 
die  Zeit  in  der  Nähe  der  Conjunction  von  Sonne  und  Mond, 
welche  thatsächlich  alle  Monate  eintritt,  eine  nothwendige 
Bedingung,  ob  sie  aber  auch  die  hinreichende  Bedingung 
ist,  steht  noch  keineswegs  fest  Hier  könnten  ja  z.  B.  ähnliche 
Verhältnisse  obwalten  wie  bei  den  Sonnenfinsternissen, 
für  welche  die  Conjunction  von  Sonne  und  Mond  die  noth' 
wendige  Bedingung  ist,  und  trotzdem  lindet,  wie  jedermann 
weiß,  nicht  jeden  Monat,  sondern  verhältnismäßig  selten 
eine  Sonnentinstcrnis  für  einen  besti  mniten  Ort  statt.  Eür 
Sonnentinsternisse  ist  eben  die  Conjunction  allerdings  die 
nothwendige,  aber  niciii  die  hinreichende  Bedingung,  es 
wird  hiezu  noch  erfordert,  dass  im  Moment  der  Conjunction 
Sonne  und  Mund  in  der  Isähe  der  Mondknoten  stehen,  erst 

1  Lit.  bewirkt  die  Helligkeit  und  Gröfle. 

<  Ich  vermeide  mit  Absicht  hier  den  üblichen  Terminus  technicus,  weil 

mich  die  praktische  Erfahriing  gelehrt,  dass  die  Anwendung  demselben  aufierhalb 
der  Fachkreise  leicht  Missverstandnisse  veranlasst. 
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hiemit  sind  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
gegeben. 

Demnach  stellt  sich  hiemit  für  die  weitere  Untersuchung 
die  Frage:  Unter  welchen  Bedingungen  kann  der  Fall  eintreten, 
dass  durch  das  von  der  Erde  reßectierte  Sonnenlicht  der  sonst 
unbeleuchtete  und  uns  zugewandte  Theil  der  Mondscheibe 
lür  das  freie  Auge  in  auffälliger  Weise  sichtbar  werden 
kann? 

Die  Beantwortung  der  Frage  hängt  von  der  Betrachtung 
zweier  wesentlicher  Punkte  ab,  welche  den  Haupteinfluss  hier 
ausüben,  nämlich; 

d)  des  Zustandes  der  Atmosphäre  und  deren  Einfluss  auf 
den  Lichlbirahl; 

b)  der  Stellung  von  Erde,  Sonne  und  Mond. 

Bekanntlich  wird  durch  die  die  Erde  umgebenden  Luft- 
schichten ein  Theil  der  Lichtstrahlen,  welche  von  auswärts 
gegen  die  Erdoberfläche  hin  sich  bewegen,  ausgelöscht  und 
gelangt  nie  in  das  Auge  des  Beobachters.  Diese  Extinction 
und  daher  Schwächung  der  Lichtintensität  hängt  ab  von  der 
Länge  des  Weges,  den  der  Lichtstrahl  in  der  Luft  zurück- 
legen muss;  außerdem  werden  auch  Luftdruck,  Feuchtig- 
keitsgehalt und  Temperatur  der  Luft  Änderungen  in  der 
Absorption  hervorrufen.  Die  Erfahrung  aus  den  Beobachtungen 
lehrt,  dass  bei  hohen  Barometerständen  und  trockener  Luft  die 
Absorption  der  Lichtstrahlen  in  der  Atmosphäre  eine  geringere 
ist,  als  bei  niederen  Barometerständen  und  größerer  Feuchtigkeit. 
Mit  anderen  Worten:  je  klarer  und  reiner  uns  der  Himmel 
erscheint,  desto  geringer  ist  die  Absorption  der  Licht- 
strahlen in  der  Atmosphäre;  sie  wird  also  am  geringsten  bei 
ganz  klarem  Himmel  und  wir  erhalten  dann  das  Maximum  der 
Intensität  des  Lichtes  von  einer  auswärtigen  LiciUqucllc  unter 
sonst  glcicfien  Verhältnissen. 

Für  unsere  Frage  ist  dieses  Factum  aber  außerordentlich 
wichtig  wegen  des  Weges,  den  das  Licht  zu  durchlaufen  hat, 
welches  uns  die  vom  Sonnenhcht  unbeleuchtete  Alondscheibe 
sichtbar  macht. 

Die  von  der  Sonne  auf  die  Erde  gelangenden  Lichtstrahlen 
passieren  zunächst  einmal  die  Atmosphäre  und  verlieren 
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hiedurch  entsprechend  dem  AbsorpUonscoefIficienten  für  einen 
bestimmten  Zustand  der  Atmosphäre  an  Intensität,  so  dass, 
wann  J  die  ursprüngliche  Intensität  war,  die  «ur  Erde  gelan* 
gende  Intensität 

ist,  wenn  a  den  Absorptionscoeflticienten  bedeutet.  Würde  nun 
das  Licht  an  der  Erdoberfläche  nach  der  diffusen  Reflection  ^ 
mit  derselben  Intensität  i  gegen  den  Mond  sich  bew  egen,  so 
würde  es  den  gleichen  Verlust  bei  seinem  l')urchg.'ing  durch 

J  e  Alm« isi  hä: c  erleiden  und  mit  der  Inlonsitäl  /,  —  a) 

aul'  dun  Mund  ucllen.  Von  dort  zurückgeworfen,  hat  es  abermals 
den  Weg  durch  die  Atniospli.iic  zurückzulegen  und  verliert 
wieder  gleich  viel,  so  dass.  schließlich  mit  einer  Intensität  /j, 
zur  Rrde  gelangt,  die  durch  die  Rxtcii^ion  der  Atniosphiire  allein 
bei  dieser  dreimaligen  Rinbiiüe  nur  mehr  \^  ~  Jt  1  —  'i>^  ist. 

Je  gröLier  also  a  ist,  je  mehr  demnach  bei  einem  einmaligen 
Durchgange  durch  die  Atmosphäre  verloren  geht,  desto  mehr 
nähert  sich  die  von  dem  Mond  zurücklangende  Intensität  der 
Null,  und  zwar  umsomehr,  als  die  Schwächung  der  dritten 
Potenz  proportional  ist.  Es  l<ann  demnach  schon  bei  für  andere 
LichtqueUen  noch  passablen  Exttnctionsverhältnissen,  für  das 
von  dem  Mond  zurückgeworfene  Erdlicht  infolge  der  drei- 
maligen Extinction  die  Intensität  so  gering  werden,  dass  die 
anlangenden  Lichtstrahlen  keinen  merkbaren  Eindruck  auf  das 
Auge  machen»  geschweige  denn  eine  auffallende  Erscheinung 
hervorrufen  könnten. 

1.  Demnach  ist  die  eine  Bedingung:  vollständig  klarer 
und  reiner  Himmmel;  das  ist  die  durch  die  rein  atmo- 
sphärischen Verhättnisse  sich  ergebende  Bedingimg. 

Die  Intensität  ist  aber  ferner  noch  abhängig  mit  Rück- 
sicht auf  den  Weg  von  der  Zeiiithdistanz  des  Mondes,  der.n  die 
Helligkeit  nimmt  mit  wachsender  Zenithdistanz  ab.  Je  kleiner 
also  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  die  Zenithdistanz  des 
Mondes  ist,  oder  was  dasselbe,  je  größer  die  Höhe  des  Mondes, 
desto  heller  wird  uns  das  Licht  erscheinen.  Hieraus  ergibt  sich 

1  Wo  demnach  kein  virtuelles  Bild  entstehen  kann. 
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2.  die  weitere  Bedingung:  möglichst  große  Höhe  des 
Mondes  über  dem  Horizont. 

Femer  hängt  die  Intensität  ab  von  dem  incidenz«  und 
Emissionswinkel  und  dem  sogenannten  Phasen  Winkel»  wie 
man  aus  den  Untersuchungen  von  Lambert,  Seeliger  etc. 
wei0.  Der  Incidenz-  und  Emissionswinkel,  sowie  der  Phasen- 
winkel kommt  in  doppelter  Weise  in  Betracht,  einmal  bei  dem 
Auffallen  der  Sonnenstrahlen  auf  die  Erde  und  der  diffusen 
Reflexion  an  derselben,  das  zweitemal  beim  Auffallen  des  Erd- 
lichtes  auf  den  vom  Sonnenlicht  unbeleuchteten  Tlieil  der 
Mondscheibe.  Incidenz-  und  K»nisNiun.svvmkel  hängen  aber  innig 
zusammen  mit  dem  Phasenwiiikel  und  dieser  wieder  in  unserem 
Falle  mit  dem  W  inkel  an  der  Erde,  den  die  Richtungen  nach 
Sonne  und  Mond  bilden. 

Wäre  die  Erde  eine  Ebene,  so  würde  die  Intensität  der 
von  der  Erde  auf  den  Mond  ausfallenden  Strahlen  direct  dem 
Cosinus  des  Winkels  an  der  Erde  proportional,  sein,  da  dem 
aber  nicht  so  ist,  so  muss  sie  eine  Function  dieses  Winkels 
sein,  die  ihr  Maximum  erreicht,  wenn  der  Cosinus  ebenfalls 
sein  Maximum  erreicht.  Dies  ergibt  sich  auch,  ob  man  die 
Formel  nach  Euler,  Lambert  und  anderen  anwendet,  oder 
sich  der  Näherungsformel  bedient: 

,  .  I       sin-  Ir  rt.  \ 
r  (y  —  1  )^  j                 '  flt  ( 

Helligkeit  =  — ^  1   -  log  iiat  cotg  —  !, 

l       cos-  —  a  / 

wo  a  den  Phasenwinkel,  also  den  Winkel  an  der  Sonne  be- 
deutet. Hier  tritt  auch  für  das  Minimum  von  a  das  Maximum 
der  Helligkeit  ein.  Wir  erhalten  sonach  als  dritte  Bedingung: 

3.  Der  Phasen  winket  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  der  Erde  nach  dem 
Monde  und  der  Sonne  muss,  unter  sonst  gleichen  Verhält- 
nissen, um  die  grö0te  Wirkung  des  vom  Monde  zurück- 
geworfenen Erdlichtes  zu  erhalten,  ein  Minimum  sein.  Auch 
die  Stellunjj;  der  Sonne  gegen  den  Horizont  hat  eine  Bedeutung 
und  einen  Einfluss  auf  die  Intensitki.  niii  der  das  vom  Monde 
^luruckgeworlene  Erdlicht  in  unser  Auge  gelangt.  Die  Ursache 
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hiefür  Hegt  in  der  Reflexion  und  Diffusion  des  Lichtes  inner- 
halb der  Atmosphäre.  Bei  vollkommener  Durchsichtigkeit  der 
Atmosphäre  nämlich  wäre  jede  Reflexion  durch  dieselbe  aus- 
geschlossen und  das  Himmelsgewölbe  mQsste  uns  also,  selbst 
wenn  die  Sonne  über  dem  Horizonte»  schwarz  erscheinen»  ja 
dort,  wo  die  Sonne  nicht  unmittelbar  hinscheint,  mttsste  voll« 
kommene  Finsternis  herrschen.  Die  Reflexion  des  Lichtes  in 
der  Atmosphäre  ist  aber  so  stark,  dass  bei  Tage,  wenn  die 
Sonne  sonach  über  dem  Horizonte  steht,  das  ganze  Himmels- 
gewölbe mehr  oder  vvenmor  lebhaft  ciicuchlct  erscheint,  so 
dass  die  Sterne  vur  uiebein  gleichnialji^en  Glänze  erbleichen 
und  dem  freien  Auge  unsichtbar  sind;  ja  selbst  durch  das 
l  icht  des  Mondes  erscheint  das  Himmelsgewölbe  so  stark 
erhellt,  dass  zur  Zeit  des  Voriinoiuies  nur  nuch  vlie  helleren 
Sterne  sichtbar  bleiben.  V'erm«)Lj;o  dicsci  KV  tlexion  und  Diffusion 
des  Lichte--  in  der  Atiiii)->ph;irc  cnl>tohl  die  Dämmerung,  und 
sie  ist  der  Grund,  dass  man  tür  die  heliakischen  Auf-  und 
Untergänge  und  die  verwandten  Erscheinungen  auf  den 
Sehungsbogen  Rücksicht  nehmen  muss,  d.  h.  auf  jenen  Stand 
der  Sonne  unter  dem  Horizonte,  wo  das  durch  dieselbe  in 
der  Atmosphäre  erzeugte  diffuse  Licht  an  der  Stelle  des  Stern« 
aufganges  nicht  mehr  die  Gegend  dortselbst  derart  beeinflusst, 
dass  der  Stern  unsichtbar  wäre. 

Da  nun,  wie  sich  aus  dem  Früheren  ergibt,  das  vom 
Monde  rückgesandte  Erdlicht  ohnedem  schon  bedeutenden 
Schwächungen  unterworfen,  so  muss,  um  den  Einfluss  der 
Diffusion  und  Reflexion  des  Sonnenlichtes  darauf  hintan  zu 
halten,  die  Sonne,  analog  wie  bei  den  heliakischen  Aufgängen, 
eine  bestimmte  Stellung  unter  dem  Horizonte  haben,  welche 
sich  nur  praktisch  bestimmen  lässt.  Als  Anhaltspunkte  hiefür 
können  die  Stellungen  für  die  bürgerliche  ( — G°)  und  die 
astronomische  Dämmerung  ( — 18*),  sowie  der  Seluingsbogen 
für  Sterne  erster  Größe  ( — ^1 1  °)  dienen. 

Vermöge  dieser  Erscheinung  folgt  aber  weiter  auch  be- 
züLHich  des  Mondes,  dass  die  Phase  desselben  klein  sein 
inuss,  damit  durch  das  von  dem  Monde  roflectierte 
Sonnenlicht  nicht  in  der  Atmosphäre  eine  derartige  Dilfussion 
und  kellexion  des  Lichtes  erzeugt  wird,  welche  das  bedeutend 


Digitized  by  Go 


Tc-sing  oder  TugendgcsUrn.  637 

schwächere  von  dem  Monde  zurückgeworfene  Erdlicht  übertönt 
Wir  erhalten  also  als  vierte  Bedingung: 

4.  Eine  bestimmte,  praktisch  zu  bestimmende  Tiefe  der 
Sonne  unter  dem  Horizonte  und  möglichste  Kleinheit  der 
Mondphase,  jedoch  so» 

5.  dass  der  Mond  sichtbar  ist,  also  Ober  dem  Horizonte 
steht,  wie  früher  angegeben  (siehe  S.  635,  l^unkt  2)  und  die 
Sichel  des  Mondes  nicht  zu  schma!  ist. 

Hiemit  sind  aber  die  in »th\veiKii*^en  und  hinreichenden 
Bedingungen  gegeben,  damit  das  in  der  Nähe  der  Conjuncliun 
auf  den  Mond  fallende  und  von  diesem  zurückgeworfene  Erd- 
licht e-ne  dem  freien  Auge  auffallende  und  i;lanzende  Er- 
scheinung werde.  Und  damit  ist  auch  der  Angelpunkt  ;;egeben, 
durch  den  Calcül  die  günstigsten  Verhältnisse  für  alle  diese 
Bedingungen  aufzusuchen.  Dies  soll  nun  im  folgenden  ge- 
schehen. 

Die  Frage  hängt  also  wesentlich  von  der  Phase  des  Mondes 
und  in  weiterer  Folge  von  dem  Winkel  zwischen  den  Richtungen 
von  der  Erdoberfläche  nach  Sonne  und  Mond  ab. 

Bestimmung  der  Phase. 

Um  die  Phase  zu  bestimmen,  denke  man  sich  durch  den 
Beobachtungsort  auf  der  Erdoberfläche,  die  Mittelpunkte 
von  Sonne  und  Mond  eine  Ebene  gelegt.  In  dieser  Ebene  sei 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  die  als  Kreise  gedachten 
Schnitte  des  Sonnen-  und  Mondkörpers  gelegt.  Dieselbe  wird 
mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Mittelpunkte  einen  Winkel / 
einschließen,  welcher  als  Erzeugungswinkel  des  durch  den 
Mond  verursachten  Schattenkegels  zu  betrachten  ist  und  der 
impliclte  auch  die  Beleuchtungsgrenze  des  Mondkdrpers  durch 
die  Sonne  vermittelt. 

Sind  s'  und  s  die  in  Einheiten  des  Crdäquatorhalbmessers 
ausgedrückten  Halbmesser  von  Sonne  {s*)  und  Mond  (s)  und  p 
<lie  Entfernung  von  Mond  und  Sonnenmittelpunkt,  dann  ist 

s\nf  —  ,  . . .  1) 

P 

weil  die  beiden  Halbmesser  auf  der  gemeinschaftlichen 
'^'ingente  senkrecht  stehen. 
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Um  die  weiteren  Verhältnisse  zu  bestimmen,  denke  man 
sich  vom  Beobachtungsorte  aus  einen  Kegel  an  den  Mond- 
körper gelegt.  Nun  ist  aber  die  Gleichung  eines  geraden  Kegel  s, 
welcher  eine  Kugel  vom  Radius  5  berührt 

wenn  der  Coordinatenursprun.£;  im  Scheitel  des  Kegels  liegt, 
die  Z-Axe  mit  der  Kegelaxe  zusammenfällt  und  der  Abstand 

des  Kugelmiltelpunktes  vom  Coordinatcn Ursprünge  c  ist. 

Die  Gleichung  eines  schiefen  l\i ciskcgels,  dessen  Spitze 
im  Co<)rdinaLenüi>pi  unge  liegt  und  dessen  Üirectrixebene 
parullel  der  A'^'-Ebene  steht,  lautet 

wenn  die  Coordinaten  des  üirLXlrixmittclpunktes  x  zz  a^^y 
z  zz  r,  und  der  Halbmesser  der  Üirectrix  sind. 

Um  beide  Gleichungen  auf  einerlei  Coordinatensystem  zu 
beziehen,  werde  das  erste  Coordinatensystem  des  geraden 
Kegels  im  Betrage  des  Winkels  p  um  die  A'-Axe  gedreht,  so 
dass 

^  zr  ij  cos  />— C  sin  p 
s  =  t}  sin  /?-hC  cos  p 

ist.  üic  Luoidinaten  des  K'j£re!miuelpuiiktes  im  neuen  bystcm 
seien  t/,  C'.  weswegen  die  beduigungen 

0  =:  t/  cos  p—y!  sin  p 
c  ~  t/  sm  p  +  ^'  cos  p 

bestehen  müssen. 

Es  sind  demnach,  auf  dasselbe  Coordinatensystem  be- 
zogen, die  Gleichungen  der  beiden  Kegel 

für  den  geraden  Kegel,  und 
für  den  schiefen  Kegel. 
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Denkt  man  sich  nun  eine  Ebene  gelegt,  deren  Normale  c' 
mit  der  Coordinatciiaxe  der  C  den  Winkel  G  bildet  und  die 
senkrecht  aul  der   C-l^bene  steht,  so  ist 

sin  G  +  C  cos  G  =  c'  ...  2; 

die  Gleichung  derselben. 

Wird  nun  der  Winkel  x  eingeführt,  der  durch  die  folgenden 
Gleichungen 

r[  cos  X  =  ^'  I 

ij  =  rf  sin  (G — yj  =  c'  sec  /  sin  (G — y)  )  3) 
C  =  rj  cos  (G— x)  =    sec  x  cos  (G — x)  ' 

definiert  sei,  dann  Lccnügen  die  so  definierten  Werte  von  ijundC 
der  Gleichung  2)  für  die  Ebene. 

Soll  nun  diese  Ebene  die  beiden  Kegei  schneiden,  SO 
müssen  die  durch  die  Gleichungen  3)  bestimmten  Werte  vonijC 
auch  den  Gleichungen  der  beiden  Kegei  genügen  und  wir  be- 
kommen  dann  die  Gleichung  der  Schnittcurve  in  der  genannten 
Ebene,  wenn  wir  eine,  und  zwar  die  entsprechende  Coordinate 
eliminieren. 

Sei  nun 

=:  rj  cos  G — s  sin  /, 
c*  —  r, — ssin  Aj, 
s  ~     sin  Aj, 
5i  =  s  cos  /, 

wodurch  gesagt  ist,  dass  die  beiden  Kegelaxen  in  der  r^C- Ebene 
liegen  und  5i  eine  Sehne  des  Kreisschniltes  von  der  Kugel  mit 
dem  Radius  5  in  der  ijC-Ebene  ist.  \  stellt  dann  den  Winkel 
vor,  unter  welchem  der  Kugelhalbmesser  s  vom  Coordinaten- 
ursprunge  aus  gesehen  wird. 

Identißciert  man  nun  die  ijC- Ebene  mit  jener  Ebene,  welche, 
wie  oben  S.  19  angegeben,  durch  den  Beobachtungsort  auf 
der  Erdoberfläche,  die  Mittelpunkte  von  Sonne  und  Mond  gelegt 


rj  sin  G 

rj  cos  G 
0 

sin  G 
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wurde^  so  bedeutet  dann  die  Entfernung  des  Mondmittel- 
punktes vom  Beobachtungsorte»  5  den  Mondhalbmesser  in  Ein- 
heiten des  Erdäquatorhalbmessers,  Aj  dert  scheinbaren  Mond* 
halbmesser  im  WinkelmaB,  G  den  Winkel  am  Mondmittelpunkte, 
welchen  die  durch  die  Mittelpunkte  von  Sonne  und  Mond 
gezogene  Linie  mit  der  Entfernung  bildet,  und  5j  ist  der 
in  Kinheitcn  des  Erdäquators  ausgedrückte  Halbmesser  der 
Schaticiii;!cnzc  am  Monde,  wenn  der  ÖtTnun^sw  inkel  des 
Schattenkegels  wieder  durch  /  bezeichnet  wird.  5  sin  A,  ist 
diUin  die  Kntfernuni:  der  im  Punkte  c'  crnclueten  Ebene, 
wodurch  detinierl  ist,  da'---  Jic-c  I\bcnc  Jurcli  die  Berührungs- 
punkte jenes  geraden  Kegels  mit  dem  Munde  geht,  der  vom 
licol  achtungsorte  aus  an  denselben  t^elei^t  wird  und  uns  die 
scheinbare  Mondscheibe  defifuert.  Der  Halbmesser  derselben 
ist  somit  s  cos  A,  in  Einheiten  des  Erdäquatorhalbmessers. 

Durch  diese  Wahl  erhalten  wir  in  den  Schnittcurven  der 
beiden  Kegel  in  der  auf  im  Punkte  c'  senkrecht  errichteten 
Ebene  die  jeweilige  Größe  und  Figur  der  beleuchteten  Mond- 
scheibe oder  die  wechselnden  Formen  der  Mondsicheln  bis 
zur  Gestalt  des  Vollmondes. 

Die  Coordinaten,  welche  diese  Schnittcurven  in  der  ge- 
nannten Ebene  definieren,  sind  daher  x  und  1},  so  dass  C  zu 
eliminieren  ist.  Dass  die  Schnittcurve  des  geraden  Kreiskegets 
immer  ein  Kreis  sein  muss,  versteht  sich  von  selbst,  da  die 
Schnittebene  normal  zur  Axe  dieses  Kegels  liegt.  Die  Schnitt* 
curve  des  schiefen  Kegels  oder  der  Schattengrenze  jedoch 
bedarf  dieser  Untersuchung.  Eliminiert  man  C  und  stellt  die 
Bedingungen  auf.  welche  die  Gattung  des  Schnittes  bestimmen, 
so  ergibt  sich,  weil  der  Coetlicient  des  Productes  von  ttj  immer 
Null  ist,  dass  die  Schnitlciir\'e  der  SchattenL;i eii/.e  nie  eine 
Hyperbel  sein  kann,  sondern  eine  Ellipse  ist,  so  lange 

(r,  cos  G^s  sin — s  sin /)* — s*  cos*/ sin'G]  cos*  G 

von  Null  verschieden  ist;  eine  Parabel  wird,  wenn  dieser  Aus- 
druck den  Wert  Null  erhält. 

Der  AU'.diuck  m  der  eckigen  Klammer  kann  nie  Null 
weiden.  ^  eil  r,  etwa  60.  s  =  0*3  ist,  daher  bleiben  nur  cie 
beiden  Falle  über 
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rj  cos  G — s  sin/=  0 

oder 

cos  G  =  0, 

welche  sich  wegen  der  Kleinheit  von  5  =  0  27,/  etwa  lö'  und 
der' Größe  etwa  60  durch  die  Bedingung  ausdrücken  lassen, 
der  Schnitt  wird  eine  Parabel,  wenn  G  nahe  an  90*^  oder 
gleich  90*  wird,  d.  h.  also  zur  Zeit  der  Quadraturen. 

Substituiert  man  nun  die  Werte  der  Coordinaten  aus  den 
Gleichungen  3),  wodurch  gleichzeitig  der  Bedingung  der  Schnitt- 
curven  in  der  senkrechten  Ebene  genügt  wird,  so  kann  der 
Winkel  •/  innerhalb  gewisser  Grenzen  als  unabliiingig  Variable 
aufgefassi  werden.  Er  stellt  infolge  der  zuvor  festgesetzten 
Lage  des  Coordinatensystems  den  Winkel  zwischen  der  Ent- 
fernung: des  Mundmiitelpunktes  von  der  Erde  und  der  Linie 
dar,  welche  in  der  r^C-Ebenc  vom  Ursprünge  des  Coordinaten- 
systems zum  Fu6punkte  der  A^-Coordinate  auf  der  ijC-i'bene 
gezogen  wird. 

Die  Substitution  ergibt  nach  entsprechender  Zusammen* 
Ziehung  für  den  geraden  Kegel 

x^+rl  cos^  Aj  sec^  ^  1  ^^^^  i  ~ 

für  den  schiefen  Kegel,  wenn  wir  Xi  und  schreiben  zur 
Unterscheidung: 

(cos  G — sin  A|  sin  fy^l  _^ 
rjcos*  A,  sec*){j  cos*(G — Xi) 

(sin  Y-H  sin  A,  sin/sin  (G — v.))* 
4-  — ^  777^=^  7  =  sin«  Aj  cos«  /. 

COS^*  (Cr— Xl) 

Setzt  man  nun 

=     cos  A|  sec  x*4 

—  }\  cos  A,  sec  Xl  .4x  cos  Aj, 

so  erhält  man 


5*  =  sin^  Ai —  sin"*  x  | 

»-'^'"^^1  cosVcQs'^(G— X,)  — [sin  +  sin  A,  sin/sin  (G—/,)]^^  5) 
*  "  (cos  G — sin  Aj  sin/)« 

Silzb.  d  mAUicoi.-oatunr.  GL;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  43 
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Sollen  hier  für  4  und  t  celle  Werte  erhalten  vverUen,  dann 
muäs 

sin^     ^  sin*  }^ 
sin*  Ä|  cos*/  cos*  (G — x,)  ^  [sin  ^+sin  A|  sin  f  sin  (G — 

sein.  Die  Grenzen  von  x  und  Xi  bestimmen  sich  durch  die 
entsprechenden  Kegel. 

Für  den  größten  Abstand  der  beiden  Schnittcurven  von-^ 
einander^  also  die  größte  Breite  der  Sichel,  welche  in  der 
TjC-Ebene  und  in  der  Verticalebene  liegen  muss,  ist  die  Be- 
dingung 

e  =  o 

woraus  sich  ergibt 

sin  X  =  sin  A, 

sin  Aj  cos / cos  (G — Xi)  —      Xi  / sin  (G— x(). 

oder,  wenn  wir  diese  Werte  mit  x  bezeichnen 

X  =  Aj 
sinxj  =  sin  A^  cos 


was  sich  auch 


_  sin  Aj  cos  ifl'^f) 
^^"^^  ~~  1— sin  A,  sin 


r 


schreiben  lässt. 

Für  die  beiden  Durchschnitlspunklc  der  Schnittcui  ven  in 
der  V^erticalebeiic.  d.  h.  also  für  die  beiden  Hörnerspitzcii  muss 
X  =.      also  k  =  cos  A|4i  und  x  —  Xi  werden;  dies  ergibt; 

isin*'  Aj — sin^  xJ(^*^^  ^ — /)*  — 

—  cos*     [sin'-^  A,  cos-/ cos^  {ß-~l)^ 

—  {sin  x+sin  Aj  sin / sin  (G — x)t*]    .  •  •7a) 

Entwickelt  man  hierin  die  Functionen  von  G — x»  erhall 
man  zunächst: 
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sin*Aj(cos  G— sin     sin f  )*-\-s\ri^f  cos^  A^sin^  A^  — 
—  cos*  A,  sin*  Aj  cos*  G  =  sin*  xt(^^  G— sin  A|  sin /)■— 
—cos*  A|+2cos>  A,  sin*  A,  sin / cos  Gh- 

+Cüs2  \  s!iv^  A,  (sinä  G-cos»  G)|  -4- 

+2 sin  X  cos  x  cos*  Aj  sin  A,  sin  G(sin  A,  cos  G— sin /). 

Das  Glied  links  vom  Gleichheitszeichen  lässt  sich  schreiben: 

sin*  Aj  (cos  G— sin  A|  sin /)*+sin*/ cos*  A,  sin»  A^— 

—cos*  A|  sin*  Aj  cos*  G  =  sin*  A((sin  A  cos  G— sin  /)* 

Setzt  man  in  den  Coefficienten  von  sin"  x  vor- 
stehender Gleichung  resultierenden  Wert  von 

(cos  G— sin  sin 
tin,  so  wird  derselbe: 

(tiin  Aj  cos  G — sin /Y—cos^  Aj[cos2  G  sin^  A, — 

—2 sin  A|  sin/ cos  G+sin*/]+cos*  Aj  cos*  G+ 

+COS*     sin*  Ai  sin*  G— cos*  A, 

oder 

l^n  A  cos  G— sin /)«(!  — cos-  Ai)  +  cos- Aj  sin^  G  (sin^  Aj— 1). 

Es  wird  somit  die  obige  Bedingungsgleichung  7a>  für  x: 

sin*  Ai(sin  A^  cos  G— sin /)*  = 
=  sin*  X }  sin*  Ai(sin  A,  cos  G— sin/)*— cos*  A,  sin*  G]  + 
+2 sin  X  cos  x  cos*  Aj  sin  Aj  sin  G(sin  Aj  cos  G— sin/), 

die  sich  auf  die  Gestalt: 

[i>inAj(sin  Aj  cos  G — sin/;  cos  x— cos^  A^  sin  x  sin  G\'-  —  0...7) 
reduciert. 

Nennen  wir  also  den  den  Hörnerspitzen  entsprechenden 
Wert  von  x  analog  x^,  so  ist 

sin  Aj  (sin  A,  cos  sin/) 

tg%s  —  —  »  . . .  ö; 

cos*  A|  sin  G 

in  welchem  Ausdrucke  y.s  ebenso  wie  früher  %  und  stets 
kleiner  als  90*  oder  gleich  90**  zu  nehmen  ist  und  mit  dem 

43» 
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Vorzeichen,  das  der  Bruch  rechter  Hand  vom  Gleichheits- 
zeichen hat.  Die  Winkel  ^  und  -/t  müssen  zwischen  den 
Grenzen 

eingeschlossen  sein,  wenn  es  sich  um  die  beleuchtete  Sichel 
handelt. 

Bezieht  man  alles  auf  die  Sclmittcbcne,  in  welcher  der 
Ursprung  des  ebenen  Coordinalcnsystems  ir.  den  Mitteipunkt 
des  Kreisschnittes  vom  geraden  Kegel  gelegt  wird,  wobei  die 
Tj'-Coordinate  in  der  Ebene  liegen  soll,  die  durch  die  Mittel- 
punkte von  Sonne,  Mond  und  den  Beobachtungsort  geht,  die 
^'-Coordinate  darauf  senkrecht,  und  nennt  man  den  Radius 
vector  s't  den  Polarwtnket  und  zwar  von  der  positiven 
i^'.Coordinatenaxe  aus  gezählt,  dann  wird 

1)'  =  s'  cos  Ä 
i'  =  s'  sin  d. 

Ferner  ist  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Definitions- 
gieichungen 3,  4)  und  die  Bedeutung  des  Winkels  x 

iq'  z=  r[  sin  x  —    sec  x  sin  x  =  (f't—s  sin  Aj)  sec  x  sin  x 
Da  lerner  lür  den  geraden  Kegel 

=  5  COS  Aj 

ist,  so  wird  lüi  Jenselben  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 
*  —  r j  cos  Aj  sec  x%  und  s  zz:  r 

.    .   _  scosA, 
s  COS  A,  sm  ^  =    =  — r—T  sec 
'  sin  A, 

.              a         ^  COS«  A, 
S  cos  A,  cos  iJ-  =   : — 7— i  tg  Y. 

'  sm  Ä,  ^ 

Für  den  schielen  Kegel  erhallen  wir 

,      ^      s  cos^  A, 
s'  sin  i>.  =  — : — j—^  sec 
*       *       smAi  * 


,      ^      s  cos^  A.  ^ 
s[  COS     =  ■  ^.       ^  tg Xr 
*  sinAj 
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Drückt  man  alles  in  Einheiten  des  Halbmessers  vom 
Kreisschnitte  des  geraden  Kegels,  also  5  cos  aus  und  setzt 
daher 

s(=  ^.5C0S 

wodurch  dann  5^,  in  Einheiten  von  s  cos  ausgedrückt  er- 
scheint, dann  erhält  man  für  den  geraden  Kegel 

sm  9  =  - — V  * 
sm  Aj 

cosA, 

COSd  =  -T— r^tgY, 

sm  Aj 

Hir  den  schiefen  Kegel 

,  ^      cosA,  . 
susmd.  =  - — »-secvi^i 
^        ^      sin  \ 

cosA, 

cos      =  -T—  4   tg  Y. 

^        *  smA, 

Bestimmt  man  nun  x  und      so  dass 

wird,  dann  erhält  man  die  Breite  der  Sichel  in  der  Lage  des 
Radius  vectors  durch 

Sichelbreite  =  1  —  s^. 
Es  wird  so  einestheils 

'~tgx' 

anderntheils  muss,  damit   =    werde,  die  Bedingung  erlüüt  sein 


se 


-^5=  cosAj^^^e,.  ...9) 

T  *        CT  -S/  * 


Hiemit  findet  sich  die  größte  Sichelbreite,  wenn  wir  die 
Werte  für  X  und  ¥.^  einsetzen,  und  durch  diese  ein  Maß  für  die 

Phase,  nämlich 

F=  Phase  =  1— s,  =  1—        .  . .  10) 

■  tg  A, 
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Eine  bequemere  Form  für  y,  zur  Construction  der  Sichel 
lässt  sich  aufstellen,  wenn  man  auf  die  Mitteipunkt&gleichung 
der  Schnittellipse  übergeht. 

Hiezu  gelangt  man  leicht,  sofern  man  bedenkt,  dass  der 
Maximalwert  von  x^,  somit  auch  von  €i  sec  ^t«  den  Wert  der 
einen  Axe  des  Ellipsenschnittes  gibt.  Nennt  man  den  diesem 
Maximalwerte  zugehörigen  Wert  von  -/^  zur  Unterscheidung  v, 
dann  ist  selbstredend  unter  den  hier  vorhandenen  Verhältnissen 
die  zweite  Axe  durch  tg  )t,  —  ig  v  gegeben,  wo  x,  der  Winkel 
für  die  i^rößte  Breite  der  Phase  ist,  welcher  durch  Gleichung  »5) 
bestimniL  wurde.  Nennt  man  den  Maxniialvvcrt  von  sec  zr  a, 
dann  hat  man,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  5),  die  beiden 
Gleichungen: 

a'(cos  G— sin     sin /)*  r=  sin*  ^  cos*/ (cos  G-l-sin  G  tgv)*— 
— [tg  v(l — sin  Aj  sin / cos  G)-4-sin  A,  sin /sin  G]*    . .  1 1) 

o  —  sin*  Aj  cos'/(<^'>>^  ^r-+-sin  G  tg  x^)''— 

— [tg    (1  —  sin  A|  sin  /  cos  G)-i-sin  A|  sin  /sin  Gf 

durch  deren  Subtraction  sich  ergibt: 

a^(cos  G— sin     sin  /)*  = 

(tg  V— tg  *j)  {sin*  Aj  cos*/  sin  G  [2 cos  G+sin  G  (tg  Xj  -f>  tg  v)]— 
— (l  — sin  Aj  sin / cos  G)[(tg  v+tg  x^Xl— sin  A^  sin / cos  G)-i- 

+2 sin  Aj  sin / sin  G]! 

Differenziert  man  die  erste  der  Gleichungen  1 1),  um  das 
Maximum  zu  bestimmen,  nach  tg  v  und  setzt 

^a'(cos  G— sin  Aj  sin  /)*  _ 

so  ergibt  sich: 

0  =  2  sin"-*  Aj  cos*/(cos  G+sin  G  tg  v)  sin  G — 
— 2[tgy(l— sin  A,  sin/cos  C)+ 

-4-sin     sin / sin  G](l  —  sin     sin / cos  G). 

Eliminiert  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  aus  vorstehender 
tg  V,  hiebei  den  Wert  für  tgx^  berücksichtigend,  der  sich  aus 
Gleichung  6  ergibt,  und  setzt 

&  r=  tg  Xj  -  tg  V, 
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dann  erhält  man  nach  einigen  entsprechenden  und  leichten 
Keductionen 

-                    tg  X.  cos/  .    .        ^  ■ 

^  =   /ry  ,  ^rt  .    •    a  :~77^ — TTT    Sin  A.  COS /. 

cos(G+/)[l-i-stn  A,  sm(G— /)]  * 

^  tg       cos/  .     A  • 

COS  {G-k-f)  [1  -*-sin  A,  sin  (G-~/)J  i     ^  / 

oder  wenn  man 

tg  X,  cos/ 


c  = 


COS  (G+/)[l  -hsin  Aj  sin  (G— /)] 
setzt, 

«•  =  r-sin  A|  cos/, 

=  c*. (cos  G— sin  A^  sin /)•. 

Und  hiemit  wird  die  Mittelpunktsgleichung  des  Ellipsen- 
schnittes 

welche  Gleichung  unsere  Bedingungsgleichung  für  ^  •=.  \  um- 
formen lässt  in 

V  *       /     V  tg  /    cos  / 

und  mit  Rücksicht  auf 

r=  sin^  A^ — sin*  ^ 


in 


oder 


b      I    \  tgx  /  \cos*x      cos'  Ajy 


welche  durch  Versuche  leicht  den  einem  gegebenen  x  zuge- 
hörigen Wert  von  Xi  finden  lässt,  der  der  Bedingung 

genügt. 


üiQiiizüQ  by  Google 


648 


P.  Kühnen, 


Für  die  praktische  Rechnung  wird  man  sich  bei  der  Klein- 
heit von  und  manche  Abkürzungen  gestatten  dürfen,  auf 
die  ich  jedoch  vorläufig  nicht  eingehe. 

Bestimmung  des  Winkels  G. 

Die  nächste  Aufgabe  muss  nun  sein,  den  Winkel  G  zu 
bestimtnen,  von  dem  die  Phase  abhängt. 

Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  zuvörderst  vom  geocen- 
t  fischen  Coordinatensystem  der  Ekliptik  aus.  Seien  X,  ß,  r 

Län/;e,  Breite  und  Entfcnuing  des  Mondes  vom  Erdtnittcipunkt, 
letztere  Grö(3e  in  lunhciten  des  Erdaqualorhalbmessers,  so  sind 
die  rechtwinkeligen  geocentrischen  Eklipticaicoordinaten  des 
Mondes 

x^r  cos  p  cos  X 

y  =  r  cos    sin  X 
s  rr  r  sin  ß; 

für  die  Sonne  seien  die  analogen  Größen  X',  ff,  r*,  xf,  y,  so 
dass  man  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  Sonne  erhält, 
wenn  man  in  vorstehenden  Gleichungen  sämmtliche  Buch- 
staben mit  Accenten  versieht. 

Dreht  man  nun  das  Coordinatensystem  im  Betrage  des 
Winkels  /  um  die  Z-Axe,  so  dass 

x^-=.x  cos  l-k-y  sin  /  =  r  cos  ß  cos  (X — /), 
*        yx~y  cos  / — X  sin  /  =  r  cos  ß  sin  (X — /), 
z^'^zt  =  r  sin  ß 

wird;  hierauf  im  Betrage  des  Winkels  b  um  die  ^-Axe,  so  dass 

=    cos^+2}  sin^  =  rcosß cos^ cos(X — Q-hr sinß  sin^ | 

y^-y,  =rcosßsin(X-/)  ^  12) 

z^=zz^  cosb — afj  sin  ^  =  r  sin  ß  cos  b—r  cos  ß  sin  ^  cos  (X — l)  ^ 

ist,  so  kann  man  durch  schickliche  Wahl  von  /  und  b  jede 
gewünschte  Lage  erhalten. 

Die  Coordinaten  x^,  y^,      lassen  sich  auch  in  der  Form 

4f,  =  rcos^  j 

^,  =  rsin^sin5  '  13) 

%  :=  rsin/cos5  ) 
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dar:>;cllen,  worin  g  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  nach 
den  Punkten  X,  ß  und  /,  b  vom  Coordinatenursprung  aus  be- 
zeichnet, 5  den  Winkel,  welchen  die  durch  Xß  und  Ib  und  den 
Ursprung  gelegte  Ebene  mit  jener,  durch  die  Z-Axe  im  Co- 
ordinatensystem  das  Ekliptik  und  den  Punkt  gelegten  bildet, 
also  mit  anderen  Worten,  5  ist  der  Positionswinkel  des  durch 
die  Punkte  Xß  und  Ib  gelegten  gröfiten  Kreises  mit  dem 
Breitenkreise  durch  Uf. 

Bestimmt  man  /  und  b  einmal  so,  dass  im  Systeme 

X->,  =  0  I  14) 

ist,  wobei  p,  wie  früher,  die  Distanz  der  Mittelpunkte  von 
Sonne  und  Mond  bezeichnet,  so  sind  dies  die  nothwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  A^-Axe  der 
Verbindungslinie  von  Sonnen-  und  Mondmittelpunkt  parallel 

liegt.» 

Durch  diese  Wahl  liegen  dann  die  Punkte  Xß,  >/ß'  und  Ib 
in  einer  uikI  dcibeibcn  Ebene,  die  durch  den  Coordinaten- 
ursprung geht. 

Aus  den  Bedingung;:«gieichungen  14;  lolgt,  wenn  die  Werte 
aus  13)  substituiert  werden: 

f*  cos  g'—r  cos  g  =  Pf 

r'  sin  ^  sin    — r  sin  g  bin  6  —  0. 
r'  sin  ^  cos  sf — r  sin  g  cos  s  =  0, 

Woraus  in  erster  Linie 

tgsf  =  tgs, 

also 

s  —s  ^  0 

oder 

s^—s  =  180 


'  Man  erhält  dadurch  das  von  Hangen  in  seiner  Theorie  der  Sonnen- 
finsternisse angewendete  Coordinatensx-^lcni,  wobei  seiner  Bezeichnung  nach 
die  hier  gebrauchte  Gröüen  werden :  Z,  y»=s  P,  z»  =  Q. 
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Der  erste  Wert  gilt,  wenn  die  Richtung  nach  Ib  nicht 
zwischen  die  Richtungen  nach  Xß  und  X'ß'  fällt,  der  zweite, 
wenn  sie  zwischen  dieselben  fällt  Da  in  unserem  Falle  durch 
die  Wahl  die  Richtung  nach  ib  die  X^-Axe  gibt  und  diese 

parallel  sein  soll  zur  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  von 
Sonne  und  Mond,  so  können  incr  nur  uie  Bedingungen 


sin     —  r  Sin ^  J  15) 


\ 


gelten. 

\\  ähit  man  /,  b  so,  dass  das  neue  System  4ijC  den  Be- 
dingungen  genügt: 

%  =  0 

d.  h.  also,  dass  die  4-Axe  mit  der  Verbindungslinie  Sonne- 
Erdmittelpunkt  zusammenfällt  und  setzt  man 

5,  r=  r  cos  7 

r  sin  -jf  sin  9 
=  r  sin  Y  cos  a, 

dann  werden  die  Bedingungen 

/  =  X' 

und  hiemit  ergibt  sich: 

cos  7  =  sin  ß  sin  ^'-f-cos  ß  cos  ß'  cos  (X— X')  \ 
sin  f  sin  p  —  cos  ß  sin  (X — X')  >  16) 

sin  f  cos  <3     sin  ß  cos  p' — cos  ß  sin    cos  (X— X*)  ) 

Da  nun  7  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Richtungen 
rt*  ist,  so  muss  auch 
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sein,  d.  h.  mit  Rücksicht  auf  13) 

cos  Y  =  sin  ^  sin  ^  cos  (y— 5)+cos^  cos^, 

woraus  im  Hinblick  auf  5'-— 5  =:  0 

folgt 

Aus  den  Gleichungen  15),  16).  17)  ergeben  sich  noch  die 
Systeme: 


cos  ^  =  sin  ß  sin  &+cos  ß  cos  b  cos  (X — /) 
sin  ^  sin  5  =  cos  ß  sin  (X — /) 
sin  g  cos  5  =:  sin  ß  cos  b — cos  ß  sin  b  cos  (X~/) 

cos^  =  sin  ß'  sin  d+cos  ß'  cos  b  cos  (X' — l) 
sin  ^  sin  s  =  cos  ß'  sin  (X' — /) 

sin     cos  5  —  sin  ^'  cos  tf — cos    bin  b  cos  (X' — /) 

cos  (X'~/)  =:  cos  5  cos  o  +  sin  5  sin  a  cos^ 
cos  'p'  sin  (X' — l)  —  sin  s  sin  ^ 
sin  ß'  sin  (X' — /)  =  cos  5  sin  <s — sin  s  cos  o  cos  ^ 


sin  b  =  sin  ß'  cos  / — cos  ß'  sin  g'  cos  o 
cos  b  cos  s  =  sin  ß'  sin  ^+cos  ß'  cos  •y'  cos  o 

cos  ^  sin  5  =  cob    sin  a 

cos  d  cos  (X' — /)  r=  sin    cos  a  sin  ^4- cos  ß'  cos^' 
cos  b  sin  (X' — /)  —  sin  0  sin  g' 

sin  a  cos  ß'  r=  sin  5  cos  b 

sin  «  sin  ß'  =r  cos  5  sin  (X' — /)+stn  5  sin  b  cos  (X' — /) 
coso  =  cos  s  cos  (X'-—/)— sin  5  sin  sin  (X'— i) 

sin  ß  =  cos  f  sin  ß'+sin  7  cos  9  cos  ß' 

cos  ß  cos  (X' — X)  =  cos  Y  cos   — sin  y  cos  3  sin  y 
cos  ß  sin  (X' — X)  =  sin  y  sin  0, 


.  18) 
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die  sich  iibrigcns  auch  aus  der  Betrachtung  der  sphärischen 
Dreiecke,  und  zwar  zwischen  Eklipticalpol,  Sonne,  Punkt  der 
J^-Axe,  worin  die  Seiten 

90— ir,  90— ß',  / 
die  gegenüberliegenden  Winkel 

180— o,  5"— 5,  X'—/, 
und  zwischen  Eklipticalpol,  Sonne,  Mond  dessen  Seiten 

90— ß,  90— ß',  ^ 
und  gegenüberliegende  Winkel 

o,  — .  X— X' 

ableiten  lassen. 

Aus  den  Bedingungsgleichungen  15)  folgt  mit  Bezug 
auf  17) 

f'  sin  /  =  r  sin  (g'+y)  f'  sin  {g — y)  =  r  sin  ^ 

r'  cob/— r  cos  (/h-y)  =  p        ^  coi»       T) — ^  cosg  == 
woraus  sich  ergibt: 

sing'^l  —  -^cosy)  —  ^cos/sinY, 
sin  g  (cos  Y—  ^  j  =  cos  g  sin  y, 

cos^l^l  — -^cosYjH-^sin^sinY= 

cos^^cosY — +sin^sinY  =  -p-* 

Aus  diesen  Gleichungen  zwischen  ^  und  y  einestheils  und 
g  und  Y  andemtheils,^  erhält  man  durch  die  Substitution 


•  Substituiert  man  die  Werte  19)  in  die  fünfte  der  Gleichungen  18)  und 
beachtet  dabei  die  GIcichunKon  18),  so  findet  man  die  fols^cnden  Relationen, 
welche  Hansen  in  seiner  Theorie  der  Sonnenfinsternisse  angibt: 

p,  co.'j  b  sin  (/— =  -r  cos  ß  sin  (X — X') 
fH  cos  b  cos  (/—X')  —  r'  cos  ß'— r  cos  ß  cos  (X — X') 
p,  sin  b  —  r'  sin  y  —  rain  ß, 

von  denen  hier  jedoch  kein  weiterer  Gebrauch  gemacht  wird. 
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r 


—  H 


die  Formen 


sin  ^  (1 — u  cos  y)  —  n  cos  ^  sin  f 


sin  ^  (cos  *f — n)  =  cos  g  sin  x 
cos  ^(1  — n  cos         sin  ^  sin  y  =  -p- 

P 

cos^(cosY — «)"*"Sin^sin  Y  =  -t- 


>  19) 


und 


n  sin  Y 


sin  Y 


1 — »  cos  Y  ' 


cosY — «  ' 


cos^(l^iicosT)+**sinj'sinY  =  cos^(cosy — if)-hsin^sinY. 

Hiemit  lassen  sich  durch  die  Gleichungen  18)  /  und  h 
berechnen,  und  zwar  in  folgender  Weise.  Aus  16)  bestimmt  sich 
Tund  0^  aus  19)  /  und  aus  den  18,3)  fr  und  l-^V,  Hier  handelt 
es  sich  jedoch  auch  um  die  Bestimmung  von  5  und  die  sich 
durch  18,  1)  ergibt. 

Die  Größen  x^,  y.,.  z.^  beziehen  sich  auf  den  Erdmittelpunkt, 
der  in  der  Phase  erscheinende  Winkel  G  jedoch  auf  die  Kid- 
oberfläche,  somit  ist  noch  auf  diesen  Umstand  Kücksicht  zu 
nehmen. 

Seien  o,,  L,  B,  Entfernung,  Länge  und  Breite  des  Beob- 
achtungsortes, so  sind  nach  12)  die  Coordinaten  dieses  Punktes 
im  System  x^^z^^  nämlich  u^v^w^^  gegeben  durch: 

I»,  =     [sin  B  sin  ^^-h  cos  b  cos  B  cos  {L — 1)\  \ 
=    cos  B  sin  {L—T)  S  20) 

Wg  —     [s>in  ^  ^os  b — sin  b  cos  B  cos  (L — /)].  ) 

Hiemit  werden  die  auf  die  Erdoberfläche  {LB)  bezogenen 
Mondcoordinaten 
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und  lassen  sich,  wenn  man  analog  wie  früher  jetzt  die  Größen 
G  und  S  einführt  und  die  Entfernung  des  Mondes  vom  Punkte 
{LB)  rj  nennt,  schreiben: 


woraus  sich  der  bei  der  Phasenberechnung  erforderliche 
Winkel  G  bestimmt 
Da  in  20) 


der  Cosinus  des  Winkels  ist  zwischen  dem  geoeentrischen 
Zenith  und  dem  Punkte  Ibj  so  ist  dieser  Winkel  nur  um  GrOOen 

von  der  Ordnung  der  Erdabplattung  von  der  Zenithdistanz  des 

Punktes  Ib  verschieden.  Wir  setzen  deshalb 


Hierin  ist  nur  um  Grdfien  von  der  Ordnung  der  Ab- 
plattung  von  der  Höhe  des  Punktes  W  verschieden,  ist  der 
Neigungswinkel  der  durch  LB  und  Ih  gelegten  Ebene  gegen 
jene  durch  /,  b  und  die  Zj-Axe  gelegten,  somit  der  Positions- 
winkel des  durch  LB  und  Ib  gelegten  größten  Kreises  ge^en 
den  Breitckreis  am  Punkte  /,  b. 

Somit  also  wird 

cos  G  =  r  cos      f>,  sin  \ 
sin  G  sin6' rsin^sin^— CüsÄj  sin^i  >  22) 

r,  sin  G  cos  S  =  r  sin  /  cos  s — cos    cos  ' 

und  weiter 

sin  Ä,  =:  sin  b  sin  5+cos  b  cos  B  cos  {L—l)  \ 


r|  cos  G 
r,  sin  G  sin  5 

t\  sin  G  cos  ^' 


21) 


sin  b  sin  5+ cos  b  cos  B  cos  (L~-l) 


=  p,  sin  Aj, 

=  p»,  cos  sin  ^j, 
—  ,'>j  cos  h  cos  . 


Cos  /ij  sin  q^ 
cos  Äj  cos 


cos  Z?  sin  (L~-l) 

cos  ^  sin      sin  b  cos  B  cos  {L-^l) 
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Setzt  man  analog  für  den  Mond 

sin  Ä  =  sin  ß  sin  B+cos  ß  cos  B  cos  (L 
cos  A  sin  ^  =  cos  B  sin  (I»— X) 

cos  h  cos  ^  =  cos  ß  sin  .5— sin  ß  cos  B  cos  (L 

unü  lür  die  Sonne 

sin  H  =  sin  ß'  sin  B+cos  ß'  cos  B  cos 
cos  //  sin  i\r  =  cos  B  sin  (L— XO 
cos    cos  ^  =:  sin  B  cos  ß'—cos  B  sin  ß'  cos  { 

so  sind  auch  k  und  /f  nur  um  Gröfien  von  der  Ordnung  der 
Abplattung  von  den  Höhen  von  Sonne  und  Mond  verschieden. 

Es  ist  also  (90—//)  der  Winkel  zwischen  den  Leitstrahlen  r 
u::d  Demnach  lolgt,  weil  t\  der  Leitslraiil  von  LB  nach  Äß 
ist,  aus  dem  von  den  drei  Seiten  r,  p,     gebildeten  Dreieck 

rj  =  r^H-pJ— 2rpi  sin  k, 
anderentheils  aus  22) 

rl  —  r*-4-pJ— 2rp,  j  cos  g  sin  A,  -hsin^  cos  Aj  cos  (^|— 5)  j , 
somit  resultiert 

sin  A  =  sin  A|  cos  ^+  si  n  ^  cos    cos  ( ^ j  — 5) .     ...  25) 

Analog  muss  deshalb  mit  entsprechender  Buchstaben- 
vertauschung  auch 

sin  H  =  sinÄj  cos^'-hsin^'  cos  Aj  cos  iq^—o)    . .  .26 

sein. 

Aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  25)»  2Ö)  leitet  sich  ab 
sin  A  sin      sin  Hsiag  = 

=:sin  A|Sin  (^'~^)-l-sin^'  sin^cosÄ^  jcosft^i  -5)— cos(^i— y)} , 

sin  A  cos/'— sin  //cos  /  = 

=  cos    {sin/  cos/'  cos(^j— 5)— sin/'  cos/  cos(^j— s')! 
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oder  wegen 

g-i'  =  Y 

sin  h  sin      sin  Hsing-=  —sin  Äj  sin 

sin h  cosg' — sin Hcosg  =  -i-cos sin  7  cos(9i— 5). 

Diese  Gleichungen  führen  mit  Rücksicht  auf  18),  24)  zu 
den  Relationen 

sin  /;,  ---  sin  H  cos  j^' -  -  sxn  if' cos // cosi  A'— o), 
cosÄj  cos^^Qy—s)  =  sin  i/ sin  ^'-h COS ^'  cos cos (iV—o), 
cos  Aj  sin(9| — s)  =  cos  Hsin(^~o), 

sin  A  =1  sin  ^  cos  y  4- sin  7  cos  IT  cos  (iV— o). 

Um  noch  Länge  und  Breite  des  Zeniths  durch  die  Rect- 
ascension  |i  (=  Stemzeit)  und  Declination  (p'  (geoc.  Breite) 
auszudrücken,  bedenke  man,  dass  die  Eklipticalcoordinaten  des 
Zeniths 

4r  =    cos  B  cos  L, 
^  =  p  cos  B  sin 
£  =  p  sin  S 

die  Äquatorialcoordinaten 

—  cos  rp'  cos  Jl, 
^•j  =  pj  cos  sin  |A, 
«1  =  p>  sin  <p' 

sind  und  zwischen  xyz  und  x^y^z^  die  Beziehungen  bestehen: 

^  =  yj  cos  «-4-2,  sin  e, 
«  =  sfj  cos  «-t-^'i  sin  e, 

wenn  t  die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet  Hieraus  folgt: 

cos  B  cos  L  =  cos  tf^  cos  fi  ] 

cos  5  sin  L  =  sin  ?p' sin  S-4-COS     cos  e  sin  n         >  27) 
sin  jB  =  sin  tp'  cos  s— cos  <p'  sin  s  sin  (i.  ) 
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Im  Hinblick  auf  21)  sollen  diese  Gleichungen  so  trans- 
(ormiert  wcraun,  dass  der  VV'inkci  5  — s  =  '}  erscheint;  hiebei 
werUezur  Abkürzung  N—a  =  Vi' gesetzt.  Es  ist  dann 


sir.  h  —&[n  H  cos  1  -h  sin  y  cos  H  cus  W  ~ 


1 


=  sin  (H+t)— 2  sin  7  cos  H  sin*  —  W  ] 


r,cosG  =  rcos^— p.,  jsin  ifcos^'— sin^'  cos cos  W\ 
r,  <*jn  G  sin  tj<  —  — cos  H  sin  Ii' 

r,  sin  6  cos  ^     r  sin  ^— Pj  |  sin  H  sin  g' + cos  g'  cos  //  cos  W\  j 


\  28) 

\ 


Setzt  man  hierin 


cos  ^  — 


also 


dann  wird 


2 


sin  d»  =  2  sin  —  4»  cos  —  6, 
2  2 


cos  ^  =:  1  — sin    tg  '{^, 

2 


^,  cos  G  =  r  cos^— p,  t  sin  U  cos      sin  ^'  cos  H  cos  H^'| , 
sin  G  =r  r  sin  g— 


sin  i/  sin  ^'+cos  g*  cos  //  cos  W-^ cos    sin  W tg  -  1 


und  w  egen  g—g'  =  t 


r,  cos  ig—G)  =  r—pi )  sin  H  cos  7+sin  t  cos  i/  cos  VV'^- 


+sin^cos  Hsin  W^tg—  i  '  » 

2  ) 


r,  sin  ig-  (i )  =  — pj  I  sin  //sin      ^os  7  cos  H  cos  U— 


cos  g  cos  //sin  PF  tg  ^  'J*  [. 


Sltzkd»  in«ih«m.<oatunr.  Cl.;  CX.  Bd.,  Ablh.  II.  a. 


44 
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oder  wenn 

cos  k  cos  F  =  sin    sin  7— cos  7  cos  /f  cos  W   . .  .29) 

gcsctzi  wird,  wo  dann  cos  //  sin  V  —  cos  //sin  W 

/•jCOs(^-G)     r— pj  sin /i— tg  — <J»  sin^  cos //sin  | 

'  I  ( 

r,  sin  (g^G)  —  ~Pi  cos  &  cos  K+pj  tg — <Ji  cos^cosifstn  W.) 

2 

Der  Winkel  die  Neigung  der  beiden  Ebenen  durch 
Sonne-,  Mond-  und  Erdmittelpunkt  einerseits,  Sonne- und  Mond- 
mittelpunkt und  Beobachtungsort  anderseits,  ist  eine  Function 
der  Horizoniiilparallaxe. 

Aus  der  Division  der  beiden  Gleichungen  für  r,  sin  G  sin 
und  r  sin  G  cos  (|>  leitet  sich  leicht  ab,  wenn  man  berLick<=:ic!itii:t, 
dass  cosg'  gleich  1  gesetzt  werden  darf,  da     im  Maximi  i;^  S' 
werden   kann   und   r  sin  it  =:  1,   sin  «c  sin  g'  =  sin  sin 

t  sin  ä'  sin  y 

Sin^'  =  — :  :  5-^  ist 

^        sni  3t— sin  K  cos  y 

pj  cos  // sin  W'"— 'J)(sin  z  — sin  ir'  cos  7)  rr 

=  (pj  sin  ir'  sin  H  -  1;  sin  x  sin 

oder 

.    .       p,  sin  7:  cos  //  sin  (^!( — H^) 

sin  <f  =  ^-J-  — 1— -r/W  — 

(1 — pj  sin  je' sin  ^)  sin  Y 

Pi  sin    cos  Y^  cos  H  sin  W^') 

^       (1  —  Pi  sin  IC*  sin  //)  sin  t 

wofür  wohl  meist 

sin  <1»  =  pj  sin  it  cos  H  sin  (4* —  PV')  cosec  y 

wird  geschrieben  werden  können  wegen  der  Kleinheit  von 

~  8".  Hieraus  ist  ersichtlicli.  da^s  wesentlich  durch  die 
Größe  von  1  bedingt,  selbst  nalic  UU"^  werden  kann,  falb 
IC  =  Y  i^^- 

Setzt  man.  was  unter  diesen  Verhältnissen  sicher  erlaubt, 
da  lür  unsere  Zwecke  y  stets  großer  als  ic  sein  muss, 

tg  J_  <j,  cos  H  sin  W  =  sin 
2 
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dann  erhalten  unsere  Gleichungen  für^ — G  die  Form: 

r,5miccos(^ — G)  =  rsinic — (p,  sinÄ+f»,  sin«|>,  sin^)sinÄ) 
sin sin  (g—G)  ■=■  (— Pi  cosÄ  cos  V+p^  sin  '{»j  cos^)  sin  ) 

sinic'       .    sin^  sin  y 

Da  nun  wegen  n  =  — —  und   =  —  ge- 

sinic  cos^  cosY—jf 

schrieben  werden  darf: 

sin  v/ 

sm  g  =:  sm  TH  tg 


sm  « 

cos  gZZ  COSf, 


so  erhält  man 


riSiniccos(^— G)=: 

=:  1— pj  sin  ff  sin  il**— pi  sin  s  sin  4>i  sin  y — Pi  sin  it'  sin     ig  y, 

r,  sin  IC  sin  {g—  G>  =  — pj  bin  3S  cos  Ä  cos  K+p,  sin  3t  sin    cos  f, 

Ist  Y  ^  45",  dann  kann  unbedingt  das  Glied  mit  sin  ai'  ver- 
nachlässigt werden. 

Es  ist  noch  eine  Relation  aus  sin  k  abzuleiten.  Setzt  man 

lidiiiiich  einmal   cos  W  =  \  —  2  sin^-^-H^,   das  anderemal 

1 

cos  11^=:  2  cos* -5-  W—\  und  bedenkt,  dass 

sin  a — sm  0  —  2  cos  sin  , 

2  2 

so  erhält  man 

cos  -Sin   —  — smYCosi/sm^ — Pv, 

2  2  2 

cos   sm  ^  =  sm  y  cos  if  cos^  -  W. 

2  2  2 


woraus  sofort  folgt 


sm  ^— —  cos  — 


1  2  2 

tg2  _  VF  =  

2  sinAr^-tLcos 


X  2  2 

44* 
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aus  welcher  Gleichung  ersichtlich,  dass 

und 

sein  rnuss»  soll  W  reelle  Werte  erhalten. 

Aufsuchung  der  gfinstigsteii  Verhältnisse. 

Nach  dem  früher  Gesagten  werden  die  günstigsten  Verhält- 
nisse eintreten,  wenn  bei  einer  gegebenen  Sonnenhöhe  der 
kleinste  Wert  der  Phase  statthat,  bei  der  überhaupt  die  Sichel 
wahrzunehmen  ist,  und  gleichzeitig  die  Höhe  des  Mondes  den 
größtmöglichsten  Wert  erreicht,  welchen  sie  unter  diesen  Ver- 
hältnissen erlangen  kann.  Denn  je  kleiner  die  Phase,  also  der 
Winkel  y*  desto  größer  ist  die  Intensität  des  von  der  Erde  auf 
den  Mond  diffus  reflectierten  Lichtes  und  somit  auch  die  In* 
tensität  des  vom  Monde  rückreflectierten  Uchtes.  Anderntheils 
je  größer  die  Höhe  des  Mondes,  desto  geringer  ist  die  Extinction 
des  vom  Monde  zur  Erde  gelangenden  Lichtes. 

Dementsprechend  stellt  sich  die  Frage:  1.  Wann  hat  über- 
haupt bei  einer  gcycbcTiCn  Piitisc  der  Mond  seine  großt- 
uiü^Uchbtc  Hohe  über  dem  Horizont,  bei  einer  gegebenen  Höhe 
der  Sonne  unter  dem  Horizont,  und  2.  Wtkiie^  ist  der  kleinste 
Wert  von  der  Phase  beziehlich  des  VVmkets  7,  bei  dem  J  e 
größtmöglichste  Hohe  des  Mondes  einen  bestimmten  Beirag 
erreici;t. 

Zur  Lösung  der  ersten  Frage  liefert  die  Gleichung: 

sin  h  =  sin  //cos  if-f-sin  7  cos  IT  cos  W  = 

=  sin  (H-hf)  —2  sin g  cos  H  sin**  W 

2 

für  die  MondlvHie  die  Antwort. 

Aus  derselben  ist  ersichtlich,  dass  /;  sein  Maximum  bei 
einem  gegebenen  y  erreicht,  wenn  IV^  ein  Minimum  wird,  wobei 
zu  berücksichtigen,  dass  W  von  der  Sonnenhöbe  unter  dem 
IHorizont  abhängt. 
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Da  nun  W=.  N—9  ist  und  o  nach  der  Definition  dieser 
Gröfie  nahe  bei  90*  sein  wird,  so  ist,  wenn  9  =r  90— gesetzt 
wird,  W~  N+a — 90*.  Da  nun  iV,  die  Sonne  im  Westen  unter 

dem  Horizonte  vorausgesetzt,  nicht  viel  sich  von  90**  unter- 
scheiden soll,  so  miiss  A'  ein  Maximum  werden.  Differenziert 
man  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichungen  26),  nachdem  die 
Sonnenbreite  =  0  gesetzt  wurde,  so  ergibt  sich: 

.  ^  dB  -  .    .  dL  ,  ,  d\L 

—sin  B  cos  L—r:  cos  B  sin  L—.  -  =  —cos  «'  sin  u.-^ , 

at  dt  dt 

dB  dL  du. 

—sin  B  sin  L— rr  +cos  B  cos  L  -  -  =  +cos  v  cos 6  cos  u,—  , 
dt  dt  ^  dt 

j,dB  ,  .  d^ 

cos  B       —  —cos  f  sin  s  cos  ji. ~^ , 

woraus  sich  mittels  der  Substitutionen 

sin  fi  =  sin  ib  sin  K 

cos    cos  e  ~  cos  k  cos  K,  \  32  a) 

cos  |i  sin  e  =  cos  k 

leicht  ableitet 


dB  dL 

-sin  B  cos  (Ir— — -  —cos  B  sin  (L— X')  —  = 

at  dt 

—  —  cos    sin  k  sin  {K—V)  , 

—  sin  5  sin  {L—X')       -4-cus  5  cos  (L-  k')  ^  zz  \  32) 

dt  dt  f 

=  -f-  cos  ^  sink  cos  (K—X')  -^^  , ' 
«  .      ,  «fit 

COS^— =—  =  —cos  »'  cos  *  -7  . 
at  dt 


Differenziert  man  die  Geichungen  24),  nachdem  man  zu- 
vor die  Sonnenbreite  Null  gesetzt  hat,  so  wird  wegen  der 
Constanz  von  H 
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0  =  --sin  B  cos  (L-  X')  ^Jj  -  cos sin (L  -a') 


dL  d)J\\ 


dt  dt 


cos  H  cos     ^^^^  =  — sin  B  sin  (Z.— X')  + 

dl  dt  \ 

)  33) 


cos  J5  cos  (L— X') 


L<//    "  dt 


^  .    .,dN  ^dB 
—cos  H  sin  Af        =  cos  B  * 
a/  at 

und  aus  dem  Vergleiche  von  32)  und  33),  wenn  man  dabei  24} 
berücksichtigt 

cos  H  sin  N  ~-  =  cos  9'  sin  k  sin  (K — If)  , 
at  dt 

sin  i/       +  cos  //  cos     ^~  zz  cos    sin  k  cos  (if— -^^  , 
dt  dt  at 

cos  //  sin  A'        =:  cos  9'  cos  A', 
dt  * 

woraus  sich  ergibt 

dV       J\      ,  . 

^-  =  tg^s.n(/^-XO 

oder 

dN  cnt-^  JX' 

dt   ~  sin(Ä:-XO    rf/  ' 

äX'  JN  _ 

nie  Null  sein  kann,  so  ist  der  Bedingung  '^z 

nur  zu  genügen,  wenn 


Sin  (A-X') 

ist.  —  K  kann  nun  im  allgemeinen  für  unseren  Fall  nicht 
gleich  X'  (jider  ISC+X'  sein,  w  eil  ({j.  -X'),  beziehhch  ([x  — /l)  vier 
Stundcnwinkel  nahe  bei  90°  sein  muss,  weil  die  Sonnenhöhe 
unterm  Horizonte.  Im  Gegentheile  wird  vielmehr  A'— X'  nalje 
bei  90°  sein.  Dieser  Bedingungsgleichung  kann  daher  nur 
durch 

ür=  90% 

oder 

kz=  270^ 
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genüfct  werden,  wovon  der  eine  Wert  dem  Maximum,  der 
andere  dem  Minimum  entspricht. 

Aus  den  Gleichungen  ZZa)  folgt  hieraus 

90%    tir=  90*,   Jir=90*,    |t-270%  K-270\ 

*  =  270      Ii  ^  270      K—<)0  90      AT  =  270 

und  daher  aus  den  27)  für  (t  =  90*: 

Z.  =  90.  Ä  =  ip 

für  (i  =  270" ; 

L  =  90,  =  <p'-^8. 

Damit  wird  aber  für 

=  90°:      sin  //     cos  ('f'-  sj  sin  X^, 
)L  —  270* :      sin  i/  =  cos  (f '+6)  sin  XJ. 

Die  Sonne  soll  nun  im  Westen,  und  zwar  unter  dem 
Horizonte  stehen,  sohin  muss  H  negativ  und  der  Stunden- 
winkel {1— nahe  bei  90*  sein,  somit  muss  wegen 

tg  i4  =  tg  'k'  cos  6 

auch  pi— X'  nahe  bei  90*  sein. 

Daraus  folgt  für 

|L  =  90* :  X'  nahe  bei  0*  (im  IV.  Quadranten), 
[i  =z  270* :       X'  nahe  bei  180*  (im  III.  Quadranten). 

Aus  den  Gleichungen  24)  ergibt  sich  weiter  für 

{L  =  90* :  cos  H  sin  =  cos  (f'— e)  cos  XJ , 
cos  Neos  iVj  :=  sin  (f'— «), 

|i  =  270* :  cos  H  bin  A\  =  cos  sj  cos  X^, 
cos  H  cos  JV,  =  sin  (f '-l-s), 

d.  h.  dass  iV|  im  i.  Quadranten,  im  IV.  Quadranten  liegen 
muss.^ 


1  m/ 


f'  po«itiv  gedacht. 
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Sotzt  man  also 

\'  —  -  \" 
X',  =  180+X;'. 

N,  =  Nl, 

so  wird 


sin  X;'  = 


sin  i/j  cos  //sin  A^,'  =  cos  (<p'—  s)  cos  X" 

cos(cp'— 6)      cos  H  cos  N[  =  sin  (<p'— e), 

.   .  „  _      sin  //,  cos  //  sin  A^,  =  cos  (f'+s)  cos  X^', 

SIfl  Art  

cos((p'  +  £)      COS  //  COS  A^  =  sin  (<p'-+-6), 

wo  demnach  A','  und  A'^  stets  im  I.  Quadranten  zu  nehmen 
sind,  ebenso  wie  X^'  und  X" 
Weil 

cos  {f'—s)  >  cos  (^p'-*-6). 
Xj  <T  Xg, 

infolgedessen  auch 

cos  X^'  >  cos  XJf, 

so  ist  somit 

^v;  >  iV„ 

d.  h.  also  A'l  und  somit  A',  das  Maximum  von  A'. 

Nach  dem  früher  entwickelten  Ausdrucke  für  die  Phase  10,6) 
und  für  den  Unterschied  zwischen  g  und  (/  in  31)  ersieht  man 
in  Zusammenhalt  mit  dem  Ausdrucke  für  h  28),  dass  dieselbe 
mit  vom  Winkel  y  abhängt.  Schreibt  man,  die  Sonnenbreite 
wieder  Null  setzend,  da  sie  im  Maximum  nicht  1"  überschreitet, 

cos  Y     cos  ß  cos  (X— X'), 

so  folgt  aus  dieser  Gleichung  sofort,  da  ß  in  den  Grenzen 

einKeschlossen  ist,  wo  /  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die 
Ekliptik  bedeutet,  dass  für  ein  bestimmtes  X— X'  die  Größe 
des  Winkels  y  von  der  Mondbreite  abhängt,  also  unter  diesen 
Verhältnissen  eines  Maximums  oder  Minimums  fähig  ist.  X — X' 
kann  liier  als  Maß  der  Zeit  und  im  gewissen  Sinne  auch  als 
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Maß  der  Phase  betrachtet  werden.  Setzt  man  nun  7  =  X— X'-h/»« 
so  lässt  sich  die  Gleichung  für  y  schreiben 

cos(X— X'+/7)  =  cos(X-XO— 2sin»-  ^cos(X-XO 

2 

oder 

sin  ^X—  X'+  ~j  sin  |-  =  sin«  ^  ß  cos  (X-X'),       ...  34 ; 

wofür  mit  hinreichender  Genauigkeit,  wenn  (X — X')  nicht  zu 
i(lein  ist,  gesetzt  werden  darf 


stn 


I  =  sin«     ß  cotg  (X-XO. 


Im  Falle  X — X'  —  0  wird,  ist  ~  =      wie  der  strenge  Aus- 

druck  34)  zeigt.  Deswegen  ist  für  sehr  kleine  Werte  von 

(X— X')  zu  setzen 

sin»     =  sin*  4^  ß  cos  (X— XO- 

Aber  selbst  für  sehr  kleine  Werte  [X— X'=  6"]  beträgt  der 
Unterschied  nur  0°005,  was  wohl  zu  v  ernachlässigen. 

Im  .\laxiniuni  also  wird  p  —  ~  ö**  146.  Weil  aber  die 
.Mondbewegung  in  einem  Tage  12"  und  etwas  beträgt,  so 
Unn  der  Unterschied  von  ß  gegen  X— X'  ~  !'  nur  circa  einen 
halben  Tag  betragen.  Es  ist  sonach  X— X'  =  V  als  Maß  für  die 
Phase  genommen,  im  Falle  des  Minimums  von  y  dieser  Wert 
im  Maximum  nur  um  5°  1  von  X— X'  verschieden.  Dieser  Unter- 
schied kommt  kaum  in  Betracht,  da  bei  einer  Distanz  von  5* 
der  Mond  allzu  nahe  bei  der  Sonne  steht  und  deshalb  seine 
Phase  viel  zu  klein  ist,  um  bemerkt  zu  werden.  Wir  haben  uns 
daher  wegen  der  Höhe  h  nur  um  die  Größe  des  Winkels  o  zu 
bekümmern.  Dieser  Winkel  ist  definiert  durch 

tg  o  =  cotg  p  sin(X— X'). 

Setzt  man 

<j  =90'  — a,, 

so  wird 

cotg  <s^  =  cotg  ß  sin  (X — X')  =  cotg  ß  sin  F, 
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woraus  folgt,  dnss  bei  einem  besiimmten  V,  wenn  tg  J  sin  1'=  lg  i 
gesetzt  wird,     zwischen  den  ürenzen 

eingeschlossen  sein  mus^  Das  Minimum  von  i,  ist  somit  ^-J. 
das  Maximum  +J.  L)a  teriier,  wenn  ü  die  Länge  des  Mond- 
knoicns  bedeutet, 

tg?  =  tgi  sin  (X— ifc) 

ist,  so  sieht  man,  dass  die  Werte  +/ und  —r  eintreten,  wenn 
der  Mond  um  '.»ü"  vom  auf-  oder  absteigenden  Knoten  absteht. 
Der  Wert  ?  ist  somit  für  ein  bestimmtes  F  zwischen  den 
Grenzen 

90+ J  ^  1  ^  90-J 

eingeschlossen.  Demnach  müsste  ;V  einen  Wert  A''  erhalten, 
wenn  dies  möglich  ist,  der  zwischen  die  Grenzen  fällt: 

damit  der  Winkel  IT  ein  Minimum  sei. 

Den  f'iihcren  l 'lUersuciuinLjen  zufolge  haben  wir  aber  für 
den  Maximalwert  von  A' gefunden: 

tg  JV'  =  cotg  (9*—  8)  cos  X". 

indem  nun  Ä"  ein  essentiell  positiver  Werl  ist,  der  durch 
die  Gleichung 

.  .„        sin  H, 

sin  X"  =  '  . 

cos 

delinicrt  wird,  wo  //,  absolut,  also  positiv  zu  nehmen,  so  hängt 
die  Grüße  von  A'' speciell  von  dem  Betrage  der  Differenz  — «) 
ab.  Denn  setzt  man 

A'=90'-P, 

so  wird 

cotg  P  =  cotg  (<p'-  -  8)  cos  X", 
also  im  Maximum  für  X'  =  0,  d.  i.     =  0  ist 
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Je  kleiner  demnach  die  DifTerenz  tp'— e  ist,  desto  näher 
wird  der  Wert  von  N'  an  90*  sein.  Es  ergeben  sich  somit  für 
f'— e  die  Grenzen 

in  denen  es  überhaupt  liegen  muss,  oder  wenn    genommen  wird 

damit  JV'  nahe  an  90*  wird,  weil  ja  eine  gegebene  Große 
ist.  Soll  ^'  positiv  bleiben  (d.  h.  auf  die  nördliche  Hemisphäre 
beschränkt  sein),  so  ist  der  größte  Wert,  den  J  annehmen 
kann»  7  =  8.  Setzt  man  demnach  e     23*  5,  so  wird 

r  =  X— X'  =  13-05, 

und  wir  erhalten  sonach  die  Grenzen 

47^0^<|>'^0. 

Da  nun  anderntheils  V  nicht  kleiner  als  10*.  im  Gegen- 
theile  sogar  größer  als  10°  sein  muss,  damit  der  Mond  nicht 
zu  nahe  bei  der  Sonne  steht  (beachte  Sehungsbogen  10"),  so 
ist  die  weitere  Grenze,  bei  der  7  ein  Minimum  werden  kann, 
gegeben  durch  J=  27*41,  und  wir  erhalten  daher  für  tp'  die 
Grenzen 

50*9^9'^0. 

Das  absolute  Maximum  für  eine  bestimmte  Phase  kann 
demnach  bei  h  eintreten,  wenn  9  zwischen  0  und  50*9  Nord- 
breite fällt  und  zur  Zeit  der  angenommenen  Phase  die  Länge 
der  Sonne  bei  0*  eigentlich  noch  im  IV.  Quadranten  liegt, 
der  Mond  jedoch  nahezu  90*  vom  ab-  oder  aufsteigenden  U  tn 
der  Richtung  der  Bewegung  entfernt  ist 

Für  ein  bestimmtes  9'  aber  ist  der  kleinste  Wert,  den  P 
annehmen  kann.  P:=:<p'— e.  soll  dann  jedoch  3,— P=  W  ein 
Minimum  oder  Null  werden,  so  lokn  weiter,  dass  der  größte 
Wert,  den  ^  überhaupt  annclinien  kann,  gegeben  durch 

tgß  =  tg(<p'-e)sinr. 

Es  hängt  also  der  größte  Wert  von  ß  mit  von  der  Phaäe 
ab.  Nun  muss  aber  ß  in  den  Grenzen  ::b5^]  eingeschlossen 
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sein,  CS  ergibt  sich  somit  daraus  eine  Bedingung  für  den 
Winkel  V.  Da  nun  aber  V  nicht  kleiner  werden  kann  als  10°, 
wie  bereits  angedeutet,  so  ist  der  kleinste  mögliche  Wert  von  ß, 
damit  h  noch  ein  Maximum  und  y  ein  Minimum  wird,  gegeben 
durch 

tg?  =  tg(^'  -8)  sin  10", 

woraus  folgt,  dass  bei  einem  ff'  =  48"  ß  =  -h4°5  sein  muss. 

Ist  hiediirch  bereits  der  Größe  der  Phase  eine  untere 
Grenze  gesetzt,  so  soll  nunmehr  eine  weitere  Discussion 
diesbezüglich  platzgreifen.  Setzen  wir  die  günstigsten  Be- 
dingungen für  h  voraus,  nämlich  W  =  0,  also  h  =  H+i^ 
V—  180°,  so  kann,  da  bei  W—Q  auch  «j^i  =  0  sein  muss. 
statt  30)  geschrieben  werden 

j_  )  _  __P,  Sin  r  cos  {H-^-j) 

^^KS    ^  ^  -  i_p^  sinÄsin(//+7) 

oder,  in  die  bekannte  Reihe  entwickelt, 

g-^G  —  f»,  sin  -R  cos(//-»-7)H-  —  (pj  sin  ir)*  sin  2(//-hy), 

wobei  die  dritte  Potenz,  die  im  .Maximum  O'ö  gibt,  zu  ver- 
nachlässigen ist. 

VV'eil  nun  sin  :  sin  «  im  Maximum  nur  8'  werden  kann, 
so  darf  statt 

sin  . 

sm  ( ^— t)  =     .  sin  g 

sms  ^ 

gesetzt  werden 

sin«'  . 

sm  {g  -T)  =  — T— —  sm  f. 
sm  Ä 

Entwickelt  man  hier       7  —  aresin  {       ^  -  sin  nach 

\  sm  «  / 

der  arc  sin-Kcihe.  so  kann  schon  mit  dem  ersten  Gliede  ab- 
gebrochen werden,  da  das  zweite  im  Maximum  0*0005  geben 
kann  und  man  erhält 

sin  j:' 

g—1  —  —  sm  7. 

sm  « 
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Hiedurch  wird 

„  sin  jc'  .  i-FF  V 

0  =  1+  —  sin  Y— &,  sm  «  cos  («+7)+ 

sin« 

+     (p,  $in  «)•  sin  2  (ä+t) 

oder 

arc  1         arc  1         ^  *' 

1  (f.,  sin  z)^  . 

2  arc  1 


FQr  den  Wert     ergibt  äich  aus 
cosU— G) 

=  [1  -  Pi  sin  «  sin  (/f+t)]  f  1 — 2  sin« — G) 

sin  s  =  [  l  —  p^  sin  it  sin  (iZ+t)]  |  J  +  2  sin=*  —     —  G)J  • 

Hierin  kann  unbedingt  das  Glied  sin«-i-(^— G)  über- 

werden,  wie  aus  der  früheren  Gleichung  31  a)  erhellt, 
so  Jdss  demnach 

rj  sin  IC  =  1 — p,  sin  «  sin  (IZ+t) 

wird.  Ist  wieder  der  iMondhalbmesser  in  Thcilen  des  Krdradius  s, 
SO  ist  bekanntlich  r.  sm  A,  =  s,  daher  r.  sm  «  rr  -  . 

Ä  sin  ir  5  sin  z 


5  sin  TT 

oder 


sin  Aj  n::  - 


r,  sin  «       1  —  pi  sin  «  sin  ^) 


Nennt  man  den  gcocenlrisciicn  Mondhalbiucsscr  imVVinkcl- 
mafie  A,  so  ist  r  sin  d  =  5  und  wegen  r  sin  ie  =  1 

sin  d  =  5  sin 


Ö70  F.Kuhnert, 
weswegen  wir  erhalten: 

sin  A,  =  sin  A+sin  Ap,  sin  «sin  (i/+t). 

oder,  da  A  im  Maxinuim  17'  wird, 

Aj  —  A  + A;^,  sin  it  sin  {H-^y, 

Die  Phase  ist  aber  bedingt  durch  di^  Größe     =  Bei 

der  Kleinheit  von  und  A^  im  Maximum  17',  darf  der  Cosinus 
mit  der  Einheit  vertauscht  und 

sin  X, 
*  ~   sin  A| 

gesetzt  werden,  woraus  sofort  mit  Rüclcsicht  auf  Gleichung  6) 

folgt; 

5,  =  cos  Xj). 

Setzt  man  nun     =r  cos  C,  so  ist: 

sin  X, 

und  hier  kann  statt  x,  mit  Üüclisicht  auf  5«  =  — tt  ^  » 

*     •  *      sm  Aj  A| 

geschrieben  werden: 

C=  Ü+Z-A^  cos  C. 
bubbtituiert  man  hierin  den  Wert  von  G  und  A,  dann  wird: 
C  A  cos  C— A  cos  Cp,  sin  j:  sin 

+   -  .psmt—         „-cos(//+Y)+^'-s^^— -„^sm2(i/+T) 

arc  I  arc  1  ^       "      2     arc  1 

oder 

C=  Y+/— A-h2Asin«i-C-4-  sin 7- 

^         arc  1 

—       '-o  -  [cos  (/f+Y)+sin  A  cos  Csin  (//-4-t)]  + 


arc  1 


2    arc  l 
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worOr  wegen  der  Kleinheit  von/  im  Maximum  16',  zu  setzen 
erlaubt  ist 

/>  4    « »  -  o  1  sin  Tf 

C=  T+/-4+24  sin'         — ,4  - 

—         ^  [cos  (i/-*'T)4-sin  A  cos  7  sin  (H+t)]-»- 

1  (p.  sin  -)"^  .   „  ._, 

2  ai-c  1  ^  ' 

Da  bei  einem  H=\%*  und  y  =  48  die  beiden  Glieder, 

nämlich 

=  -  ^^^'"l'  sin  A  cos  1  sin 
arc  I 

1  (p,  sin  Ttf  .     , , , 

den  Wert  von  21-3  im  Maximum  erreichen,  wobei  das  erste 
dieser  Glieder  6 '3,  das  zweite  27 'G  wird,  kann  man  dieselben 
wohl  meist,  mindestens  aber  das  erste  übergehen.  Um  den 
Wert  /  durch  die  bekannten  Größen  zu  ersetzen,  bedenke 
man,  dass 

.  -     5'— s  s  sin  A'— r  sin  A 

p         r— rcos/  r—r  cos^ 

Hiefür  kann  man  sofort,  nur  Glieder  höherer  Ordnung 
vernachlässigend, 

.    ^      sin  A'—  u  sin  A 

sm/  =  —  

1— «cosx 

setzen  oder 

/=  A'— ffA+»A'  cos  7,'  ...  35) 

worin  das  Glied  i/A'cos  y  im  Maximum  2' A  ausgibt,  und,  wenn 
nicht  7  =  90',  sich  nahe  mit  «A  aut  hebt. 


>  Für  Sonnenfinsternisse  wird  daher 

/a>4'— M^+wA'. 
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Unser  Wert  für  C  wird  somit 
C  =  Y+A'— iiA+»A'cosY-f-2A  sin«-i-t— A+ 

H  sin  Y       p,  sin  t: 

_l_  ^  n —      cos  (,i/H--0— 

arc  1         arc  1  ^  ' 

— Api  sin  w  sm  cos  t h  ^'^ — ,  ^  sin  2(i/4-T). 

In  den  mei^^ten  Källen  genügt  c«i  wohl,  sich  für  C  mit  der 
Bogenminute  zu  begnügen,  dann  kann 

^  •  .  1         « sin  Y      p,  sin  TT 

C  =  Tf+2Asin«-5-T+  7»    -        ,o-cos(i/+T)  ..36) 

2        arc  1         arc  1         v  •/ 

angenommen  werden.  Die  Phase  in  Theilen  des  Mondhalb- 
messers ist  dann  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  10) 

F  =  2sin«  ^  C, 
in  Theilen  des  Monddurchmessers 

2 

Hieraus  lässt  sich  die  Phase  für  ein  bestimmtes  be* 
zichlich  C  berechnen  und  umgekehrt. 

Um  jedoch  die  kleinstmögüchste  Sichel  kennen  zu  lernen, 
kann  man  sich  nur  auf  die  praktische  Erfahrung  zunächst 
stützen  und  sehen,  wie  dieselbe  mit  der  Theorie  stimmt  Aus 
der  Formel  37)  ergibt  sich  für  eine  Phase,  bei  der  die  größte 
Breite  F  der  Mondsichel  in  Theilen  des  Mondhalbmessers 
beträgt: 


—  0-001. 

der  VVinkei  C,  =  2-562 

^\ 

—  0-005 

0,=  5-732 

^. 

—  0-01 

Cg==  8110 

^4 

=:  0  05 

Q  =  18- 190 

^5 

=  0-10 

=  25-842 

P. 

-0-15  • 

Q  =  31-788 

=  0-20 

G,  =  36-870. 
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Aus  diesen  Werten  ist  ersichtlich,  da  fünf  Hundertel  des 
Mondhalbmessers  sicherlich  an  den  Grenzen  der  Wahmehm- 
barkeit  liegen,  welche  für  ein  unbewaffnetes  Auge  einen  auf- 
lalligen  Eindruck  macht  (denn  der  Gesichtswinkel,  unter  dem 
diese  Größe  erscheint,  beträgt  48"),'  dass  ein  Winkel  von  18* 
unter  der  unteren  Grenze  liegt.  Nimmt  man  also  0*05  als 
unterste,  gewiss  zu  tief  gegriffene  Grenze,  dann  ist  der  Winkel 
C—  18*2.  Diesen  Wert  können  wir  tur  diese  SchätziinL;  mit 
dem  Winkel  y  identiticiercn,  Würaus  bich  ergibt,  ciass  im 
günstigsten  Falle  (nämlich  W  =.  0)  die  Höhe  des  Mondes  über 
dem  Horizonte 

Ä  =  18^2+i/. 

Nimmt  man  nun  für  H  jene  Stellungen  der  Sonne,  welche 
der  bürgerlichen  und  astronomischen  Dämmerung  zukommen, 
d.h.  //=  —6'  und  H  =  — 18*,  so  ist  dementsprechend  die 
Höhe  des  Mondes 

d.  h.  der  Mond  geht  mit  dem  Ende  der  astronomischen 
Dämmerung  bereits  unter  und  hat  am  Ende  der  bürgerlichen 

Dämmerung  nur  eine  Höhe  von  12-2  oder  24  MondJurch- 
bessern.  Ks  ist  also  unwahrscheinlich,  dass  man  im  allucmeinen 
einen  solch  nußer« )i\lentlich  schmalen  Lichtfaden  utucr  Jicsen 
V(.'rhä!^^i-^en  w  ahrneiimen  wird,  wie  ihn  die  Mondsichel  unter 
bliesen  Bedingungen  darstellt. 

Also  diesen  gewiss  zu  tief  gegriffenen  Wert  als  unterste 
Grenze  vorausgesetzt,  kann  bei  der  Bewegung  des  Mondes, 
zufolge  welcher  der  Winkel  7  von  Tag  zu  Tag  um  13"  zunimmt, 
nur  dann  eintreten,  wenn  die  Zeit  der  Conjunction  des  Mondes 
mit  der  Sonne  auf  Mittag  fallt  zur  Zeit  der  Aquinoctien,  etwa 
2  Stunden  nach  Mittag  zur  Zeit  des  Sommersolstitiums  und 
etwa  2  Stunden  vor  Mittag  zur  Zelt  des  Wintersolstitiums.  Es 
tritt  dann  diese  Phase  an  dem  jenem  Tage  unmittelbar  folgenden 
Tage  ein,  an  vvelciiem  >.!er  Moment  der  Conjunction  statthatte. 

Somit  ist  bei  dieser  gewiss  zu  gering  angenoinnieneii 
Sichelbreite  die  Sichtbarkeit  dtt»  Mondes  auf  den  zweiten  Tag 

'  Ein  menschliches  Haar,  in  deutlicher  Sehweite  gehalten,  bedeckt  20". 
^iub.  d.  mAthcm.-natum.  Ol;  CX.  Bd.,  Abth.  [I,  a.  43 
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an7Aisc'tzcn.  Man  wird  deshalb  in  den  meisten  Fällen  den  that- 
sächlich  möglichen  Verhältnissen  nahe  kommen,  wenn  man 
sagt:  Die  erste  Sichtbarkeit  der  Mondcssichel  falle  auf  den 
dritten  Tag  des  synodischen  Mondmonates,  den  Tag  der  Con- 
junction  als  ersten  Tag  gerechnet.' 

Hiemit  stimmen  aber  auch  die  Angaben  der  Chinesen 
überein,  welche  aus  praktischen  Frfahrungen  abgeleitet. 

Im  Worterbuche  Kang-hi  findet  sich  der  Charakter  /o/, 


nicht  in  einem  vollkommenen  Zustande  befindet«;  wozu  noch 
in  dem  Commentar  zu  einer  weiteren  Stelle  gesagt  wird: 


Name  für  die  Helligkeit  des  Mondes,  wenn  er  am  dritten  Tage 
erglänzend  sichtbar  wird  (wörtlich  geboren  wird,  entsteht)«. 


Das  Wu-Iang  yuen-yin  deliniert:  f\    'j)]  ^ 


.  d.  h.  'föi  bedeutet  den  M*>nd,  wenn  er  sichtbar  zu 
werden  (lit.  zu  entstehen)  beginnt  und  noch  nicht  in  voller 
Helligkeit  glänzt-. 

Aus  diesem  geht  hervor,  dass  der  Hauptsache  nach  die 
Sichtbarkeit  des  Mondes  nach  der  Conjunction  von  den  Chinesen 
aus  praktischen  Krfahrungen  auf  den  dritten  Tag  angesetzt 
wird.  Zur  Schätzung  dieser  Cröße  konnten  sie  aber  bei  ihren 
beständigen  Beobachtungen  leicht  gelangen,  wenn  sie  wieder- 
holt die  Zeit  notierten,  welche  zwischen  einer  sichtbaren 
Sonncntinsternis  und  dem  ersten  Sichtbarwerden  der  Mond- 
sichel verstreicht. 

Man  wird  sonach  für  die  praktischen  Fälle  als  obere 
Grenze  des  Winkels  C  =z  20°  annehmen  müssen.  Aus  der  Art 
der  Function  für  die  Phase  erhellt  nun  aber  auch,  dass  bei 
dieser  oi"«eren  Grenze  Änderungen  des  Winkels  C  von  5°  fast 
ohne  FintUiss  sind,  dass  sonach  der  Unterschied  der  Mond- 

'  Svhr  sorf;rhllij;c  AnyabLMi  ^ribl  bereits  Maimunidcs.  nach  welchen  es 
eitler  genauen  Untersuchung  bedarf,  ub  die  Mundsichcl  sichtbar  ist,  wenn  der 
Wert  von  1'  die  Grenzen  »"  ^  24*'  hat.  Siehe  diese  .^bh.,  Bd.  06,  S.  459. 
C  V.  I.itti  <i\v.  Zur  Kenntnis  der  kleinsten  sichtbaren  .Mondphasen. 
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breite  von  5°  und  0°  nahezu  bflnnglos  für  die  Breite  der  Mond- 
sichel unter  diesen  \'ci 'uiUnissen  ist.  Denn  hei  einem  Werte 
des  Winkels  C  von  be/jchiich  20°.  '_'5°.  WO"  betrügt  die  «rrößte 
Sichelbreite  O'OG.  0-09.  013.  Rs  ist  daher  avich  der  liiütlu.ss 
<idf  Mondbreite  aut  das  Mininiuni  des  W  inkels  7  für  die 
Größe  der  Phase  nahezu  belanglos,  und  wir  erhalten  daher 
ab  unerllssliche  Bedingungen  für  eine  auffallende  Er- 
scheinung des  durch  das  Erdlicht  erhellten,  von  dem  Sonnen- 
lichte unbeschienenen  Theiles  des  Mondes  kurz  nach  der  Con- 
junction  die  folgenden  nothwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen: 

1.  Vollkommene  Reinheit  des  Himmels,  so  dass  das  über- 
h'iupt  erreichbarste  Minimum  der  Extinction  statthat  Eine 
Bedingung,  die  äuüerst  selten  zutrifft. 

2.  Die  Phase  des  Mondes  muss  beschaffen  sein,  dass  C 
nicht  über  26°  (10  bis  26°)  ist,  imd  glciciizciiig  muss 

3.  a)  die  Länge  der  Sonne  zur  Zeit  dieser  Phase  im 

IV.  Quadranten  und  nahe  bei  360*, 

b)  die  Länge  des  Mondes  so  beschaffen  sein,  dass 
er  zwischen  0  und  90*  vom  aufsteigenden  Knoten 
in  der  Richtung  der  Bewegung  entfernt  steht,^  für 
das  absolute  Maximum  je  nach  der  Breite  des  Beob- 
achtungsortes; 

c)  die  gcocentrische  Breite  des  BcDhachtmi^cr'^ortes 
oder,  wenn  rnan  die  Abplattung  übcrgchit,  die  uco- 
graphische  Breite  ?^wischen  -f-0°  und  -i  .")()''  ist, 
oder  nicht  allzuweit  von  36°  sich  enttcrni. 

Somit  treten,  abgesehen  von  der  ersten  Bedingung, 
die  i^nstigsten  Verhältnisse  nahe  in  ähnlicher  Perlode  auf,  wie 
die  Sonnenfinsternisse,  jedoch  in  einer  gröOeren  wie  der 
halben  Anzahl  der  Häufigkeit  (wegen  der  Bedingung  X' 
nahe  bei  0*  und  der  größeren  Distanz  bezüglich  des  ü).  Da 
nun  etwa  im  Durchschnitte  zwei  Sonnenfinsternisse  in  einem 
Jahre  und  für  einen  und  denselben  Ort  etwa  alle  zwei  Jahre 
eine  Sonnenfinsternis  und  etwa  alle  200  Jahre  eine  totale 
eintritt,  so  muss  die  auffallende  Sichtburl<eit  dt^s  durch  das 
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rellecliertc  Erdlicht  t-rlcuchtelcn,  sonst  iinsitiitbarcn  Tliciles 
des  Mondes  als  eine  sehr  seltene  bezeichnet  werden.  Sie  wird 
es  aber  noch  mehr  infolge  der  ersten  sehr  seilen  eintretenden 
Bedingung  der  außerordentlichen  Klarheit  des  Himmels,  welche 
keinen  angebbaren  Gesetzen  unterworfen  ist,  weil  dem  gleich- 
zeitigen  Zusammentreffen  dieser  Bedingung  mit  den  schon  sehr 
selten  periodisch  eintretenden  anderen  Bedingungen  ein  sehr 
kleiner  Wert  der  Wahrscheinlichkeit  zukommt 

Hiemit  stimmen  auch  meine  durch  einen  längeren  Zeit- 
raum, etwa  18  Jahre,  eigens  daraufgerichteten*  Beobachtungen, 
in  denen  ich  die  P>scheinung  nur  etwa  zweimal  in  einer  solchen 
Helligkeit  erblickte,  dass  man  thatsiichlich  einen  röthlichirelb 
beleuchteten  Mond  in  die  nicht  übermäßig  htjller  g!an7,envie 
Mondsichel  eingeschoben  wahrnahm,  wobei,  jedenlalls  als 
Irraditionserscheinung,  an  der  Grenze,  wo  beide  Körper  zu- 
sammen zu  kommen  scheinen,  eine  lichtere  glänzende  Stelle 
sich  befand.  Es  war  die  Erscheinung  thatsächlich  so,  dass  die 
Passanten,  ohne  dass  ihre  Aufmerksamkeit  darauf  gelenkt  war, 
auf  diese  unerklärliche  Erscheinung  aufmerksam  wurden.  Um 
eine  näherungsweise  Schätzung  der  Häußgkeit  dieser  Er- 
scheinung im  absoluten  Maximum'  zu  haben,  genügt  es,  das 
Verhältnis  der  Perioden  von  (X — X')  und  i;,  von  denen  sie 
hauptsachlich  abhängt,  in  Näherungsbrüche  zu  entwickeln. 
Man  wird  dann  finden,  dass  etwa  in 

Jahren  19, 37, 56, 93, 242. 335, 557, 1489  u.  s.  w. 

absolute  Maxima  ... .  1,  2,  3,  5,  13,  18,  31,    80  u.  s.  w. 

eintreten. 

Es  ist  somit  auch  vollkommen  erklärlich  und  vollkommen 
im  Einklänge  damit,  dass  die  Chinesen  diese  seltene  Er- 
scheinung astrologisch  mit  der  Geburt  oder  dem  Wirken  von 
Heroen  in  Zusammenhang  brachten.  Sie  widerstreitet  somit 
auch  dieser  Bedingung  nicht. 


I  Demnach  schon  (gespannte  Aufraerksamkeit  voraussetzend  und  nicht 

lediglich  den  Firulruck  c'w.cr  aMfr,il!ii;eii  rr-Mrlu-iiiun;: 

«  aIsu  k'  nahe  bei  0°  im  IV.  Quadranten,  ^  nahe  -t-i  und  eine  Breite  bei 
30*  vorausgcsetst. 


uiyui^uu  uy  Google,- 
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Um  für  die  praktische  Berechnung  eines  gegebenen  Falles 
alles  Erforderliche  zur  Hand  zu  haben,  sollen  nun  die  zur 

Berechnung  der  Fundamentalgrdfien 

erforderlichen  Ausdrücke  u^ei^cben  werden.  Es  sind  dies  die 

.Va^drücke  fiir  die  Berech  nur,  14  von  7,  //,  sin  ~,  sin  z',  A',  1,  in 
Reihenlorm,  die  nach  den  Smussen  und  Cosinussen  der  be- 
treffenden minieren  Anomalien  J« »rtschreiten.  Ich  setze  dabei 
voraus.  da?s  man  sich  mit  der  Genauigkeit  von  der  Bogen-  ♦ 
minute  begnügt  und  nehme  deshalb,  wenn 

.Vdie  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 
M  jene  der  Sonne, 

w  den  Abstand  des  Mondperigäums  vom  aufsteigenden 

Mond  knoten. 

»'  den  Abstand  des  Sonnenperigäums  vom  aulsteigenden 

Mondknoten, 
|„  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens, 
i  die  seit  1*0  Jänner  1900  in  mittleren  Sonnentagen  ver* 
flossene  Zeit  (Greenwich), 
_    /  —  I  G  Jänner  1900 
29*53059 

bedeutet,* 

Ä  =  259  •  128—  1  -564 1  =  259  •  128—  0-0530  /, 
1^=:  Jlf+»'+ft  =  280-683+  29-  107  t  =  280-683+  0-9857<, 

i  =:  3/+ »  -f-  a  =  283  •  623  -f-  29  •  1 07  T  =  283  •  623  + 1 3  •  1 764 
3i'+üi'=   21 -joo+aO-ö?!  T=:   2\'obü-h  1-0387/, 
Af+io^:  24'495+30-671 1=:  24-495-I-13-2294 
»  =r  75-311+  4-854 1=  75- 311+  0-1644/, 
22-385+  1-565t=  22-385+  0*0530/, 
=  359- 170+29- 108t  =  359- 170+  0-9857/. 
Ai  =  309-  184+25-826T  =  309*  184+ 13*0653  / 

an.  Bezeichnet  ferner  /'  die  seit  1900  verflossene  Zeit  in  lun- 
heiten  des  julianischen  Jahrhunderts  (=:  365*  25  Tage),  so  ist 


Nach  Hansen  und  Lev«rrier. 
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wegen  5  =  0*2730     =  16'  59^03,     i:r  8-80  und  r  sin  A  =  j, 

.  ,     sin       sin  II,;     sin  A,( 

r  sin  ~  —  1,  bin  A  ™  5  sin;:,  sin     =  ■  n,'     d    —  "  js— 

Sm  11g  Ii  i\ 

Ä=  rOUUl— 0  0108  cos  .y— 0-0001  Cüs2i\r. 

sin  ?  =  — 0'0048+0-0894  sin 

-+-0-0049  sin  {2M+2ui)+ . 

cos  ß  =  +0-9980+0 -0020  cos  (2iV/+2»), 

—  0-951  +0'O52  cos  .T/+0^003  cos 

+0  010cos(2Z^2L'— iU)+0'007  cos(2L-2i.'), 

Xarc  r  =  Larc  r +0-1098  sin  .1/+ 

+  U'U037  sin  2.1/-0-0032  sin  M'-h 
+0-0222  sin  (2L— 2L'— A/)+ 

+0'0l  13  sin  (2L— 210+  •  -  • 

A'  =  0-2G7+0°004  cos  M\ 

=  0*002  +0*00005  cos  Af', 

A  =:  0  •  259  +  0  •  0 1 4  cos  J/+0  •  00 1  cos  2  M+ 

+0-003  cos(2L-2Z*'-M)+0-002  cos(2i^2X.O, 

sinK_  _  _j.().o,j258-0-0014cosilkf— O  OOOöcos(2Zr^2Li. 
sin  ir  ^ 

ß=  +5-123  sin  aZ+o/i+O- 281  -in  r23/+(«)  + 

+0- 1 74  sin  (L-L'— jtf ft»'>+0-007  sin»  M', 

K-V  —       L'+6-201  sin.^/-(2M07  +  0-0O49/')sin,U'+ 
+  1^272  sin  (2i,— 2L'— ili+ 

+0-659  sin  (2L^2L')+0-2I2  sin 

V  =  L'  + 1  •  922  sin  M'-  0  •  UU4y  f  smM'  +  0  •  020  sin  2  A/', 

5  =  23^52— O'OOOlS/. 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  ist  man  nun  in  der  Lage,  y  in 
einer  prai< tischen  Form  zu  erhalten.  Die  periodischen  Glieder 
bei  L—L',  der  Kürze  halber  mit  p  bezeichnend,  ist 

\-V  =  L-L'+p, 
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Mit  Rücksicht  auf  die  früher  gefundene  Form  von  y 

—  -  sin»  —  ß  cotg  (X-X)+  -  sin«  —  ?  cotg'  (X-X') 
2  2  6  2 

wird 

wo  sich  nach  Substitution  der  Ausdrücke  für  p  und  x  eine 
Heihe  findet 

p-\-x  =  6-293  sin  M-¥- . . . 

Nach  dem  früheren  Ausdrucke  ist  aber  auch 

V=  C-A'-hi/A    «A'cosv— 2Asm*  — Y+A  -l  + 

2  arc  1 

P,  sin  it 

+  '  ^    ,  o  cos  (H+i)+  . . . 

arc  1 

* 

Setzt  man  nun 

C,  =  C  -0-267+0'001 -0-001  cosv-O-OOl  sin^  •/-+• 

2 

O'OCöS 

+0-259  =^-5-"  sin  yH-  0°951  f).  cos  (i/+Y)+  •  •  * 

arc  1  1 1       V  ■/ 

;  =  +0-004  cos  Af'+[0*028  cos  il/+0  001  cos  2  Af+ 
+0-003  cos  (2L-  2Lf--M)'h 

+0-002 cos (2L-2L0]^in'  ^  Y-        vi- cosi^fsinY— 
2         arc  1 

0  00005  or/x 

-^cos  (2L— 2L')  — 


arc  1 

-  [0^052  cos  ilf+0-003  cos  2M-h  ,,.]cos  (f+H) 
dann  wird 

und  wegen    —  L—L'+p+x 
oder 

L-L'=  C,-[;+iE»+4 
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L—L' ist  jedoch  nach  dem  Früheren  gegeben  durch 
L-V  =  L>''9404-12- 1907/. 

so  dass 

=  2^940+ 12- 1907/. 
Setzt  man  hierin  /  =  i^  —  ^i  und  bestimmt     so.  dass 
C,  r=  2-940-f-12  - 1907/„, 


dann  wird 


12-1907  • 


womit  also  A/  die  Correction  vorstellt,  welche  von  der  Zeit  der 
mittleren  Phase  abzuziehen  ist,  um  die  Zeit  der  wahren  Phiise 
zu  erhalten.  Weil  nun  die  mittleren  Anomalien  die  Form 
haben : 

i^/'  =  359M70+  0-98r>7/. 
A/=  309- 184+13-0(353/, 

so  kann  man  die  in  den  Ausdrücken  C.  p  und  x  vorkommenden 
Werte  derselben,  welche  für  die  Zeit  der  wahren  Phase  zu 
gelten  haben,  durch  jene  für  die  mittlere  Phase  ersetzen,  wobei 
der  Umstand  von  \'ortheil  ist,  dass  die  mittleren  Bewegungen 
vonL-L',  nämlich  12-1907.  und  M—M',  nämlich  12  0796, 
sowie  jene  von  M  13*0653  sehr  wenig  voneinander  ver- 
schieden sind.  Hicdurch  kann  man  statt 

=  C,  —  1 2  - 1 907  A/ :    M'  =        0  •  9857  A/ 

u.  s.  w.,  wo  Ml  die  mittleren  Anomalien  zur  Zeit  der 
mittleren  Phase  sind,  schreiben: 

L-V  -  C,-(;-i-;;+^r\ 

.V  =  M^-  1 .07170(:+/?+;r), 
M'  -  M'^  -  0  •  08088  C + ;ir). 

Hiedurch  erhalten  die  .Argumente  der  periodischen  Glieder 
die  Form  -4-4-m t;+/>4-.<r)  =  A-^my\  worin  A  sich  auf  die  Zeit 
der  mittleren  Phase  bezieht  und  my  eine  kleine  Grüße  vorstellt, 
so  dass 
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sin  (A+my)  =.smA\\ 


1  —  — ;r —  •+•    -  ^    —  •  .  .  • 

2        24  ) 


H-cos  A  <■  my 


gesetzt  werden  kann.  Bei  der  Substitution  der  Reihen  für  wy 
in  den  Potenzen,  welche  aus  den  Gliedern  unter  dem  Functions- 
zeichen  entstehen,  dürfen  bereits  die  Argumente  für  die  Zeit 
der  mittleren  Phase  angewendet  werden,  so  dass  durch  diese 
Entwickelungsart  die  sonst  nöthige  Division  periodischer 
Reihen  umgangen  und  in  eine  iMuUiplication  verwandelt  ist, 
wie  sich  leicht  ergibt.  Denn  durch  Substitution  der  Reihen 
Sur  p.  in  dem  Ausdrucke  für  A/  würde  man  zunächst  er- 
iialten: 


Statt  nun  zu  setzen 

A/=  +0-Ö11  sin  (iVfo— |iAO+ . . . 

und  hierin  ji^l/  in  eine  Reihe  zu  entwickehi,  woraus  sich 

Mzs  4-0'511  sinilf^,-*-.  ..-+-[jlA/[ü  511  cosiWoH---  •] 

ergeben  würde,  wonach  weiter  zu  setzen  ist 

A/[l— 0-öU  ifccosilio— .•.]  =  0'öll  siniWo-h..., 


^^rd,  ist  nunmehr  einfach 

A/  =  0-515  sin  (Mf,—\ -07^)+ , . . 

zu  setzen  und  in  den  entstehenden  Gliedern  der  Reihenent- 
Wickelung 


\i  ^  +0-51 1^  sin  M+ 


sodass 


0" 51 1  sin  il/^H-  .  . . 


1 — 0'51 1  {I  Cüs  iUg—  . . . 


--0'515  cos  A/o  i  1  •074- . , . ! 
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für 

zu  schreiben,  wodurch,  wie  man  sieht,  die  Division  erspart  ist^ 
Führt  man  diese  Operationen  aus,  dann  ündet  sich: 

A/  =  +0  0188*» sin«(Af+«)  cotg  C,+0-514 sin  M^— 

-0- 1 72  sin  M;!+0'  106  sin  (2  C, - M^)  +  0*042  sin  20^- 

-  0  •  0 1 1  sin  2  •  009  sin  (2     +  2 w)— 

—0-007  sin  (2C;+iVio)+0-005  sin  \2C^—{M^+M^,)]-^ 
+0  005  sin  {2C,-2iW;)-0'003  sin  (.lf,-JWJ)- 
—0-002  sin  (M„  +  2w)  +0-003  sin     — 0-002  sin2il/;+ 
+  0 -04300  sin  .]/'-+-0-00000  sin  2.14'  — 
—0  00096  sin  (.Ii— JÜ^)+0- 00070 sin  i^M^-^M'^- 
—0-001 1  e  sin  (2  C- [JV4+JI/^])+ 
+  S+0-001  sin  C2C,  +  M^,-3/;)— 0-001  cos  .1/,,  sin  L\- 
—0-  00 1  sin  Cj  cu.-.  2  L\    0 •  00 1  sin     L\ .\f^)  — 
-O-OOl  sin  (2Ci— (il/o— itfi))+0-001  sin  (2i^»-2.U^+ 
+0•001  sin  (2C,+2.Vo—A/^)— 0-002  sin  (3iMi+2»)- 
•     —0-001  sin  (2.U^+2wO~001  sin  (4Q-il4)  j, 

worin  6  die  seit  1900  verflossene  Zeit  in  Einheiten  von  10.000 
Julian ischen  Jahrhunderten  bedeutet;  die  in  {  )  stehenden 
Glieder,  die  sich  nahezu  aufheben,  wird  man  immer  vemach- 
lässigen  können. 

Weil  es  sich  aber  doch  nicht  hier  um  die  größte  Genauig- 
keit handeln  kann,  so  lassen  sich  die  bezüglichen  Rechnungen 
weseiuüwli  vcrciniuvlicn  duich  den  Gebrauch  von  v.  Oppolzer's 
Syzygienlafeln  für  den  Mond.- 

Für  unseren  Fall  kommen  nur  jene  Conjunctione?"» 'Neu- 
monde) in  Hetrr!cht,  wo  die  in  diesen  Tafeln  P  genannte  Gruße 
einen  Wert  erlaugt  von  nahe  bei  74"  oder  genauer  (90— Cj) 
bis 

1  Es  kommt  dieser  Vorgang  auf  das  Verfahren  hinaus,  welches  Hansen 
in  seiner  Analyse  der  ekliptischcn  Tafeln  anwendet. 

3  XVI.  I'ublication  der  Astron.  Gesellschaft. 
3  <p'  gröüer  als  23^  vorausgesetst. 
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so  sind  an  die  aus 


12.1907 


der  Cyklen-  und  Periodentafel  für  den  Neumond  entlehnten 
Werte  J.  V,  P,  Q,  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VII,  VIII  die  folgenden 
Correctionen  anzubringen: 

Ar=  ji— 0-042  sin  2rH-0*003  sin  T— 

-  0  •  301  sin  r  cos  {M^—E) — 0  •  010  sin  T  cos  (2  JM^— F)— 
— 0-010  sin  r  cos  (.1/^+3/^- F), 


r4-3^784  sin  2r+0- 116  sin  4r+0-006  sin  4r, 


+0-ö857Ar, 

AP 

AÖ=  +13-2294Ar, 

AI 

H-14-517A7; 

All 

+  P095Ar, 

AIII 

+  2-3lAr, 

AIV 

4-i3-4:jA7; 

A  V 

-+-15-61  AJ, 

AVI 

•  -  0-06A7, 

A  \\\ 

+  27-9Ar, 

A  VIU 

+30-1  Ar 

und  mit  den  so  verbesserten  Werten  der  Argumente  die  Cor- 
rectionen aus  den  Argumententafcln  zu  entlehnen,  um  gleich  T 
die  Zeit  der  wahren  Phase  F  —  \ — >/  und  die  für  dieselbe 
.:;clti:naen  Werte  von  //.  7.\  z,  P,  0,  log  p.  log  AL,  log  q, 
"u,  log/,  zu  erhalten.  Aus  diesen  Größen  finden  sich  dann 
nach  Anweisung  dieser  Tafeln  (S.  30,  Abschnitt  ö)  die  hier 
erforderlichen  Größen  wie  folgt: 

log  sin(«— •s')  =  log/,-log(//:, -0-2730) -0-0011, 
log  sin  T,  —  log/,— log  (//f,— 0-2730), 
log  sin    =  iog/,H-7  -9625, 
log  sin/ =  log/a+9-9978. 


wobei 


psin  Psin  (is—itf); 


X 


sin  ßj 
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die  stündliche  Änderung  von  d&X^^.dk*  aus  Htlfstafel  S.  50 
der  Syzygientafel  mit  Arg.  IL;  die  stündliche  Änderung  von 
diX—k')  und  nach 


A/\  AL  sin  (ff— g^) 


-5  _  ^  COS  Q  sin  («—«') 
arc  1* 


eventuell  ist  noch  ß  zu  verbessern  und  zu  setzen: 

^  _  ß,+(|A-A7).24.</ß, 

und  zwar  diese  stündlichen  Änderungen,  wie  hier  angesetzt,  in 
Einheiten  des  Grades. 

Die  weitere  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt  Man  setze 

cos  D  cos  A  =  cos  X', 

cos  D  sin  A  z=:  sin  >/  cos  s, 

sin  D  =  sin  Xf  sin 
cos  i>  sin  7)  =  cos  X'  sin 

cos  D  cos     =:  cos  8 

oder 

tgij  =  tgecosX^ 

cos  71  stets  positiv; 

sin  H  =:  sin  ff'  sin  Z>+cos  f '  cos  D  cos  (pi— 
cos  /f  sin  iV|  =  cos  <p'  sin  (|t — i4), 

cos  X  cos  iVj  =  sin  9'  cos  Z)— sin  i>  cos  'f '  cos  (ji— ^4), 

cos  Y  =  cos  ß  cos  (X— X'), 
sin  Tf  sin  a  =  cos  ß  sin  (X— X'), 

sin  Y  cos  a  ^  sin 

Zur  Controle 

2  sin^     ß  cotg  (X— X') 

Y  :=  (X^X')  ^—  . 

arc  1 
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Dann  ist  durch  Versuche  zu  lösen 

sin  'l'  =  Pt  sin  ic  cos  H  sin       W)  cosec  •/ 
und  wenn  dies  geschehen,  zu  berechnen 

sin  4>i  =  cos  H  sin  VT  tg  — 

2 

sin  A  =  sin  (H-¥t)—2  sin  i  cos  K  sin'-*  - 

2 

cos  h  cos  F,  =  cos  {H~'i)—2  cos  v  cos  i/  sin*  Ii', 

2 

.   .       .       sin«'  . 

sin  (J—t)  =   sin  Y. 

sinr 

Pi  und  «p'  erhält  man  mit  der  geographischen  Breite  unter 

Benutzung  von  Tafel  B,  S.  50  der  Syzyijicniaicln  durch: 

log  {1 — c)  =  9 •  9985,      p  cos  9'  =  cos  9,, 

p  sin  (p'  =  (!—<:)  sin  'f^; 

f ,  mit  <p  aus  Tafel  Ä 

Tj  sin  IC  cos        G)  =r  1  — pj  sin  -  sin  Ä  — p^  sin    sin  'J/j  sin  ^, 
>i  sin  X  sin    — C)  =  p,  sin  w  cos  h  cos  V,+p,  sin  w  sin  cos^, 

sin     =  ,   logO-27296  =  9*4361, 

^1 


tcK.  =     Sin     cos  (G  ^f) 
^       1— sin  Ai  sin  (^G-l-/)  ' 

=cosC. 


tgAj 

Dann  ist  die  Phase  in 

Theilen  des  Mondhalbmessers  2sin^'^C, 

2 

Theilen  des  Monddurchmessers  ==  sin*  —  C, 

2 
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Als  Beispiel  will  ich  zunächst  die  augenrällige  Krsclieinung 
dieses  l'Iuinomens  am  20.  F"ebruar  1901  wählen,  die  auch  von 
verschiedenen  Seiten  hier  in  Wien,  wie  mir  mitgethcilt  ward, 
ohne  specielle  Aufmerksamkeit,  was  bei  mir  der  Fall,  wahr- 
genommen worden  ij^t.  Um  0''  abends  hatte  das  Phänomen 
noch  nichts  besonders  Auffälliges,  während  es  gegen  6''  30'" 
etwa  in  der  größten,  für  jedermann  autTälligen  Krscheinung 
auftrat. 

Hiebci  lassen  sich  auch  die  Grenzen  der  Werte  von  H 
und  I',  bestimmen,  die  zugrunde  zu  legen  sind. 

Ich  bestimmte  mir  zunächst,  um  die  Phase  T,  ermitteln  zu 
können,  mit  Hilfe  der  Syzygicntafeln  "(wobei  nur  die  Arg.  I 
und  II  berücksichtigt  wurden)  die  Zeit  der  vorhergehenden 
Conjunction.  Es  fand  sich  so  H).  Februar,  'i**  53""  morgens 
(Greenwicher  Zeit).  Die  Bcobachtungszeit  in  Wien  war  etwa 
20.  Februar,  6''  30'"  abends,  d.  i.  also  ö'"  25""  Greenwicher  Zeit; 
wegen  des  starken  Einflusses  der  Änderung  von  .Arg.  I  imittlerc 
Anomalie  des  Mondes)  in  der  Zwischenzeit  von  1**  14''  31"'  auf 
die  Zeit  der  wahren  Phase,  nahm  ich  für  den  Wert  7,  welcher 
der  Beobachtungszeit  nahe  entsprechen  soll,  7"=22°0S4  an. 
Diesem  W'crtc  entspricht  ein  (t  z=  1  "81 18  und  ein 

M=  I  -81 18-0-0935, 

womit  die  Curreciionen  der  Argumente  berechnet  sind.  Ich 
fand  dann: 

7*=  2415436-2194  =  20.  Februar  1901  5"  15*^9  nachmittags, 

L'  =  33 1  •  404 ,  log    =  0  •  6929, 

Z  =     3  -  44  =  m.-w.  Zeit,  log  AL  =  9  -  762 1 , 

s=   23-446,  log  <7  =  8-7574, 

P=  1 15-243,  <  =  0-5396, 

0  =  116-469,  log  fa  — 7-6747 

und  hieraus 

X'=;33l-404,  8X'=+0  042, 

).  =  353  -  488,  oX  =  +  0  •  630^ 

=:  -1-4 -508-0 -061  =  +4-447,  oß  =  —0-026, 
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log  sin —  5*6372,      log  sin/=  7'6725, 
log  sin  Jt  =  8  •  2466,  /  =  0  •  270. 

wahrend  die  genauen,  aus  der  »Connaissance  du  temps«  mter- 
polierten  Werte  für  diesen  Zeitpunkt  sind: 

Jl'=33I-398.       logsinz=r     8-245'J,     Sünnenbr.  +ü'61, 
A  =  353  •  53 1 .       log  sin  z'  —     ö  •  (Jliöü, 
+4-469,  ZtgL=  +3  75, 

so  dass  also  die  Unterschiede  AX'  =  — 0^CK)6,  AX  =  —0-043, 
Aß  =  +0^022  betragen,  was  für  die  beanspruchte  Genauigkeit 
belanglos  ist 

Hier  sehen  wir  bereits,  ciass  /.u  dieser  Zeit  thatsächlich  ein 
Maximum  statthaben  kann;  denn  die  Sonne  ist  im  IV.  Ouadr;intcn 
gegen  3C0,  der  Mond  ist  nahe  90"  vom  aufsteigenden  Knoten 
m  üer  Richtung  der  Beu  et^uno:  entfernt. 

Nimmt  man  nun  für  Wien  als  östl.  Lange  von  Greenwich 
!'ö%  als  geocentrische  Breite  f^r:  48*041,  als  Entfernung 
vom  Erdcentrum  iogi^i  =r  9  -9992  an,  dann  ergibt  die  Rechnung 

A  -   333  "-4  32, 
logsinZ)=  9-2708". 
logcosZ?=  9-9920, 

^-A  =    9t  -89, 
=  65*33, 

Tj=  20-843 
A^,  =  42-648, 

5-  78-082, 
Tr=— 14*091, 

Y=  22-520, 

^  =  X— >  '-f  r  —  22  -  525, 

log  sin      =  7 -0853, 

A,  =  0-278. 

g-t  —  +  0  054, 
22-074, 
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10gtgXi=  7*6Ö36, 

log^  =  9-9683, 
tg  A 

h  —  +12-403, 

//rr  -  9  399, 

C=  21-627, 

g~G  —  +  0-958, 
log  rj  =      1  •  7508, 

Phase  =  0*0704  in  Theilen  des  Halbmessers; 
Phase  —  0'0352  in  Theilen  des  Durchmessers. 

Hieraus  erhellt  in  Obereinstimmung  mit  den  früheren 
Untersuchungen,  dass  ein  Unterschied  in  Länge  von  22*  er- 
forderlich, dass  die  Sonne  mindestens  9*  unter  dem  Horizonte 

stehen  muss  und  dass  eine  Höhe  des  Mondes  unter  12"  die 

Sichlbarkoil  der  Krscheinung  in  Frage  stellt  für  ur.sere  Brcilcn. 
Mit  Kückbiclu  auf  diese  Resultate  soll  nun  die  iVüher  in 
Übersetzung  (S.  628)  mitgethcilte  Stelle  aus  den  Geschichts- 
schreibern des  Südens,  nämlich; 


näher  betrachtet  werden. 

in  derselben  ist  zunaclist  die  Ausdrucksweise         |  || 

tshnn  tshäng  ytUh  auri'ällig,  welche  G.  Schlegel  mit  »au 
Premier  mois  du  printemps«  übersetzt. 

Allerdings  wird         ^  zur  Bezeichnung  des  ersten 

Monates  im  Jahre  gebraucht,  dann  folgt  aber  diese  Aus- 
drucksweise unmittelbar  auf  den  Schriftcharakter  nicn  für 
Jahr.  Dass  hier        zwischengeschoben,  ist  auffällig  und  nach 

den  Verhältnissen  nicht  recht  begreiflich,  wenn  fsJuiix  j  üeh  den 
ersten  Monat  bezeichnen  soll.  Denn  zur  Zeit  der  l^yna^^tie 
Leang  war  bereits  die  jetzige  Zählweise  im  Schwung,  nach 
welcher  der  erste  Jahresmonat  der  erste  Frühlingsmonat  nach 


Digitized  by  Google 


I 


24t4f«^oder  Tttgcndgastim.  689 

cbinesischer  Zählweise  sein  musste,  der  zweite  der  zweite 
FrüMingsmonat,  in  welchem  das  Aquinoctium  einzutreten  hatte. 
Es  wäre  sonach  unter  diesen  Verhältnissen  das  eingeschobene 
/scAüft  überflüssig.  Angenommen  vorläufig,  dass  die  Auffassung 
von  ish&H  tschengyüeh  als  »au  premler  mois  du  printemps«  die 
richtige  sei,  ist  der  Krühlingsmonat  zu  suchen,  bei  dem  im 
Jahre  548  p.  Chr.  der  Xeumond  auf  den  Tag  mit  der  cyküschen 
Bezeichnung  Kouei-sy  tiillt.  Kone'i  ist  das  zehnte  der  Kan- 
zeichen,  sy  das  sechste  der  Ischi,  es  ist  sc^nach  zutolge  der 
Kegel,  welche  ich  bereits  in  meiner  Abhandlung  über  die  drei 

I  Q  Q 

Perioden  Tsckang,  Pu  und  Ki  gegeüben:*  — ^ —  =  ^*  <lfther 

JIToir«;-^  =  20  +  10  =  30.  Da  sich  nun  die  Reste  der  juliani- 
schen Tageszahlen  durch  60,  von  dem  Stellenzeiger,  welcher 
Jie  Combination  im  Sechzigercyklus  einnimmt,  um  10  unter- 
scheiden, muss  sonach  die  julianischc  Tageszahl,  für  den 
fraglichen  Neumond  durch  60  dividiert,  vlen  Rest  40  geben.  Der 
Xeumond  des  ersten  Monates  kann  Ende  Jnnuur  oder  in  den 
Februar  fallen.  Sieht  man  daraufhin  nach,  so  findet  sich  eine 
ekliptische  Conjunction  am  26.  Jänner  048  (siehe  Oppolzer's 
(anon  der  Finsternisse,  S.  168,  Nr.  4172),  welcher  dem  julianJ- 
.^clieii  lag  1921240  entspricht,  dessen  Rest  durch  60  that- 
sächlich.40  wäre,  so  dass  dies  dem  Tage  Kouet-sy  entspräche. 

Allein  die  Conjunction  tritt  nach  Greenwicher  Zeit  ein 
um  10'*20''1,  also  nach  der  Zeit  in  China  am  27.  Jänner  548, 
2^  morgens,  d.  i.  bereits  der  Tag  Kia-u,  die  erste  Sichel  also 
oder  der  Neumond  am  29.  oder  90.  Jänner,  welche  den  Tagen 
ping-shcn  oi^ax  tiug-yeti  entsprächen.  .Allerdings  ist  dieSonnen- 
liiiigc  zur  Zeit  dieses  Neumondes  308*6,  kann  also  im  Laufe 
dieses  Monates  wohl  330°  erreichen,  wie  es  für  den  ersten 
Frühlingsmonat  erforderlich.  Weil  aber  der  c\kli^ehe  Tnt^ 
nicht  stimmt  für  die  Conjunction,  noch  w  eniger  tui-  das  ci  ^tc 
.S;chtbar\\ erden  der  Sichel,  weiches  an  dieser  Stelle  unbedingt, 
wie  früher  gezeigt,  unter  Neumond  verstanden  werden  muss, 
so  Icann  die  .Auffassung  »au  premier  mois  du  printemps« 
absolut  nicht  den  richtigen  Sinn  wiedergeben,  sondern  es  muss, 

>  Diese  Sitsungsber.,  phil.-hislor.  Ciasse,  Bd.  (25,  S.  1]  der  Abhandlung, 
sitxb.  d.  naiheiii.-iiaittrw.  O :  CX.  Bd..  Abih.  n.  a.  46 
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soweit  die  Sprachgesetze  dies  zulassen,  anders  übersetzt 
werden. 

Der  nächste  Neumond  (d.  h.  die  erste  Sichtbarkeit  der 
Sichel),  welcher  &u( Kouet-sy  fällt,  kann  aber  erst  nach  60  Tagen 
als  kleinstes  Intervall  eintreten  zu  einer  Zeit,  wo  dann  die 
Sonnenlänge  360**  ist.  Dies  wäre  jedoch  der  mittlere  Frühlings- 
monat 

Lässt  aber  der  chinesische  Text  eine  solche  Auffassung 
zu?  Gewiss!  Sie  ist  allein  die  richtige  und  steht  vollkommen 

im  Kmklange  mit  der  Ausdrucksweise  |  [-  ^  ,  die  ja  keines- 
wegs direct  »erster  Monat«  ausdrückt  Denn  wir  finden  im 
Kanghi- Wörterbuche  unter  auch  die  Bedeutung  » ^  ting* 
~  festsetzen,  nonnieren,  angegeben,  und  unter  dieser  Bedeutung 
als  Beleg  dafür  eine  Stelle  aus  dem  jj^  ^  worin 
der  Ausdruck  "ff*  ^  vorkommt,  zu  dem  der  Commentar^gjj 

bemerkt  » 'f^^^t^eug  ist  soviel  wie  ting,  d.  h.  fest- 
setzen, normieren*.  Die  Stelle  lautet:  >^  <^ 
ZE              JE  i^l  ^  *der  Minister  befahl  allen  Beamten 
die  Nothwendigkeit,  die  Fixierung  des  Jahres  mit  dem  Normal- 
monate in  Einklang  zu  bringen*. 

Weiter  finden  wir  in  einem  späteren  Absätze  citiert: 

l''JJ    il  Ü     1  h   j^j  vierte  Monat  wird  auch 

/s/ftffr^>^2e/i  genannt«»  wozu  die  Scholie  bemerkt:  |A| 

f]  fdt  m  ^  II  ^'^^^^  Monat  der  Hia  wurde  in  Be- 
ziehung gebracht  zum  Mond  mit  dem  Cykelzeichen  sy. 

Hiczu  wird  als  weiterer  Beleg  angeführt  unter  der  Rubrik 

—  _LE  Normalen  aus  dem  ^  ^  aus 

der  Chronologie  des  Sy-Ki  i^j»  iE  J^J.  JE  fl  ,   ^ft  jf 

t  ^  fl,  U.\  iE  Ja  t  -  «  We  n.u 

normierten  das  Jahr  mit  dem  Normalmonat  (der  Hau),  die 
Shang  mit  dem  zwölften  Monat,  die  Tscheu  mit  dem  elften 
Monat 
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Es   iicgt  sonach  J.em  Ausdrucke    jj^    ||    der  BegnlT 

»der  fixierende  oder  festsetzende  Monat«  zugrunde,  und  in- 
soferne,  aber  auch  nur  ins<. ferne,  als  der  erste  Monat  das  Jahr 

festsetzt,  darf    | ]-         mit  erster  Monat  übersetzt  werden. 

Die  eigentliche  Bedeiituni;  ist  der  (das  Jahr)  bestimmende  Monat. 

Wendet  man  diesen  r;.htiL;cn  Smn  des  Ausdruckes  tsheng- 
yüch  auf  unsere  Iragltche  Stelle  an,  so  ist  für  »au  premier  mnis 
du  printenips«  zu  setzen:  »Der  den  Friihlint^  hcstiinnienJe 
Monat,  der  Hauptmonat  des  Frühlings,  der  eigentliciie  Frühlings- 
monat«, dies  ist  aber  jener,  bei  dem  das  PrQhlingsäquinoctium 
staufindet. 

Hiemit  kommen  wir  auch  auf  den  späteren  Monat,  in 
welchem  die  Sichtbarkeit  der  Sichel  auf  den  Tag  Ko^-sy  fallen 
soll  und  mögUchervN'eise  auch  fallen  kann. 

Dem  Tage  Ko^-sy  entsprechen  nun  die  Zeiten: 

547  Jänner  31,  548  Jänner  26,  549  Jänner  20, 
547  April  3,  548  März  26,  549  März  21, 
547  Mai      31,       548  Mai      25,       547  Mai  20. 

Hier  fallen  für  unsere  Zwecke  die  Maitage  eo  ipso  aus,  da 
sie  zu  weit  vom  Äquinoctium,  Die  nächstlicq^endcn  Conjunctionen 
des  .Mondes  mit  der  Sonne  sind  hingegen  in  Zeit  Chinas  (J**  40" 
Easl  V.  Greenwich). 

547  Februar  6  3''  20"'  nachmittags, 

547  April  8    9''  50"'  a.  m. 

548  Jänner  27   2^52'"  a.  m. 

548  März  20   1 "  54"'  a.  m. 

549  Jänner  15   r)''ö7"'  a.  m. 

549  März  15   2"  9'"  p.  m. 

Der  Tag  Koe'i-sy  steht  sonach  ab  von  den  betreffenden 
Conjunctionen: 

547  Februar  —6  Tage, 

547  April  —5  Tage, 

548  Jänner  —1  Tag, 

548  März  =kO  Tag, 

549  Janner   +5  Tage, 

549  März   +6  Tage. 

40* 
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Es  ist  also  einzig  die  Conjunction  vom  26.  März  548,  die 
dem  Wortlaut  der  angeführten  Stelle  wegen  des  Tages  KoO^^ 
entsprechen  kann,  und  somit  ist  hiedurch  auch  der  Beweis 
geliefert,  dass  die  Obersetzung  >au  premier  mois  du  printempsc 
nicht  den  richtigen  Sinn  von  ishün4sheng-yAeh  gibt,  sondern, 
dass  dieselbe  vielmehr  ist  »der  Haupt-  oder  eigentliche  Frühlings- 
monat«. Es  bleibt  nunmehr  noch  zu  untersuchen,  ob  an  diesem 
Tage  der  sonst  unbeleuchtete  Theil  des  Mondes  durch  das 
rcrtectierle  Erdlicht  auffällig  erleuchtet  kiuiii  gewesen  sein. 

Man  muss  hiebe!  berücksichtigen,  dass  der  hier  in  Betracht 
kommende  Theil  von  China  bezüglich  der  Durchsichtigkeit  der 
Atmosphäre  sich  der  Eigenthümlichkeit  der  Tropengegend 
nähert,  wo  also  die  Extinction  des  Lichtes  eine  bedeutend 
geringere  ist,  als  bei  uns,  so  dass  daher  auch  bei  einem  bedeutend 
niederen  Stand  der  Gestirne  die  Helligkeit  derselben  eine  viei- 
mal  größere  ist,  als  hei  uns,  im  gleichen  die  Dämmerung  eine 
unvergleichlich  kürzere  als  in  unsere  Breiten. 

Ich  nahm  nun  einen  Stunden  winke!  der  Sonne  von  93* 
und  95*  an,  als  geographische  Breite  das  einemal  +23-069, 
das  anderemal  +30*  und  eine  Länge  7^  ^0  East  v.  Green- 
wich. 

Damit  fand  sich  für  548  März  26 

X'  =  7  •  75  +  0-003  (/— 93^00)  log  sin  z  —  8-2469, 

X— X'  —  9-453  +  0  038       93  00),  log  sin  jr'  =  5  6300, 

log  sin  ß  =  8»  9201 +0-0004(^-93 -00),  /  =  0-265, 

Y  =  I0'58+0-035  (/— 93*00)  log     =  1  -7524, 

^—7  =  -4-0  •  03  log  sin  Aj  =  7  •  6837, 
C=9-67, 

Phase  —  0*014  »Mundhalbmesser, 
=.  0*007  Monddurchmesser, 

(p  =  23*0(59: 

H=        59— 0*92  (/— 93*0), 

h  —  +7-87-0-88  (/— 93-0), 
g~G  =  +0-89. 
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i/=  — 1-11— 0-86  (/— 93-0), 
A=  +7-71-0-88  (I— 93-0), 
g—G=:  +0-82 

Hier  sind  allerdings  die  Unterschiede  in  Höhe  wesentlich 
geringer  als  im  früheren  Falle.  Bedenkt  man  aber  die  größere 

Durchsichtigkeit  der  Luft  in  China  und  die  hiedurch  gegebene 
Möglichkeit,  dass  Eibciicinungcn  in  autfälliger  Weise  eintreten 
können,  die  bei  uns  ohne  Beachtung  blieben,  \vü\  ja  bereits 
HumbolJt  in  seinem  Kosmos  de.  spricht,  bedenkt  man  ferner, 
dass  für  heiiakische  Aufgange,  wo  also  der  Stern  am  Horizont 
selbst  wahr.L^enommcn  werden  muss  (h  —  Ü),  eine  Höhe  der 
Sonne  von  10**  unter  dem  Horizonte  (// = — 10)  bei  Sternen 
erster  Größe  genügt,  also  eine  Höhendifferenz  von  10",  so  wird 
man,  die  Ausdehnung  der  Mondscheibe  und  Mondsichel  im  Auge 
behaltend,  vollkommen  gerechtfertigt  ßnden,  dass  26  März  548 
abends  der  von  dem  Erdlicht  erhellte  Theil  der  Mondscheibe 
(Höhendifferenz  9*)  gesehen  werden  konnte,  wenn  die  atmo- 
sphärischen Verhältnisse  im  günstigsten  Zustand  hiefür  waren 
(absolute  Reinheit  des  Himmels). 

i:liemit  lolgt  aber  aucii,  dass         [f-  ^  nicht  als  »erster 

FrQhlingsmonat«,  sondern  als  »eigentlicher  Frühlingsmonat« 
übersetzt  werden  müsse,  conform  der  sprachlichen  Bedeutung 

'*"n  jj-.  \\c\\  nur  dann  der  Neumond  (die  erste  Sichtbarkeit 

der  Sichel)  au!  den  Tai::  Koei-sy  fallen  kann. 

Die  scheinbare  Schwierigkeit,  dass  an  dem  Neumondstage 
die  Sonne  der  wahren  Länge  nach  bereits  über  das  Frühlings- 
Iquinoctium  hinaus  sei,  zerfällt  in  nichts  unter  Berücksichtigung, 
dass  erstlich  die  Chinesen  sich  nur  durch  den  Ort  des  Aufganges 
und  die  gleiche  Länge  von  Tag  und  Nacht  (siehe  Schuking 
yao  tien)  die  Zeit  des  Frühlingsäquinoctiums  bestimmten  und 
hiebei  durchaus  nicht  der  Feinheit  unserer  astronomischen 
Instrumente  sich  erfreuen  konnten,  sondern,  mit  dem  l-luüen 
Aut;c  beobachteten.  Hiebei  können  aber  bei  der  geringen 
Änderung  der  1  agesdauer  um  diese  Zeit  (etwa  4  "  von  Tag  zu 
Ta^i  leicht  Unsicherheiten  von  drei  bis  vier  Tagen  rücksichtlich 
des  Sonnenortes  entstehen. 
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Zweitens  kommt  aber  noch  in  Betraclit,  dass  die  Chinesen 
für  ihre  Kalcnderbercchnung  nicht  die  wahre  I-äncie  der  Sonne 
zugrundelegten,  sondern  die  mittlere  Länge  in  der  Bahn,  wie 
der  Ho  sciuntj*  {—  Bonze)  I-hiug  ausdrücklich  in  der  Chrono- 
logie lehrt,  was  ich  durch  Belegstellen  nachweisen  werde,  sobald 
ich  dazu  komme,  die  in  Angriff  genommene  Arbeit  über  sämmt- 
liche  in  der  Kalendcrrechnung  bei  den  Chinesen  angewandten 
Constanten  durchzuführen,  wozu  mir  leider  unter  den  ge- 
gebenen Verhältnissen  die  nöthige  Zeit  mangelt,  um  befriedi- 
gender Weise  in  der  Arbeit  fortschreiten  zu  können. 

Die  Resultate  dieser  Untersuchung  zusammenfassend, 
dürften  dieselben  so  zu  formulieren  sein,  dass  hiemit  erstlich 
der  Beweis  geliefert  sei,  die  von  den  Chinesen  benannte 
Himmelserscheinimg  ist  nicht  anders,  als  die  sehr  seilen  in 
auffülliger  Form  aufiretende  Erscheinimg.  wenn  um  die 
Zeit  des  Neumondes  der  sonst  unbeleuchtete  (und  daher  un 
sichtbare)  Theil  der  Mondscheibe  durch  das  von  der  Erde 
rellcctierle  Sonnenlicht  sichtbar  w  ird  :  zweitens  der  neuerliche 
Nachweis  gegeben,'  dass  der  Sinologe  der  .Methodik  und  Kennt- 
nisse der  e.\acien  Wissenschaften  bei  derartigen  Unter- 
suchungen nicht  entrathen  könne,  weil  es  im  Wesen  des 
chinesischen  Sprachbaues  liegt,  dass  der  richtige  Sinn  einer 
chinesischen  Stelle  nie  so  auf  flacher  Hand  liegt,  wie  bei  den 
römisclien  und  griechischen  Classikern,  da  lediglich  nur  Sach- 
kenntnisse darüber  entscheiden  und  nicht  unzweifelhafte  gram- 
matische Beziehungen,  wie  sie  im  Formenrcichthum  genannter 
.Sprachen  gegeben,  dessen  das  chinesiscne  ermangelt. 

Man  könnte,  ohne  allzuviel  von  der  Wahrheit  abzuschweifen, 
den  Sinn  eines  chinesischen  Salzes  den  vieldeutigen  Symbolen 
in  der  Matliematik  gleich  ansehen.  Denn  wie  hier  durch  DitTe- 
rentiation  erst  zu  ermitteln  ist,  welches  der  wahre  Wert  der 
Function  sei,  die  durch  eine  bestimmte  Substitution  eine  der 
Formen 

U  oo 

oo  -oo,     — ,     O.oo,     0°,      c»°    und  1«* 
0  oo 

'  Siehe  unter  anderen  meinen  Artikel  über  >  chinesische  Musik«  in  der 
Wr.  Zcitschr.  f.  d.  Kunde  des  Morgenlandes«. 
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annimmt,  so  muss  beim  chinesischen  Satze  i)iirc!i  SachkL-nnt- 
niSSe  entschieden  werden,  welche  der   in  einem  gegebenen 
Falle  möglichen  grummatischen  (d.  h.  S3nitaktischen)  Be- 
Ziehungen  einzig  und  allein  die  richtige  sei.  Gründliche  und 
«isgiebige  Schulung  in  der  Mathematik  und  den  exacten 
Wissenschaften,  schon  um  der  damit  verbundenen  Aneignung 
ooncisen,  scharfen  und  umsichtigen  logischen  Denkens,  kann 
daher  bei  philologischen  Studien  in  Sinicis  nur  von  Vortheil 
sein  und  in  gewissen  Fällen  zu  einer  absoluten  Nothwendigkeit 
werden. 
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Ober  PotentialdifTerenzen  in  Flammengasen 
und  einigen  festen  Elektrolyten 

von 

Rudolf  V.  Hasslinger, 

sluJ.  phil. 

Au-^  dem  Privatlahoratoriuin  Jcs  Verfassers  in  Prug-Smichov. 
(Mit  I  Tcxtn.Kur.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  7.  Juni  1901.) 

Die  elektrische  Leitfähigkeit  der  Gase  war  in  neuerer 
Zeit  Gegenstand  mehrerer  Untersuchungen,  welclie  die  Ansicht 
bestätigten,  dass  eine  Ionisierung  der  Gase  die  Ursache  ihrer 
l^eittähigUeit  bilde.  Es  schien  daher  die  Frage  nach  dem  \'or- 
handensein  von  Potentialdift'erenzen  zwischen  verschiedenen 
Metallen  in  solchen  leitenden  Gasen  nicht  unberechtigt,  da 
nach  unseren  jetzigen  Anschauungen  die  Existenz  freier  Ionen 
solche  PotentialdifTerenzen  bedingt.  Was  nun  derartige  Poten- 
tialdiflerenzen  in  durch  Kfintgenstrahlen.  ultraviolettes  Licht 
und  Uranstrahlen  leitend  gemachter  Luft  anlangt,  so  erhielten 
J.  C.  Beattie  und  Smoluchowski  de  .Smolan  (Phil.  Mag., 
(5),  46,  418,  430)  und  ebenso  Arrhenius  (Wied.  Ann.,  33. 
S.  638),  ganz  wie  man  es,  freie  Ionen  in  dieser  leitenden  Luft 
vorausgesetzt,  erwarten  konnte,  Ergebnisse,  die  sehr  nahe  an 
die  des  X'olta'schen  Fundamentalversuches  erinnern.  Es  wäre 
daher  zu  erwarten  gewesen,  dass  auch  in  den,  eine  elektrische 
Leitfähigkeit  zeigenden,  heiüen  Salzdämpfen  ähnliche  Poten- 
tialdifTerenzen zwischen  verschiedenen  .Metallen  sich  ergeben 
würden.  Die  folgenden  Versuche  zeigen  jedoch,  dass  zwar 
in  diesen  Phallen  PotentialdifTerenzen  auftreten,  die  aber  von 
den  in  wässerigen  Lösungen  und  leitender  Luft  beobachteten. 


Digitizco   ,  v  .o- 


Potentialdiffeienzen  in  FlammengaÄen.  697 

^^'^^entlich  abweichen.  Die  Versuchsanordnung  bei  dieser  Untcr- 
^^*-^Ung  vvar  seiir  ähnlich  der  von  A.  Smithells  H.  M.  Davv- 

ünd  H.  A.  Wilson  (Zeitschi.  phys.  ehem.,  32,  303—320; 
J^I'- T'rans.  Roy.  Soc,  192.  89—128)  zur  Untersuchung  der 

*higkeit  heiüer  Salzdämple  verwendeten,  Mittels  eines  Zer- 
wurde  In  die  Flamme  eines  Tedu-Brenners  die  feinst 
lfmtäubte  Lösung  eines  Salzes  eingefütirt»  während  in  die 
Flamme  wenig  Über  der  Spitze  des  inneren  Kegels  zwei  parallele 
Blittchen  aus  verschiedenen  Metalten  eintauchten.  Nun  aber 
zeigen  an  verschiedenen  Stellen  der  Flamme  eingetauchte»  aus 
demselben  Metalle  bestehende  Blättchen  nennenswerte  Poten- 
lialJiffercn/en  gegeneinander,  und  nur  (vergl.  Henrici,  Pogg. 
Ann.,  70.  .S.  476;  Bult".  .Annalen  d.  Chem.  u.  Pharm.,  80,  S.  1 
[1851  j.  iK),  S.  1  [1854])  gleich  <:roOe,  an  symmetrischen  Flammen- 
stellen angebrachte  Elektroden  zeigen,  wie  ich  mich  auch  selbst 
überzeugte,  gegeneinander  keine  Unterschiede  des  Potentials. 
Obzwarnun  die  Elektroden  bei  den  im  folgenden  beschHebenen 
Versuchen  immer  gleich  weit  von  der  Flammenmitte  abstanden, 
so  brachte  ich  dennoch  die  zwei  Metallblättchen  derart  in  der 
Flamme  an,  dass,  ohne  irgend  etwas  an  den  Verbindungen  zu 
indem,  ihr  Platz  in  der  Flamme  leicht  vertauscht  werden 
konnte.  Zu  diesem  Controlversuche  wurde  ich  durch  den  freund« 
'ichen  Rath  des  Herrn  Prof.  Dr.  F.  Exner  veranlasst,  welchem 
ich  die  Resultate  meiner  .Arbeit  milrjethcilt  halte.  Auf  diese  Art 
war  also  jeder,  durch  eine  evenlueile  unsymmetrische  1-age  der 
Elektroden  bedingte  Fehler  ausgeschlossen. 

Diese  in  die  I'Umine  eingetauchten  iilätlclien  konnten 
nun  mit  Hilfe  eines  Paraflincommutators  abwechselnd  mit 
einem  Thomson'scben  Quadrantenelektrometer  und  der  Erde 
so  verbunden  werden,  dass,  wenn  das  eine  Bldttchen  zur  Erde 
abgeleitet  war,  das  andere  mit  dem  Elektrometer  in  Verbindung 
stand  und  umgekehrt.  Aufierdem  war  dafür  gesorgt,  dass  das 
Elektrometer  jederzeit  direct  mit  der  Erde  verbunden  werden 
*\onnte.  Durch  diese  Anordnung  war  bezweckt,  das  Elektro- 
meter gegen  andere  in  seiner  UmnehM'^t:  rmftretende  elcktro- 
s!atr«che  Wirkungen  zu  schützen  und  zugleich  den  Einfluss 
von,  eventuell  den  Fiammens^asen  als  solcncn  anhauenden, 
Ladungen   zu  eiimmieren.   Der  Druck  der  den  Zerstäuber 
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betreibenden  Luft  war  bedeutend  höher,  als  zum  Betriebe  des 
Zerstäubers  gerade  nothwendig  war,  und  aulierdem  durch  ein 
Qucfksilbcrmanometer  rontroliert.  Ebenso  wurde  der  Druck 
des  dem  Brenner  zu-^trörnenden  Gases  durch  einen  Regulator 
auf  constantcr  HiWie  erhalten,  was  ebenfalls  durch  ein  Mano- 
meter controlierl  wurde.  f3ie  nun  folgende  Tabelle,  in  welcher 
die  wichtigsten  Resultate  der  mit  dieser  X'ersuchsanordnunß 
ausgeführten  Experimente  enthalten  sind,  weist  natürlich  nur 
Mittelwerte  auf  Die  zwischen  den  einzelnen  Messungen  auf- 
tretenden Differenzen  betragen  jedoch  meist  nur  einige  Hundertel 
Volt;  die  angeführten  Mittelwerte  geben  aber  jedenfalls  in  voll- 
kommen verlnsslicher  Weise  das  Vorzeichen,  sowie  das  an- 
nähernde Verhältnis  der  in  den  verschiedenen  gasförmim^en 
Elektrolyten  zwischen  den  betreffenden  Metallen  auttretenden 
l'otentialdiffercnzen  an.  was  für  den  Zweck  der  vorliegenden 
Untersuchung  vollständig  ausreicht.  .Als  Beispiel  dafür,  wie 
etwa  die  Einzelmessungen  difl'erieren,  seien  drei  Beobachtung? - 
Serien  angeführt. 

Tabelle  I. 


1 

l>ampf 

in  .Scalcn- 
theilen 

Dampf 

Au.sschlng 
in  .Scalen- 
thcilen 

Dampf 

.■\usschlaj5 
in  Scalen- 
theiicn  | 

SrClj 
(2  n.) 

92 

l.iCl 
2n. 

24 

2n. 

1 

iiaCI« 
1  (In.) 

VI 

Li  satyc. 
2  n. 

12 

CaCIj 
4n. 

 1 

53  i 

SrCI, 
(2n.) 

94 

I.iCI 
2n. 

•j<> 

CaCI, 

»n. 

44 

BaClj 

42 

Li  salyc. 

18 

Es  sei  noch  ausdrücklich  bemerkt,  dass  unter  einer  nor- 
malen Ltisung  (In.)  hier,  auch  bei  den  ein  zweiwertiges  Metall 
enthaltenden  Lösungen,  eine  solche  verstanden  ist,  welche  ein 
Grammolecül  im  Liter  enthält. 
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Aus  den  in  Tabelle  II  enthaltenen  Zahlen  geht  hervor, 
dass  sowohl  die  basischen,  wie  die  sauren  Bestandtheile  eines 
Salzes  einen  Einfluss  auf  die  F'otentiaiditTerenz  üben.  Ins- 
besondere tritt  dies  deutlich  herx'or  bei  den  beiden  letzten  der 
angeführten  Salze,  dem  Lithiumsalicylat  und  dem  Anilinchlorid, 
deren  eines  eine  brennbare  Säure,  das  andere  eine  brennbare 
Base  enthält,  so  dass  also  bei  der  Wirkung  in  der  Klamme  nur 
der  eine  der  beiden  Bestandtheile  zur  Geltung  kommt.  Die 
Summe  der  beiden  erwähnten  Potentiale  stimmt  ziemlich  gut 
mit  den  direct  gefundenen  des  gleich  concentrierten  Lithium - 
Chlorids  überein.  Weiter  scheint  daraus  hervorzugehen,  dass 
der  größere  Antheil  an  den  gemessenen  PotentialdifTerenzen  im 
allgemeinen  den  sauren  Bestandtheilen  zukommt,  woraus  sich 
auch  die  gri>ücren,  für  die  ein  zweiwertiges  Metall  enthaltenden 
Salze  gefimdenen  PotentialdifTerenzen  ohne  weiteres  erklären 
lassen.  Das  tsMckel  steht,  wie  aus  der  Tabelle  ersichtlich, 
zwischen  Kisen  und  Platin.  Auch  sei  noch  erwähnt,  dass  das 
Kupfer,  soweit  es  trotz  seines  niedrigen  Schmelzpunktes  unter- 
sucht werden  konnte,  ebenfalls  ein  ähnliches  Verhalten  wie 
Nickel  und  Kisen  zeigt. 

.Am  überraschendsten  i^t  aber  jedenfalls  der  Um- 
stand, dass  bei  vcrhältn ismäßig  so  vielen  Salzen  das 
Eisen,  beziehungsweise  das  Nickel,  gegen  das  Platin 
ein  positives  Potential  annimmt.  Ks  schien  nicht  aus- 
geschlossen, dass  dieses  Verhalten  die  Folge  einer  .Abhängig- 
keit der  Potenlialdifferenz  von  der  Temperatur  sei. 

Daher  lag  es  nahe,  die  Potcntialdiflcrenz  des  Fe  gegen  Pt 
bei  variabler  Temperatur  zu  untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke 
wurden  die  früher  in  Dampfform  untersuchten  Klektrolyten  itr» 
geschmolzenen  Zustande  verwendet.  Ks  wurde  also  zunächst 
die  .Spannung  von  Kisen  gegen  Platin  in  geschmolzenem 
I.ithUmichlorid.  dann  in  geschmolzenem  Kaliumchlorid  als 
Klektrolyten  gemessen,  imd  zwar  sowohl  bei  steigender,  wie 
auch  bei  fallender  Temperatur.  Die  Temperatur  selbst  wurde 
durch  ein  Platin-Palladium-Thermo-KIement  bestimmt.  Die  so 
erhaltenen  Resultate  sind  in  den  folgenden  zwei  kleinenTabellen 
zu-^ammengestcllt. 
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Tabelle  Iii. 
>^<^sen  Pt  in  gescbmolsenem  LiCl. 


Tabelle  IV. 
Fe  gegen  PI  in  geschmolzenem  KCl. 


Volt 


Temp.  c». 


0 

0-54 
0-75 
0-81 
O'Sö 


0 

sr.o"  c. 

950 
1200 
läOÜ 


Was  zunächst  das  LilhiumthloriU  betrifft,  so  dürfte  sich 
das  anfangiiche  Ansteigen  der  Spannung  durch  das  Eintreten 
und  Fortschreiten  der  Ionisation  erklären  lassen;  doch  erreicht, 
wie  aus  der  Tabelle  ersichtlich,  die  Spannung  bald  ein  Maxi- 
mum und  beginnt  alsdann  zurückzugehen. 

Es  ist  nun  wohl  denkbar,  dass  die  Potentialdilferenz  bei 
weiterem  Ansteigen  der  Temperatur,  wo  dann  natürlich  das 
Lithiumchtdrui  nicht  mehr  als  l-'Iii^siLjkeit,  sondern  als  Dampf 
vorhanden  wäre,  noch  weiter  abnimmt,  dieselbe  den  Nullpunkt 
erreichen  und  auch  eventuell  das  Zeichen  wechseln,  al^ri  positiv 
wc!den  ki>nnte.  Reim  Kaliuaiclilond  dagegen  steij^t  vlic  Potcn- 
tialdifferenz  innerhalb  des  gemessenen  Temperaiunntervalls 
mh  der  Temperatur  an.  Wenn  hier  also  Überhaupt  ein  solcher 
Durchgang  durch  den  Nullpunkt  stattfindet»  müsste  derselbe 
viel  höher  liegen,  und  man  kann  sich  recht  wohl  vorstellen, 
dess  bei  einer  Temperatur,  wo  die  in  Lithiumchloriddampf 
^\vi  chen  Eisen  und  Platin  bestehende  Potentiatdifferenz  bereits 
das  Zeichen  gewechselt  hat,  die  Spannung  in  Kaliumchlorid- 
dampf  n.)ch  das  ursprüngliche,  negative  Zeichen  beibehält.  Da 
^ich  nun  in  den  \'orlie£^endcn  Fällen,  durcli  da';  X'erdampfen 
der  Salze  hei  höheren  I  emperaluren,  der  Krniitteiung  der 
l'otentialcuiA  e  (ur  diese  Temperaturen  gewisse  Schwierig- 
keilen entgegenstellen,  so  wurde,  um  aie  Möghclikeii  eines 
Durchganges  der  Potenttalcuive  durch  den  Nullpunkt  zu  be- 
weisen, ein  Elektrolyt  gesucht,  welcher,  ohne  Änderung  des 
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Aggregatzustandes,  große Temperalurveränderungen  /ai  ertragen 
imstande  ist.  Für  diesen  Zweck  erwiesen  sich  nun  die  Oxyde 
der  Erdalkalimetalle  als  sehr  brauchbar.  Ähnliches  Verhalten 
ist  bei  thcrmo-clektrischcn  Potcntialdiflerenzen,  die  sich  aller- 
dings in  der  Größenordnung  von  den  hier  in  Betracht  kommenden 
wesentlich  unterscheiden,  längst  bekannt.  Auch  bei  Concentra- 
tionselemenlen  hat  K.  Cohen  (Zeitschr.  phys.  Chem.,  Cohen, 
14,  33;  ].  van  t'Hoff,  E.  Cohen  und  G.  B red  ig.  16,  4ö3)  eine 
Umkehr  der  PotentialditTcrenz  bei  verschiedenen  Temperaturen 
nachgewiesen.  Die  von  Cohen  verwendeten  Combinationen 
waren  Conccntrationselementc,  deren  Lösungen  Salze  ent- 
hielten, die  einen  sogenannten  ümwandlungspunkt  besitzen 
und  deren  Löslichkeitscurve  daher  in  einer  geknickten  Linie 
besteht;  Cohen  verwandte  eb6n  diese  Umkehr  zur  Bestimnning 
der  Umwandlungstcmperatur  dieser  Salze.  Es  ist  eine  bekannte 
Thatsache,  dass  die  oben  genannten  Oxyde  der  Erdalkali- 
metalle bei  höheren  Temperaturen  zu  Leitern  zweiler  Classe 
werden,  eine  Eigenschaft,  die  ja  in  der  Nernst'schen  Glühlampe 
eine  prakti.sche  Verwendung  gefunden  hat.  Es  war  deshalb  zu 
erwarten,  es  werde  sich  zwischen  verschiedenen  Metallen,  die 
durch  ein  Erdalkalimetalloxyd  als  Elektrolyt  verbunden  sind, 
bei  höheren  Temperalinen  eine  Potentialdifferenz  zeigen.  Es 
wurde  daher  in  ein  Platinrohr  ein  Eisendraht  nebst  einem 
Thermo-Element  eingeführt  und  das  Kohr  mit  dichtem  Calcium- 
oxyd  gefüllt.  Dieses  erhält  man  leicht,  wenn  man  reines  Calcium- 
hydroxyd  mit  ein  paar  Tropfen  Calciumnitrallösung  zu  einem 
sehr  steifen  Brei  anrührt,  das  IMatinrohr  damit  füllt  und,  nach- 
dem man  es  sorgfältig  getrocknet  hat,  heftig  ausglüht.  Hiebei 
verwandelt  sich  auch  das  Calciumnitrat  in  Caiciumoxyd  und 
bindet  so  den  übrigen  Kalk  zu  einer  halbwegs  festen  Masse. 
Spiiter  erwies  sich  auch  die  Methode,  zwischen  zwei,  aus 
den  betreftcnJen  Metallen  bestehenden  E'ektrodcn.  eine  aus 
dem  Erdalkalimetalloxyd  gepresste,  cylinderförmige  Pille  ein- 
zuklemmen, als  sehr  praktisch  für  die  hier  verfolgten  Zwecke. 
Aus  der  auf  diese  Weise  für  Caiciumoxyd  erhaltenen  Potential- 
cur\e  ist  ersichtlich,  dass  in  diesem  Falle  Ihatsüchlich  nicht 
nur  Poientialdifferenzen  auftreten,  sondern  auch  ein  Durch- 
gang der  Potentialdiffcrenz  durch  den  Nullpunkt  stattfindet. 
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Für  Magnesiunioxyd,  dessen  Potcntiaiciu-vc  der  des  Cal- 
ciurooxyds  ziemlich  ähnlich  ist,  liegt  der  Durchgang  durch  den 


Nullpunkt  bei  einer  etwas  niedrigeren  Temperatur  ais  beim 
Calciumoxyd.  . 

Nachdem  so  Uic  Möglichkeit  eines  Durchganges  der  Poten- 
tialdifferenz durch  den  Nullpunkt  bei  steigender  Temperatur 
fOr  einige  Erdalkalimetalloxyde  nachgewiesen  war,  gieng 
ich  daran,  den  Zusammenhang  zwischen  Potential 
und  Temperatur  auch  für  den  Lithiumchlortddampf 
direct  experimentell  zu  ermittein.  Zu  diesem  Zwecke 
wurde  zunächst  zwischen  die  beiden  in  der  Flamme  befind- 
lichen Elektroden  ein  Therroo-Eiement  eingesenkt  und  so 
Spannung  und  Temperatur  in  verschiedenen  Flammenhöhen 
gemessen. 

Da  sich  aber  keine  jreeij^nclen  Stellen  der  Flamme,  die 
noch  liefere  als  die  unten  angcj'ulji  ten  Temperaturen  uulvveisen, 
finden  ließen,  so  wurde  in  ein  einseitig  geschlossenes  Platin- 
n>hr  etwas  Lithiumchlorid  gegeben  und  das  Rohr  von  unten 
mittels  eines  Bunsenbrenners  angeheizt,  während  in  dasselbe 
von  oben  ein  Eisendraht  und  ein  Thermo-Element  derart  ein- 


704 


R.  V.  Hasslinger, 


gesenkt  waren,  dass  diese  weder  das  Rohr,  noch  das  unten 
befindliche  Lithiumchlorid  berührten,  sondern  nur  von  dem  das 
Rohr  erfüllenden  Lithiumchloriddampf  umgeben  waren.  Ein 
Asbestschirm  schützte  das  Eisen  vor  der  Einwirkung  der  vom 
Bunsenbrenner  herrührenden  Flammengase.  Das  f*lntinrohr 
war  zur  Erde  abgeleitet,  das  Eisen  an  das  Elektrometer  ange- 
schlossen. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  so  gewonnenen  Mittel- 
werte aus  mehreren  Versuchen  zusammengestellt,  aus  denen 
hervorgeht,  dass  auch  in  Lithiumchloriddampf  bei 
steigender  Temperatur  ein  Zeichen  Wechsel  der  Poten- 
tialdifterenz  stattfindet. 


Tabelle  V. 

i"c  K^KC"  '*t  in  LiCi  nampf. 


Volt 

Temp.  cu. 

-+-0-37 
-f-0-30 
-f-0- 14 

I5(K1°  C. 

1400 

1000 

(    In  der 
1  Flamme 

) 

4-0-16 
—0-24 

800»  C. 
500 

)    In  dem 
(  Pt-Rohr 

Es  ist  also  durch  die  beschriebenen  Versuche  die  Exi- 
stenz von  in  heiüen  Salzdämpfen  und  einigen  festen 
Elektrolyten  zwischen  verschiedenen  Metallen  auftretenden 
Po  tenlialdifferenzen  bewiesen,  was  nach  unseren  jetzigen 
Anschauungen  für  das  Vorhandensein  von  freien  Ionen  in  den 
genannten  Körpern  spricht.  Ferner  ergab  sich  eine  Abhän^?ig- 
keit  dieser  PotentiakiitTerenz  von  der  Temperatur  derart,  dass 
wenigstens  die  in  einigen  dieser  Elektrolyten  beobachtete  ab- 
normale Polarität  auf  einen  beim  Ansteigen  der  Temperatur 
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erfolgenden  Durchgang  der  Potentialdifferenz  durch  den 
Nullpunkt  zurückgeführt  werden  konnte. 

Ober  die  Ursachen  dieses  mit  steigender  Temperatur 

erfolgenden  Zeichenwechsels  der  Potenlialdiflerenz  lässt  sich 
freilich  ohne  Kenntnis  der  hiebet  auftretenden  chemischen  Vor- 
gänge nichts  aussagen,  doch  sind  Untersuchungen  in  dieser 
Richtung  bereits  auigcnonimen. 


Silsb.  d.  iMlbMi..iiaturw.  CI.  CX.  Dd..  AMh.  Ii  «. 


47 


706 


XV.  srrzLJXG  vom      juni  lyoi. 


Herr  Dr.  fUi^o  Ii uc Ii  holz,  Privatdocent  der  Astrf)nomie 
an  der  Universität  in  Halle,  übersendet  eine  Abhandlung  mit 

2 

dem  Titel:  »Untersuchung  der  Bewegung  vom  Typus 

ö 

im  Probleme  der  drei  Körper  und  der  Lücke  im 
Systeme  der  kleinen  Planeten  auf  Grund  der  Gylden- 
schen  Störungstheorie«. 

Der  Referent  der  Erdbeben-Commission  der  UaiscrI.  Aka- 
demie der  Wissenschaften,  Herr  Eduard  Mazelle,  Leiter  des 
k.  k.  astronomisch-meteorologischen  Observatoriums  in  Triest, 
übersendet  eine  Arbeit  unter  dem  Titel:  »Erdbebenstörungen 
zu  Triest.  beobachtet  am  Kcbcur- Ehlcrt'schcn  Hori- 
zontalpende! im  Jahre  IIH»-. 

Das  XV.  M.  Herr  Prof.  Guido  (ioldsciimiedt  übersendet 
im  eigenen  und  im  Namen  des  c.  M.  Herrn  Prof.  Hans  Molisch 
eine  .Abhandlung,  betitelt:  »Über  das  Scutellarin,  einen 
neuen  Körper  bei  Scutcllaria  und  anderen  Labiaten-, 
welche  die  Ergebnisse  gemeinschaftlicher,  von  ihnen  aus- 
geführter Untersuchungen  enthält: 

I.  '  Phy  tochemischc  Untersuchungen  über  das  Scu- 
tellarin«, vc»n  Herrn  Hans  Molisch. 
II.  »Lhemische  Untersuchung   des  wässerigen  Ex- 
tractes  von  Scnlclhiria  altissima*,  von  Herrn  Guido 
Gold  sch  m  iedt. 

Herr  Prof.  F.  F^mich  übersendet  zwei  Arbeiten  aus  dem 
Laboratorium  für  allgemeine  Chemie  an  der  k.  k.  technischen 
Hochschule  in  Graz: 
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I.  »Mikrochemischer  Nachweis  von  Alkalien  und 
Säuren;  Notiz  über  die  Auffindung  kleiner 
Mengen  von  Ozon  und  Wasser«,  von  F.  Emich. 

II.  »Ober  die  Einwirkung  von  Brom  auf  metallisches 
Silber  im  Licht  und  im  Dunkeln«,  von  Herrn  Dr. 
V.  V.  Cordier. 

Das  w.  M,  Herr  IlDfrath  A.  Lieben  überreicht  zwei 
Arbeiten  aus  dem  I.  chemischen  Untversitätslaboratorium  in 
Wien: 

L  »Ober  die  Grenzen  zwischen  Polymorphie  und 
Isomerie«,  von  Herrn  Prof.  Rud.  Wegscheidel 

II.  »Über  Allotropie  des  Phosphors*,  von  den  Herren 

l'iüt.  IviiJ.  W'c.l; s  c  h e id  e r  und  IWw  Kau  11  er. 

Ferner  überreicht  Herr  Hofrath  Lieben  eine  in  seinem 
Labor Atorium  ausgeführte  Arbeit:  »Ober  die  UmUgerung 
von  Dimethylketazin  in  3-MethyN5-Dimethylpyra- 
zolin«,  von  den  Herren  K.  W.  Frey  und  R.  Hofmann. 

Das  w.  M.  Herr  Uol'rath  A.  Wei ch se  1  bäum  legt  eine  im 
pathologi^^ich  anpctoniischen  Univ^ersitats-institiUe  in  Wien  von 
den  Herren  I^r.  Vv\iz  Hitschmann  und  Dr.  üito  Th.  Linden- 
thal ausgeführte  Arbeit  vor,  welche  den  Titel  führt;  »Über 
die  Schaumorgane  und  die  bakteriellen  Schleimhaut- 
emphyseme«. 

Das  w.  M,  Herr  Hofrath  G.  Ritter  v.  Escherich  legt  das» 
tj.  Heft  des  I.  Bandes  der  \m  Aufiragc  de-i  AI>:,Klcinicii  der 
Wissenschaften  zu  München  und  Wien  und  der  Gesellschaft 
derWisseiischaltcn  zu  Göltingen  herausgegebenen  »Encyklu- 
padie  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Eiu- 
schluss  ihrer  Anwendungen«  vor. 
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XVI.  SITZUNG  VOM  20.  JUNI  1901. 

Erschienen:  Silzii  ii  Kshcri  c  h  ic,  lld.  110,  .Abth.  IIa,  Hell  I  bis  III  (Jiinner  bis 
.Marz  lüOI). 

Das  w.  ,M.  Herr  I^rof.  Dr.  R.  v.  Wettstein  übersendet  als 
Leiter  der  nach  Brasilien  entsendeten  botanischen  Kxpedition 
einen  Bericht  ddo.  Sao  I'aulo.  26.  Mai  1901. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Ludwig  v.  Graff  in  Graz  dankt  für 
die  ihm  bewilligte  Keisesiibvention  behufs  Studien  zur  Heraus- 
gabe des  Bandes  •Turbellaiia-  des  systematischen  Werkes 
»Das  Thierreich«. 

Der  Secretär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  legt  das  1.  Heft 
des  Bandes  IV/2  der  im  Auftrage  der  .Akademien  der  Wissen- 
schaften zu  Münclien  und  Wien  und  der  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  /.u  Göttingen  herausgegebenen  »i*2ncyklo- 
pädie  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Ein- 
schlus.s  ihrer  .Anwendungen«  vor. 

Das  w.  Herr  Prof.  K.  Grobben  legt  eine  Arbeil  von 
Herrn  Dr.  Kran/,  Werner  in  Wien  vor.  betitelt:  »Die  Derma- 
pteren-  und  Orthopteren fauna  Kleinasiens«. 

Das  w.  M.  Herr  Hotraih  K.  Mach  legt  eine  Arbeit  von 
Herrn  Dr.  Kran/.  Hillebrand,  Professor  der  Philosophie  an  der 
Universität  Innsbruck,  vor,  mit  dem  Titel:  »'I'heorie  der 
scheinbaren  Grüße  bei  binokularem  Sehen«. 

Das  w.  .M.  Herr  Hofrath  .\d.  Lieben  überreicht  eine  Ab- 
handlung aus  dem  ersten  chemischen  Universitätslaboratorium: 
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-Zur  MeChoxylbestimmung  in  'schwefelhaltigen 
Körpern«,  von  Herrn  Felix  Kaufler. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  F.  Mertens  legt  eine  Abhandlung 
von  Herrn  Dr.  Hubert  Daublebsky  v.  Sterneck  vor, 
welche  den  Titel  führt:  »Empirische  Untersuchung 
über  den  Verlauf  der  zahlentheoretischen  Function 


1(11;  =  )  ^{x)  im  Intervalle  von  löüOÜÜ  bis  50Ü0UO«. 


X  — 


II 
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XVII.  SITZUNG  VOM  4.  JULI  1901. 


EneUeaen:  Monatshefte  (ür  Cbemi«,  Bd.  22,  Heft  V  (Mai  1901). 

Die  Faculte  des  Sciences  in  Genf  übetsendet  eine 
Einladung  zu  der  am  7.  August  1.  J.  in  Genf  zusammentretenden 
Veisammlung  der  internationalen  Association  der  Botaniker. 

Das  Comite  des  V.  Internationalen  Physiologen- 
Congresses  übermittelt  die  näheren  Bestimmungen  über  die 
am  17.  bis  21.  September  in  Turin  stattfindende  Zusammen^ 
tretung  des  Congresses. 

Das  w*  M.  Herr  Prof.  R.  v.  Wettstein  übersendet  als 
Ldter  der  botanischen  Expedition  nach  Brasilien  einen  Bericht 
äber  die  Arbeiten  derselben. 

Herr  k.u.  k.  Oberst  Valerien  Ritter  v.  Mikulicz-Radecki 
in  Eperies  übersendet  eine  Mittheitung  über  die  Gewitter* 
Theorie. 

Herr  Prof.  Franz  v.  Hemmelmayr  dankt  für  die  ihm 
bewilligte  Subvention  für  die  Fortführung  seiner  Ari^eit  über 
das  Ononin. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Guido  Goldsch mied t  übersendet 
eine  Arbeit  von  Herrn  Prof.  Karl  v.  Garzarolli-Thurnlackh 
in  Prag,  betitelt:  »Zur  Kenntnis  der  Umsetzung  zwischen 
Ozon  und  Jodkaliuml5sungen«. 

Derselbe  übersendet  ferner  eine  im  chemischen  Labora- 
torium der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag  ausgeführte 
Arbeit  des  Herrn  stiid.  phil.  Josef  Zink,  betitelt:  »Conden- 
sationen  von  Naphthalaldehydsäure  mit  Aceton  und 
Acetophenon«. 
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Das  \v.  M.  Herr  Hofrath  L.  Pfaundler  übersendet  einen  vor- 
läufigen Bericht  von  Herrn  Prof.  Franz  Streintz  in  Göttingen: 
■Über  die  elektrische  Leitfähigkeit  einiger  MetaH- 
Oxyde  und  -Sulfide«. 

Der  Generalsecretär  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang  legt  eine 
Arbeit  von  Herrn  Dr.  A.  Lainpa  vor:  »Über  Stron^unter- 
brechung,  mit  besonderer  Berücksichtigung 
des  Wchnelt'schen  Unterbrechers«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Zd.  H.  Skraup  in  Graz  legt  zwei 
im  chemischen  Institute  der  Universität  in  Graz  ausgeführte 
Arbeiten  vor: 

1.  »über  Oxy cinchotin«,  von  Herrn  W.  Widmar. 

2.  »Über  die  Cinchoiinsulfon säure«,  von  Herrn  Theodor 
Schmid«. 

Herr  S.  Kantor  in  Wien  übermittelt  eine  vorläufige  Mit- 
theilung über  eine  Erweiterung  des  Salmon  Schuberi'schen 
Conespondenzprincipes. 

Herr  Prof.  Dr.  Gustav  Gaerlner  in  Wien  legt  eine  Ab- 
handlung vor,  betitelt:  »Über  ein  neues  Instrument  zur 
Bestimmung  des  Hämoglobingehaltes  im  Blute«. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  J.  M.  Pernter  überreicht  die  folgen- 
den drei  an  der  k.  k.  Centraianstalt  für  Meteorologie  und  Erd- 
magnetismus durchgeführten  Arbeiten: 

\.  »Der  tägliche  Gang  der  Lufttemperatur  i  n  Öster- 
reich«, von  Herrn  Josef  Valentin. 

2.  »Der  tägliche  Temperaturgang  von  Wien,  Hohe 
Warte,  für  die  Gesammtheit  aller  Tage,  sowie  an 
heiteren  und  trüben  Tagen«,  von  Herrn  Stanislaus 
Kostli  vy. 

3.  -Über  die  Haarhygrometer«,  von  Herrn  Josef  Pir- 
c  h  c  r. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Franz  Kxner  legt  eine  .Abhandlung 
des  Herrn  K.  Stanzel  vor:  »Über  die  Diffusion  in  sich 
selbst«. 
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Derselbe  legt  ferner  eine  Abhandlung  des  Herrn  A.  Brom  er 
vor:  ^Bestimmung  einiger  Refractionsäquivalente«. 

Derselbe  lci;t  weiter  vor:  Die  XX.  Mittheilun^  der  von  ihm 
gemeinsam  mit  Herrn  Dr.  H  a  schek  ausgeluhrten  Uniersuciumg 
«Über  die  ultravioUttenFunkenspectrader Elemente«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Dr.  Wiesner  überreicht  eine 
im  pflanzenphysiologischen  Institute  von  Herrn  Bog.  Remec 
ausgeführte  Untersuchung  über  die  speci fische  Doppel- 
brechung der  Pflanzenfasern. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 
in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  Dr.  Moriz 
Kehn:  »Über  das  Oxim  des  Diacetonamins  und  das 
NMethyl-3-Dimethyl-l-3-Dtamtnopropan«. 

Herr  Emil  Waeisch,  Professor  an  der  k.  k.  technischen 
Hochschule  in  Brünn,  übersendet  einen  voiläufigen  Bericht 
über  die  Endlichkeit  des  Systems  von  Formen  höherer 
Räume. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Granzer  J.,  Dr,  Das  sudetische  Erdbeben  vom  10.  Jänner 

1901.  (Mit  i  Karte.,)  Rcichonberg,  litOl.  8'*. 
Hippauf  H.,  Dr.,  Die  Rectitication  und  Quadratur  des  Kreises. 

(Mit  2  lithographischen  Talein.)  1901. 
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Anmerkung.  Diese  beiden  Abbildungen  sind  der  Broschü 
möge  beachten,  dass  das  in  der  oberen  Abbildung  dargestellte  In 
S.  l')  und  16)  von  dem  von  mir  benutzten  abweicht.  Die  Üezcichm 
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Theorie  des  harmonischen  Analysators 

von 

Dr.  Lrudan  Qrabowski. 

(Mit  2  Tsfeln  unU  15  Tuxtilyurcn.) 
(VQrgelegt  in  der  Sitiimi;  am  SB.  October  IMN).} 

Vorwort. 

Der  harmonische  Analysator,  ein  vor  wenigen  Jahren  von 

Prof.  O.  Henrici  (London)  angegebenes  und  vom  Mechaniker 
ü.  Coradi  (Zürich)  construiertes  Instrument,  dient  zur  mecha- 
nischen Kntwickclung  einer  graphisch  gegebenen  Function 
einer  reellen  Variablen  m  eine  trigonometrische  Reihe,  Ich  ver- 
«:uche  in  der  vorliegenden  Abhandluns:.  ein§  v illstandic:ere  und 
sUcngere  Theorie  dieses  IntdruinciUes  aul'zustelien,  als  sie  in 
der  bisher  vorhandenen  Literatur  dieses  Gegenstandes  ent- 
halten ist.  Es  handelte  sich  dabei  namentlich  um  die  Berück- 
sichtigung der  verschiedenen  hier  in  Betracht  kommenden 
Fehlerquellen,  da  die  allermeisten  derselben  bis  jetzt  nicht 
behandelt  und  nicht  erwähnt  worden  waren. 

Das  Instrument,  welches  mir  zur  \'erfügung  stand,  ist 
Eigenthum  der  konigl.  Sternwarte  in  München. 

Ks  sei  mir  an  dieser  Stelle  gestattet,  mit  dem  Ausdrucke 
einer  tiefgefühlter.  Dankbarkeit  der  zahlreichen  Rathschlage 
und  Anrcf^ungcn.  si)\\  ie  des  Jcderr.cit  bereitwilligen  und  liebens- 
würdigen üntgegenkommens  /.u  gedenken,  weiciie  ich  im  Laute 
meiner  Arbeit  von  Herrn  Prof,  Dr.  H.  Seeliger  zu  erfahren  die 
Ehre  hatte. 

Herrn  G.  Coradi  bin  ich  für  die  bereitwillige  Beant- 
wortung einiger  auf  gewisse  constructive  Details  des  Instru- 
mentes bezüglichen  Anfragen,  sowie  für  die  Zusendung  einer 
ausführlichen  Werkzeichnung  des  Analysators  verpflichtet. 
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Einleitung. 

1.  Der  »harmonische  Analysator«  ist  ein  Instrument, 
welches  dazu  dient,  eine  für  ein  bestimmtes  Intervall  graphisch 
gegebene  Function  einer  reellen  X'ariablen  in  die  Fouricr'sche  ^ 
Rcüie  meclianisch  entw  ickeln,  d.  h,  die  Coefficicnten  mehrerer 
.\ntang>glieder  dieser  Kntwickelunt;  mechanisch  zu  finden, 
anstatt  dieselben  zu  berechnen.  Er  ist  vor  vs  eni^^en  Jahren  von 
Prof,  O.  Ilenrici  in  London  ini  Princip  erfunden  und  vom 
Mechaniker  G.  Coradi  in  Zürich  oonstruiert  worden. 

Der  harmonische  Analysator  von  Henrici*Coradi  hat  seine 
\'orgänger  gehabt.  Es  ist  nicht  meine  Absicht,  hier  auf  die 
Geschichte  jener  früher  erdachten  oder  construierten  Instru- 
mente, welche  die  gleiche  oder  eine  ähnliche  Aufgabe  zu  lösen 
bezweckten,  näher  einzugehen.  Ich  erinnere  nur  an  die  William 
Thomson'sche  sogenannte  Klutberechnungsmaschine  als  das 
bekannteste  jener  Instrimiente  Der  harmonische  Analysator 
von  Hennci-( 'oradi  stellt  indessen  in  Bezug  auf  Oenauigkeit, 
Handlichkeit,  vcrhiiltnisniaUig  einfache  Mandhalnmg  und  — 
nicht  zum  mindesten  —  seine  sehr  sinnreiche  Construciion  wohl 
das  Vollkommenste  dar,  was  zur  Zeit  in  diesem  Gebiete  existiert. 

Die  EntWickelung  der  gegebenen  Function  in  die  Fourier- 
sehe  Reihe,  oder  —  wie  ich  kurz  sagen  will  —  die  harmonische 
Analyse  derselben,  geschieht  mit  diesem  Instrumente  in  der 
Weise,  dass  die  gezeichnete  Cun'e,  welche  diese  Function  in 
einem  Diagramm  darstellt,  mit  dem  Fahrstift  des  Instru- 
mentes befahren  wird  und  sodann  an  entsprechenden Theilungen 
des  Instrumentes  Ablesungen  gemacht  werden,  welche  die 
Werte  der  gesuchten  Coefticienten  liefern. 

2.  Bevor  ich  auf  die  Theorie  dieses  Instrumentes  eingehe, 
erscheint  es  mir  zweckmäßig,  zunächst  die  bekannten  Haupt- 

1  Butar  ww  der  erste,  welcher  die  Auadrfleke  der  Coeflieienten  einer 
solchen  Reihe  angegeben  hat;  dies  geschah  in  einer  Abhandlung  vom  Jahfc 

1777,  welche  in  den  Actu  iham  Acad  Scicnt.  Pctrop.,  XI.  Bd.,  17<)S,  vcröffent- 
lichl  wurde.  Trotzdem  behalte  ich  die  Bezeichnung  »Fourier'sche  Reihe«  bei, 
in  Anbetracht  der  Thatbache,  da^b  Fourier  der  erste  war,  welcher  die  auSer* 
ordentliche  Bedeutung  und  .\nwendbarlceit  dieser  Rethen  erkannt  hat,  und  mit 
Rücksicht  darauf,  da^s  diese  Bezeichnung  üblich  ist. 
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Sätze  der  Theorie  der  Fourier*schen  Reihen  in  exacter  Fassung 
anzuführen. 

1)  ist  eine  beliebige  Function  f{x)  für  das  Intervall  O'^x^c 
definiert,  so  kann  sie  bekanntlich,  wenn  sie  innerhalb  dieses 
intervatles  gewissen  sogleich  zu  präcisierenden  Bedingungen 
genügt,  für  dieses  Intervall  dargestellt  werden  durch  eine  in 
diesem  Intervall  convergente,  und  zwar  (natürlich  mit  Aus- 
nahme etwaiger  Unstetigkeitspunkte  der  Function)  gleichmäßig 
convergente  Heihe  von  folgender  l^orm: 

2'Rx  4rjr 

 h     cos  K 

c        *  c 


=  Ö^-Hc?!  cos 


6iMr 
cos  — 
c 


2ttzx 
.4-a„  cos  h 


sin 


2-.V 


b^  sin 


4  zx 


b^  sin 


+,..  +  b„  sin 


2uicx 


=  «0  + 


V 

/ 


COS  h 


V 

n-l 


b„  sin 


2nicx 


Diese  Bntwickelung  ist  es,  die  man  als  die  Fourier'sche 
EntWickelung  dieser  Function  bezeichnet. 

2)  Folgende  Eigenschaften  der  Function  f{x)  sind  hin- 
reichende  Bedingungen  ihrer  Entwickelbarkeit  in  der  ange- 
gebenen Form:  Sie  bleibt 
in  dem  Intervall  O-^x'^c 
endlich,  ist  in  demselben 
im  allgemeinen  stetig,  kann 
aber  eine  endliche  Anzahl 
von  Unstetigkeitspunkten 
haben,  der  Art,  dass  dort 
eine  plötzliche  Änderung 
ihres  Wertes  eintritt,  sie 

hat  —  schließlich  —  nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima  und 
Minima  in  dem  betrachteten  Intervalle.  Die  Function  darf  aber 
auch  in  einem  Punkte  x=2X^  des  Intervalles,  oder  in  mehreren 
solchen  Punkten,  unendlich  werden,  vorausgesetzt,  dass  dies 

in  der  Weise  geschieht,  dass  sie,  bei  genügend  kleinem  s,  von 


Fig.  l. 


bis  An  und  von 


bis  Xq-^-z  ein 


constantes  Vorzeiciicn 


behalt  und  dass  das  Integral 


'x)dx  einem  Grenzwerte 
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zustrebt,  wenn  seine  obere  Grenze  x  sich  dem  Werte  nähert, 
unabhäni^ig  davon,  von  welcher  Seite  sie  sich  nähert.  —  Die  so 
fürrnulicrten  Bedingun<;en  werden  öfters  kurz  die  Dirichlet- 
schen  Bedingungen  genannt.  Es  sind  hinreichende,  keine  noth- 
wendigen  Bedingungen;  im  Gegentheile  haben  die  neueren 
Untersuchungen  den  Kreis  dieser  Bedingungen  immer  weiter 
gezogen,  so  dass  er  ein  immer  größeres  Gebiet  von  Functionen 
umrasste.  Doch  wäre  es  nicht  am  Platze,  hier  darauf  näher  ein- 
zugehen, da  schon  diese  sogenannten  Dirichlet*schen  Bedin- 
gungen ein  sehr  weites  Gebiet  von  Functionen  und  jedenfalls 
wohl  alle  in  der  Natur  vorkommenden  Functionen  umfassen. 

3)  Wie  gesagt,  lehrt  also  die  Theorie  der  Fourier'schen 
Reihen,  dass  eine  Function  /(;»r),  welche  liir  jcJcii  Punkt  gines 
Intervalles  0  ^  AT  :g  r  definiert  ist  und  innerhalb  diesem  Inter- 
valles  den  Dirichlet'schen  Bedingungen  genügt,  für  dieses  Inter- 
vall dargestellt  weriien  kann  durch  eine  Reihe  von  der  Form  (1). 
Dieses  Dargestelltvverden  ist  dabei  so  verstanden:  Für  jedes 
innerhalb  des  lnter\  alles  liegende  x  ist  die  Summe  der  Reihe 
gleich  dem  Werte  der  Function  f{x)^  mit  Ausnahme  derjenigen  x, 
für  welche  die  vorgelegte  Function  einen  Sprung  hat,  und  der- 
jenigen, bei  weichen  sie  ein  derj^-Axe  parallel  verlaufendes  Stück 
hat,  schtlefllich  mit  Ausnahme  des  Anfangs-  und  des  Endpunktes 
des  Intervalles.  Bei  diesen  Ausnahmswerten  von  x  ist  die  Summe 
der  Reihe  im  allgemeinen  verschieden  von  der  Function  f{x). 

4)  Ferner  lehrt  jene  Theorie,  dass  die  Aufgabe,  eine  für 
das  IiUe:\  all  0  ^  x c  gegebene  l-\incti">n.  welche  mnerhalb 
dieses  IiUervaücs  den  Dirichlet'i?ciien  P^edinu'uiiji^en  genügt,  in 
eine  Reihe  von  der  Form  (\)  zu  entw  ickeln,  welche  innerhalb 
dieses  Intervalles  gleichmäßig  conve;  ^unt  sein  und  die  Function 
J\x)  in  dem  soeben  ausgesprochenen  Sinne  darsteilen  soll,  eine 
vollständig  bestimmte  ist,  d.  h.  dass  es  nur  eine  solche  Reihe 
gibt.  Diese  einzige  Lösung  der  Aufgabe  ist  gegeben  durch  die 
folgenden  Ausdrücke  der  Coefßcienten  b: 


Digitized  by  Google 


Theoiie  des  hiraionisehen  Analysators. 


721 


Theorie  des  oorreoten  Analysators. 

3.  Auf  diese  Ergebnisse  der  Theorie  der  Fourier'schen 
Reihen,  also  auf  das  System  der  Formeln  (1)  und  (2),  stützt 
sich  nun  die  Theorie  des  Coradi'schen  Analysators. 

Diese  setzt  damit  ein,  jene  Ausdrücke  etwas  umzuformen. 

Ich  bezeichne  die  ganze  vorgelegte  Curve  mit  S,  und  ich 
schneide  aus  dcrsclhen  solcne  Abschnitte  hcrniis,  dass  die 
Grenzpunkte  eines  jeden  Abschnittes  zwei  aufeinanderfolgenden 
Ausnaiiinbwerien  von  x  entsprechen.  Inra-rhalb  eines  jeden 
dieser  Abschnitte  bleibt  also  die  Function  ausnahmslos  stetig 
und  besitzt  kein  paralicl  der  _)'-.\xe  verlaufendes  endliches 
Stuck.  Die  Gesammtheit  dieser  Abschnitte  der  Curve  bezeichne 
ich  mit  (5).  Dann  kann  man  offenbar  die  Ausdrücke  (2)  für 
«II.  fr.  so  schreiben,  indem  man  für  jeden  der  Abschnitte  (S) 
die  in  an  und  enthaltenen  bestimmten  Integrale  durch  par» 
tietle  Integration  bildet: 


vl^rin  ist  die  »Substitution  übei  iS)<-,  welche  mit  dem  Symbol 
bezeichnet  wurde,  so  verstanden,  dass  man  für  jeden  der 
Abschnitte  (S)  den  Betrag  bildet,  um  welchen  der  vom  Symbol 
eingeschlossene  Ausdruck  vom  Anfangs-  bis  zum  Endpunkte 
des  Abschnittes  zunimmt,  und  die  für  die  einzelnen  Abschnitte 
S^ltenden  Zunahmen  summiert;  analog  ist  der  Sinn  der  »Inte- 


gration über  (6)«,  welche  mit  dem  Symbol  i  bezeichnet 


Die  Conslruction  des  Analysators  ist  eine  derartige,  dass 
«ine  Verschiebung  der  Fahrstiftspitze  nach  oben  oder  unten 
(d-h.  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung)  keine  übrigen  Theüe 
des  Instrumentes  in  Bewegung  versetzt;  nicht  die  Bewegung 
der  Fahrstiftspitze  also,  sondern  die  Bewegung  ihrer  Projection 
Auf  die  Ebene  der  Zeichnung  ist  maßgebend  für  die  Angaben 


wurde. 


,  Google 
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des  Analysators.  Aus  dieser  einfachen  Bemerkung  ergibt  sich 
eine  wichtige  Folgerung.  Denn  da  dieser  Projectionspunkt 
natürlich  nicht  in  einem  Punkte  der  Ebene  der  Zeichnung  ver- 
schwinden und  darauf  in  einem  anderen  wiedererscheinen 
kann,  so  folgt,  dass  nur  ununterbrochene  Cur\'en  mit  dem 
Analysator  »befahren«  werden.  Infolge  dessen  haben  wir  hier 
nicht,  wie  bisher,  von  Curven  mit  Unstetigkeitspunkten  und 
parallel  der  j-Axe  verlaufenden  Stücken,  sondern  nur  (höch- 
stens) von  Curven  mit  parallel  derj-Axe  verlaufenden  Stücken 
zu  sprechen.  [Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  die  Kourier'sche 
Reihe  für  die  oben  abgebildete  Curve,  wie  leicht  einzusehen, 
genau  dieselbe  ist,  wie  für  die  Curve,  welche  aus  jener  dadurch 
entsteht,  dass  die  Lücken  durch  parallel  der_)'-Axe  verlaufende 
Stücke  ausgefüllt  werden,] 

Kür  eine  solche  Curve  nun  ist  identisch 


wo  rechts  die  Integration  und  die  Substitution  auf  die  ganze 
vorgelegte  Curve  S  (welche  in  einem  Punkte  der  t -Axe  anfangt 
und  in  einem  Punkte  der  Ordinatenlinie  v  —  c  endet)  erstreckt 
sind;  —  denn  für  einen  parallel  der  v-Axc  verlaufenden  Abschnitt 
[S]  der  letzteren  Curve  ist  identisch 
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Wir  erhalten  daher,  wenn  wir  mit  die  Ordinate  des 
Anfangspunktes  der  ganzen  Curve  6^  mit  y^  ciie  Ordinate  ihres 
Endpunktes  bezeichnen, 

^«  •  >  (3) 

.  1   ,  1    /"      2hkx  ,  i 

"-  =  -  -SS   -^■'■> + ™'  ~  ) 

Hier  führt  nun  die  Theorie  des  Analysators  die  Voraus- 
setzung ein,  dass  ist.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  muss 
man  bei  der  Befahrung,  nachdem  man  den  Endpunkt  der  vor- 
gelegten Curve  erreicht  hat,  ein  Stück  ergänzen,  indem  man 
längs  der  Ordinate  so  weit  hinunter-  oder  hinaufsteigt,  bis  die 
Ordinate  gleich  ya  wird.  Wie  wir  bereits  bemerkt  haben,  giit 
dann  die  Reihe,  welche  man  für  die  so  ergänzte  Curve  erhält, 
auch  für  die  ursprünglich  vorgelegte  Curve. 

Wir  erhalten  also  schlieOlich  die  Formeln 


2H'Kx      \^  ,     .  2hicx 

 +  ^ 


/(*)  =  ö^-*-  y  a»cos  h       h,i  sin 


=       /  f{pe)dx       an  =  -        /  sm  — —  dy 

-              l    C       'Iura  , 
=  H         I  cos   ay. 

Die  Aufgabe  des  Analysators  ist,  die  Integrale  und  bm 
für  alle  n  von  m  =  1  bis  zu  einem  Maximalwerte  (bei  unserem 
Instrumente  dem  Werte  n  6),  mechanisch  zu  liefern.  Der 
erste  Coefßcient,  a,,  wird  durch  den  Analysator  nicht  geliefert. 
Er  kann  entweder  mit  einem  gewohnlichen  Planimeter  oder 
auch  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  die  Reihe  der 
weiteren  Glieder,  welche  man  mit  Hilfe  des  Analysators  er- 
hallen hat,  für  irgendeinen  Wert  von  i  mit  der  Ordinate  der 
Zeichnung  vergleicht. 

4.  Die  Curve,  welche  man  zu  analysieren  hat.  wird  eine 
Relation  zwischen  zwei  veränderlichen  Größen  (z.  B.  der  Zeit 
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und  der  Temperatur)  ausdrücken,  von  denen  die  eine  als 
Abscisse.  die  andere  als  Ordinate  aufgetragen  wird.  Bei  dem 
Auftragen  der  Curve  kann  die  Beziehung  zwischen  der  Einheit 
der  letzteren  Größe  und  der  Längeneinheit  willkürlich  gewählt 
werden.  Die  Beziehung  aber  zwischen  der  Einheit  der  ersteren. 
als  Argument  auftretenden  Größe  und  der  Längeneinheit  ist  für 
den  Gebrauch  des  Analysators  eine  vorgeschriebene:  sie  muss 
so  gewählt  werden,  dass  das  Intervall  der  Argument-Größe,  für 
welches  die  periodische  Entwickelung  gesucht  wird,  durch  ein 
Intervall  der  .t-Axe  dargestellt  wird,  dessen  Länge  c  gleich  ist 
3Ü0  Millimetern '  der  an  einer  Schiene  des  Instrumentes  ange- 
brachten Millimetertheilung.  Handelt  es  sich  z.  B.  um  den  \'er- 

lauf  der  Temperatur  im  Laufe  eines  Jahres,  so  muss.  für  das 

300 

Auftragen  der  Abscissen,  I  Tag  =.    Millimetern  gesetzt 

3(35 

werden. 

Ich  halte  in  dem  gegenwärtigen  Abschnitte  die  Annahme 
fest,  dass  sowohl  das  Instrument,  als  auch  das  Coordinaten- 
netz  des  zum  Auftragen  der  Curve  ver\vendeten  Millimeier- 
papieres,  vollkommen  correct  seien.  Von  dem  Papiere  wird  hier 
also  vorausgesetzt,  dass  die  Linien  der  ^  -Richtung  genau  recht- 
winklig zu  denjenigen  der  ^-Richtung  stehen,  ferner  dass  die 
MillimetcrmaÜe  sowohl  der  einen  wie  der  anderen  Richtung 
genau  richtig  sind  (und  infolge  dessen  auch  mit  der  Milli- 
metertheilimg  der  erwähnten  Schiene  übereinstimmen). 

Die  Einrichtung  und  die  Wirkungsweise  des  correcten 
Analysators  sind  die  folgenden.  (Siehe  Tafel.) 

Das  Gerüst  des  Instrumentes  besteht  aus  einem  recht- 
winkligen länglichen  unteren  Rahmen,  und  einem  gleichen 
oberen  Rahmen,  der  mit  jenem  durch  vier  Säulen  verbunden 
ist.  Längs  der  vorderen  Schiene  des  unteren  Rahmens  läuft  ein 
Wagen,  der  den  Fahrstift  trägt;  er  ist  mit  einem  Index  ver- 
sehen, welcher  längs  der  vorderen  Schiene  des  oberen  Rahmens 
gleitet,  und  zwar  von  dem  Striche  »0«  bis  zum  Striche  »3üO« 
der  an  dieser  Schiene  angebrachten  Millimetertheilung.  Das 
Gerüst  selbst  ruht  auf  dem  Papier  vermittelst  zweier  an  den 

'  IJci  einificn  .tnJcrcit  Excmplnrf»  des  Annlysntors  beträft  diese  Zahl  4<'»t. 
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Seilen  aiigcbraciiler,  an  einer  gemeinsamen  drehbaren  Axe 
festsitzender  Laufräder  und  einer  vom  angebrachten  kleinen 
Laufwalze;  die  Axen  der  LaufrSder  und  der  Walze  sind  der 
Schiene,  an  welclier  der  Wagen  rollt,  parallel.  Das  Instrument 
muss  nun  so  aufgestellt  werden,  dass  diese  Schiene  der  x-Axe 
der  Zeichnung  parallel  ist,  und  dass  femer  in  der  äußersten 
Stellung  des  Wagens  nach  links,  also  wenn  der  Index  an  der 
Schienentheilung  0  zeigt,  die  Fahrstiftspitze  sich  auf  der  v-Axe 
der  Zeichnnn,£^  befindet.  Dann  kann  jeder  beliebi^^e  Punlct  der 
Zeichnungsebcne.  !ür  welclien  0  x  c  ist,  niii,  dem  Fahr- 
stift erreicht  werden,  indem  die  .r-Componente  der  Verschiebung 
des  Fahrstiftes  durch  kuUcn  des  Wagens  an  der  Schiene  bewerk- 
stelligt wird,  die>-Componente  dagegen  durch  Rollen  der  Lauf- 
rader —  also  Bewegung  des  ganzen  Instrumentes  —  auf  der 
Zeichnungsebene. 

AuSer  diesem  Gerüst  besteht  das  Instrument  aus  einer 
Anzahl  N  von  Integrierapparaten;  der  (m  =  1,  2, jV) 
Integrierapparat  liefert  sowohl  den  Coefficient  a,,,  a's  auch, 
gleichzeitig,  den  Coefficient  i»«.  Die  Anordnung  dieses  Integrier- 
appnrates  i.'^t  fo!<;eiide,  Eine  matt^c^chliffene  GlnsK-iigel  ist  von 
einem  qi.iadtati'iitn-imen  Rahmen  umgebcr-",  in  welchem,  auf 
dreiibarcn  Axen.  drei  RoÜcn  befestigt  sind,  die  die  Kuixel  in 
Punkten  ihres  horiiconialen  größten  Kreises  (ihres  Äquators) 
berühren;  die  Axen  dieser  Rollen  liegen  selbst  in  der  Ebene 
dieses  grd6ien  Kreises,  und  zwar  senkrecht  zu  den  Radien- 
vectoren  der  betreffenden  Berührungspunkte.  Zwei  dieser  Rollen 
sind  »Messrollen«  und  ihre  Berührungspunkte  auf  dem  Äquator 
der  Kugel  liegen  in  einem  Abstände  von  90*  voneinander:  die 
iritte,  diesen  beiden  gegenüber  angebrachte  Rolle  dient  nur  als 
Stützrolle,  indem  sie,  vermöge  der  federnden  Wirkung  einer 
hebeiariigen  X'orrtchtuncr.  fin  welcher  ihre  Axe  gelnrrcrt  ist,  die 
Kugel  beständig  an  die  beiden  Mes=:rnl!cn  leise  andruckt  Der 
Mittelpunkt  der  Kii'^el  bctindet  «^icii  \  crtical  über  der  Rotations- 
axe  der  beiden  Laufrädci,  und  die  Kugel  stüt/.t  sich  unten  auf 
die  .Mantelfliiche  eines  kurzen  und  breiten  Cylinders,  der  an 
dieser  Axe  befestigt  ist  und  dessen  geometrische  Axe  mit  der> 
selben  zusammenfällt. 
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Wird  der  Fahrstift  in  der  Richtung  der  .r-Axe  verschoben, 
so  wird  dadurch  der  quadratförmige  Rahmen  des  Integrier- 
apparates in  Umdrehung  versetzt  um  die  durcl;  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  gehende  Verticale,  wobei  er  die  Kugel  mit- 
nimmt. Von  dem  Wagen  geht  nämlich,  am  Anfange  parallel 
der  Schiene  verlaufend,  ein  feiner  Silberdraht  aus,  der.  über 
Wellen  (Leitrollen)  gespannt,  an  den  Integrierapparat  heran- 
kommt und  eine  oben  an  dem  Apparat  befindliche  Horizonlal- 
schcibc  umwickelt,  deren  Spindel  durch  die  hintere  Leiste  des 
oberen  Gerüsirahmens  hindurchgeht  und  mit  dem  Rahmen  des 
Integrierapparates  fest  verbunden  ist;  der  Draht  ist  in  seinem 
weiteren  Verlaufe  so  über  andere  Leitrollen  geführt,  dass  er 
mit  seinem  Endstücke,  hier  wieder  parallel  der  Schiene  ver- 
laufend, wieder  zur  Befestigung  an  dem  Wagen  gelangt. 
—  Keinerlei  relative  Bewegung  der  Kugel  gegen  die  Rollen 
des  Apparates  kommt  bei  dieser  Verschiebung  zustande,  und 
die  Rollen  drehen  sich  um  ihre  Axen  nicht. 

Wird  dagegen  der  Kahrstift  in  der  Richtung  der  ^'-Axe 
verschoben,  was  nur  durch  I-'ortrollen  des  ganzen  Instrumentes 
geschehen  kann,  so  dreht  sich  der  an  der  Axe  der  Laufräder 
sitzende  Cylinder  unter  der  Kugel  um  die  zur  A-Axe  parallele 
Gerade,  und  theilt  seine  Bewegung  der  Kugel  mit,  die  sich 
somit  um  eine  der  jr-.Axe  parallele  Gerade  dreht.  Diese  Rotation 
überträgt  sich  auf  jede  einzelne  der  drei  Rollen:  voll,  gar  nicht, 
oder  zum  Theil,  —  je  nach  dem  Winkclabstande,  in  welchem 
auf  dem  Kugeläquator  der  Berührungspunkt  der  Rolle  sich  von 
dem  zur  :r-Axe  parallelen  Durchmesser  der  Kugel  befindet. 

Niemals  kommt  also  eine  Rotation  der  Kugel  um  eine 
andere  horizontale  .Axe  zustande,  als  um  die  zur  ar- .Axe  parallele. 
Es  ist  für  die  klare  Vorstellung  der  Wirkungsweise  des  Ana- 
lysators von  principieller  Wichtigkeit,  sich  zu  vergegenwärtigen, 
dass  die  Rotation  der  Kugel  immer  so  erfolgt,  dass  die  verti- 
cale Componente  dieser  Rotation  gleich  ist  der  Rotation  des 
Rahmens  des  Integrierapparates  und  dass  ihre  horizontale 
Componente  in  den  zur  ^r-Axe  parallelen  Radiusvcctor  fällt. 
Die  relative  Bewegung  der  Kugel  gegen  den  Rahmen  wird 
daher  immer  genau  dargestellt  durch  denjenigen  Theil  ihrer 
absoluten  Drehung,  welcher  eine  Rotation  um  den  zur  a-.Axe 
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parallelen  Radiusvector  i.st.  Sie  ist  daher  auch  immer  nur  der 
Componcnte  der  Verschiebung  des  Stiftes  proportional  und 
hingt  von  dx  durchaus  nicht  ab. 

5.  Ich  lege  nun  durch  den  Mittelpunkt  O  der  Kugel  drei 
Strahlen  OJT,  OY,  OZ;  den  ersteren  parallel  zur  Axe  ox  der 
Zeichnung,  den  zweiten  um  +90*  davon  abgelenkt,  somit 

parallel  zur  Axc  oy  der  Zeichnung,  den  dritten  senkrecht  auf 
^ie  beiden  und  nach  oben  gerichtet.  Der  Winkel,  um  welchen 
i^T  nach  dem  Mittelpunkte  einer  Rolle  gehende  Radiusvector 
<i^f(e!erkt  ist  von  der  X-Axe,  diese  Ablenkung  natürlich  von  X 
nach  Y  gezählt,  möge  —  in  Consequenz  des  Ausdruckes 
»Äquator-  —  kurz  die  »geographische  Länge-  dieser  Rolle 
genannt  werden  (einen  besseren 
Ausdruck  habe  ich  nicht  finden 
können),  ich  bezeichne  die  bei- 
den Messrollen  mitilf»,  und 
die  Stützrolle  mit  M^t  und  zwar 
^0,  dass  bei  Herumgehen  um  die 
K'u^cl  im  Sinne  der  wachsenden 
z^vciten  Indices  die  geographi- 
schen Längen  wachsen.  Es  möge 
S'c'ich  erwähnt  werden,  dass  die 
Rolle  :V/„,  mit  der  Inschrift  »Co- 
sinus«, mit  der  Inschrift 
*Sinus«  versehen  sind,  und  dem- 
nach die  erstcre  auch  als  die  Cosinusrolle,  die  letztere  als  die 
SinusroUe  bezeichnet  wird.  Dieselben  Buchstaben  Af,|,  Mi^y  Af^« 
sollen  außerdem  auch  die  Mittelpunkte  der  drei  Rollen,  sowie 
ihre  Halbmesser  bezeichnen.  Ich  bezeichne  die  geographische 
I-ängc  der  Rolle  M„i  {i  ~  1,  2,  3)  mit  X„,.  Von  den  beiden  cnt; 
ge[,'engesetzt  gerichteten  Strahlen,  welche  in  ilirer  A.xe  liegen, 
fas^e  ich  als  Rotationsaxe  diesen  auf,  welcher  nach  wachsenden  ). 
geht;  damit  ist  der  Sinn  der  »positiven«  Rotation  der  Rolle  .1/,./ 
um  ihre  .Axe  definiert.  Schließlich  bezeichne  ich  eine  unendlich 
kleine  Drehung  um  die  so  definierte  Rotationsaxe  mit  </tt„j, 
so  dass  yknt  die  »Drehungsphase«  der  Rolle  Af„,,  von  einer 
beliebigen  Anfangsphase  aus  gezählt,  darstellt 

*  Silzh.  d.  iiMlh«m.'naturw.  a. ;  CX.  il<l.,  Abth.  n.  a.  40 
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Wie  dreht  sich  nun  die  KoIIc  ;V,„  um  ihre  Axe,  wenn  der 
Fahrstift  längs  der  vorgelegten  Curvc  S  um  Js  (mit  den  Com- 
ponenten  Jx,  Jy)  verschoben  wird?  —  Der  Cylinder  wird  um 

—  Jv 

den  zur  4:-Axe  parallelen  Strahl  oflcnbar  um  den  \\  inkcl  — 

L 

gedreht,  wo  L  der  Halbmesser  der  Laufräder  ist;  indem  sich 
diese  Bewegung  auf  die  Kugel  überträgt,  wird  dadurch  eine 

Drehung  der  Kugel  um  die  A'-Axe  um  den  Winkel  -t-  - '   ■  — — 

L  K„ 

erzeugt,  wo  C„  der  Halbmesser  des  Cylinders  und  A'„  derjenige 
der  Kugel  ist.  Diese  Rotation  ist  nur  der  eine  Th.eit  der 
gesammten  Drehung  der  Kugel;  dieser  stellt  aber,  nach  4., 
zugleich  die  ganze  iclative  Bewegung  der  Kugel  gegen  das 
System  der  drei  Punkte  .1/,,,,  dar.  Diese  Rotation 

ist  nun  äquivalent  zwei  gleichzeitigen  Rotationen  um  zwei 
ebenfalls  in  der  Äquatorebene  liegende  Axen,  von  denen  ich 
die  eine  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  nach  dem  Punkte  iV,„ 
gehend  annehme,  die  andere  senkrecht  darauf,  also  nach  dem 
Punkte  X  =  ),,„-f 00°  gerichtet.   Die  erstere  (  omponente,  die 

^       .  _      cos  X„,  betiägl,  überträgt  sich  auf  die  Rolle  M„i  gar 
L  A„ 

nicht;  die  andere  dagegen,  die 

+  —  —  cos().„,-f-00  )  =:  —  ■  ~.  smX,ii 

L.     A„  L  A„ 

beträgt,  überträgt  sich  auf  die  Rolle  mit  ihrem  \olIen 
linearen  Betrage,  da  ihre  Axe  paiallel  ist  der  der  Rolle  M,„.  Wir 
erhalten  daher 

,          .  dy                    K„         .  •   '  j 

d\t.,u—  smX,,,.  =  +   smA„,av. 

L    A;  A.l/,, 

Das  X„,  ist  nun  eine  Function  der  Abscisse  x  des  Punktes, 
zu  welchem  das  betrachtete  Klement  der  Curve  geh()rt.  Be- 
zeichnet man  nämlich  den  Wert,  welchen  die  geographische 
Länge  der  Rolle  M,„  dann  hat,  wenn  der  Fahrstift  sich  auf  der 
^-.Axe  belindct,  mit  A„,,  so  ist  das  dem  Werte  x  der  .Abscisse 
entsprechende  X,„ 
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X»i  =  Ani  ^ , 

/2|| 

wol/i,den  Halbmesser  der  Horizontalscheibe  des  Mten  Integrier- 
apparates bezeichnet;  denn  es  muss  ein  Drahtstück  von  der 

Länge  x  sich  von  der  Scheibe  abgewickelt  haben,  damit  der 
Fahrstift  von  x  —  0  zu  x  —  x  übetf^egangen  sei,  und  der  Sinn 
der  Umwickelung  des  Drahtes  an  der  Scheibe  ist  so  getroffen. 
Jass  sich  die  Scheibe  um  die  2-Axe  negativ  dreht,  wenn  x 
wächst.  Es  ergibt  sich  also 

Ch  '  —X 

Die  Abmessungen  sind  nun,  bei  einem  correcten  Ana- 

Cm 

lysator,  so  getroffen,  dass  (eine  Größe  von  der  Dirnen* 

sion:  Länge-') 


und 


2ffi; 


ist;  man  hat  dann  also 

Ferner  ist,  bei  correctem  Zustande  des  Instrumentes,  der 
.Anfangswert  der  geographischen  Länge  der  CosinusroUe  löO*, 
der  Sinusrolle  270°.  £s  ist  somit  schließlich 

=  +  - —  sin  — — 4y 
5  mm  c 

1         ^n-x  , 

Nachdem  man  die  ganze  Curve  5  befahren  hat,  beträgt  die 
gesammte  Drehung  der  Messrotlen 

40* 
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/  i/u.„2  =  — -= —  I  cos  ay. 

An  den  Axen  der  Messroilen  sitzen  nun  mit  Theiliu  Ljen 
versehene  Trommeln,  welche  sich  an  festen  Indices  vorbei- 
drehen. Jede  Trommel  ist  in  100  Theile  getheilt,  und  die  Ziffern 
wachsen,  wenn  man  längs  der  Peripherie  in  dem  Sinne  fort- 
schreitet, in  welchem  der  Winkel  (tn^  gezählt  wird;^ie  Ablesung 
nimmt  also  bei  einer  positiven  Drehung  der  Rolle  ab.  An  dieser 
Trommel  kann  man  die  Zehntel  und  Hundertstel  einer  Revolu- 
tion ablesen  und  die  Tausendstet  noch  schätzen.  Neben  der 
Messrolle  befindet  sich  außerdem  ein  Zählrad,  welches  in 
50  Theiie  getheilt  ist  und  sich  um  einen  Theilstrich  dreht 
während  die  Messrolle  eine  ganze  I\e\  olution  vollzieht;  enJacn 
gibt  ein  zweites,  kleines  Zählrad,  welches  an  den  vier  Theil- 
punklen  seiner  Peripherie  die  Ziffern  0,  50,  100.  150  trägt,  an, 
wievielmal  50  kevolutionen  ausgeliihtt  worden  '^ind.  Diese 
beiden  Zählräder  geben  also  zusammen  die  Anzahl  ganzer 
Revolutionen.  Ich  notiere  stets  die  Ablesung  so  ~  hierin  dem 
Vorgange  des  Herrn  Bervy  ^  folgend  — ,  dass  das  Komma  nach 
der  Anzahl  ganzer  Revolutionen  gesetzt  wird. 

Man  liest  nun  die  Theilungen  der  Messrotle  Mnt  vor  und 
nach  der  Befahrung  ab  und  bildet  die  Differenz:  Endablesuog 
—Anfangsablesung.  Ich  nenne  immer  diese  Differenz  kurz  die 
»Ablesung  über  die  befahrene  Curve«.  Beträgt  dieselbe  o«;,  so 
ist  offenbar 


also 


*  Sur  un  &na]y$eur  harmontque.  Annales  de  TObservatoire  Astronomique 
de  Moscou,  1S06. 
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Vergleicht  man  diese  Werte  mit  den  Formeln  (4),  so  sieht 
man,  dass 

n  ] 

ist  Somit  ist  die  Aufgabe  des  Analysators  gelöst. 

6.  Als  Anhang  an  die  obige  Theorie  des  correcten  Ana- 
lysators  mögen  hier  in  Bezug  auf  die  Einrichtung  des  Instru- 
mentes einige  nähere  An-aben  Platz  finden,  welche  für  das 

Spätere  von  Nutzen  sein  werden,  welche  aber  oben,  wo  von 
der  Kinrichtung  nur  das  Principielle  in  Frage  kam,  übergangen 
worden  sind. 

Die  einzelnen  Inte.uM'ierapparate  des  Analysators  unter- 
scheiden sich  von  einander  nur  durch  die  Durchmesser  ihrer 
Scheiben ;  dieser  Durchmesser  ist  dem  n  umgekehrt  proportional. 
Herr  Coradi  ordnet  nun  oberhalb  jeder  Scheibe  coaxial  eine 
zweite  Scheibe  an,  mit  entsprechend  Icleinerem  Durchmesser^ 
so  dass,  wenn  der  Draht  von  den  unteren  Scheiben  weg- 
genommen  und  auf  die  oberen  verlegt  wird,  gleichsam  neue 
Integrierapparate  in  Thätigiceit  gesetzt  werden:  der  erste  In- 
tegrierapparat fungiert  nunmehr  als  der  (k-^-  der  zweite  als 
der  (jt+2)te  . . . ,  der  J!j-te  als  der  (2A')te,  wenn  *  die  Anzahl  der 
vorhandenen  Kugeln  bedeutet.  Auf  diese  Weise  besteht  also 
z.  B.  bei  iinseiem  Insti umeiUc,  das  3  Kuceln  besitzt,  der  erste 
Inteurierapparat  aus  der  zut^ehöripen  Gla.skugel,  dem  Cylinder, 
ueji  MessroUen  und  der  unteren  Hr»nzontalscheibe:  der  vierte 
aber  aus  derselben  Kugel,  Cyimder,  Messrollen  und  der  oberen 
Horizontalscheibe.  Es  besitzt  daher  jeder  nach  diesem  Typus 
gebaute  Analysator  eigentlich  A'  =  2k  Integrierapparate,  wovon 
allerdings  nur  die  Hälfte  gleichzeitig  functioniert,  so  dass  die 
Bestimmung  höherer  Glieder  eine  nochmalige  Umfahrung  der 
Curve  erfordert.  — 

Ober  der  hinteren  Längsleiste  des  oberen  Gerüstrahmens 
liegen  die  drei  Doppelscheiben;  an  jedem  der  beiden  seitlichen 
Querstäbe  desselben  sind  in  ähnlicher  Weise  je  zwei  Leitrollen 
angebracht,  die  hintereinanaer  liegcji  und  sich  um  verticale 
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Axen  drehen.  Der  obere  Theil  des  Wagens  trägt,  etwa  in  der 
Höhe  der  Leitrollen  und  Scheiben,  ebenfalls  zwei  Rollen  auf 
vcrticiilen  Axen.  die  sich  aber  bei  der  regelmäßigen  Benutzung 
des  Instrumentes  nicht  drehen.  Die  eine  davon  ist  die  »V'orraths- 
rolle«;  auf  dieselbe  wird  das  nach  dem  Anlegen  des  Drahtes 
übrigbleibende  Stück  aufgewickelt,  sein  Ende  durch  eine  in 
dem  Rande  der  oberen  Rollenbacke  befindliche  Öffnung  hin» 
durchgelassen  und  an  dieser  Backe  festgeschraubt.  Vermöge 
der  Verzahnung  des  Randes  der  unteren  Backe  und  eines  eben- 
falls an  dem  Wagen  angebrachten  federnden  Daumens,  der 
zwischen  die  Zähne  einspringt,  bleibt  die  Vorrathsrolle  dauernd 
gehemmt;  sie  kann  aber  nach  Zurückziehung  des  Daumens  um 
einen  oder  mehrere  Zähne  gedieht  werden  und  dient  auf  diese 
\Vei<e  also  auch  zum  .Spannen  des  Drahtes.  Die  zweite  der 
Wagenrollen  liegt  hinter  der  V'orrath^rollc  und  ist  eine  Leitrolle. 

Verfolgt  man  nun  den  \  ciiauf  des  Drahtes  von  der 
Vorrathsrolle  ausgehend,  während  das  Instrument  auf  die 
Bestimmung  der  drei  unteren  Glieder  eingerichtet  ist,  so  ist  er 
der  folgende.  Der  Draht  bildet  die  linksliegende  äußere  gemein- 
same Tangente  der  beiden  Wagenrollen;  umwickelt  die  Wagen- 
Leitrolle  (in  dem  negativen  Sinne),  längs  etwa  */«  ihrer  Peri- 
pherie; bildet  die  vornliegende  äußere  gemeinsame  Tangente 
der  Wagen-Leitrollc  und  der  vorderen  Unken  (Gerüst-)  Leitrolle, 
wobei  er  genau  parallel  zur  Führung'^richtung  des  Wagens 
liegt.  Dann  verlauft  er  über  die  beiden  linken  Lcitrollcn.  über 
die  drei  von  links  nach  recht'>  aufeinanderfolgenden  Scheiben 
des  3ten,  2'«-'"  und  1'<-'|>  Integrierapparates,  und  über  die  vordere 
rechte  Leitrolle;  er  bildet  dabei  zwischen  den  beiden  linken 
Leitrollen  ihre  linksliegende  äuflere  gemeinsame  Tangente, 
zwischen  der  hinteren  linken  Leitrolle  und  der  nächsten 
Scheibe,  sowie  zwischen  der  äußersten  Scheibe  rechts  und  der 
vorderen  rechten  LeitroUe  die  innere,  zwischen  je  zwei  Scheiben 
aber  die  vornliegende  äußere  gemeinsame  Tangente,  und  be- 
rührt die  linken  Rollen  längs  je  etwa  */^,  die  rechte  längs 
etwa  V.i.  die  Scheiben  dagegen  (an  denen  er  im  positiven  Sinne 
verliiut't)  liuigs  je  etwa  einer  vollen  Pei  ;pherie.  Von  der  rechten 
Leitrollc  aus  bis  zu  seinem  anderen  Befestigungspunkte  an 
dem  Wagen  liegt  er  wieder  parallel  zur  Führungsschiene.  Die 
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Befestigung  ist  hier  in  der  Weise  aus^cfiihrt,  dass  an  diesem 
Ende  des  Drahtes  eine  Öse  gedreht  und  diese  Öse  auf  den 
Hals  eines  in  den  oberen  Theil  des  Wagens  eingeschraubten 
kleinen  Bolzens  aufgesteckt  ist. 

Ist  das  Instrument  dagegen  auf  die  Bestimmung  der  höheren 
Glieder  eingerichtet,  so  treten  in  dem  obigen  Verlaufe  an  Stelle 
der  unteren  die  oberen  Scheiben  auf;  außerdem  aber  wird  dann 
;>chen  die  äußerste  Scheibe  rechts  und  die  vordere  rechte 
LeitroUe,  um  eine  mögUchst  geradhnige  Führung  des  Drahtes 
zu  erzielen,  noch  die  hintere  rechte  Lcitrolie  eingeschaltet.  Der 
Draht  bildet  dabei  zwischen  der  erwähnten  Scheibe  und  der 
h:n'.eren  rechten  Lcitrolie  ihre  innere,  zwischen  dieser  und  der 
Vorderen  rechten  Leitrolle  ihre  rechtsliegcnde  äußere  gemein- 
same Tangente  und  berührt  diese  beiden  Leitrollen  längs  etwa 
je  V4  ihrer  Peripherien.  Da  ferner  in  diesem  Falle  der  Draht 
auch  an  sämmtlichen  Leitrollen  etwas  höher  zu  liegen  kommt 
als  in  dem  früheren,  so  besitzt  die  Wagen-Leitrolle  um  ihre 
Mantelfläche  eine  untere  und  eine  obere  Nuth  für  den  Draht; 
ebenso  muss  in  dem  letzteren  Falle  der  Schraubenbolzen, 
ucicher  das  andere  Drahtende  festhält,  in  die  obere  Mutter  ein- 
gc-chraubt  sein.  — 

An  seinem  unteren  Theil  trägt  der  Wagen  vorne  eine 
üicke.  längliche,  horizontale  Mctallplatte;  durch  eine  Längs- 
spalte  in  dieser  l'latte  ist  die  verticalc  Röhre  hinduichgelassen, 
in  welcher  der  Fahrslift  eingebettet  ist.  Die  Röhre  kann  in  der 
Spalte  nach  tinks  und  rechts  (und  nur  in  dieser  Richtung)  ver- 
rückt und  dann  in  der  gewählten  Stellung  an  der  Platte  fest- 
geklemmt werden.  Ist  also  das  Zusammentreffen  der  Stellung 
des  Wagenindex  auf  dem  Theilstriche  0  der  oberen  Schiene 
mit  der  Stellung  der  Fahrstiftspitze  auf  der  j^-Axe  der  Zeichnung 
nicht  durch  die  Aufstellung  des  Instrumentes  beieits  genau 
t-Tveicht,  so  kann  es  vermöge  dieser  Einrichtung  herbeigeführt 
werden,  ohne  dass  es  nöthig  wäre,  die  Aufstellung  des  Instru- 
miintes  zu  andern.  Der  Fahrstift  selbst  ragt  aus  der  Röhre  oben 
und  unten  herau>,  ist  oben  kn  iplTörmig  erweitert,  unten  zuge- 
spitzt, und  kann  in  der  Rölue  frei  gedreht  sowie  gehoben 
und  gesenkt  werden.  Die  Spitze  soll  nicht  direct  das  Papier 
berühren,  sondern  etwas  darüber  schweben.  Um  nun  das 
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licrabtallen  de<  Fahrstiftes  auf  dab  l'apicr  zu  vcriunJcrn  und 
ihn  hoher  oder  niedriger  über  dem  l'*apier  stellen  zu  können, 
ist  folgende  Finrichtunf^  t^etroffen.  An  den  Fahrstift  w  ird,  etwas 
oberhalb  der  Spitze,  eine  kurze,  bloß  durch  Reibung  daran  fcst- 
.sitzendc  Hülse  aufgesteckt,  welche  mit  einem  seitlichen,  unten 
abgerundeten  Fuß  verschen  ist.  Mit  diesem  Fuße  stützt  sie, 
vermöge  des  Gewichtes  des  Fahrstiftes,  sich  auf  das  Papier.  — 

Der  in  der  Theorie  erwähnte  quadratförmige  Rahmen  des 
Integrierapparates  besteht  aus  einem  unteren  und  einem  oberen 
Rahmen,  welche  durch  Säulen  mit  einander  verbunden  sind. 
An  passender  Stelle  des  unteren  Rahmens  befindet  sich  der 
Drehungspunkt  eines  rechtwinkligen  Winkelhebels,  des  »Stütz- 
rollen-Hebels«. Dereine,  nach  oben  gehende  Arm  dieses  Hebels 
hat  ciwa  die  Form  einer  kurzen  (geschlossenen)  Gabel,  in 
welcher  quer  die  Axe  der  Stützrolle  eingesetzt  ist.  Der  andere 
Arm  ist  in  einen  Cclluloidimg  ausgebildet,  der  den  unteren 
Theil  der  Kugel  umgibt  ohne  sie  zu  berühren,  und  hat  als 
seine  Verlängerung  über  den  Drehungspunkt  hinaus  einen 
Flügel:  über  dem  letzteren  befindet  sich  ein  in  einem  Vorsprung 
des  Rahmens  eingebettetes  Schräubchen,  durch  welches  man 
den  Flügel  niederdrücken  oder  freilassen,  also  den  ganzen 
Stützrollen- Hebel  drehen  kann.  Der  obere  Rahmen  des  Integrier- 
apparates  hat  als  innere  Begrenzung  wieder  einen  Celluloidring. 

Ist  nun  das  Instrument  in  gebrauchsfertigem  Zustande,  so 
i«t  das  Schräubchen  hinaufgeschraubt,  der  ringförmige  untere 
Hebelarm  ist  gesenkt  und  lässt  die  Kugel  frei,  die  dann  den 
CyiiPiücr  berührt,  uiiU  drüeki  dureh^  sein  Gewicht  die  im  anderen 
Hebelarme  eingesetzte  Stützrolic  ;m  die  Kugel  an.  Nach  Ge- 
brauch des  Instrumentes  hebt  man  vcrmiltels  des  Schräubchens 
den  unteren  Ring  empor,  wobei  gleichzeitig  die  Stützrolle  sich 
von  der  Kugel  entfernt;  der  Ring  nimmt  die  Kugel  auf,  welche, 
indem  sie  sich  auf  ihn  legt,  von  den  Messrollen  wegrückt;  dann 
hebt  er  die  Kugel  solange  empor,  vom  Cylinder  weg,  bis  sie 
den  Celluloidring  des  oberen  Rahmens  erreicht  und  so  zwischen 
den  beiden  Ringen  festgehalten  bleibt. 
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Die  Fehler  des  Instrumentes. 

7.  Der  Gegenstand   meiner  bisherigen  Ausführungen 
fl.  bis  5.)  war  die  Theorie  des  correcten  Analysators,  und  diese 
Ausfiihninircn  enthalten  im  wesentlichen  nichts  neues  gegen- 
über der  bereits  vorhandenen  Literatur  des  Analysators.  Diese 
Literatur  ist  übri^rens  bis  heuU'  sehr  spärlich,  was  sich  wohl 
ci:il<iCfi  dadurch  erklärt,  dass  das  Instrument  immer  noch  eine 
ziemlich  recente  Erfindung  ist  und  bis  jetzt  nur  in  wenigen 
Händen  sich  befindet.  Sie  besteht  in  der  Hauptsache  aus  zwei 
Publicationen.  Erstens  wurde  vom  Constructeur  Coradi  eine 
Itleine  Begleitschrift  zu  dem  Instrumente  herausgegeben  unter 
dem  Utel:  »Der  Harmonische  Analysator«  (Zürich  1894);  sie 
enthält  in  ihrer  ersten  Häl'te  d\c  Theorie  des  Analysators,  Ver- 
ffisst  von  Prof.  O.  Hcnrici,  in  der  zweiten  einige  auf  die 
prai^tische  Verwendung  des  Instrumentes  bezügliche  Bemer- 
kungen von  Herrn  Coradi.  Zweitens  ist  ein  Aufsatz  von  Herrn 
Bervy  zu  erwalinen,  unter  dem  Titel:  >»Sur  un  analyseur  har- 
monique«,  im  Jahre  1896  in  den  »Annales  de  l'Übservatoire 
Aslronomique  de  Moscou«  erschienen. 

Die  Frage  nach  den  Instrumentalfehlem  des  Analysators 
und  den  Methoden  ihrer  Berücksichtigung  ist  bis  jetzt  noch 
sehr  fragmentarisch  bearbeitet.  Eine  eingehendere  Behandlung 
haben  nur  zwei  Fehlerquellen  erfahren.  Schon  In  der  oben 
erwähnten  Coradi'schen  Schrift  wurde  auf  die  »Excentricität 
der  KugeU  hingewiesen,  d.  h.  den  Umstand,  dass  die  Um- 
drehnn^saxe  des  Rahmens  des  Intec^rierapparates  (welche  hier- 
bei durch  den  Mittelpunkt  des  Cyl:iu!er^  L^ehenv-  vdrausgeseizt 
wird)  nicht  genau  durch  das  Centrum  der  Kugel  gehl.  Zugleich 
wurde  auch  schon  in  dieser  Schrift  angegeben,  dass  und  wie 
der  Einfiuss  dieses  Fehlers  auf  das  Resultat  dci  Analyse  durch 
eine  einfache  Maßnahme  aufgehoben  werden  kann.  Ich  komme 
an  der  geeigneten  Stelle  eingehend  darauf  zurück. 

Femer  hat  Herr  Bervy  in  seiner  Abhandlung  eine  andere 
Fehlerquelle  behandelt:  die  Ausziehung  des  Drahtes  durch  die 
Kraft  der  führenden  Hand.  Das  Stück  des  Drahtes,  welches 
hinter  dem  Fahrstift  liegt  und  einerseits  durch  denselben, 
andererseits  durch  die  Scheibe  Hm  begrenzt  ist,  ist  infolge 
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dieses  IJmstandes  ausgezogen;  wäre  der  Draht  iinausziehbar, 
so  würde  sich  für  dieselbe  Stellung  x  des  Fahrstiftes  sclion  ein 
längeres  Stück  v*on  der  Peripherie  der  Scheibe  abgewickelt 
haben  müssen.  Da  diese  Verlängerung  eine  lineare  Function 
des  X  ist,  so  macht  Herr  Bervy  dafür  den  Ansatz —  in  unserer 
Bezeichnungsweise  — 

=  (/+  1)     -i.A„  +  BnX       ii  =1,2), 

wo  A„,Bn  Instrumentalconstanten  sind.  Auf  die  weitere  Behand- 
lung des  Einllusses  dieser  Fehlerquelle  kommen  wir  wieder 
später  zurück.  — 

Ich  habe  mich  nun  mit  diesen  Fragen  eingehend  beschäftigt 
und  versucht,  eine  möglichst  vollständige  Theorie  des  fehler- 
haften .Analy  sators  zu  construieren. 

Ich  habe  dabei  zunächst  eine  Liste  der  in  Betracht  kom- 
menden Fehleixiuellen  aufgestellt,  welche,  wie  ich  glaube,  als 
vollständig  angesehen  werden  kann.  Diese  einzelnen  Fehler- 
quellen sollen  hier  jetzt  der  Reihe  nach  untersucht  werden. 
Alle  l'ehler  werden  dabei  als  klein  von  der  ersten  Ordnung 
angenommen,  und  Größen  zweiter  Ordnung  werden  vernach- 
lässigt. Demgemäß  werden  auch  immer,  bei  Betrachtung  einer 
Fehlerquelle,  die  übrigen  auüeracht  gelassen. 

In  den  folgenden  Betrachtungen  werden  behandelt  zuerst 
die  verschiedenen  »Orienlierungs-  und  Positiiinsfehler«,  d.  h. 
solche,  die  die  gegenseitige  Lage  der  einzelnen  Organe  des 
Instrumentes  betreffen;  darauf  die  »metrischen«  I''ehler,  die  sich 
auf  Dimensionen  beziehen;  zuletzt  die  »Fehler  des  Anfangs 
zustandes«.  Ferner  kommen  außer  den  genannten  Fehlerarten, 
die  man  als  »geometrische«  bezeichnen  könnte,  noch  gewisse 
physikalische  l-'ohlerquellen  in  Betracht  (wie  Einllüssc  der 
Temperatur,  .Ausziehung  des  Drahtes),  die  in  einem  Schluss- 
paragraph besprochen  werden  sollen. 

Das  Coordinatensystem  oxyz  wird,  in  dem  ganzen  Ab- 
schnitte »Die  Fehler  des  Instrumentes«,  in  folgender  Weise 
detiniert. 

Nachdem  das  Instrument  aufgestellt  worden  ist,  gilt  die 
Unterhige  des  Instrumentes  als  die  Kbene  xy.  Die  r-Richtung 
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ist  Uic,  in  vvelciier  der  Fahrstift  sich  v-erschiebt,  wenn  er  bei 
nichtrollenden:»  hi.^trumente  längs  der  Schiene  im  Sinne  wach- 
sender Schienenablesungen  bewegt  wird;  die  r-Richtun.L;  ist 
die.  in  welcher  das  Instrument  sich  beim  Rollen  bewegt.  Üie 
ist  die  nach  oben  gehende  Normale  der  Ebene  xy.  Es 
wird  in  diesem  Abschnitt  noch  angenommen,  dass  die  Schiene 
parallel  der  Umdrehungsaxe  der  Laufräder  ist;  das  System  xy 
ist  daher  ein  rechtwinkeliges,  und  es  soll  die>-Richtung  von  der 
jr-Kichtung  um  +90*  abgelenkt  sein.  Der  Anfangspunkt  o  wird 
in  einem  beliebigen  Punkte  derjenigen  Geraden  angenommen, 
welche  der  Fahrstifl  beschreibt,  wenn  der  Index  auf  dem  Theil- 
strich  0  der  Schienentheilung  steht  und  das  Instrument  rollt.  — 

Wirkungen  der  cmzelncn  l  ehlcrqucllcn. 

8.  Wir  nehmen  wieder,  für  jeden  einzelnen  (den  n^en) 
Integrierapparat,  ein  zum  Gerüste  des  Instrumentes  festes 
Coordinatensystem  OXYZ  an;  dieses  System  verschiebt  sich 
also  nur  beim  Rollen  des  Instrumentes.  Als  Anfangspunkt  0 
nehmen  wir  den   Schnittpunkt  der  Umdrehungsaxe  des 

Rahmens  mit  derjenigen  horizontalen,  d.  h.  zur  Unterlage 
parallelen,  Ebene,  welche  (in  der  Anfangsstelhmff  des  Instru- 
mentes) den  Miliclpunkt  der  Kiii^el  eiuhäk.  Üic  Axen  UA',  OK, 
OZ  führen  wir  parallel  den  Axen  ox.  oj,  oz. 

Wir  bezeichnen  als  die  »geographischo  Länge«.  X,t,,  des 
Berührungspunktes  der  Rolle  iU,,,-  mit  der  Kugel,  die  Ablenkung 
in  der  A'F- Ebene  des  von  O  nach  dem  Berührungspunkte 
:':rchteten  Strahles  von  der  Axe  OX.  Mit  bezeichnen  wir 
die  Urehungsphase  der  Rolle  iW»!  um  ihre  Umdrehungsaxe,  die 
wir  als  im  Sinne  der  wachsenden  geographischen  Längen 
gehend  betrachten,  womit  der  Sinn,  in  welchem  die  Drehungs- 
phase gezählt  wird,  schon  definiert  ist;  die  Anfangs-Phase,  von 
welcher  aus  sie  gezählt  wird,  brauchen  wir  nicht  festzusetzen. 

9.  Nehmen  wir  zuerst  an,  die  Rolle  M^i  sitze  zwar  senk« 
recht  auf  ihrer  Axe,  diese  Axe  aber  besitze  einen  kleinen 
Azimutalfehler,  a;  d.  h.,  sie  sei  von  dem  Radiusvector  des  Be- 
rührungspunktes um  den  Winkel  -|-90'-l-a  anstatt  um  H-90* 
abgelenkt  Bei  einer  Verschiebung  des  Fahrstiftes  parallel  zur 
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x-Axe  wird  dieser  Umstand  ofTenbar  keinen  Einfluss  haben: 
der  Rahmen  wird  sich  um  die  Z-Akc  genau  so  drehen,  u  ie  bei 
correctem  Analysator,  und  es  wird  auch  keine  Dtchunrr  der 

Rolle  um  ihre  Axe  her\  or- 
I  ^erulen  wcraen.  Rci  einer 

i  X'erschiebun^   Jos  I-^ahr- 

stiucs  parallel  der  _>'-Axe 
dreht  der  Antrieb,  welchen 
der  momentan  in  Be- 
rührung mit  der  Rolle  be- 
findliche Punkt  der  Kugel 
durch  seine  (verticale) 
Verschiebung  ausübt  auf 
dieMessrolle.dieseletztere 
genau  so.  wie  er  eine 
Kollc  lin  der  l'igur  punk- 
tiert gezeichnet)  drelien  w  ürde,  welche,  die  I\u.L;el  in  demselben 
Punkte  berührend  ur.d  ihre  Umdrehungsaxe  gieieht'alls  senk- 
recht ZU  ihrer  Ebene  habend,  frei  vom  Azimutallehler  der  Axe 
wäre;  die  MessroHe  dreht  sich  also  um  einen  Winkel  dy^i^  der 
gegeben  ist  durch  die  Relation 

M„i .  d[L„i  =  Ä'„  sin  l„i .  ^'  -  -j^-  j, 

übereinstimmend  mit  dem  Falle  des  correcten  Analysators, 

10.  Betrachten  w  ir  ferner  den  Fall,  dass  die  Umdrehungs- 
axe, auf  welcher  die  Messrulle  rechtw^inklig  aufgesetzt  ist,  eine 
kleine  Klev  ation,  '{i,  besitzt;  d.  h.,  sie  ist  in  der  zum  Radiusx  eclur 
des  Berührungspunktes  senkrechten  Fbene  um  den  Winkel  ß 
von  der  Tangente  des  Äquators  abgelenkt.  (Siehe  Fig.  4.)  Der 
Fahrstift  werde  parallel  zur  Axe  ox  um  dx  verschoben.  Die 
Mittelpunkte  der  Rollen  M„^^  M„^,  erhalten  dadurch  eine 
gemeinschaftliche  Drehung  um  die  Z-Axe  um  den  Winkel 
2zäx 

ä^u  =  — w  ,  und  erlilhrt  der  Mittelpunkt  der  Rolle  Mni  die 

lineare  Verschiebun::  n  der  mit  einem  Pfeilchen  angedeuteten 
Richtung,  iKn-\-Mn,)  ~  Es  ist  nun  nicht  ausgeschlossen, 
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dass  dabei  die  Rolle  Mm  gleichzeitig  um  ihre  Axe  rotiert,  indem 
sie,  anstatt  die  Kugel  in  die  Umdrehung  um  die  Z-Axe  voll' 
ständig  mitzunehmen,  auf  der  Kugeloberfläche  theilwetse  rollt 
Indessen  wird  der  Betrag  dieser  rollenden  Bewegung  offenbar 

lediglich  von  der  Verschiebung  äx  abhängen,  dagegen  unab- 
hängig sein  von  dem  dabei  fest- 
gehaltenen VVc'te  des_>';  eine  gleiche 
und  entgegengesetzte  Verschiebung 
Jx  wird  eine  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Drehung  der  Rolle  um  ihre 
Axe  hervorrufen,  auch  dann,  wenn 
inzwischen  dieser  Wert  von  y  sich 
verändert  haben  sollte.  Daraus  folgt» 
dass  der  in  Rede  siehende  Einfluss 
der  Elevation  auf  die  Rollenablesung  pjg,  4, 

sich   im  Resultate   aufheben  wird, 

wenn  bei  der  t'nifiihrung  der  Fahrstift  zuletzt  in  einem  Punkte 
anlangt,  welcher  das  gleiche  x  wie  der  Ausgangspunkt  besitzt. 
Wie  wir  später  genati  sehen  werden,  macht  die  Constatierung 
dieser  Eigenschaft  die  quantitative  Untersuchung  der  be- 
treffenden Fehlcru  irkung  überflüssig. 

Wird  aber  der  Fahrstift  parallel  der  Axe  oj  um  dy  ver- 
schoben, so  wirkt  der  (verticalc)  Antrieb,  welchen  der  momentan 
in  Berührung  befindliche  Kugelpunkt  dadurch  erhält  und 

sicher     sin j  beträgt,  nicht  wie  bei  correclem 

Analysator  in  der  zur  Axe  und  zum  Radius  der  Rolle  senk- 
rechten Richtung  allein»  sondern  hat  noch  eine  Componente 

parallel  zur  RoUenaxe. 

Die  tangentiale  Componente  bringt  ungehindert  die  relative 
litiwegung  des  berührenden  Rollenpunktes  um  die  Rollenaxe 

henror,  und  da  sie  ^«^  <^.cosp  beträgt,  ertheilt  sie  der 

Rolle  die  Drehung 

Cn  sin  X„,  cos  ,3 

wo  der  CoefHcient  von  dy  bis  auf  GröOen  zweiter  Ordnung  der 
£levation  gleich  ist  demjenigen  bei  correctem  Analysator. 
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Die  in  der  Richtung  der  Umdrehungsaxe  wirkende  Com- 
ponente  dagegen  kann  keine  Drehung  der  Rolle  um  die  Axe 
verursachen,  sondern  wirkt  auf  die  Axe  selbst.  Man  kann  sie 
sich  wieder  zerlegt  denken  in  eine  h<M  izontale  und  eine  verticale 

Componente.  Die  erstere  würde  dahin  wirken,  den  I^anmen  i:m 
die  Z-Axe  zu  drelien:  sie  kann  aber  niclit  zustande  kiunincn, 
denn  diese  Bewei^un,!^  winde,  da  die  Stellung  des  Falirstittes 
durch  die  tühreiide  be/.ielum.usueise  lialtende  Hand  lest  be- 
stimmt ibl,  die  Cberu  nidung  des  Ausziehungswiderstandes  des 
Drahtes  erfordern,  welcher  Widerstand  viel  größer  ist,  als  die 
im  Falle  der  Unterdrückung  dieser  Bewegung  entstehende 
Rotationsreibung'  der  Kugel  an  dem  Cy linder.  Die  verticale 
Componente,  die  übrigens  von  Haus  aus  klein  von  der  zweiten 
Ordnung  ist,  sucht  die  Axe  beziehungsweise  den  Rahmen  in 
die  Höhe  zu  heben  und  wird  durch  die  Bauart  des  Integrier- 
apparates vernichtet. 

11.  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Umdrehungsaxe  der  Rolle 
liege  richtig,  die  Rolle  selbst  aber  sei  schräg  auf  ihr  befestigt: 
nämlich,  die  Normale  der  Rolle  bilde  einen  kleinen  Winkel  7  mit 
der  Axe.  In  diesem  Falle  wirkt  der  Antrieb,  welchen  bei  der 
Verschiebung  dy  des  Fahrstiftes  der  momentan  in  Berührung 
befindliche  Kugelpunkt  auf  den  berührten  Punkt  der  Hollen- 
Peripherie  ausübt,  stets  in  der  zur  Umdrehungsaxe  (und  zum 
Berührungsradius)  der  Rolle  setikrechten  Richtung,  wie  die 
nionientane  DrehuiiL;sphase  der  Kulle  auch  sein  mag.  Diese 
Bewegung  bringt  also  nur  eine  Drehung  der  Rmüc  um  ihre  Axe 
hervor,  und  zwar  die,  welcher  die  lineare  Verschiebung  des 
Berührungspunktes  um 

C;  sin  \nidy 
L 

entspricht,  wie  bei  correctcm  Analysator.  Hierin  ist  X«/  die 
geographische  Länge  des  Berührungspunktes.  Diese  ist  nun 

>  Man  kann  neben  die  beiden  üblichen  Begriffe  der  »Gleit-«  und  »Rolt- 

rL-ihmit;.  noch  einen  dritten,  der  »Rotationsreibung«  stellen.  Ich  verstehe  vl.ir- 
uiucr  die  Reibung,  welche  zustande  kommt,  wenn  von  zwei  sich  in  einem 
Punkte  berührenden  Körpern  der  eine  eine  relative  Rotation  gegen  den  anderen 
ausführt,  deren  Axe  auf  der  Tangentialebene  im  Beriihrungspankte  senk- 
recht steht. 
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offenbar  in  unserem  Falle,  entgegen  dem  des  correcten  Ana- 
lysators, von  der  Drehungsphase  der  Rolle  abhängig.  In  einem 
gegebenen  Augenblicke  bilde  die  Ebene,  welche  die  Um- 
drehungsaxe  und  deren  Projectton  auf  die  Ebene  der  Rolle 
enthält,  den  Winkel  ^  mit  der  Ebene,  welche  die  Umdrehungs- 
axe  enthält  und  der  Z-Axe  parallel  ist.  Dann  ist  X,„  c;nc  Function 
von  4»  und  kann  dalier  nur  für  bestimmte  Werte  von  ^  den 

richtigen  Wert  A„/  ^  haben.  Bezeichnen  wir  die  geo- 
graphische Länge  des  Mittelpunktes  der  Holle  mit 

,        2  mx  \ 

wo  eine  Constante  ist,  so  ist  die  geographische  Länge  des 
Berührungspunktes 


WO  AX„,  eine  Function  von  <l  i^l.  Das  constante  Fehlcrglicd.  a, 
wird  sich,  wie  man  sieht,  vereinigen  mit  einem  "Fehler  des 
Anfangszustandes«,  nämlich  der  Verschiedenheit  des  Anfangs- 
wertes A«,-  der  geographischen  Länge  der  Rolle  von  (»-l-l)-^, 

einer  Fehlerquelle,  die  späterja  für  sich  berücksichtigt  werden  soll; 
der  Einfachheit  halber  lasse  ich  also  dieses  Glied  schon  hier  fort. 

Will  man  nun  den  der  obigen  linearen  Verschiebung  ent- 
sprechenden Drehungswinkel  finden,  so  muss  man  berück- 
sichtigen, dass  der  Arm  dieser  Verschiebung,  d.  h.  der  Abstand 
ihres  Angriffspunktes  von  der  Umdrehungsaxe,  in  unserem 
Falle  nicht  gleich  Mni  ist:  mit  4»  ändert  er  sich.  Man  sieht  in- 
dessen durch  Betraclilui\L;  seiner  extrcir.cii  W'ciic  sofort,  dai^s 
diese  Variationen  nur  von  zweiter  Ordnung,  also  zu  vernach- 
lässigen smd.  Man  erhält  also  für  die  Drehung  der  Rolle,  wenn 
man  noch  den  Ausdruck  für  X„j  einsetzt, 

.          Cji.il       2mtx  (  . 

%,f  —  sm  j  V„,-  —  -hAXb/J  dy  = 

=  -i      ^^^['^ni  läy+  , cos..V„,  ~}äyA\ni^ 

LM„i      \  c   }        LM„i      \  c  i 
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Das  zweite  Glied  rechts  ist  das  Fehlerglied.  Der  erste 
Factor  (bis  zum  Punkte)  in  demselben  ist,  ebenso  wie  das  vor- 
hergehende Glied,  von  der  Oten  Ordnung.  Der  zweite  Factor, 
A).„,,  erreicht  seinen  größten  Wert,  wenn  r{i  =:  W  ist;  er  beträgt 

aber  dann  nur  .  Die  kleine  Größe  erster  Ordnung  ^  er- 

scheint  hier  noch  mit  dem  kleinen  Factor  multipliciert. 

Man  kann  sich  infolge  dessen  erlauben,  die  Größe  AX,„  ,  obwohl 
sie  nicht  im  strengen  Sinne  des  Wortes  als  eine  Größe  zweiter 
Ordnung  bezeichnet  werden  kann,  zu  \  crnachlä.ssigen.  Dann 
hat  man 

,          C,     .  /'  —2nT.x      .  \  , 
u^ni  ■-  V  , ,   sm  I    4-  A„, ,  Jy, 

genau  so,  wie  bei  correctem  Analysator.  Ich  bemerke  übrigens, 
dass  durch  eine  Maßnahme  beim  .Analysieren,  welche  zur 
Fliminalion  einer  anderen  Fehlerquelle  dient  und  von  welcher 
später  (24.)  die  Hede  sein  wird,  auch  das  soeben  betrachtete 
Fehlerglied  mit  eliminiert  wird. 

Wird  dagegen  der  Fahrstift  verschoben  parallel  zur  jr-.A.\e 
um  t/.v,  St)  wird  der  Gahmen  um  die  Z-Axe  gedreht.  Jede  KoUe 
erhält  dadurch  einen  .Antrieb  parallel  zu  ihrer  Umdrehungsaxe, 
und  es  ist  klar,  dass  dabei  ihre  schräge  Befestigung  auf  dieser 
Axe  weder  ihre  Lage  in  der  A'>'  Fbene  irgendwie  alterieren, 
noch  eine  Drehung  um  diese  .Axe  verursachen  kann. 

12.  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  (siehe  Fig.  5),  dass  der 
Cylindcr  C"„  •  schräg  auf  seiner  Axe  (auf  seiner  Walze)  befestigt 
ist,  so  dass  seine  geometrische,  d.  h.  zu  den  Frzeugenden 
parallele  Axe  mit  seiner  Umdrehungsaxe  einen  kleinen  Winkel  s 
bildet.  Da  bei  correctem  .Analysator  der  Mittelpunkt  des  Duich- 
schniltes  des  Cylinders  durch  die  VZ-Ebene  —  diesen  Punkt 
nenne  ich  den  Mittelpunkt  des  Cylinders  —  auf  der  Um- 
drehungsaxe des  Cylinders  liegt  und  infolge  dessen  durch  die 
Z-Axe  getrotTen  wird,  so  hat  man  auch  hier  anzunehmen,  dies 

'  In  der  Figur  ist  der  Cyliiider  der  Deutlichkeit  halber  übertrieben  lang 
gezeichnet. 
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SM  derFaU.  Man  liege  nun  durch  den  Mittelpunkt  des  Cy linders 
nn  rechtwinkliges  Coordinatensystem  Cmiti^,  parallel  dem 
Coordinatensystem  OXYZ;  dann  ist  A'r:  ^  Y=-ti,Zzz  C— 
wo  h  die  Höbe  des  Kugelmittelpunktes  über  dem  Cylinder- 
mittelpunkte  bezeichnet.  Bei  der  Fahrt  parallel  der  Axe  oy  wird 
die  geometrische  Axe  des  Cylinders  um  die  $-Axe  einen  Kegel 
beschreiben.  Nennen  wir  diejeniij;c  Lage  dei  f'ylinderaxe,  in 
welcher  sie  in  der  lC-Ebene  liegt  und  \-on  links  oben  nach 
rechts  unten  geht,  ihre  Anf.mi^slage;  den  Winkel,  utn  welchen 
der  lyiinder  von  dieser  Anfangslage  aus  gedreht  werden  müsste 


Fig,  5. 


im  Sinne  von  der  C'^  gegen  die  i)-Axe,  um  die  im  gegebenen 
Augenblicke  (siehe  Fig.  5)  stattfindende  Lage  einzunehmen, 

f'^-v.eichnen  wir  mit  Die  Richtung  der  Cylinderaxe  ist  also 
vollständig  definiert  durch  die  Winkel  e  (constant)  und  f  (ver- 
änderlich). 

Kür  cineii  bcstimniten  Wert  von  z.  sind  die  ('oordinaten 
4o''i„^  des  Berühruni;>punl<tes  de.s  Cylinders  mit  der  Ku^el,  die 
Höhe  h  des  Kugeimitttcipunl<tc's,  sowie  die  Verrückung  dl, 
welche  der  momentan  in  Berührung  befindliche  materielle  Punkt 
<les  Cylinders  erfahrt  bei  weiterer  Drehung  des  Cylinders  um 
bestimmt;  die  Drehung  der  Kugel,  welche  erfolgen  wird,  ist  die, 
welche  ihr  ertheilt  wird  durch  die  in  die  Tangentialebene  der 
Kugel  fallende  Componente  der  Verrückung  äl  des  CyUnder- 

Shsk  d.  iiHitli«m.-n«tar«r.  Ol.;  CX.  Bd.,  Abtb.  Ii.  a.  50 
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piinktes;  die  zur  Kugel  senkrechte  Componente  dieser  V'er- 
rückung  hat  auf  die  Drehung  der  Kugel  keinen  Einfluss.* 
Nehmen  wir  vorläufig  an,  die  ^,  tj,^,  ^,  h  seien  für  das  ge- 
gebene ?p  bereits  berechnet;  man  kann  schon  im  X'oraus 
bemerken,  dass  es  jedenfalls  sein  wird  :=  [e^'],  tj^  —  [s«5'], 
C„  =  C'„  +  LsS'],  //—Co  =  A'„  +  [6S'],  wo  jedesmal  unter  [s'] 
Glieder  von  vier  Ordnimg  des  s  verstanden  werden.  Die  V'er- 
rückung  dl  ist  ein  X'cctor,  dessen  Componenten  längs  der 
Axen  ir^'^.  wie  leicht  einzusehen,  folgende  sein  werden; 

U//),  ^  0.    {Jh,  =  Cot/f  =      Jy,    (Jl),  ^  -  T,„  Jfp  =  -      Jy ; 

wir  haben  /u  bilden  die  Projection  dieses  Vectors  auf  die 
gemeinsame  Tangentialebene  im  Punkte  i„Tj„C„  zum  Cylinder 
I'\ifil'^)  =  0  und  zur  Kugel  /(^tjCä)  =  0,  also  auf  die  Ebene, 
deren  Normale,  wenn  man  statt  der  S5'mbolc  der  partiellen 
Diflerentiationen  die  Coordinaten  als  Indices  schreibt,  die 
Richtungscosinusse 

A   A   /; 

hat,  wobei  man  sich  in  den  obigen  Ausdrücken  nach  der  Diffe- 
rentiation die  Werte  c  =  ^„  Tj  =  y^„,  C  =  eingesetzt  zu  denken 
hat.  Wie  aus  den  elementarsten  .Sätzen  der  Vectorenrechnung 
leicht  zu  folgern,  besteht,  wenn  ein  V'ector  ;>  —  fii+p^J+Ps^ 
die  Projeclion  eines  \'ectors  ä  —  a^i-\-a^j-^-a^k  auf  eine  zu 
dem  Kinheits\  ector  5  =  Vj/H-v^y+v,*  senkrechte  Ebene  ist. 
zwischen  den  Einheitsvectoren  S  und  ä  der  beiden  Vcctoren 
/'  und  d  die  Relation - 

wo  i  den  Einheitsvector  des  Vectors  x  —  Vvä  bezeichnet;  also 
die  Componenten  des  Vectors  jr  sind 

•  Sie  findet  ihre  volle  Berücksichtigung  durin,  doss  wir  später  die  That- 
suchc  des  abwechselnden  Stcigcns  und  l'allenä  der  Kugel,  oder  der  Osciilationen 
dl.-'  h,  in  Betracht  ziehen  werJen. 

V  und  S  sind  Operationssyinbule  für  Vcctorialproduct  und  Scalar- 

pioduct. 
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\/(v,a,  -  v,<i,)» + (v,«,-v,aj)«  -Kv,a,-v,fl^8 
Sa«  ' 

die  Projection^  selbst  aber  ist  dann  gegeben  durch  ^  =  X.SäX 
oder  durch  die  Componenten 

Pi  —  Viaj)v,— (Via,— v,ai)v^, 

P%  =  (Vtö.-»v,a,)Vi-(v,a,-v,a,)v„ 

Die  Tangentialverrückung  des  betrachteten  Cylinderpunktes  ist 
demnach  ein  Vector  mit  den  Componenten  auf  den  Axen  xyz: 

äv 

P2  =  -^  Co +A/;y, 

=  -  ^  [(y?+/?)^o+//;W. 

wo  der  Kürze  halber  f  anstatt  /r-f- /;;-»-/;- geschrieben  wurde. 
Sich  dem  anstoßenden  Kugelpunkte,  dessen  Courdinaten 
.Yj,  =  ^^^,  y,,  —  Tf]o,  Z,)  r=  Co — h  sind,  mittheilend,  würde  diese 
Verrückung  eine  Drehung  /  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt 
hervorbringen, 

X  =  'k'  V  r^'P*  -  €0* + W+ (Co-^O 

«in  Zustandekommen  der  componenten  Rotation  um  die 
2-Axe,  '/jjt  kommt  hier  nicht  in  Betracht,  da  der  Wert  von  x 

50* 
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lesigehalten  wird;  dagegen  übcrira,L;en  sich  auf  die  Rollen  die 
beiden  übrigen  componenten  ürehungen,  um  die  X-  und  um 
die  y-Axe,  welche  sind 

'/.v=  1  !  Wa~(Co-*)/'.i  - 
Iii 

infolge  dieser  Drehungen  dreht  sich  die  Rolle  um  ihre  Axe 
um  den  Winkel 

äy^i  =  —  cos  (X„i+90')+Xy  cos  X,,]. 

Die  Werte  «q,  ifjo,  Cqi  A  hat  man  selbstverständlich  zu  finden  als 
die  gemeinsame  Lösung  der  vier  Gleichungen 

mit  anderen  Worten,  der  vier  Gleichungen 
Nun  ist  aber 

^'(i'^i*?)  —  *"  sin'''s4-r/-[  1  —sin-'f  sin'-'c] -f- [1  — cos^'f  sin-sj  — 
—  L'7]C  sinf  cos«p  bin^e-f-2C^  cos^sinecose+ 
H-24iJ  sin(p  sine  coss— C», 
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^t  — 2isin*»"f*2C  cos^  sins  cose-f-'i-jj  sin^  sins  coss, 

/^i    2i)(l--sin'f  sin's)— 2C  sin^  cos(p  sin'«+24  sin^  sine  cose, 

/;  =:  2;(I— cos'f  sin*8)— 2tj  sin  rp  cosfp  sin*«+2£cos9sm<  cos«, 
und  daher 

if  ~  };»  cos''9  sin-e-t-SijC  sinfji  cos^  h:ti-£+(s=''l. 
Fl  =  41]*— 8i]Csinf  cosf  sin*«+84i}  sinf  sin8+[»ä^j, 
Ff  =  4^(1  —2  C05*f  sin*«) — 8i]C  sin^  cos^  sin*8+ 

+8C£  cos  9  sin  «+[«&'*]: 

d:e  dritte  und  die  vierte  der  Gleichungen  (6)  werden  daher 
(unter  Berücksichtigung  der  zweiten):  die  dritte  zu 

16(C»cos»f  sin»8+2tiC  stntp  cos^>  sin»«)^^!  =  16HC"+[«**J 

Uder 

.  h'i  cos*  'f  sin*«  —  ;-' .  i'-    [s  - 

woraus  man  sieht,  dass  ^  von  der  ersten  Ordnung  ist  [so  dass 
in  den  Ausdrücken  für  F?,  F-,  F--  jetzt  das  Zeichen  ^  im  Ex- 
ponent fortgelassen  werden  kann],  und  die  vierte  zu 

16(r,«— 2t^C  sin«p  cos?p  sin*s4-2tT,i>in<f  sins)A',i  =  16t)*C*+[8^*] 

oder  (da  wir  jetzt  aus  der  ersten  Gleichung  (6)  sehen,  dass 
C»=CJ+[t«]  ist) 

[^H  —  Cn)  —  2  [C'„  A'h  sin   cos  (p .  sin^  s  —  A'^  sin  ip .  4  sin  s] :::::  [s^], 

woraus  man  sieht,  dass  i]  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Wir 

sehen  jetzt,  wenn  wir  noch  die  aus  der  zweiten  Gleichung  (6) 
5iich  jetzt  ergebende  Folgerung  /i-  C  =  A'„-f-fs^]  berücksichtigen, 
dass  die  Ausdrücke  in  den  geschwungenen  Klammern  der 
Formeln  für      und  jjy  gleich  sind  beziehungsweise 

+4C„ä3+(«*]    und  [e«]; 
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das  f  im  Nenner  ist  =  "iKf,;  wir  erhalten  somit  schließlich 

d[i;n  —    ^"    sin  Kidy, 

LMni 

• 

wobei  in  dem  Coefficient  von  dy  nur  Glieder  zweiter  Ordnung 
vernachlässigt  sind. 

Außerdem  findet  bei  dem  zur  Axe  oy  parallelen  Verschieben 
des  Instrumentes  noch  eine  andere  Erscheinung  statt:  die,  dass 
die  Kugel  als  Ganzes  abwechselnd  steigt  und  sinkt.  Dies  bewirkt 
in  jedem  .Augenblicke  eine  Drehung  der  Rollen  um  ihre  Axcn; 
da  wir  aber  hier  nicht  mit  einer  Drehung  der  Kugel,  sondern 
mit  ihrem  Fortschreiten  als  Ganzes,  zu  thun  haben,  ist  khir. 
dass  der  Einfluss  auf  die  Rollen  unabhängig  ist  von  deren  geo- 
graphischen Längen,  also  davon,  bei  welchem  Werte  von  x 
dieses  zur  Axe  oy  parallele  Verschieben  ausgeführt  wird.  Aus 
dieser  Bemerkung  folgt,  dass  dieser  Fehler  sich  im  Resultate 
aufheben  wird,  wenn  bei  der  Umfahrung  man  zuletzt  in  einem 
Punkte  anlangt,  welcher  das  gleiche  v  wie  der  Ausgangs- 
punkt hat. 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Einfluss  der  schrägen  .Anbrin- 
gung des  Cylinders  während  eines  N'erschiebens  des  Fahr- 
stiftes parallel  der  Axe  ox  zu  untersuchen.  Infolge  der  schiefen 
Stellung  des  Cylinders  befindet  sich  der  Stützpunkt  der  Kugel 
auf  dem  Cylinder  etwas  abseits  von  der  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gehenden  Verticalen;  wird  also  der  Rahmen  um  einen 
'Izdx 

VVmkel  (o  =:  — n  ~  gedreht,  so  wird  der  Kugel  durch  die 

c 

Rollen  der  Antrieb  zur  Rotation  in  einer  Ebene  mitgetheilt, 
welche  nicht  senkrecht  sondern  geneigt  steht  zur  Verbindungs- 
linie ihres  Mittelpunktes  mit  ihrem  .Stützpunkte  auf  dem  Cylinder. 
Ich  zerlege  diese  Rotation  tu  um  die  Z-Axe  auf  zwei  Rotations- 
axen,  deren  eine,  b,  vom  Mittelpunkte  nach  dem  dem  Stütz- 
punkte gegenüberstehenden  Punkte  der  Kugel  gerichtet  ist,  die 
andere,  a,  aber  nach  demjenigen  Punkte  der  Kugel,  welcher 
vom  Pole  der  Axe  b,  im  Sinne  von  demselben  nach  dem  Pole 
der  Z-Axe,  um  90°  entfernt  ist.  Da  die  Axe  b  durch  den  Stütz- 
punkt geht,  kann  sich  die  Kugel  um  diese  Axe  frei  drehen; 
die  Componcnte  w/.  der  Z-Rotation  kommt  also  ungehindert 
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zubtande;  für  die  componente  Rotation  a>,,  dagei^en  ist  es,  da 
eine  solche  Rotation  in  einer  durch  den  Stützpunkt  (gehenden 
Ebene  erfolgen  und  daher  einem  Gleiten  der  Kugel  auf  dem 
Cylinder  entsprechen  würde,  möglich,  dass  diese  Bewegung, 
ganz  oder  zu  einem  Theite  vw^»  durch  die  Reibung  vernichtet 
wird.  Man  kann  dann  die  effective  Bewegung  der  Kugel  dadurch 
darstellen,  dass  die  Kugel  erstens  vollständig  durch  die  Um- 
drehung des  Rahmens  um  die  Z-Axe  mitgenommen  wird, 
zweitens  aber  noch  eine  Zusatzbewegung  besitzt,  die  in  einer 

Rotation  — v»<,  =  — — sin  oj  um  die  Axe  a  besteht; 

dabei  bedeutet  t  den  (absolut  gcnuinnicnen)  kleinen  Winkel 
zwischen  dem  Radiusvector  des  Berührunespunklcs  Kugel- 
Cylinder  und  der  abwärts  n:enchteten  V'erticalen,  imd  ist 
O'^^^y^l.  —  Diese  Zusatzbewegung  kann  die  Rollen  in  Drehung 
um  ihre  Axen  versetzen,  und  eben  darin  besteht  der  in  dem 
hier  betrachteten  Falle  entstehende  Fehler.  Nun  lälU  aber  die 
Z-Componente  dieser  Zusatzrotation  offenbar  außer  Betracht, 
schon  aus  dem  Grunde,  weil  sie  zweiter  Ordnung  ist;  ihre 
andere  Componente  dagegen  ist  von  der  ersten  Ordnung  und 
wird,  als  eine  Rotation  um  eine  in  der  A'V-Ebcne  liegende  Axe, 
die  Rollen  in  Drehung  um  ihre  eigenen  Axen  versetzen.  Diese 
Componente  hat  den  Wert 

2uzilx  . 

4-v  —  sm  3  cos  3, 

c 

und  sie  ist  den  beiden  simultanen  Rotationen  der  Kugel: 

2indx   .  X„ 

_j_v  a  cos  i  •  - 

um  die  X-Axc  und 

2  nzdx  >'„ 

-hV   bU)  3  CüS  -3  •  —      —  - 

um  die  y-Axe  (das  Wurzelzeichen  bedeutet  beide  Mate  den 
absoluten  Wert  der  Quadratwurzel)  äquivalent.  Die  Drehung 
der  Rolle  M»»  um  ihre  Axe,  welche  infolge  davon  entsteht, 
beträgt  demnach 
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AT,,    2tticäx  .  X,cos(X„,-i-t)0'')4-yoCOsX„ 
t/[jL„,  =  V  sinicosa*- 


und  wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  sin  i  =  — — —   , 

dass  Cosa  —  1  und  y„  Grölicn  zweiter  Ordnung  sind,  schließ- 
lich, dass  Aß  =  — A'„  cos  ^ip  sin  s-+-[3-']  ist  (wie  aus  A'*  =:  ^  = 
A'i;  cos*  ?p  sin*s-i-[£^]  hervorgeht),  so  erhält  man  für  diese 
Zusatzdrehung  der  Wolle 

A*„    2«K  .  , 

t/jjL«,  =  +v  ^    cos    sm  6  sm  A«,</Jr  = 

A.',,    2;/::      .  |.  \    •   -i  ^ 

-4-  V  sm  e.cos  f     -t- 1  nj  sm /.„,ajr, 


c 


wo  r„  der  Wert  von  für  y  0  ist.  VV'as  den  »Reibungs- 
coefficient«  (in  gewissem  Sinne  des  Wortes)  v  anbelangt,  so 
kann  zwar  nicht  behauptet  werden,  dass  derselbe  während  der 
Umfahrung  constant  bleibt;  es  ist  jedoch  zum  mindesten  evoe 
sehr  wahrscheinliche  Annahme,  dass  die  Schwankungen  des  v 
innerhalb  enger  Grenzen  bleiben,  so  dass  sie  bei  dem  kleinen 
Kiictor  sin  e  außeracht  gelassen  werden  dürfen.'  Unter  dieser 
\'orausset/.ung  können  wir  schreiben: 

=  +  — J"-  cos      +  r„ )  sin  k„iJx,  (7) 
M„i       \L  J 

wo  •(„  und  r„  unbekannte  Instrumentalconstanten  des  «ic» 
Integrierapparates  bedeuten  und  7,,  von  der  ersten  Ordnung 
klein  ist. 


'  Die  Erfahrung  bestätigt  dns,  wie  sich  später  zeigen  wird. 

I)ic  ganz  strenge  Behandlung  dieses  Gegenstandes  stößt  auf  große 
Schwicngkcitcn,  die  Iheils  in  den  Unvollkommcnheiten  der  Reibungstheoric 
<z.  B.  in  der  mangehulcn  Kenntnis  der  Abhängigkeit  des  kinetischen  Rcibungs- 
cocfticienten  von  den  Geschwindigkeiten,  sowie  auch  in  den  verschiedenen 
Unbestimmtheiten,  wie  sie  in  analytischer  Behandlung  von  Rcibungsfragcn 
nicht  selten  auftreten)  ihre  Quelle  haben,  amlcicntheits  damit  zusammcnhiingcn, 
dass  CS  dem  mit  dem  Analvsatur  .Xibeitenden  kaum  möj;lich  sein  wird,  die 
physikalischen  Eigenschnflcii  der  sich  berührenden  Substanzen  und  Flächen 
zu  kennen. 
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13.  Ici)  gehe  jetzt  über  zur  Betrachtung  der  Excenlricität 
der  Rollen.  Die  nachstehende  Figur  ist  der  Durchschnitt  des 
Apparates  mit  der  durch  die  Rotationsaxen  der  Rollen  gelegten 
Ebene.  Die  Umdrehungsaxe  des  Rahmens  (die  2-Axe),  die 
zugleich  auch  das  Centrum  des  Cylinders  enthält,  trifft  diese 
Ebene  in  einem  Punkte,  der  in  der  Figur  mit  O  bezeichnet  ist; 
diesen  Punkt  nenne  ich  das  Umdrehungscentrum  des  Rahmens. 
Ich  nenne  für  jede  Rolle  denjenigen  ihrer  materiellen  Punkte, 
weicher  ^dauernd)  den  Schnittpunkt  der  durch  ihre  Peripherie 
gelegten  Ebene  mit  ihrer  Rotatjonsaxc  bildet,  das  Umdrehungs- 
ctnlrum  dieser  Rolle  (in  der  Figur  L\y  L,,  U^y  im  Gegensatze 


Fig.  6. 


2u  ihrem  Mittelpunkte  (dem  Mittelpunkte  ihrer  Figur),  der  sich 
in  unserem  Falle,  obwohl  et>enfalls  in  der  letzteren  Ebene, 
jedoch  außerhalb  der  Rotationsaxe  befindet  Die  Umdrehungs- 
centra  der  beiden  Messrollen  und  das  Umdrehungscentrum 
des  Rahmens  sind  drei  fest  miteinander  und  mit  dem  Rahmen 
verbundene  Punkte.  Dagegen  wird  der  Mittelpunkt  der  Kugel, 
nicht  —  wenigstens  nicht  dauernd  —  auf  der  Umdrehungs- 
axe des  Rahmens  bleiben  können,  sondern  eine  mit  den 
Ürchungsphasen  der  beiden  Messrollen  veränderliche  Lage 
außerhalb  der  Z-.-\xe  einnehmen,  weil  die  Kugel,  vermöge  der 
Wirkung  der  Stiiczr^lie.  mit  den  c.xccntrisch  bicii  drehenden 
Messrollen  stets  in  Beruiirung  bleibt. 

In  den  folgenden  Betrachtungen  der  Vorgänge  bei  einer 
Verschiebung  des  Fahrstiftes  gebrauche  ich  außer  dem  Coordi- 
natensystem  OXYZ  noch  ein  anderes  ebenfalls  zum  Gerüst 
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des  Analx  salurs  festes  Courüiiiatensystem;  außerdem  stellen- 
weise ein  oewegliches  System.  Die  Ebenen  sämmilicher  Rollen 
sind  nämlich  fest  mit  dem  Rahmen  verbundene  Ebenen,  die 
immer  durch  die  Axe  OZ  gehen  und  die  \ m  der  ZAT-Ebene 
um  die  veränderlichen  Winkel  X,,,.  /. X,,^  abgelenkt  sind.  Nun 
nehme  ich  bei  Betrachtung  einer  Verschiebung  des  Fahrstiftes 
die  Ebenen  der  Messrollen  ilf^^,  als  ZS-,  beziehungsweise 
ZH' Ebene  eines  sich  drehenden  Coordinatensystems,  gleich- 
zeitig aber  die  in  Bezug  auf  das  Gerüst  festgehaltenen  Lagen, 
welche  diese  Ebenen  zu  Beginn  der  betrachteten  Verschiebung 
einnahmen,  als  Xk-y  beziehungsweise  Ci]-Ebene  eines  festen 
Coordinatensystems.  Der  Anfangspunkt  ist  für  alle  drei  Systeme 
derselbe.  H;  die  Axcn  OZ,  OZ.  CK  lallen  zusammen. 

Die  lincMiL'n  l'^xceiUi icuäten  der  beiden  Messrollen  seien 
I^^  werde  der  Begriff  der  Drehungsphase  jx,,,  dahin 
pracisc;  gcla^^st,  dass  sie  den  Winkel  bedeutet,  um  welchen 
sich  die  Rolle  um  ihre  Umdrehungsaxe  (in  positivem  Sinne) 
seit  dem  Zeitpunkte  der  Anfangsstellung  des  Instru- 
mentes gedreht  hat.  Es  bezeichne  ferner  M»i  den  Winkel,  um 
welchen  in  der  Anfangsstellung  des  Instrumentes  der  um- 
drehungscentrische  Radiusvector  des  Mittelpunktes  der  Rolle 
abgelenkt  war  (in  positivem  Sinne)  von  dem  zur  Z-Axe 
parallelen  umdrehungscentrischen  Radiusvector.  Schließlich 
seien  JD„i,  D^,  die  constanten  Abstände,  in  welchen  die  üm- 
drehungscentra  der  Messrollen  3/,,^,  von  der  Umdrehungs- 
axe des  Rahmens  angebracht  sind,  und  hn  die  constante  Höhe 
der  Ebene  dieser  Umdrehungscentra  der  Rollen  über  der  Axe 
des  Cylinders. 

Dann  sind  für  den  Zeitpunkt  bestimmter  Drehungsphasen 
|i.„p  |x„3  der  beiden  Me^bruilen  die  Gleichungen  der  Kollen- 
peripherien  im  (  ^uurdinatensybtem  üliZ: 
für  die  Rolle  M^^ : 

(3— A„i  sin  «„,)«H-{Z-A«i  cos  »„J«  =  JW«» 
H  =  0 

und  für  die  Rolle  M^^\ 

\  (H-i>„2— sin  »„t)«+(Z— cos  r= 
I  S  =  0, 
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wenn  man,  zur  Abkürzung»  «,„  anstatt  HiifH-M«,  schreibt;  «„/  ist 
demnach,  sozusagen,  die  umdrehungscentrische  Zenithdistanz 
des  Mittelpunktes.  Dadurch,  dass  die  Kugel  stets  diese  beiden 
Kreise  und  die  Cylinderfläche  berühren  muss,  sind  für  gegebene 
Drehungsphasen  der  beiden  Messrollen  die  Lage  SSqHqZq  des 
Mittelpunktes  der  Kuget,  der  Punkt  S^H^Z^  in  welchem  die 
Berührung  zwischen  der  Kugel  und  der  Rolle  Af^j  stattfindet, 
der  Punkt  S^H^^  der  Berührung  zwischen  Kugel  und  Rolle  M„.^, 
und  der  Punkt  Eh  Hu  Zif  der  Berührung  zwischen  der  Kugel 
unJ  dem  Cylinder  vollständig  bestimmt.  Es  können  also  die 
zwölf  Coordmaten  in  Functiun  der  A!  i;uincntu  ^„^n,,.^  berechnet 
werden:  ebenso  k<mnen,  für  die  Änderungen  ti«„,  <i»„g  dieser 
Argumente,  die  Änderungen  JE,,  dU,^  r/Z„  der  Coordinaten  des 
Mittelpunktes,  welche  dieselben  im  beweglichen  Coordinaten- 
system  erfahren,  berechnet  werden.  F'ührt  man  diese  Rech- 
nungen aus,  und  bezeichnet  zuletzt  die  kleine  Constante 
D^j — (Kn'i-M„\)  (die  bei  correctem  Analysator  0  ist)  mit  ä„iy 
die  kleine  Constante  — (Kn-^M^)  mit  d^,  und  die  kleine 
Constante  Xt}t—(A'i,+Cn)  mit  jfe»,  so  findet  man  die  folgenden 
Ausdrücke: 

2o  =  ^m-^-Ki  sin  ««1+^^ 

Ho  =  <^««+Ä„a  sin  «„,+//  }  (ß) 


Hj— Ho  =  —  J„,-A„jj  sin  «„jj-H//  / 


(9) 


=  -^/«i-A^,  sin 

*  .  V  (10) 

Z,~Zo^  +  -     \    A,.,  cos i 

worin  //  Glieder  andeutet,  welche  constante  Coefficienten  ent- 
halten, die  von  zweiter  oder  höheren  Ordnungen  klein  sind; 
ferner  ist,  wie  auch  unmittelbar  aus  der  Anschauung  klar, 
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Xw—X^  =  0,  Yn — ~  ■    "  y©» 

Z„.-Z.  =  -  (A,+Z,). 

An  -4-  Cn 


und  daher 
^11 — ^0  = 


Ä' 


lIiF-Ho  =  —  77-^;;  sin       sin  X^, 


+      sin  »«)cosX.,]  sinX„i+// 

r^/f  .     A  .  sin  «      sin  k  .  / 

H-A„,  Sin  f*^)cosX„J  cosX,j+// 

Z»^— Z^  =  — A„4-/i;  ' 

für  die  Änderungen  aber  der  Coordinatcn  des  Mittelpunktes 
tindet  man 


=  ^ni  cos  u„^äu„^  + II 
älif^  —  Ä^g  cos  n„^du^+II  J  (12) 


dZ^  =  //.  — 


tt)  Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  einer  Fahrt  des  Stiftes 
parallel  zur  j^-Axe  allein.  Als  das  (zum  Analysator)  feste  Coordi- 
natensystem  wollen  wir  hier  das  System  ir^l  verwenden.  Da  in 
dem  hier  betrachteten  speciellen  Falle  das  System  SHZ  mit 

dem  System  It^C  nicht  bloß  zusammenfällt,  sondern  gegen  das 

letztere  auch  kenic  Bcucgung  besilzl,  gellen  nicht  bloü  üie 
Gleichungen 

^0  —  ^,^  +  ^n2  Sin        +       .  (13) 
Co  =         +  1 


...  ..  I  (,4) 

  -  k„  +   i„,  cos  »  ,  +  //  l 
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=  Sin 

K  K  l 

L  —  C,  =  kn  H  COS  \ 

{iF-€,  =  -    — [(^/,„ + Sin  «„)  sin  X«,  + 

+(rf„2'*'^j«  sin  ii^,)cosX4jsin  X^j  +// 

+  {'^«a  ^-  ^«3  sin  ««a)  cos  X„j]cos  +27 

sondern  auch  die  Gleichungen 

^'fio  =       cos  u,„cJu„,+II 


I 


äL  -  IL  ) 


Die  infinitesimale  Bewegung  der  Kugel  in  dem  System  4ijC» 
vve'che  crfnlgcn  wird,  kann  dargestellt  werden  durch  eine 
iniinitesiiiiak'  Ttanslation  m  de«  Mittelpunktes  der  Kugel,  ver- 
bunden mit  einer  intiaitesimaien  Drehung  der  Kugel  um  den- 
selben, tü.  Hatte  7M  Beginn  dieser  inrimtcsimak-n  Be\\egung 
der  Mittelpunkt  die  Coordinaten  So^oS)  *Jnd  ngendem  anderer 
Punkt  der  Kugel  die  Coordinaten  iji^i^i»  erleidet  der  letztere 
materielle  Punkt  der  Kugel  dadurch  eine  VerrÜckung  deren 
Componenten  (Projectionen)  s^s^s»  auf  den  festen  Axen 
zusammenhängen  mit  den  Componenten  «»>  =  J^,  =  ^i]ot 
=  rfCo  des  Vectors  üi  und  mit  den  Componenten  loitiiic  des 
Vectors  S  durch  die  Gleichungen 

^.  ~  <^\)  +    ( Ci  —  C,i ) — i»;  ( >i  —  -^o) 


auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  können  die  Werte 
(17),  (14)  eingesetzt  werden.  Derjenige  Punkt  der  Kugel,  welcher 


I 
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ZU  Beginn  ihrer  infinitesimalen  Bewegung  die  Coordinaten 
^T,jCa  hatte,  erleidet  eine  Verrückung  /  mit  den  Componenten 

,      /t.  =  </T(„  +  (0;         -«,,)-««.  C^- 

(   /- =  j;^4-a,.(rj,_T3„)— ö),X^-U 

Derjenige  Punkt  der  Kugel,  welcher  die  Coordinaten  ^n'r^]^' Zu- 
halte, erleidet  eine  Verrückung  «>  mit  den  Componenten 

«'4  =  *'£o  +  <"T.(;„.-Co)-»;(Tri„.-Tj 
Wj,  =  </T^o  +  '«;(^ir-«o)-«>4(C,r--'o) 
»y;  =  t/Co-+-t"4(T,„.-Tr3„)-a>T.(«n-- V)- 

Es  möge  nebenbei  bemerkt  werden,  dass  man  über  die  Drehung 
(ui(OT,a>;  der  Kugel  von  vornherein  weiß,  dass 


 cos  A,,,-i-/,   10^=—       '^smX„,-f-/.   ui'  —  I  (a) 


sein  wird,  wo  /  Glieder  andeutet,  welche  mindestens  von  der 
ersten  Ordnung  klein  sind;  denn  bei  correctem  Analysator  ist 
in  dem  hier  betrachteten  Falle 


0)1 


C„  dy 


cos  X 


»II- 


C„dy  . 
Wt  =  —  sm  A 


IIP 


ti).  —  0. 


Gleichzeitig  damit  dreht  sich  der  Rollenkreis        in  seiner 
Ebene  (t,  =:  0)  um  sein  Umdrehungscentrum  um  den  Winkel 
der  Kreis  .l/,,,  in  seiner  Ebene  {i  —  0)  um  den  Winkel 

<y«„j,  und  der  Cylindcr  um  seine  Axe  um  den  Winkel  — • 

\'ermöge  der  Drehung  J«„,  der  Rolle  3/,„  verrückt  sich  der- 
jenige ihrer  Punkte,  welcher  zu  Beginn  dieser  Bewegung  die 
Coordinaten  «jT^jCi  hatte,  um  eine  Verrückung  s'  mit  den  Com- 
ponenten 

!  s{  =  0 

/  s!  ^  ,D„,-i,)du„,. 
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Derjenige  Punkt  der  Rolle  Jlf^,  welcher  die  Coordinaten  ^1)2^ 
hatte,  verrückt  sich  um  i*  mit  den  Componenten 


Derjeiiige  l'utiki  des  Cylindcrs,  welcher  die  Coordinaten  iii  '^m  ln- 
hatte,  verrückt  sich,  vermöge  der  Drehung  des  Cylinders,  um  w* 
mit  den  Componenten 


Es  möge  hiebet  bemerkt  werden,  dass  man  im  voraus  weiß, 
dass 


sein  wird,  weil  der  Unterschied  zwischen  duui  und  dem  aus- 
geschriebenen Gliede  der  rechten  Seite  mit  den  F'ehlern  des 

Instrumentes  verschwindet. 

Da  die  Drehung  der  Rolle  .1f„j  in  ihrer  F.hene  nur  dadurch 
erzeugt  wird,  dass  der  an«:ti)Oende  Ki!.n;elpu[iki  sie  in  eine 
solche  Drehung  verset/.t,  so  müssen  die  erfolgenden  V'er- 
riickungen  des  Rollenpunktes,  in  den  beiden  7,u  ihrer  Um- 
drehungsaxe  senkrechten  Kichuingen,  gleich  sein  den  ent- 
sprechenden componenten  Verrückungen  des  anstoßenden 
Kugelpunktes;  es  muss  also  sein  s(  =  54,  s;  =  5;.  Es  sind  dies, 
sozusagen,  die  Gleichungen  des  Rollens  der  MessroUe 
an  der  Kugel.  Ebenso  hat  man  die  Relationen  t{.  =  (r,,ti  = 
als  die  Gleichungen  des  Rollens  der  Messrolle  A/^  an  der 
Kugel.  Schließlich,  da  die  Kugel  an  dem  Cylinder  nicht  gleitet, 


cos  X^^äy+J  (b) 


Google 
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die  Relationen  =  n/.',  Wt.  =  w/.,  W;  =  «/;,  —  die  Gleichungen 
des  Kollens  der  Kugel  an  dem  Cylinder. 

Dies  sind  zwischen  fünf  Unbekannten  wi  cu,  co;  Ju„^  Ju„^ 
sieben  Bedingungen,  die  jedoch,  wenigstens  in  erster  Ordnung 
genau,  miteinander  compatibel  sind,  weil  einige  unter  ihnen  die 
Form  von  Identitäten  annehmen  und  daher  für  die  Bestimmung 
der  Unbekannten  ohne  Bedeutung  sind.  Die  Gleichungen 
i  sl  =  s> 

/   "       *  liefern  die  Relationen 
(  ^;  =  5: 

oder,  wenn  man  die  Ausdrücke  (17)  und  (14)  einsetzt,  und  für 
die  Größen  a>i  Wt,  a);t/«„,  J//„g,  soweit  sie  mit  kleinen  Coeffi- 
cienten  multipliciert  auftreten,  die  Ausdrücke  (aj  und  (bj  ein- 
setzt, die  Relationen 

Cu    (_     ^^n^     kn+  A„.cos«„,lsinX„,Jr+//  = 


C,  C 
=  r  ^",  \i^^t^s/<^,sin)>„,t/>'—         "  (^„+A„,cos»^,)sinX„,Jv+// 
Uf„,  L{K„  +  ^^„^) 

i.^Ki-^nx  sin  u„^)dfi„,-hll  = 

Q 

=  —-^(^ni  +  Xii  sin  «„a)  cosX,„J>'  — Ä'„«,  +  /A 
LA,, 

von  denen  die  zweite  allein  Bedeutung  hat.  Die  Gleichungen 
}  ^         liefern  die  Relationen 

C„  C 

=  Tt'-  \8  ^'OS //„j  cos  --—"-—(*,, +  A„8C0S  «„3^ 

(Af„.^  —  A„g  sin  n„^)Jn„.,  +  //  - 

=  A'„w.  —  — ^  ('^„i-*-"^«,  ^^in  «„i)  sin  A„,Jr+//, 
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b)  Beträch len  wir  jetzt  den  Fall  einer  Verschiebung  des 
Stiftes  piiraiici  zur  ;r-Axe  allein. 

Die  Qeichungen  (8)  bis  (12)  gelten  auch  in  diesem  Falle. 
Die  Coordinaten,  im  festen  System,  des  Mittelpunktes  der 
Kugel  und  der  drei  Punkte,  in  welchen  ihre  Berührung  mit  den 
Hessrollen  und  dem  Cyltnder  stattfindet,  sind  ausgedrückt 
durch  die  Gleichungen  (13)  bis  (16);  die  Änderungen  dagegen, 
welche  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  im  festen  System 
erleiden,  durch  die  Gleichungen,  welche  man  findet,  wenn  man 
die  Transformationsformeln  =  S„  cos  (E,  6>--H„  sin  (E,  $),... 
vollständig  diflerentiirt  und  darauf  für  (s.,  i)  seinen  Wert  0,  für 

dfß,  £>  seinen  Wert  ""^^^^ ,  und  für  E»,  H,,  dE^  dB^  ihre  Aus- 
drücke (8),  (12)  einsetzt;  man  findet  auf  diese  Weise 

2  Hit  \ 

dCo  —  a»i  COS 

^  =  Art  COS  «ni^U^-i'^nl+Kx       ««l)  —  ^+^^  l 

.iCo  =  IL  ' 

du...  bedeutet,  gemäß  der  Definition  des  die  Drehung 
derRoiJc  um  ihre  in  Bewegung  begriffene  Axe;  also  die  Drehung, 
welche  di«  im  beweglichen  System  SHZ  betrachteten  Ver- 
rückungen ihrer  einzelnen  Theilchen  gegen  ihr  UniUrcliungs- 
centrum  —  ausmachen.  Infolge  dessen  sind,  wenn  wir  das- 
jenige Theilchen  der  Rolle  welches  zu  Beginn  der  Ver- 
schiebung sich  im  Berührungspunkte  der  Kugel  mit  der  Rolle 
befand,  das  Theilchen  1'  nennen,  die  Änderungen,  welche  die 
Coordinaten  dieses  Theilchens  im  beweglichen  System,  S(l'), 
H(I'),  Z(l'),  erleiden,  mit  J«,,,  verbunden  durch  die  Relationen: 
^H(l')  =  Z(l')Jif„„  JH(1')^0,  cm\')  [D„,-Z(\')]du„,; 
oder,  was  dasselbe  ist,  da(l')  =:  Ci<<»«„  dH{i')  =  0,  rfZ(l')  =: 

Nennt  man  dage.t^'en  ilasjeiugc  Theilchen  der  Kugel, 
welches  zu  Begmn  der  X'erschicbung  sich  in  jenem  Berührungs- 
punkte befand,  das  Theilchen  1,  so  erleiden  seine  festen 
Coordinaten  €(1),  t^(1),  durch  die  Bewegung  der  Kugel 
die  Änderungen         =  <^-h».|(Ci— Co)— tJo)»*  •  -i  wo 

51* 
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co^iUr^ä);,  wie  frühcr,  die  Rotationen  der  Kugel  um  die  festen 
Axen  bezeichnen.  Die  Änderung,  welche  die  Coordinate  S(l) 
dieses  Theilchens  erleidet,  findet  man  daraus  mittels  der  Formel 

n  2  «TT 

<la(l)  =  J^l)— Tj(l)  dx,  welche  durch  vollständige  Diffe- 

c 

rentiation  der  Transformationsformel  S(l)  =  co5(S»Q-h 
+1)(l)  sin  (S,4)  erhalten  wird.  Es  ist  somit  ^S(l)  = 

Man  hat  also 

f   dUl)  =  *iCo  +  <ö;(T^i->io)-<«>t|(4i-4o), 

{  dHV)  =  (D„,-^Oäu„x- 

Ebenso  findet  man  für  die  Änderungen  der  Coordinaten  S(2), 
11(2),  Z(2)  des  Kugeltheilchens  2,  welches  zu  Beginn  der  Ver- 
schiebung sich  im  Berührungspunkte  der  Kugel  mit  der  Rolle 

M„.,  befand,  und  anderseits  für  die  Änderungen  der  Coordi- 
naten 2(2'),  11(20,  7^(20  des  kollentheilchens  2',  welches  zu 
gleicher  Zeit  sich  in  jenem  Berührungspunkte  befand,  die  Aus- 
drücke 

(  dZi2) 


2  MIC 

c 
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Nennt  man  endlich  das  Kugeltheilchen,  welches  zu  Beginn 
der  Verschiebung  sich  im  Berührungspunkte  der  Kugel  mit 
dem  Cylinder  befand,  das  Theilchen  W  und  betrachtet  die 
Änderungen  seiner  festen  Coordfnaten  i{W),  t^iW),  C(W^); 
nennt  anderseits  das  Cylindertheilchen,  welches  zu  gleicher 
Zeit  sich  in  jenem  Punkte  befand,  das  Thetlchen  W  und 
betrachtet  die  Änderungen  seiner  Coordinaten  ii(W), 
C(K^):  —  so  hat  man  für  diese  Änderungen  die  Ausdrücke 

ä^(W)  —  f/^-4-»,(;jf  —  Co)— t«>;(7]ii'— rjo) 

dti{W)  —  Q 

dt:{W')  —  Q. 

Man  hat  ferner,  analog  wie  in  dem  vorher  betrachteten 
Falle,  sieben  Gleichungen  des  Rollens.  Im  voraus  kann  man 
hier  sagen,  dass 

r  r  2mzdx      _  .  ^ 

«4  =  /,        «,  =  /,        <«>;  =  1-/  (cj 

c 

und  dass  j         ,        j  r 

du^i  —  I,       du^  =  J  (d) 

(i/Hn')  =  <iS(l) 
sein  wird.  Die  Gleichungen   ^Z(l)  ^^®^^''"»  '"^^ 

die  Ausdrücke  (19),  (13)  bis  (16)  einsetzt  und  für  »((o^ico^^ii^^, 
soweit  sie  mit  kleinen  Coefflcienten  multipliciert  auftreten»  die 

Werte  (c),  (d)  einsetzt,  die  Relationen 

(rr          ,  j           K                     X  2 Wir             ^tmdX  ,  ,  .         .  \  rr 

//  =  (ii„2-+-^«2  smu„^)  —  dx  — (J„2-4-A^sm«„g)+// 

von  denen  nur  die  letztere  Bedeutung  haL  Die  Gleichungen 
1  ji'/ö/v  ~  j^/ov  liefern  in  ähnlicher  Weise  die  Relationen 

i    TT  /  J  A  .  ^  ,  2«Xr/r  .  TT 

\II  =  -(ä„i'h\ismu^^)-^dx+—^iä„,+l„^sm  n^^J  +  II 
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die  Ausdrücke  für        ,         sind  gegeben  durch  die  Formeln 

ox  oy 

(20),  (18).  Wenn  eine  bestimmte  Befahrungsbahn  vorliegt,  kann 
man  den  laufenden  Punkt  derselben  dadurch  unzweideutig 
definieren,  dass  man  die  Bogenlänge  5  angibt,  welche  der 
Fahrstift  seit  dem  Ausgangspunkte  {x  —  0,  y  —  0)  bis  zu 
dem  betrachteten  Punkte  zurückgelegt  hat.  Die  Veränderlichen 
ji„,,  [i„g  sind  nun  ganz  bestimmte  Functionen  des  laufenden 
Punktes  der  Befahrungsbahn,  die  mit  Eigenschaften  des  Instru- 
mentes in  keinerlei  Beziehung  stehen.  0„,,  ©„j,  \>,„,  5„j, 
sind  Instrumentalconstanten;  M„,,  M,,,  Constanten,  die  außer- 
dem von  der  Anfangsaufstellung  des  Instrumentes  abhängen. 
Man  kann  also  den  Ausdruck  der  Drehung  der  Rolle  für  den 
allgemeinen  Fall  so  schreiben: 

d\L„,  =  — —  sin  X„,£yv-+- 

^"  Q^j  cos  Ki^y+ 


ni 


2«s  , 
 dx+ 


+  \Kn  -f"  C,|  ^ 

+  3„y./„,(M„.-,  s)ds+Znj'gnjO>Uj,  S)ds\  (21) 

die  Functionen  /,m(M„,,  5),  ^„y(M„y,  5)  des  laufenden  Punktes 
und  der  Parameter  M„,,  M„^  sind  folgende: 

/«.(M„,,5)z=  —       ^sin(|i„,-|-M„,)  sinX„,  cosX,„  cos(5,^r)  + 
+         {sin  ((i„,-4-M„,)  — COS  ((!„,  + M„,)*  sin  X„,  sin  (s,  x) 

(22) 

gnj(S\nj,  s)  —  {—\y  —  sin  (ji«;  +  M,y)  I  -     "     sin* X«y  — 1  cos  (s, x)— 

C  .    \Kn-»fCn  j 

—  •       sin  ({iL,y  +  M,y)  sin  \„j  sin  (s,  *). 

LAf„i  Kn 
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Dos  erste  Glied  der  rechten  Seite  in  (21)  ist  dasjentgei 
welches  dem  Falle  des  correcten  Analysators  entspricht  Die 
Glieder  der  «weiten  und  dritten  Zeile  entspringen  dem  ange- 
nommenen Umstände,  dass  die  L'mdrehimgscentra  der  Mess- 
roilen  in  Abständen  von  der  Umdrehungsaxe  des  Rahmens 
angebracht  sind,  welche  nicht  genau  gleich  sind  der  Summe 
des  Kugeihaibmestiurö  (A'„)  und  des  Rollenhaibmessers  {M^^, 
beziehungsweise  M^) ;  dieser  Umstand  bewirk^  dass  der  Mittel- 
pittikt  der  Kugel  sich  dauernd  abseits  von  der  Umdrehungsaxe 
beftadet  Die  genannten  Glieder  drücken  daher  die  Wirkung 
emer  constanten  Excentricität  der  Kugei  aus.  Indem 
ich  diese  letztere  Fehlerquelle  in  einem  weiteren  Artikel  (14.) 
gesondert  besprechen  will,  lasse  ich  diese  Glieder  hier  weg. 
Als  Wirkung  der  KoUenexcentricitätcn  allein,  bleibt 

=         (Ma#,  *)  ds+Z„j  .g^^Qli^^,  s)ds.  (23) 

Es  möge  noch  die  Eigenschaft  der  Functionen  /n,(Mu/,5), 
injQlnjtS)  hervorgehoben  werden,  dass  sie  bei  um  180'  ver- 
Inderten  Werten  der  Parameter  M„j,  M^,  für  alle  s  die  entgegen- 
gesetzten Werte  annehmen.  Wir  werden  später  diese  Eigen- 
sdiaft  verwerten.  — 

14.  Die  Excentricität  der  Kiifrel  besteht  darin,  dass  die 
Umdrehungsaxe  des  Kahmens  des  Integnerapparates  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht,  so  dass,  abgesehen  von 
anderen  Fehlem  des  Apparates,  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sich 
in  einem  constanten  Abstände  von  jener  Umdrehungsaxe  be- 
findet und  seine  geographische  Länge  mit  den  geographischen 
Längen  der  Rollen  gleich  wächst.  Diese  Fehlerquelle  wurde 
bereits  in  der  bis  jetzt  vorhandenen  Literatur  des  Analysators 
kurz  berührt.  Vollständig  ausL^edrückt  ist  ihr  Einfluss  durch  die 
beiden  Glieder  der  zweiten  und  drillen  Zeile  der  Formel  (21). 

Die  eine  Wirkung  dieser  Configuration  besteht  darin,  dass, 
wahrend  der  Fahrstift  parallel  der  ^Axe  verschoben  wird  und 
dadurch  die  Kugel  sich  um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt  parallel 
der  ;r-Axe  gehende  Axe  dreht,  die  Rolle  Mni  die  Kugel  in  einem 
Punkte  berührt,  dessen  Winkelabstand  von  der  Drchungsaxe 
nicht  =  Xai  ist.  Der  Unterschied  ist  von      unabhängig.  Das 


768 


L.  Grabowski, 


erstere  der  genannten  Glieder  entspricht  diesem  Umstände. 
Die  Wirkung  dieses  Umstandes  ist  offenbar  dieselbe,  wie  die- 
jenige eines  constanten  Fehlers  der  geographischen  iJtnge  der 
Rolle  Mni',  eines  Kehlers,  der  später  noch  (,ais  ein  »Fehler  des 
Anfangszustandes«)  Aufnahme  finden  soll.  Mit  Rücksicht  darauf 
können  wir  hier  dieses  Glied  weglassen. 

Die  andere  Wirkung  der  excentrischen  Lagerung  der  Kugel 
ist  die,  dass  bei  einer  zur  ^r-Axe  parallelen  Verschiebung  des 
Fahrstiftes  die  Kugel  auf  dem  Cylinder  herumrollt  und  infolge 
dessen  nicht  allein  um  die  verticale  Axe.  sondern  auch  in  jedem 
Augenblick  um  eine  horizontale  Axe  sich  drolit,  welche  letztere 
Drehung  von  den  Hollen  regisinert  wird.  Diesem  Umstände 
trägt  das  zweite  der  genannten  Glieder  Rechnung.  In  diesem 
Gliede  ist  der  Factor  bei  äx  eine  Function  der  jr-Coordinate  allein. 
Daraus  folgt,  dass  der  Einfluss  dieses  Umstandes  in  der  Ablesung 
der  Rolle  sich  aufhebt,  wenn  die  Befahrung  in  einem  Punkte 
endet,  dessen  Abscisse  gleich  der  des  Ausgangspunktes  ist^ 


I  Es  möge  nebenbei  bemerkt  werden,  dass  die  Curve,  welche  der  Be- 
rOhrungspunkt  der  Kugel  aut  dem  Cylinder  bei  einer  sar  x-Axt  parallelen  Ver« 
sdiiebung  des  Stiftes  besclireil}t,  naheso  eine  eben«,  and  mar  eine  Ellipse,  ist, 

Die  Behauptung,  welche  sich  sowohl  bei  Prof  Henrici.  als  bei  Herrn  fU-rvv 
findet,  diese  Curve  sei  nahexu  ein  Kreis,  beruht  ofl^cnbor  auf  einem  Verschen. 
Denn  die  Schwankungen  des  Radiusveetors  in  dieser  Curve  sind  von  der»en»en 
Größenordnung  wie  der  Radiusveetor.  Es  ist  nicht  zulässig,  der  Betrachtung 
des  Vor^an^os  die  Vcrcinrnohung  zugrunde  ZU  legen,  dass  man  an  Stelle  der 
Cylindcrlläche  ihre  Tangentialebene  setzt. 


15.  Betrachten  wir  jetzt  die  Ex- 
centricität  des  Cylinders  C„ :  seine 
Umdrehungsaxe,  die  der  A-Axe 
parallel  ist  (und  hier  noch  immer 
als  in  der  Ebene  ZX  gelegen  an- 
genommen werden  soll),  wird  von 
derUmdrehungsaxeZdes  Rah  mens 
in  einem  Punkte  Q  getrofTen,  den  ich 
für  den  .Anfangspunkt  eines  neuen 


Fig.  7. 


*  Coordmalcnsystems,  üti]^.  nehme, 
dessen  .Axen  den  .Axen  A'>'Z  parallel 
gelegt  werden.  Es  wird  dann  unter 


Digitized  by  Google 


Theorie  des  hwrmonisehen  Analysators.  769 

dem  Mittelpunkte  des  Cylinders  die  Projection  des  Punktes  Q 
auf  die  geometrische  Axe  des  Cylinders  verstanden.  Bei  der 
Fahrt  parallel  der  Axe  oy  wird  die  geometrische  Axe  des 
Cylinders  um  die  4-Axe  eine  cylindrische  Fläche  beschreiben. 
Man  bezeichne  mit  dn  den  kleinen  constanten  Abstand  zwischen 
dem  Mittelpunkte  Cn  des  Cylinders  und  seiner  Umdrehungsaxe, 
und  mit  ^  die  Ablenkung  der  Richtung  QC*  von  der  C-Axe,  im 
Sinne  von  der  C-  gegen  die  i^-Axe  gezählt 

Für  einen  bestimmten  Wert  von  sind  die  Coordinaten 
^r^oCo  des  Berührungspunktes  des  Cylinders  mit  der  Kugel,  die 
Höhe  h  des  Kugelmittelpunktes  über  dem  festen  Punkte  Q, 
sowie  die  V'errückung  äl,  welche  das  momentan  in  iicruhiung 
befindlicheTheilchen  des  Cylinders  erleidet  bei  weiterer  Drehung 
des  Cylinders  um  ä^,  bestimmt;  die  Drehung  der  Kut^el,  welche 
erfolgen  wird,  ist  bestimmt  durch  die  l^rojcction  dieser  Ver- 
rückung auf  die  gemeinsame  Tangentialebene  im  Punkte  ^q^Cq 
zu  der  Cylinderfläche 

Fii-q!:^)  =  V+C*-27j^/„  sin  ^-2tiä^  cos  r^  +  d'j^-Q  =  0 

und  der  Kugelfläche 

Es  wird,  ähnlich  wie  auf  der  Seite  30,  die  entstehende  Drehung 
der  Kugel  um  die  X-Axe 

Xl=  tI^T  l-^o[(/4^+/rf)^H-/./;gH-(Ä-  Co)[(y;^+/5*)C.  Wt^^^  (24) 

sein,  wobei  f  der  Kürze  halber  für  f^-^f^-^f:  steht,  und  in  den 
/i'/r^/c  n™^"  ^"^^  nach  der  Differentiation  durch  i^r^o^o  ersetzt 
sich  denken  soll;  die  Drehungen  der  Kugel  um  die  l'-Axe  und 
um  die  Z-Axe  dagegen  werden  in  diesem  Falle,  wie  unmittelbar 
einleuchtend,  beide  Null  sein.  Infolge  dieser  Drehung  der  Kugel 
wird  sich  die  Rolle  Mni  um  ihre  Axe  um  den  Winkel 

=  -  ^  Ax  cos  (X„/ +90'') 

drehen.  Die  Werte  ^,  r^^,  Co,  h  hat  man  als  Losung  des  Systems 
der  vier  Gleichungen 
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F(W)  -  0 
fdriHh)  =  0 

mit  anderen  Worten,  des  Systems  der  vier  Gleichungen 

/tf^CA)  =  0  I 

(wir  nehmen  die  Vorzeichen  verschieden,  weil  es  sich  für 
uns  um  den  Kall  äußerer  Berührunjr  allein  handelt)  7ai  be- 
^itimmen;  ^  ist  übrigens,  wie  unmittelbar  einleuchtend,  gleich 
Null.  Da 

F4  =  0.        F^=2yi^-2dnsm^,        Ft:  =  2  Z^-2d^  cos 
A  =  2«o,      A  =  2t3o.  /;  =  2(Co-Ä). 

so  hat  man  aus  der  dritten  Gleichung  des  Systems  (25) 

i]o  ist  also  klein  von  der  ersten  Ordnung  des  ä^;  aus  der  ersten 
Gleichung  (25)  erhält  man  jetzt 

C;--2Co^,cost|»  =  C^+[i«] 

und  daraus 

=  </»  cos  4»  d:  (Cn+l^JS), 

wo  von  den  beiden  Vorzeichen  für  uns  natürlich  nur  das  obere 
Geltung  hat  Setzt  man  in  die  Formel  (24)  für  J\,fr,,/u  ^>^o*  ^> 
die  erhaltenen  Werte  und  für      Co  den  Ausdruck 

der  aus  der  zweiten  Gleichung  (25;  jetzt  folgt,  ein,  so  ergibt  sich 
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und  damit  schließlich 

.  ^«      •   V    j  cos '{».«, 

=  ~,r  sinX„rf>/  +  — — —J-sinX^/^y, 

LMnt  LMni 

wenn  man  im  Coefficient  von  dy  die  Glieder  zweiter  Ordnung 

ucglässt.  Ks  ergibt  sich  also  hier,  aiibci  dem  bei  conectem 
Analysator  blattthidcnden  Werte,  noch  ein  Zusatzglied  der 
Drehung  der  Rolle  i¥„-,  von  der  Form 

=         cos      +  K«)  sin     dy,  (26) 

wo  x„,  K„  unbekannte  Instrumentalconstanten  des  mi^m»  Integrier- 
apparates bedeuten  und  y.„  von  der  ersten  Ordnung  klein  ist. 

Die  Fehler,  welche  durch  die  auf-  und  absteigende  Be- 
wegung der  Kugel  hervorgerufen  werden,  eliminieren  sich  aus 
dem  Resultate,  wenn  bei  der  Umfahrung  man  zuletzt  in  einem 
Punkte  anlangt»  welcher  das  gleiche  y  wie  der  Ausgangs- 
punkt  hat. 

Es  bleibt  übrig,  den  Cinfluss  der  Excentricitat  des  CyUnders 
während  eines  Verschtebens  des  Fahrstiftes'  parallel  der  Axe  ox 
zu  untersuchen.  Durch  analoge  Überlegungen  wie  auf  den 
Seiten  748  und  749  ersieht  man,  dass  in  diesem  Falle  die  eflfective 

Bewegung  der  Kugel,  durch  Reibung  zwischen  ihr  und  dem 

Cylinder  afliciert,  dadurch  daiLcestellt  werden  kann,  dass  die 
Kugel,  außer  der  ihr  mit  dem  Kähmen  geineinsanieii  Rotation, 
noch  eine  Zusatzioiation  besitzt;  wird  der  kleine  absolute 
Winkel,  welchen  am  Mittelpunkte  der  Kugel  der  Kadiussectur 
des  Berührungspunktes  bildet  mit  der  ( — Z)-Axe.  mit  i  be- 

^itittidx 

zeichnet,  so  beträgt  diese  Zusatzrotatton  +v — - —  sin  t 

(0  ^  V  ^  1),  und  ihre  Axe,  geht  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
nach  demjenigen  Punkte  der  Kugel,  welcher  um  90*  entfernt 
ist  von  dem  dem  Berührungspunkte  entgegengesetzten  Punkte 
der  Kugel,  im  Sinne  von  diesem  letzteren  nach  dem  Fol  der 
2-Axe  gezählt.  Die  Z*Componente  dieser  Zusatzrotation  ist 
zweiter  Ordnung;  die  in  die  JCV-Ebene  fallende  Componente 
fallt  in  dem  hier  betrachteten  Falte  offenbar  stets  in  die  Gerade 
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^■=0  und  ihr  Betrag  um  die  Y-Axe  ist  v  sin  o  cos  x 

c 

Durch  dieselbe  wird  also  der  Rolle  M„i  eine  Drehung  um  ihre 
Axe  mitgetheilt  im  Betrage  von 

K„  2nKdx 
atLiti  =:  •  V  sin  o  cos  a.cos k^t. 

^        \r  c 

d  sin  'I* 

Da  sin  a      ~-  —  ~ — ^  ,  cos  -3  —  1  4-[t/rn  ist,  so  ergibt  sich 

für  diese  fälschliche  Drehung  der  Rolle,  bei  Weglassung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung  im  Coefficient  von  dx^ 

d^i^  —   —         i^«sm^^  +  K„  cosX„r</jr, 

oder 

"        =         sin       H-  K„  \  cos  Kiäx,  (27) 

wo  \n  eine  unbekannte  Instrumentalconstante  des  n^^  Integrier- 
apparates und  von  der  ersten  Ordnung  klein  ist. 


16.  Es  hätte  offenbar  keinen  Sinn,  die  Eventualität  in 
Erwägung  zu  ziehen,  dass  der  Cylinder  auf  seiner  Axe  ein 
wenig  nach  rechts  oder  links  verlegt  wäre;  denn  solange  der 
unterste  Punkt  der  Kugel  die  Mantelfläche  des  Cylinders  über* 

haupt  berührt,  ist  es  gleichgiltig,  wie  weit  sich  diese  Mantel- 
fläche nach  rechts  owler  linkb  crstrcckl.  Anders  \  erhält  es  sich 
mit  einer  kleinen  Verlegung  des  Cylinders  samnit  seiner  Um- 
drehunirsaxe  nach  vorn  oder  hinten;  denn  im  Falle  einer  solchen 
Anordnung  geht  die  Umdrehun^saxe  de>^  Rahmens  nicht  mehr 
durch  den  Berührungspunkt  der  Kugel  mit  dem  Cylinder,  es 
müsste  dann  also  bei  einer  Verschiebung  des  Fahrstiftes 
parallel  der  Axe  ox  eine  gleitende  Reibung  zwischen  der  Kugel 
und  dem  Cylinder  entstehen,  sollte  die  Kugel  sich  dabei  genau 
um  die  Umdrehungsaxe  des  Rahmens  (2-Axe)  drehen. 

Während  bei  einem  Vorrücken  des  Stiftes  in  der  Richtung 
der  jv- Axe  ein  solches  Instrument  genau  so  functionieren  wird, 
wie  wenn  die  Axe  des  Cylinders  sich  genau  in  der  VZ-Ebene 
befände,  wird  bei  dem  Vorrücken  des  Stiftes  in  der  Richtung 
der  47-Axe,  im  Gegensatze  zur  Functionierung  des  correcten 
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Analysators,  eine  kleine  Rotation  der  Rollen  um  ihre  Axen 
zustande  kommen.  Es  ist  aber  klar,  dass  diese  letztere  Erschei- 
nung unabhängig  davon  ist,  was  für  ein  Wert  y  der  Ordinate 
es  ist,  der  bei  dieser  Operation  eingehalten  wird.  Daraus  folgt, 
dass  der  aus  dieser  fehlerhaften  Anordnung  herrührende  Fehler 
in  dem  Drehungswinke!  der  Rolle  M„,  um  ihre  Axe  sich  im 
Resultate  eliminiert,  wenn  bei  der  Befahrung  zuletzt  an  einem 
Punkte  angelangt  wird,  welcher  das  gleiche  x  wie  der  Aus- 
gangspunkt hat. 

17.  Nachdem  in  den  vorigen  Paragraphen  die  Fehler  der 
unteren  Organe  des  Apparates  behandelt  worden  sind,  gehe  ich 
ietzt  über  zu  seinem  oberen  Theile:  der  1  lorizoiit-i'^oheibo  //„. 
Verfoigl  man  den  Draht  von  der  Wagen- Leitrolle  ausgehend,  so 
trifft  man  nacheinander  auf  eine  Anzahl  Leitrolten  und  Integra- 
torenscheiben,  die  ich  zusammen  allgemein  Horizontal räd er 
nennen  und  in  der  soeben  angedeuteten  Reihenfolge  mit  den 
Nummern  0«  1,  2,...,  AT  belegen  will,  wobei  die  Wagen-Leit- 
rolle das  Ote  Rad  und  die  Scheibe  des  letzten  Integrierapparates 
rechts  das  iV»c  Rad  ist.  Es  wird  demnach,  bei  einer  positiven 
Verschiebung  des  Stiftes  parallel  der  Axe  ox.  jedes  Rad  von 
dem  mit  unmiucibar  kleinerer  Nummer  angetrieben  und  treibt 
das  mit  unmittelbar  größerer  Nummer  an.  Jedes  Rad  nenne  ich 
ein  Von  dem  Drahte  positiv  oder  negativ  umwickeltes,  je  nach- 
4m  man,  bei  dem  oben  angedeuteten  Fortschrdten  längs  des 
Drahtes»  die  Peripherie  dieses  Rades  in  dem  positiven  .oder  dem 
negativen  Sinne  umkreisen  würde. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dass  diese  Rfider  auf 
ihren  Umdrehungsaxen  excenirisch  angebracht  seien. 

Ich  stelle  mir  zunächst  das  folgende,  etwas  allgemeinere, 
kinematische  Problem  vor,  dessen  Anwendung  dann  im  nächsten 
Paragraph  sofort  die  gesuchten  Ausdrücke  der  Wirkung  der 
Räderexccntricitäten  liefert  — 

Es  Hege  in  einer  Ebene  xjf  ein  System  geschlossener 
Figuren  5|  . . .  «Sv  vor.  Dieses  System  ändere  sich  con- 
tinuierlich  in  der  Weise,  dass  alte  Curven,  durch  welche  die 
einzelne  Figur  S„,  (tu  =  1,2,...,  A')  successive  ersetzt  wird,  die 
Eigenschaft  haben,  ineinander  übergeführt  werden  zu  können 


774  L.  Grabowski, 

durch  Drehung  um  einen  festen  Punkt  R„t(x  —  A,„, y  —  B,„) 
der  .n'- Ebene,  und  dass  alle  Curven.  durch  welche  d;c  1  igur 
SLiccessive  ersetzt  wird,  die  Eigenschaft  haben,  ineinander  über- 
gelührt  werden  zu  künnen  durch  bloße  Verschiebung  parallel 
der  ,r-Axe.  Von  der  durch  die  einzelne  Curve  S„i  erzeugten 
Curvenlamilie  wird  (bei  w  =  1,  2,  . . . ,  iV)  nur  angenommen, 
dass  ihre  sämmtlichen  Glieder  übereinstimmen  bis  auf  kleine 
Abweichungen  erster  Ordnung  (sowohl  hinsichtlich  der  Punkte, 
als  hinsichtlich  der  Tangenten  und  Krümmung)  mit  einem  und 
demselben  um  Rm  gezeichneten  unveränderlichen  Kreise,  dessen 
Radius  ebenfalls  heißen  mag;  von  der  durch  die  Curve 
erzeugten  Curvenfamilie  wird  angenommen,  dass  ihre  sammt* 
liehen  Glieder  bis  auf  kleine  Abweichungen  erster  Ordnung  mit 
Kreisen  übereinstimmen,  welche  aus  einem  zur  erzeugenden 
Figur  festen  Kreise  von  dem  unveränderlichen  Radius  7?^  ent- 
stehen; der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  habe  die  i\ eraMderliche) 
Abscisse  A^^  und,  vermöge  passender  Wahl  des  Coordinaten- 
sysienis,  die  Ordinate  Bq  —  0.  Der  momentane  Zustand  des 
Curvensyslems  . . .  Sy  ist  dann  vollständig  definiert  durch 
die  Abscisse  des  Nhttelpunktes  des  Kreises  der  Curve  und 
durch  die  Drehungsphasen  a,„  jeder  Curve  5»  (m  =r  1,2,...,  N); 
ich  verstehe  dabei  unter  der  Drehungsphase  den  Winkel,  um 
welchen  sich  derjenige  mit  der  erzeugenden  Curve  fest  ver- 
bundene aus  dem  Umdrehungscentrum  Rm  gezogene  Strahl, 
welcher  in  dem  Anfangszustande  des  Systems  der  :r-Axe  par- 
allel war,  von  dieser  abgelenkt  hat  seit  jenem  Anfangszustande 
bis  zu  dem  momentanen  Zustande.  Vorausgesetzt  wird,  dass 
die  Na-1  Contouren  stets  außerhalb  einander  bleiben. 

Nun  seien  die  Änderungen  der  einzelnen  Theile  des 
Systems  durch  das  folgende  Gesetz  miteinander  verbunden. 

Es  sei  für  den  Anfangszustand  des  Systems  ein  Linienzi)u% 
den  ich  kurz  den  *  Faden«  nennen  will,  als  die  Bahn  eines 
laufenden  Punktes  definiert,  der  bicii  von  einem  I-'unkte  auf  der 
Curve  \  bis  zu  einem  Punkte  auf  der  Curve  .Sv  ulme  Sprünge 
und  plötzliche  Richtungsänderungen  so  bewegt,  dass  jedes 
Element  der  Bewegung  entweder  mit  dem  Element  einer 
bestimmten  von  nach  S^^i  4;erichteten  gemeinsamen 
Tangente  eines  Curvenpaares  S«5«+i  (»i  =:  0,  l,  2, . . . ,  iV) 
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zusammenfällt,  oder  auf  dem  Elemente  einer  Curve  des 
Systems  liegt  Für  jeden  anderen  Zustand  des  Systems  ist  der 
Faden  derjenige  Linienzug,  welcher  von  einem  Punkte  der 

neuen  Curve  S,,  bis  einem  Punkte  der  neuen  Curvc  S\  wieder 
in  einer  dieser  üetinition  genügenden  Weise  verlauti  i:nd  aus 
ütni  Faden  des  Anfangszustandes  auf  contiriuierliche  Weise 
entsteht.  Das  erwähnte  Gesetz  ist  dann  das:  Die  Länge  des 
Fadens  zwischen  irgend  einem  mit  der  erzeugenden  Curve  fest 
verbundenen  Punkte  der  Curve  «S^  und  irgend  einem  mit  der 
erzeugenden  Curve  fest  verbundenen  Punkte  der  Curve  Sm  soll 
unveränderlich  bleiben;  und  zwar  gilt  dies  fÜr  jede  einzelne  der 
A"  Curven  5,,  5g, ... ,  5.v. 

Die  Aufgabe  ist,  für  ein  behchicfes  m  die  Drehungsphase  %„ 
als  Function  von  A„  zu  bestimmen.  Wir  werden  bei  Lösung 
derselben  noch  die  specielle  Voraussetzung  über  die  Gestaltung 
des  Contourensy Sterns  einführen,  dass  der  Faden  auf  der  Strecke 
von  5,  bis     nahezu  paraliel  der  (— .r)-Axe  verläuft.  — 

Der  Weg  zur  Lösung  dieses  Problems  ist  direct  durch  die 
Fragestellung  vorgezeichnet  Wendet  man  das  obige  Gesetz  der 
Constanz  der  Fadenlänge  an  auf  Figuren  5,,  ■•.,5m-i>5w>  so 

erhält  man  m  DifTerentialgleichungen  zwischen  aj,  o,,  «,„ 

und  A^,  aus  denen  es  möglich  sein  wird  den  gesuchten  Ausdruck 

zu  finden. 

Man  lege  für  jede  der  in  +  1  Curven  S,,  S^  . ..  S„,,  allgemein 
(ür  die  Curve  S»,  ein  eigenes  Polarcoordinatensystem,  r,^p,,  mit 
dem  Punkte  i4«J3,  als  Pol  und  dem  zur  x^Axe  parallelen  Strahl 
als  Potaraxe  (die  Anomalie  f,  ist  gezählt  in  positivem  Drehungs- 
sinne von  der  Polaraxe  bis  zum  Radiusvector).  Die  Gleichungen 
dieser  lU'h  1  Curven  sind  dann 

r,  =  F,(«„  9,), 

WO  a,  als  ein  Parameter  in  der  Gleichung  zwischen  den 
Variablen  r,  und  ff^  auftritt  Man  bezeichne  für  die  aligemeine 
Curve  6!f  mit  i'«,v.i(sr«,         >->)  ihren  Berührungspunkt  mit 

StUb,  4.  niBihCiD.-nl|urw.  OL;  CX.  84,  AMb.  )l.  s.  ^2 
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der  vom  Faden  gebildeten  Tangente  des  Curvenpaares  5,-.. iS.. 
und  mit  Pv  ,+i v+i,>'v.  v+i)  ihren  Berührungspunkt  mit  der 
vom  Faden  gebildeten  Tangente  des  Curvenpaares  S»Sv+i.  Der 
Wert  der  Anomalie  für  den  Punkt  P,,  ,-i  sei  'p..  .-i,  für  den 
Punkt  Pt^t+i  sei  ^pv, v+i-  M^in  führe  schließlich  den  Factor 
=  +1,  — 1  ein,  der  den  Sinn  bedeutet,  in  welchem  die  Con- 
tour  iS»  vom  Faden  umwickelt  ist. 

Ein  Punkt  der  Curve  S,,  welcher  durch  den  Wert  a«-4>C 
der  Anomalie  <pv  definiert  ist,  entspricht  nun,  wenn  C  eine  Con- 
stante  bedeutet,  vor  und  nach  der  Drehung  einem  und  dem- 
selben Punkte  der  erzeugenden  Curve.  Ein  Punkt  der  Curve  S^, 
welcher  durch  den  Wert  K  der  Anomalie  f  ^  definiert  ist,  ent- 
spricht, wenn  K  eine  Constante  bedeutet,  vor  und  nach  der 
Verschiebung  einem  und  demselben  Punkte  der  erzeugend.en 
Curve.  Die  absolute  Länge  des  F'adcns  zwischen  dem  PunKte 
(p^  =  K  der  Curve  Sq  und  ihrem  l'unUte  P^^  (tp^,  ==.  (p^J  ist 


Die  absolute  Länge  des  Fadens  zwischen  seinem  Ankunfts- 
punktc  an  der  Curve  6\,  d.  h.  ihrem  Punkte  ^,  =  yv,v-i,  und 
ihrem  Punkte  (p,  =  a,H-C  ist 


Mit  jeder  der  zwischenliegenden  v — 1  Contouren,  allgemein  der 
Contour  5,-,  hat  der  Faden  ein  Stück  gemeinsam,  dessen  abso- 
lute Länge  (bis  auf  eine  gegebene  Anzahl  ganzer  Umfänge) 


ist.  Die  absolute  Länge  des  zwi'^chen  je  zwei  Contouren  .Sj  Sj+i 
=  1, 2, . . . ,  V  —  1)  enthaltenen  i^'adenstückes  ist 

— »i^'i.i-fi  cos  r/,f+i-h«D/+i#',+i,/ cos  t,+i,,-l- 


wo  ri,,+i  den  Radiusvector  n  für  den  Punkt  <pi  =  der 
Curve  Si,  Xi^t+i  die  in  diesem  Punkte  geltende  Ablenkung  des 


+  io,(A,^i~Ai)  cos  ^i,i+i  +  <ü,{Bi^i—Bi)  sin 
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fuhrt  man  die  angezeigten  Differentiationen  nach  .4^  aus,  unter 
Rcnicksichtiming  des  Umstandes,  dass  die  Function  r,  der 
beiden  Argumente      rp^  oflenbar  nur  die  Differenz  derselben 

enthält  und  daher   —  -  —  —  ist.  vernachlässigt  die  Glieder 

zweiter  Ordnung  und  setzt  die  Ausdrücke  für  r^,,  tj^, 
t/.f+t,  ^i,i+u  ^i+i.r,        ein,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

{siehe  GUickuug  (28J  au/der  U€b€nsieke*$äeu  T^tfeiJ» 

WO  das  Resultat  der  Einsetzung  von  ^u+y  für  cp^  in  die  Functionen 

r,  und  --    der  beiden  Argumente      'f,,  der  Kürze  halber,  mit 


r,;f+i    und    i  — 1        anstatt  (    - ) 
bezeichnet  wurde,  und  Analoges  von  den  Symbolen 


'  ^u-^u   


gilt'  Die  einzelnen  Zeilen  der  Gleichung  (28)  entstehen  aus 
den  entsprechenden  Zeilen  der  vorhergehenden. 

Bildet  man  nun  die  Gleichung  (28)  einzeln  für  v  =  1, 

V  —  2  V  =  m,  so  erhalt  man  ein  System  von  m  Gleichungen, 

welches,  iiulcni  man  die  UitTcienzen  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden Gleichungen  des  Systems  nimmt  und  außer- 
dem die  erste  Gleichung  des  Systems  beibehält,  durch  das 
folgende  ersetzt  werden  kann: 

f siehe  auf  der  Tafel  Gleichuugen  (29JJ, 

'  Die  VotaussLtZLing,  das?,  der  Faden  von  S„  nach  .S'j  nahezu  paiallci  der 
(  -;rVAxc  verlauft,  ist  cingclühit  worden  in  dem  Glicde  1  dieser  Forme!.  Bei 
cntgegcngeselzier  Annahme  müsste  die<ies  Glied     1,  im  allgemeinen  Falie  aber 

_     cos  «Pol— »-Ol  Tin 
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ihre  Differentialquotienten  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung 
gleich  den  Ausdrücken 


Damit  werden  die  Gleichungen  (30)  einfach 


t/a,„„i  Ja,,, 

Hierin  sind:  r^i;  r,.,.  n^;  r^,.  r,..; . . . ;  r„,_i  r„,.  ,„_i  bekannte 
Functionen  von:  aj  und  rp,^,;  V'Mi  a,  und  'fjg,  von  und  ^p,,,; 
von  a„,_i  und  -i,  von  a,„  und  'f,„,  ,„_i.  Die  Gleichungen  (31), 
zusammengenommen  mit  den  Gleichungen,  aus  welchen  die 
Anomalien  der  Bcnilnuni^-^punkie  in  jedem  Contourenpaare  in 
Function  der  beiden  Drchungspiiasen  —  beziehungsweise  in 
Function  der  Drehunr^-^phase  und  der  Abscisse  —  aus- 
gedrückt werden,  enthalten  die  Lösung  der  Aufgabe. 

18.  Die  Anwendung  auf  die  excentrischen  Horizontalräder 
des  Analysators  ist  eine  unmittelbare. 

Schneidet  man  mit  einer  horizontalen  Ebene  jedes  Rad  in 
der  Höhe  durch,  wo  es  vom  Draht  umwickelt  ist,  so  bilden  die 
Figuren  der  Räder  in  dieser  Ebene  ein  System  geschlossener 


Dig'itized  by  Coo<?Ic 


Theorie  des  harmonischen  Analysators.  783 

Curven.  Nimmt  man  in  dieser  Ebene  ein  rechtwinkliges,  zunfi 
Gerüst  des  Instrumentes  festes  Coordinatensystem  xy  an,  dessen 
Axen  den  gleichnamigen  Axen  des  früheren  Systems  par- 
allel und  die  j?-Axe  durch  den  Mittelpunkt  der  Wagen-Leitrolie 
(=  des  CHen  Rades)  gelegt  werden,  so  ist  jenes  Curvensystem 
im  Falle  der  excentrischen  Räder  durch  Gleichungen  dargestellt, 
welche  mit  der  Stellung  des  Fahrstiftes  sich  continuierlich 
ändern,  und  sind  die  Veränderungen  des  Curvensystems  gerade' 
von  der  Art,  wie  sie  im  vorigen  Paragraph  b^chrieben  wurde. 
Indcni  nämlich  bei  der  Verüchiebung  dx  des  Fahrstiftes  der 
Draht  die  Räder  1,2,  ...,A''  in  Umdrehung  versetzt,  i>t  die 
jedem  Rad  ertheilte  Drehimg  eine  solche,  dass  ein  materieller 
Punkt  des  unnvickelnden  I )iahtstQckes  (welcher  nicht  durch 
die  Verschiebung;  die  Peripherie  des  Rades  verlät:>st)  vor  und 
nach  der  V'erschiebung  mit  demselben  materiellen  Punkte  des 
Rades  zusammenfällt.  Sie  ist,  mit  anderen  Worten,  durch 
diese  geometrische  Bedingung  definiert,  dass  die  Entfernung 
zwischen  einem  materiellen  Punkte  der  Peripherie  der  Wagen- 
Leitrolie  und  einem  solchen  der  Peripherie  des  Rades,  ge- 
messen längs  des  Drahtes,  durch  die  Verschiebung  nicht 
geändert  wird. 

Die  veränderlichen  Contouren  S^,,  5j,  .S^j, . ,  welche  durch 
die  excentrischen  Horizontah'äder  des  Analysators  in  der 
;rr- Ebene  gebildet  werden,  sind  Kreise.  Die  Gleichungen  der 

Contouren  S'p.S^....  in  den  durch  die  Umdrehungscentra  der 
Räder  gelegten  Polarcourdinaten-Syslenien  sind,  wenn  man 
mit  5.,  die  lineare  Excentricität  des  vten  Radj^.  mit  R,  seinen 
Halbmesser  und  mit  E,  die  in  der  Anfan^s^idlung  des  Instru- 
mentes stattfindende  Ablenkung  der  fvichtung  Umdrehungs- 
centrum— RadmiUelpunkt  von  der  4;-Axc  bezeichnet, 

rg  =  ^a-f-Sg  cos  (ft— a,— £i)4-p;j 


wo  also  K,  Instrumentatconstanten  des  vten  Rades  sind.  Die 
Verschiebung  i.L\  der  Contour  6;  ist  gleich  der  Verschiebung  dx 
des  Fahrstifles. 
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Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  sich  die  Horizontal- 
Scheibe  des  »ten  Inte^rierapparates  bei  einer  positiven  Ver» 
Schiebung  äx  des  Fahrstiftes  drehen  wird;  wie  man  später 
sehen  wird,  braucht  der  Fall  der  negativen  Verschiebung  hier 
nicht  genauer  untersucht  zu  werden.  Die  Horizontalscheibe 
des  f|t«n  Integrierapparates  sei  das  Rad. 

Dann  haben  wir  die  Gleichungen  (31)  anzuwenden.  Es  ist 
aber,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Rxcentricitäten, 

r^^  =  J?,  +0,  cos  (4»,o— «i— £i) 

und 

,+1  =  i?vH-8v  cos  (<&v,       Ov— jE,), 

=  cos  (<^,+i,  v—a.+i— 

(v  =  l,2,...,w  — 1), 

wo  <l>,,^,  v+1,  ^v^i.  v  Anomalien  der  betreffenden  Be- 
rührungspunkte für  den  idealen  F'a!],  somit  bekannte  Constanten 
des  Instrumentes  Miid.  Es  fällt  daher  die  Nuihwendiukcii  weg, 
bei  der  Anwendung  der  (ileichungen  (31)  erst  die  Anomalien 
der  factischen  Berührungspunkte  in  Function  der  Drehungs- 
phasen auszudrücken.  Setzt  man  die  obigen  Werte  ein  und 
summiert  die  Gleichungen  (31),  so  erhält  man 

—7       =  W  D        E>      COS  («!>,„, 

I 


[cos ^*,o- «I - -£i)-cos  (<I>ijj- aj— 


Km  K^ 

1  s 

-IL'-}.  [c»iS(*l>,„_i.m-2-aM-l-£i»i-l)  --COSi4>,„-,.  m-am-l-i^iH-l)], 
Ä»i  K„t—i 

wo  rechts  nur  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Excentricitäten 
weggelassen  sind. 

Die  weitere  Anwendung  der  erhaltenen  Formel  muss  auf 
ein  bestimmtes  Modell  des  Analysators  Bezug  nehmen.  Hier 
soll  sie  für  den  Fall  durchgeführt  werden,  welcher  bei  dem  von 
mir  benutzten  Instrumente  vorliegt.  Für  andere  Anordnungen 
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wird  sie  sich  nach  demselben  Muster  unter  leichter  Modification 
durchführen  lassen.  Bei  meinem  Instrumente  nun  sind  (sofern 
nicht  zu  besonderen  Zwecken  der  Verlauf  des  Drahtes  geändert 
wird)  die  Räder  1  und  2  Leitrollen,  nämlich  die  vordere  linke 
und  die  hintere  linke  Leitrolle,  und  darauf  folgen  als  die  Räder  3, 
4  und  6  die  Integratorenscheiben  H^,  H^,  H^,  oder  J/^,  H^, 
femer  sind  die  Lcitrollen  negaliv,  die  Integratoren-Scheiben 
positiv  vom  DraiiU  uniwickclt.  Bezeichnet  man  also,  allgemein 
für  die  Horizontalscheibe  Hj,  mit  ty  ihre  liijcarc  Excenti iciuit, 
mit  IT;  den  concctcn  Werl  der  AnomaHe  des  Ani\unlispunktes 
des  Drahtes  an  dicsci-  Scheibe  \ermindert  um  die  Anfangs- 
anomalie des  Mittelpunktes  der  Scheibe,  mit  W/  den  correcten 
Wert  der  Anomalie  des  Abgangspunktes  des  Drahte:  yon  der 
Scheibe  vermindert  um  die  Anfangsanomalie  des  Mittelpunktes; 
—  femer  mit  H  den  Halbmesser  der  \ orderen  linken  LeitroUe, 
mit  e  ihre  lineare  Excentricität,  mit  iV  und  IV  die  Anomalien 
des  Ankunfts-  und  des  Abgangspunktes  des  Drahtes  an  dieser 
Rolle  vermindert  um  die  Anfangsanomalie  des  Mittelpunktes 
der  Rolle;  —  schließlich  mit  J^f,  V*'  und  die  analogen 
'  Gröfien  für  die  hintere  linke  Leitrolle:  —  so  erhält  man  als  die 
gesuchte  Beziehung  zwischen  der  Änderung  der  geographischen 
Landen  der  Messrollcn  des  u^<^^  Integrators  und  der  Verschie- 
bung Jx  des  Fahrstiftes: 


7  =  «+l 


wo  k  die  höchste  Integratornummer  in  der  Gruppe,  zu  welcher 
der  «te  Integrator  gehört,  bezeichnet.  Daraus  ergibt  sich,  wenn 

A„,  den  Wci  L  Uer  geographischen  Liin^c  der  Rolle  lU,,/  l'ür  die 
Stellung  X  :=  0  des  Fahrstittes  bezeichnet. 


— 4«R—  sin — s  

c  2 
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„4«« .-  s.n -  2~.[cos   g~  j  -  cos -g— J- 

 2— j-*^^^-^]-^ 

+  \   4««  -j-  sm  --y-- [cos  (^-^  +  -  ^  ^    j-co» -  2  J' 

WO  also,  z.  B.  für  den  yten  Integrierapparat,  [ff  Ilf  unbekannte 
Constamen  dieses  Apparates  sind,  die  Differeoz  nj— jedoch 
eine  bekannte  Con<;tante  des  Analysators  ist. 

Die  Winkel  .~^-.~~J-  sind  bei  meinem  Analysator*  sehr 

geriny;.  Den  Coeflicient  v  or  der  Klammer  in  dem  Summaiions- 
glied  der  letzten  Zeile  kann  man  so  schreiben: 

•Ii,  ;  .    Ii; -Iii' 

J     Hj'^      2  ' 


wo 


^  die  procentuelle  lixcentriciiät  der  Scheibe  Hj  dar« 


die  procentuelle  lixcentric 


Stellt.  Der  Factor  — ^ sin  beträgt  in  meinem  Analysa- 

tor bei  Ji  =  1:  -+-0- 1  für  j  —  2  und  H-O'Ot  für  7  =  3;  bei 
M  =  2:  -(-O'Ol.  Ist  aber  der  m^c  Integrierapparat  einer  der 
höheren  Gruppe,  so  übersteigt  der  absolute  Betrag  keines  der 
zugehörigen  Factoren  den  Wert  O'Ol.  Da  man  ohnehin  nicht 
hoffen  kann,  dte  procentuelle  Excentrität  mit  einer  Sicherheit 

zu  bestimmen,  das»  man  noch  ~  ihres  Betrages  verbürgen 

10 

könnte,  St)  \v,\\  keinen  Zweck,  diese  Glieder  noch  mitzu- 
nehmen. Ferner  kann  in  den  Gliedern  der  ;jweiten  und  dritten 
Zeile,  besonders  tn  Rücksicht  auf  die  kleinen  Coefßcienten 
dieser  Glieder,  J  =  H  gesetzt  werden;  ich  habe  nämlich 
gefunden  H—\5'70 mm,  J  =  1 5 * 72 mm.  Dann  ziehen  sich  diese 


1  Meines  Wissens  nebtet  Herr  Corndi  dies  Auch  b«i  anderer  AnMhl  der 
[n(egrier«pparate  regcim%Big  so  ein. 
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beiden  Glieder  in  eines  zusammen.  Bezeichnet  man  noch  2it  ^ 

c 

mit  8„,  Wn  mit  E„»  so  kann  man  die  Formel  für  geographische 
Längen  endgiltig  so  schreiben: 


X^i  ==  (a„/—      )  -l-E„^— sinE,J+  | 

+  «£|bia(-^ +E) — sinEj,  j 


(33) 


wo  s,,  K„  unbekannte  inhtru:r,entalconhtanten  des  «ten  Integricr- 
apparaies,  e  K  aber  von  n  unabhängige  Constanten  des  Ana- 
lysators sind.^  — 

Wie  aus  der  Ableitung  ersichtlich,  gilt  dieser  Wert  nur, 
solange  der  Pahrstift  in  positiver  Verschiebung  begriffen  ist, 
oder  nach  einer  positiven  Verschiebung  auf  constantem  Ab- 
scissenwert  gehalten  wird.  Pur  den  Rückweg  von  der  End- 
abscisse  der  analysierten  Curve  zu  ihrer  Anfangsabscisse 
müssen  wir  deshalb  schreiben: 


/  X  \ 


WO  4»„  (x)  eine  andere  Function  von  x  ist,  welche  Factoren  von 
erster  Ordnung  der  Excentricitäten  enthält. 

19.  Im  Anschluss  an  die  obige  Untersuchung  über  die 
Wirkung  der  Excentricitäten  der  Horizontairäder  seil  hier  noch 
eine  Relation  abgeleitet  werden,  die  für  später  wertvoll  sein 
wird.  Die  Gleichungen  (31)  liefern  die  Relation  zwischen  den 
Drehungen  zweier  unmittelbar  nacheinander  eingeschalteter 
Räder,  des  als  vtes  und  des  als  (v— l)tes  eingeschalteten: 


I  Es  ist  dann: 

c     ir  II"     11'+ II"       f     T-W"  »r.tr" 

i  sin  E  =  — 4  Jt  -    sin   cos  4  3s  •    bin   cos  , 

C  2  2  c  2  2 

I  cos  C  SS  — 4ic  —  sin  sin  4«  —  sin   sin  . 
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Ist  also  unmittelbar  vor  oder  nach  einer  Integratorscheibe, 
H^,  eine  andere  Integratorscheibe,  Hp,  in  den  Draht  ein- 
geschaltet, üunn  besteht  zwischen  der  Änderung  der  geo- 
graphischen Längen  der  Messrollen  in  dem  ft*""  Intci^rierappa- 
rate  und  der  cjleichzeiticren  Aiulerun<;  der  Ri>llenliingen  in  dem 
qwn  integnerapparate  (wobei  wir  die  KoUcnindices  weglassen 
können)  die  Relation 


cih^         Hp  +  Cp  cos  (Fiy— g^.) 
"   i/^H-<r,  cos  (Iii— 0^) 


oder 


wo  die  Constante  U}  die  Anomalie  des  Berührungspunktes  der 
gemeinsamen  Tangente  mit  der  Scheibe  Hp  vermindert  um  die 
Anfangsanomalie  des  Mittelpunktes  der  Scheibe  Hp^  die  Con- 
stante nj'  dagegen  die  Anomalie  ihres  Berührungspunktes  mit 

der  Scheibe  11^  vcnninJert  um  die  Anlangsanomahe  des  Mittel- 
punktes der  Scheibe  ist.  Durch  Integration  erhält  man  eine 
Formel,  welcher  man  die  beiden  lolgenden  Gestalten  geben 
kann : 

^£^[sin        A^—  rij)-i-  sin  ITjJ  =z  — (X^— A^)  + 

+  -jj  (lr~\p)  +  q2p[sm(hp  --\p—Wp)+s\nn'l,], 

"  (34) 
pBp\>'m  (X^-A^— n;)-|-sin  U'j,]  -  ^^(X^-A^)-h 

+  '^(>^-A^)H-p6^[sin  (X^— A^— nj)+sin  IIJ]. 

Die  gleichen  K(v-nieln  gelten  bei  leichter  Moditication  der 
Bedeutung  der  Consianten  II;,,  IIJ  auch  für  den  Fall,  dass  der 
Draht  zwischen  den  Scheiben  noch  Räder  antrifTl,  jedes 

derselben  aber  mit  einer  geringen  Differenz  der  Grenzanomalien 
umwickelt. 
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Dank  der  Eigenschaft  (34)  ist  es  für  gewisse  Integra-  . 
toren Scheiben  möglich^  ihre  Excentricitäten  unabhängig  von 
anderen  Instrumentalfehlern  und  ohne  die  Nothwendigkeit 
präciser  Einstellungen  des  Wagenindex  an  der  Schienen- 
Uieiiung  zu  bestimmen  (Art.  37.)> 

20.  Ich  betrachte  jetzt  den  Fall  einer  schrägen  Befestigung 
der  Horizontalscheibe  des  «ten  Integrierapparates  an  ihrer  Um- 
drehungsaxe.  Die  Normale  der  Scheibe,  d.  h.  die  geometrische 
Axe  ihrer  Mantelfläche»  bilde  mit  der  Umdrehungsaxe  einen 

kleinen  Winkel  -.  Da  die  Scheibe  sich  nur  um  diese  Um- 
drehungsaxe drehen  kann,  eine  Verschiebung  der  Scheibe  mit 
dieser  Axe  oder  eine  Drehung  um  eine  dazu  senkrechte  Axe 
iia;;egcn  durch  die  Construction  lic^  Apparates  verhindert  ist, 
so  kommt  allein  der  Umstanii  in  Betracht,  dass  die  lineare 
Verschiebung  eines  die  Scheibe  berührenden  Drahttheilchens 
unter  Umständen,  nämlich  je  nach  seiner  Lage  gegen  die  Ebene 
der  Normale  und  der  Umdrehungsaxe,  nicht  mit  ihrem  vollen 
Betrage  wirken  Icann  im  Sinne  einer  Rotation  um  die  Um- 
drehungsaxe der  Scheibe,  sondern  nur  mit  dem  ihrer  Pro- 
jcction  auf  die  z;ir  Umdrehungsaxe  senkrechte  Ebene:  und 
femer.  dass  der  Arm  der  Verschiebung  eines  Drahttheilchens 
in  Bezug  aul  die  ITnvIrehimgsaxe  unter  Umständen  verschieden 
sein  kann  von  dem  Sciieibenhalbmcsser nämlich  gleich  der 
directenDistanzdesBerOhrungspunktesvonderUmdrehungsaxe. 

Jedoch  ist  klar,  dass  jene  Projection  der  Verschiebung 
stets  bis  auf  Größen  zweiter  Ordnung  der  Neigung  «  gleich 
bleibt  der  Verschiebung  selbst;  ebenso,  dass  die  Distanz  von 
der  Umdrehungsaxe  stets  bis  auf  Größen  zweiter  Ordnung  der 
Ncigur-^  ix'cich  bleibt  dem  Scheib'.^nhalbmesscr  H„.  Der  daraus 
resultierende  Kehler  in  der  Drehungsphase  des  Rahmens  des 
Integrierapparates  ist  daher  zu  vernachlässigen. 

21.  Die  bisher  behandelten  Fehler  des  Analysators  waren 
die  »Orientierungs-«  und  »Positionsfehler«.  Ich  gehe  über  zur 
Betrachtung  der  »metrischen«  Fehler,  d.  h.  solcher,  die  in  un- 
genauen Dimensionen  der  einzelnen  Organe  des  Instrumentes 
bestehen. 
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In  der  gan/.cn  Theorie  des  Analysators  und  der  Constanten- 
bestimmung  gebrauche  ich  immer  als  die  Längeneinheit,  auf 
welche  alles  reduciert  wird,  den  »Analysator-Miiliineler«, 
d.  h.  den  860»«"  Theil  der  zwischen  dem  Strich  0  und  dem 
Strich  3üU  der  Schienentheilung  des  Analysators  enthaltenen 
Länge,  c.  Das  Zeichen  mm  soll  immer  diesen  Analysator-Milli- 
meter  bedeuten.  Mit  Rücksicht  auf  eventuelle  Veränderlichkeit 
der  Schienenlänge  wird  man  genauer  sagen,  I  mm  bedeute  den 
momentanen  Analysator-Millimeter.  Es  ist  also  immer  streng 
c  —  360  mm. 

Bei  dem  corrccten  Analysator  ist  der  Halbmesser  der 
Scheibe  //„ 

c 


Bei  dem  fehlerhaften  Analysator  sei  er 

/Ar  =  (l-»-5„), 

wo  s„  von  der  ersten  Ordnung  klein  sei.  Die  Wirkung  dieser 
Fehlerquelle  ist  einleuchtend:  es  ist  dann 

.    /'       2llZX        .    \  'lUKX 

^ui  —  \  —    H"  •  »n,  I  -f-  .Sj, .      —  , 

V  f  /  C 

=  {  l-A„,  )-»-//„.  (3o) 

\         C  I  c 


oder 


wo  also  Ä„  eine  unbekannte  Instrumentalconstante  des  iiten  In- 
tegrierapparates (abstracte  Zahl)  ist. 

Bei  dem  correcten  Analysator  sind  die  Halbmesser:  der 
Laufrädcr  L,  der  Messrolle  und  des  Cylinders  C«  so  ge- 
trolTen,  dass 

_C„_  ^  1 
L-Mni        5  mm 

ist.  Bei  dem  fehlerhaften  sei  dieses  Verhältnis 

-Tif-  —  ^  (1+»«»»), 

LM,„         o  mm 
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wo  m„i  von  der  ersten  Ordnung  klein  sei.  Dann  ist  die  unend- 
lich kleine  Drehung  der  Messrolle  um  ihre  Axe 

1  tfi 

äy^  =  +  T —  sin  Ki  dy  +  -—  sin  \ni  dy^  (36) 

5  mm  ü mm 

WO  die  abstracten  Zahlen  ifi^p  zwei  unbekannte  Instru- 
mentaiconstanten  des  uten  Integrierapparates  und  von  der  ersten 
Oitlnung  klein  sind. 

22.  Die  »Fehler  des  AnfangszAistandes^  bestehen  i  trin» 
dass  die  Anfangswertc  der  geographischen  Längen  der  beiden 

-  MessrolJen  des  Mt«n  Integrierapparates  andere  sind,  als  bei  dem 
correcten  Analysator.  Bezeichnet  man  die  speciellen  Winkel, 
welche  bei  dem  letzteren  zutreffen  (180*  für  die  Rolle 
270*  für  die  Rolle        mit  A^,-,  so  kann  man  setzen 

wo  9|,/  von  der  ersten  Ordnung  klein  sei.  Dann  ist 

X«,  =  +  A^^)        ;  (37) 

'^np^Mt  sind  zwei  unbekannte  Instrumentalconstanten  des  «ften 
Integrierapparates. 

23.  Es  bleibt  übrig,  zum  Schluss  einige  Bemerkungen  zu 
machen  über  die  verschiedenen  physikalischen  Umstände, 
welche  die  Functionierung  des  Instrumentes  beeinflussen. 

Ein  solcher  Umstand  ist  die  Ausiiehung  des  Drahtes  durch 
die  Kraft  der  den  Wagen  führenden  Hand.  Das  Stück  des 
Drahtes,  welches,  in  einer  bestimmten  Stellung  x  des  Fahr- 
stifles,  hinter  dem  Wagen  liegt  und  bis  zu  der  betrachteten 
Scheibe  Hn  sich  erstreckt,  ist  infolge  dieses  Umstandcs  ver- 
längert und  diese  Verlängerung  eine  lineare  Function  seiner 
Länge,  also  auch  des  jir.  Wie  bereits  in  der  Ein^eiti  i  u.  dieses 
Abschnittes  erwähnt,  hat  schon  Herr  Bervy  deswegen  gesetzt 

Für  den  Rückweg,  d.  h.  denjenigen  Theil  der  Umfahrung, 

wo  die  Abscis<en  abnehmen,  wirkt  die  Zugkraft  in  cntgegcn- 

Siizb.  d-  iDathcin.-naturw.  GL;  CX.  Bd.,  Abth.  11.  a.  d') 
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gesetzter  KichtunR  und  ist  für  die  Drehung  der  Scheibe  das  an 
der  anderen  Seite  dcb  Wagens  liegende  Drahtstück  maligebend; 
es  wäre  al>o  mit  Rücksicht  darauf  für  den  Rückweg  zu  setzen 

f^n,  —  (—  AS.)  -hA'„  +  Kx. 

Die  Fehlerglieder  An  +  Ji^x,  A'„-hI{'„x  werden  als  stets 
klein  bleibend  vorausgesetzt,  so  dass  ihre  Quadrate  vernach- 
lässigt werden  dürfen. 

Ein  ülied  von  dieser  Form  haben  wir  indessen  in  unserer 
Theorie  schon  gehabt.  Fin  solches  entsteht  nämlich  durch  die 
Verbindung  unserem  » Antangsfehlers«  der  Rolle  mit  dem 
»metrischen  Fehler«  der  Scheibe  //„.  Die  Berücksichtigung  der 
Ausziehbarkeil  des  Drahtes  wird  für  uns  also  lediglich  darin 
bestehen,  unseren  Instrumentalconstanten  i„,  und  /i„  eine  etwas 
veränderte  physikalische  Bedeutung  beizulegen;  außerdem  aber, 
diese  C(instanten  für  den  Rückweg  durch  andere.  i5„  und  h'„.  zu 
ersetzen.  — 

Ferner  gehört  zu  solchen  Umständen  auch  das  Gleiten  des 
Drahtes  an  der  Scheibe,  wodurch  die  Drehung  der  letzteren 
verzögert  wird.  Die  Möglichkeit  einer  solcher  Frscheinimg 
kann  nicht  ausgeschlossen  werden,  obwohl,  wie  mir  scheint, 
ein  Gleiten,  praktisch  genommen,  gar  nicht  stattlindet,  falls  der 
Draht  richtig  gespannt  und  die  Axe  der  Scheibe  in  ihrem  Lager 
richtig  eingeölt  ist.  hidessen  ist,  unter  der  Annahme,  dass  das 
Gleiten  als  gleichmäüig  und  somit  der  Betrag  der  \'erzögerung 
als  proportional  der  vollzogenen  Drehung  angesehen  werden 
kann,  die  Wirkung  dieses  l'ehlers  offenbar  wieder  dieselbe,  wie 
die  eines  metrischen  Fehlers  der  Scheibe,  h„. 

Eine  gehörige  Spannung  des  Drahtes  ist  aber  ohnehin  aus 
anderen  (Gründen  erforderlich.  K'in  nicht  richtig  gespannter 
Draht  krümmt  sich  stellenweise  mehr  oder  weniger,  und  ein 
gekrümmter  Draht  ist  selbstverständlich  zum  Gebrauche  absolut 
untauglich,  weil  die  krummen  Stellen  sich  leichter  als  die 
anderen  verlängern.  Ich  habe  die  Spannung  immer  akustisch 
gemessen,  eine  Methode,  die  ebenso  einfach  wie  empfindlich 
ist.  Der  Wagenindex  wurde  mit  einer  nach  links  gerichteten 
Bewegung  des  Wagens  auf  den  .Strich  0  der  .Schienentheilung 
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gestellt,  sodann  das  zwischen  dem  Wagen  und  der  vorderen 
rechten  Lehrolle  liegende  DrahtstÜck  mit  einem  weichen  Holz- 
slübcfaen  leise  angeschlagen  und  der  hörbar  werdende  Ton  mit 
■dem  einer  Stimmgabel  verglichen.  Beim  Anlegen  eines  Drahtes 

muss  man  darauf  achten,  dass  derselbe  keinen  kurzen  Bug 
(Knick)  erhält,  weil  er  dann  an  dieser  Stelle  leicht  brechen 
würde.  Ist  ein  Draht  ohne  einen  solchen  anxelegl,  so  nenne  ich 
die  größte  Spannung,  welche  er  noch  verträgt,  d.  h.  bei  welcher 
er  noch  nicht  bricht,  die  höchste  zulässige  Spannung.  Für  die 
Functionierung  des  Instrumentes  am  günstigsten  ist  nun  nach 
meinen  Erfahrungen  eine  Spannung»  welche  nur  wenig  kleiner 
als  die  höchste  zulässige  Spannung  ist.  Für  mein  Instrument 
und  für  den  Fall,  dass  der  Draht  an  den  unteren  Scheiben 
liegt,  ist  es  etwa  die  Spannung  d'  oder  e". 

Nach  einer  Neuanlegung  des  Drahtes  darf  derselbe  jedoch 
nicht  gleich  auf  diesen  Ton,  sondern  zunächst  um  mehrere 
Tone  (etwa  eine  yuinte;  tiefer  gespannt  werden.  Sodann  fahrt 
man  den  Wagen  gleichmäßig  und  sehr  langsam  mindestens 
zweimal  bis  an  das  rechte  Ende  der  Schiene  und  zurück,  damit 
die  Spannungen  sich  ausgleichen,  und  spannt  darauf  nur  um 
einen  Zahn  der  Vorrathsrolle  weiter.  Dann  fährt  man  wieder 
langsam  mindestens  zweimal  hin  und  zurück,  und  wiederholt 
das  Vci tahrc-n  solange,  bis  jene  günstitrste  Spannung  nahezu 
(etwa  bis  auf  einen  Tonj  erreicht  ist.  Lässt  man  gleich  nach 
der  Wcilcfspannung  um  einen  Zahn  der  Vorrathsrolle  den 
Uraht  wiedererschallen,  so  tindet  man  den  Ton  in  der  Kegel  um 
etwa  eine  volle  oder  eine  kleine  Terz,*  nach  der  wiederholten 
Hin-  und  Rückfahrt  nur  noch  um  etwa  eine  volle  oder  eine 
kleine  Secunde  höher,  als  er  vor  der  Spannung  war.  Das  kleine 
Intervall,  welches  die  schließlich  erreichte  Spannung  noch  von 
jener  günstigsten  Spannung  trennt,  pflege  ich  vorderhand  (etwa 
bis  zum  nächsten  Tage)  bestehen  zu  lassen. 


>  Zuweilen,  alkniings  selten,  kommt  es  vor,  dess  <Ue  Brfcdiiufv  viel 
frMcr  (z.  B.  as  eine  kleine  Quinte)  gefunden  witd,  die  Spannung  abo  einen 

J'lötzlichcn  SpriiiT-  ausgefühn  hat.  (ii  solchem  Falle  muss  man  sofort  wieder 
um  einen  Zahn  zurückschrauben,  soiiüt  bricht  der  Draht  im  nächsten  Augen- 
blicke, jedenfalls  aber  Steher  bei  der  nächsten  Bewegung  des  Wagens,  —  und 
erst  mehrere  Hin-  und  Zurückrahrten  auslUhren. 
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In  den  ersten  Tagen  nach  einer  Neulegung  des  Drahtes, 
besonders  wenn  unterdessen  Umfahiungen  ausgeführt  werden, 
lässt  die  Spannung  allmahhch  nach,  so  dass  man  noch  zwei- 
oder  dreimal  veranlasst  ist,  den  Draht  wieder  um  einen  halben 
Ton  fester  zu  spannen,  um  den  früheren  Ton  wiederherzu- 
stellen. Später  sind  die  Zeitpunkte,  wo  eine  solche  Correctur 
nöthig  wird,  durch  sehr  viele  Umfahrungen  von  einander 
getrennt.  Eigenlhümlich  ist  jedoch  die  Erfahrung,  dass,  wenn 
ein  Draht  schon  mehrere  Male  eine  Wiederherstellung  des 
ursprünglichen  Spannungszustandes  erfahren  hat  er  dann  die- 
selbe Spannung  nicht  mehr  verträgt;  man  muss  sich  dann  mit 
einer  etwas  geringeren  (etwa  begnügen. 

Liegt  der  Draht  an  den  oberen  Scheiben,  dann  ist  die  für 
den  früheren  I'all  günstigste  Spannung  nicht  mehr  zulässig;  er 
verträgt  sie  dann  kaum,  wohl  wegen  der  stärkeren  Krümmung. 
In  diesem  Falle  ist  am  günstigsten  etwa  die  Spannung  k 
oder  c'.  — 

Ein  weiterer  Umstand  von  Einlluss  ist  das  Gleiten  der 
Messrollen  an  der  Kugel  (oder  genauer  gesagt,  der  Kugel  an 
den  Köllen)  längs  der  Tangenten  ihrer  Peripherien.  Ist  die  Frei- 
heit der  Rollenaxe,  sich  in  ihren  Lagern  zu  drehen,  infolge 
irgend  einer  der  sofort  anzuführenden  Ursachen  vermindert, 
dann  kann  diesem  (Weiten  sogar  ein  derartiges  sein,  dass  die 
Holle  bei  einer  Fahrt  des  Instrumentes  längs  der  _»'-Axe  sich 
überhaupt,  wenigstens  bei  gewissen  geographischen  Längen, 
nicht  dreht.  Dasselbe  tritt  natürlich  ein,  wenn  die  Kugel  nicht 
dauernd  durch  die  Stützrolle  angedrückt  wird  gegen  die  Mess- 
n>llen.  Sind  jedoch  die  niUhigen  Vorsichtsmaßnahmen  getrolTen 
worden,  dann  ist  dieses  Gleiten  nur  gering  und  kann  als  gleich- 
mäßig angesehen  werden.  Diese  Fehlerquelle  vereinigt  sich 
olTenbar  mit  dem  -metrischen  Fehler«  der  Messrolle.  m„,.  Eine 
sehr  eigenthüniliche  Beobachtung  des  Herrn  Bervy.'  wonach 
der  Betrag  der  entstandenen  Verzr)gerung  der  Holle  fast  unab- 
hängig sein  soll  von  der  durchlaufenen  Ordinatenlänge  (was 
als  ein  Grund  dafür  angeführt  wird,  bei  den  zu  analysierenden 
Zeichnungen  die  Ordinaten-Scala  möglichst  groß  zu  wählen). 


l.  c,  S.  S33,  Zeile  7  von  unten  bis  5  von  unten. 
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habe  ich  nicht  bestätigt  gefunden.  Denn  in  diesem  Falle  müssten 
meine  ohne  Berücksichtigung  eines  solchen  Verhaltens  aus- 
geführten Bestimmungen  der  Constante  mm  verschiedene  Werte 

eri?eben  haben,  je  nach  der  Länge  der  zu  diesem  Zwecke 
befahrenen  Ordinalen;  thatsachlich  aber  stimmen  diese  Werte 
befriedigend  überein.  — 

Ein  Vorgang  von  großem  Rinllusse  auf  das  VerhaUeii  des 
Analysators  ist  die  fortschreitende  V  erunreinigung  des  Instru- 
meiHes  durch  Staub  und  eventuell  auch  Rost.  Sie  findet  ihren 
Ausdruck  darin,  dass  verschiedene  in  der  obigen  Theorie  auf- 
gestellte Constanten  —  mit  dieser  Bezeichnung  war  zunächst 
nichts  weiter  gemeint,  als  Größen,  die  während  einer  Umfahrung 
als  constant  angesehen  we:- J  n  dürfen  —  ihre  Werte  allmählich 
»ändern;  ja,  mit  zunehmender  \'emnreinip;unc;  der  cinzehien 
Organe  wird  die  Wirkungsweise  der  letzteren  überhaupt  eine 
ungeselzniäüige,  oder  —  mit  anderen  Worten  —  die  bezüg- 
lichen Factoren  verlieren  ihre  Constanz;  man  merkt  dies  auch 
daran,  dass  dann  kurz  nacheinander  ausgeführte  Bestimmungen 
einer  Constante  keine  befriedigend  Übereinstimmenden  Werte 
mehr  geben. 

Der  auf  das  ganze  Instrument  fortwährend  niederfallende 
Staub  wird  nämlich  an  denjenigen  Stellen  der  (  yÜnder,  welche 
bei  den  Umfahrungen  in  Berührung  mit  der  Kugel  kommen, 
zusammengequetscht  und  bleibt  dort  haften.  Nach  einiger  Zeit 
wird  auf  der  Manteliläche  jedes  Cylinders  längs  des  mittleren 
Parallelkreises  dieser  Fläche  eine  dunkle  Linie  sichtbar,  die 
allmfthlich  immer  dunkler  wird.  Es  ist  eine  Schmutzschichte, 
titeichzeitig  constatiert  man  die  gleiche  Erscheinung  auch  auf 
den  Kanten  der  Rollen.  Wird  der  Apparat  dann  noch  nicht 
gereinigt,  so  erscheinen  bald  auch  auf  der  Oberfläche  der  Kugel 
zerstreute  Schmutzflecke.  Ferner  können  sich  Staubtheilchen 
zwischen  der  Theilungstrommel  der  Messrollenaxe  und  dem 
daneben  betindlichen  Indexborjen,  oder  in  den  Lagern  der 
Kollenaxe,  oder  schlieülicii  in  den  Lagern  der  die  Cylindcr 
tragenden  Walze  allmählich  anhäufen.  Alles  dies  beeinflusst 
selbstverständlich  die  auf  die  Drehung  dy^i  bezüglichen  Con- 
stanten. Soiange  jedoch  die  Verunreinigung  nur  wenig  fort- 
geschritten ist  —  es  gelingt  aber  durch  entsprechende  Maß- 
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nahmen  und  allgemeine  vorsichtige  Behandlung,  diesen  Zustand 
selbst  bei  täglich  mehrstündigem  Gebrauche  des  In- 
strumentes viele  Monate  hindurch  zu  erhalten  — ,  kann  die 
obige  Theorie  angewandt,  und  die  bezüglichen  Factoren  als 
Constanten  in  dem  Sinne  dieser  Theorie  angeschen  werden,  die 
nur  allmählich  fortschreitende  kleine  Änderungen  erfahren. 

Um  dies  zu  erreichen,  muss  man  das  Instrument  selbst- 
verständlich sowohl  außerhalb  des  Gebrauches  vor  dem  Staube 
schützen,  als  auch  —  soweit  dies  möglich  —  während  des 
Gebrauches  eine  Bestäubung  desselben  vermeiden.  .Außerdem 
aber  bürste  ich  jedesmal  vor  und  nach  dem  Gebrauche  die 
Laufräder  und  die  Cylinder,  manchmal  auch  die  Kugeln  und 
die  Celluloidringe,  mit  einem  weiclien  Pinsel,  der  dem  Instru- 
mente beigegeben  wird.  ab.  Den  auf  den  oberen  Balken  des 
Gerüstes  und  den  oberen  Flächen  der  Horizontalscheiben 
liegenden  Staub  muss  man  entweder  ruhig  liegen  lassen,  oder 
ihn  nur  dann  abstreifen,  nachdem  man  Vorsichtsmaßregeln 
getroffen  hat,  welche  sein  Herxmterfallen  auf  die  Organe  der 
Integrierapparate  verhindern. 

Ist  endlich  die  Verunreinigung  des  Apparates  zu  wet  fort- 
geschritten, dann  muss  man  eine  gründliche  Reinigung  seiner 
Organe  vornehmen.  —  eine  Operation,  die  freilich  die  Noth- 
wendigkeit  der  Neubestimmung  seiner  meisten  Constanten  zur 
Folge  hat.  Ich  umwickle  zu  diesem  Zwecke  den  kleinen  Finger 
mit  einem  ziemlich  weichen  Lappen,  dessen  Oberfläche  glatt 
(ohne  Härchen)  ist,  benetze  den  letzteren  mit  Petroleum  und 
wasche  damit,  während  die  Kugel  vom  Cylinder  abgehoben 
bleibt,  die  Oberfläche  des  Cylinders  rein.  Dann  wird  die  Kugel 
auf  den  Cylinder  heruntergelassen  und,  unter  zweckmäßigen 
Bewegungen  des  Instrumentes,  die  Oberfläche  der  Kugel  und 
die  Kanten  sämmtlicher  drei  Köllen  ebenso  gewaschen;  nur  ist 
bei  der  Waschung  der  Kollenkanten  der  Lixppen  auf  einem 
schmalen  Holzstäbchen  aufgewickelt.  Ferner  reinige  ich  auch, 
mit  Petroleum  und  einem  zugespitzten  Hölzchen,  die  Spitzen 
aller  Axen.  L'm  etwaigen  zwischen  der  Theilungstrommel  und 
dem  Indexbogen  befindlichen  Staub  zu  entfernen,  schneide  ich 
ein  Stückchen  Papier  mit  scharfen  Kanten  aus.  halte  dasselbe 
in  den  Zwischenraum  hinein  und  drehe  die  Rollenaxe  mit  der 
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Trommel  mehreremale  um.'  Zuletzt  werden  sämnitlichc  Axen 
^auch  die  Spindel  der  Horizontalscheibc)  in  ihren  Lagern  ein- 
geölt. Die  freie  Drehbarkeit  der  Messrolle  wird  geprüft,  indem 
ihr  an  der  Trommei-Manteinäche  ein  leichter  Antrieb  ertneilt 
wird,  der  jedoch  wegen  Schonung  der  Axenspiizen  möglichst 
ausschließlich  in  der  Richtung  erfolgen  soll,  welche  sowohl 
zum  Radius  als  auch  zur  Axe  senkrecht  ist.  Die  Rolle  soll  sich 
dann  lebhaft  spielend  drehen  und  langsam  auslaufen.  An  der 
Lagerung  der  Rollenaxe  tindet  man  eine  Vorrichtung,  welche 
es  ermöglicht,  die  gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Lager- 
holzen (.  in  weniü;  zu  ändern  -'Jer  auch  das  ganze  Bolzenpaar 
ein  wenig  in  der  Kichtung  der  Axe  zu  verschieben.  Die  letztere 
Verschiebung  kann  dazu  benutzt  '.verden,  einen  Innreichend 
breiten  Zwischenraum  zwischen  der  Trotnmei  und  dem  mdex- 
tragenden  Segment  herzustellen;  dieser  Zwischenraum  soll 
eher  zu  breit  als  zu  eng  gehalten  werden.  — 

Die  Instrumentalconstanten  weisen  zweierlei  Art  ihres 
Verhaltens  auf. 

Die  einen  unter  ihnen  erfahren,  wenn  das  Instrument  rein 
gehalten  und  umsichtig  behandelt  wird,  nur  allmählich  fort- 
scrireitende  kleine  Änderungen  und  bleiben  m  langen  Zeit- 
räumen mit  hinreichender  Genauigkeit  constant.  Dies  sind  die 
Constanten  aller  Orientierungs-  und  Positionsfehler,  -  abge- 
sehen natürlich,  soweit  diese  Constanten  Winkel  sind,  von  der 
in  ihnen  enthaltenen  Anfangs-Drehungsphase  des  bezüglichen 
Organs  des  Instrumentes.  Bei  dem  Cyltnder  wird  die  Anfangs- 
Drehungsphase  (d.  h.  die  der  Stellung  y^O  des  Stiftes  ent- 
sprechende) im  allgemeinen  bei  jeder  neuen  Aufstellung  des 
Instrumentes  eine  andere  sein,  und  die  einmal  bestimmten  Werte 
der  Constanten  F,,.  K,,  miisson  daher,  bevor  sie  für  ein  anderes 
Mal  angewendet  werden,  um  den  Unterschied  der  alten  und 
der  neuen  Anfangs-Drehungsphase  vergrößert  beziehungsweise 
verkleinert  werden;  zu  diesem  Zwecke  muss  also  dieser  Unter- 
schied ablesbar  sein.  Ich  habe  deswegen  an  der  ebenen  Fläche 
des  einen  Laufrades  eine  ganz  rohe  Winkeltheilung  und  neben 
dem  Laufrad,  mit  der  hinteren  Gestellschiene  fest  verbunden, 

>  Dies«  Mafiregel  habe  ich  einer  Broschüre  des  Herrn  Coradi  Uber  seine 
Pltnimeier  entnommen.  (Die  Pianimeter  Coradi.  Züricli,  IROS.) 
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einen  Index  angebracht,  der  das  Laufrad  nicht  berührt.  Die 
Theilung  geht  von  10"  zu  10°.  lässt  also  noch  einzelne  Grade 
schätzen;  eine  auf  5°  genaue  Ablesung  genügt  indessen  sicher 
für  den  vorliegenden  Zweck.  Die  Constanten  K„,  K  enthalten 
wieder  die  Anfangs-Drchungsphasen  (d.  h,  die  der  Stellung 
,r  =  0  entsprechenden)  der  Horizontalräder  des  Instrumentes; 
diese  können  sich  in  einem  hier  zu  berücksichtigenden  Betrage 
nur  bei  Gelegenheit  einer  Neuiegung  des  Drahtes  ändern.  Dies 
wird  am  einfachsten  dadurch  berücksichtigt,  dass  man  bei 
einer  solchen  Operation  darauf  achtet,  dass  die  in  Betracht 
kommenden  Kader  nach  der  Operation  ungefähr  dieselbe  Lage 
haben  wie  vorher;  hiezu  genügt  die  Anbringung  einer  Marke 
an  der  oberen  Klüche  jedes  Rades  und  Beobachtung  ihrer 
Coincidenz  mit  einer  entsprechend  gewählten  oder  absichtlich 
hergestellten  Marke  an  dem  zugehörigen  Theile  des  Gerüstes. 

Im  Gegensatz  dazu  zeigen  die  Constanten  h„  und  %,i  ein 
zufalliges  Verhalten  und  müssen  für  jede  Analyse  besonders 
bestimmt  werden.  -j„o  führe  ich  nicht  an,  weil  die  Differenz 
'Jui; — '3«!  wieder  von  der  ersteren  Art  ist.  Die  Veränderlichkeit 
der  Constanten  h„,  i,,!  erklärt  sich  wohl  durch  kleine  (und  die 
größeren,  künstlichen)  \'ariationen  der  Spannung  und  sonstige 
Vorgänge  im  Draht;  zum  Theil  vielleicht  auch  durch  die 
ungleiche  Temperaturausdehnung  der  Längeneinheit  (Stahl), 
des  Drahtes  (Silber)  und  der  Scheibe  (Messing).  Die  Fehler  i„i 
und  !„■:  kann  man  vor  jeder  Analyse,  beide  gleichzeitig  um 
denselben  Betrag,  verringern:  eine  eigene  Justiervorrichtung 
nämlich  erlaubt  es,  nach  Lockerung  einer  Schraube  den  ganzen 
Integratorrahmen  bei  stillstehender  Scheibenspindel  um  diese 
beliebig  zu  drehen  und  dann  wieder  an  ihr  festzuschrauben; 
ein  kleiner  Fehler  wird  aber  natürlich  immer  bleiben.  — 

.Als  den  letzten  physikalischen  Umstand  von  Einfluss  auf 
die  Functionierung  des  Analysators  erwähne  ich  die  Tem- 
peratur. Um  diese  stets  unter  Controle  halten  zu  können,  habe 
ich  an  geeigneter  Stelle  des  Gerüstes  ein  Thermometer  ange- 
bunden, das  also  immer  mit  dem  Analysator  mitfährt.  Nach 
dem  Herausnehmen  des  Instrumentes  aus  dem  Kasten  stieg 
gew  öhnlich  die  Temperatur,  einige  Zeit  lang,  im  ganzen  um  1° 
oder  P/s"  C.,  bis  sie  stationär  wurde. 
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Durch  Temperaturwechsel  ändert  sich  der  Gang  der  Mess- 
lOlle  infolge  ungleicher  Ausdehnung  des  Materials  des  Kähmens, 
in  welchem  sie  gelagert  ist  (Messing?),  und  der  Rolienaxe  (Stahl). 
War  das  Instrument  an  kühlem  Orte  aufbewahrt,  so  wird  die 
Rolienaxe  im  Anlange  /.u  wenig  Spielraum  und  dadurch  die 
Kolle  einen  tragen,  schweren  Gang  haben,  was  die  Cunstante  m„, 
beeinflussen  würde.  Um  dem  vorzubeugen,  erwärme  ich  den 
Rahmen  der  Rolienaxe  mit  der  Hand  etwas,  che  das  Instrument 
in  Gebrauch  genommen  wird*;  ich  halte  ihn  zu  diesem  Zwecke 
etwa  1  Va  Minuten  zwischen  den  Fingern, 

Ob  die  übrigen  durch  Temperaturwechsel  hervorgerufenen 
Änderungen  in  den  Dimensionen  des  Instrumentes  einen  merk- 
lichen Eintluss  auf  diese  oder  auf  andere  Constanten  haben 
ki*nnen.  vermag  ich  auf  Grund  meiner  Erfahrungen  nicht  zu 
eni^cheiden.  Meine  Beobachtungen  zeigen  einen  deutlich  aus- 
gesprochenen Einfluss -dieser  Art  nicht  Sie  bewegen  sich  aber 
auch  innerhalb  ziemlich  enger  Temperaturgrenzen;  denn  es 
war  das  gerade  angestrebt,  in  nicht  zu  verschiedenen  Tempera- 
turen zu  arbeiten.  Die  niedrigste  in  meinem  Beobachtungs- 
joumal  notierte  Temperatur  ist  ■+■  18*  C,  die  höchste  -«-27'*  C; 
innerhalb  dieser  Grenzen  also  ist  eine  solche  Abhängigkeit 
nicht  zu  constatieren. 

Immerhin  dürfte  es  keine  übertriebene  Vorsicht  gewesen 
sein,  wenn  darauf  geachtet  wurde,  dass  walirend  einer  Be- 
fahrung  die  Temperatur  ungefilhr  coastant  bleibe.  Sicher  aber 
ist  es  von  großer  Wichtigkeit,  dafür  zu  sorgen,  dass* das 
Instrument  dabei  möglichst  gleichmftßig  erwärmt  sei.  Bei 
den  feinen  Constantenbestimmungen,  wo  mitten  innerhalb  einer 
Operation  mehrere  Male  genaue  Ablesungen,  sei  es  an  dem 
Wagenindex,  sei  es  an  den  Trommeln  der  Integrierapparate, 
gemacht  werden  müssen,  konnte  es  leicht  vorkomn:;en,  dass 
die  nahe  daran  befindlichen  Organe  des  Instrumentes  durch 
die  Ausstrahlung  des  Kopfes  des  Beobachters  in  schädlichem 
Orade  plötzlich  erwärmt  werden;  in  solchen  Fällen  scheint  es 
nach  meinen  Erfahrungen  von  gutem  Erfolge  zu  sein,  nach  der 
Ablesung,  durch  Anfächeln  der  betroffenen  Theile  von  ver- 
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schiedenen  Seiten  mit  der  Hand,  in  der  Umgebung  derselben 
eine  Luftcirculation  zu  erzeugen  und  dann  einige  Zeit  (z.  B. 
2  Minuten)  zu  warten,  ehe  die  Befahrung  fortgesetzt  wird.  Aus 
derselben  Rücksicht  auf  Constanz  und  namentlich  Gleich- 
mäßigkeit der  Temperatur  soll  man  auch  nie  bei  künstlicher 
Beleuchtung  oder  in  direcler  Sonnenstrahlung,  sondern  nur  bei 
ditTusem  Tageslichte  mit  dem  Analysator  arbeiten. 

Dass  die  Fenster,  namentlich  bei  kühler  Witterung,  ge- 
schlossen zu  halten  sind,  braucht  kaum  besonders  her\'or- 
gehoben  zu  werden,  da  dies  auch  sonst,  um  Staub  fernzuhalten, 
erforderlich  ist.  — 

Endlich  muss  während  der  Befahrungen  jeder,  auch  der 
leiseste  Anstoß,  sei  es  an  das  Instrument  selbst  oder  an  den 
Arbeitstisch,  sowohl  wie  jede  stärkere  Erschütterung,  streng 
vermieden  werden,  weil  unter  Umständen  dadurch  die  .Ab- 
lesungen, oder  auch  gewisse  Constanten,  sich  ändern  können. 
Zur  Vermeidung  von  Erschütterungen  ist  besondere  Aufmerk- 
samkeit nothwendig  beim  Einlegen  des  Instrumentes  in  den 
Kasten.  Beim  Schließen  des  Kastens  endlich  ist  darauf  zu 
sehen,  ob  die  an  dem  Deckel  angebrachten  Holzeinlagen,  die 
das  Instrument  festzuhalten  bestimmt  sind,  keinen  Druck  auf 
ihre  .Anlchnungspunktc  am  Instrument  ausüben.  Ein  solcher 
Druck  auf  den  oberen  Zapfen  der  Horizonlalscheibe  z.  B..  mag 
er  auch  für  die  schließende  Hand  nur  einen  geringen  Wider- 
stand bieten,  genügt  schon,  die  Ebene  der  Rollenaxen  hinunter- 
zudrücken, so  dass  nachher  die  Wollen  bei  Gebrauch  des 
Instrumentes  die  Kugel  nicht  mehr  in  Punkten  eines  größten 
Kreises  berühren,  und  infolge  dessen  unter  Umständen  sogar 
die  Drehung  der  Rollen  unterbleiben  kann. 

Zu  einer  Bemerkung  gibt  noch  Anlass  die  Einrichtung  der 
Bremse.  Bei  meinen  Bestimnnmgen  namentlich  der  auf  die 
Cylinder  bezüglichen  Constanten  konnte  ich  so  lange  zu  keinen 
irgend  befriedigend  übereinstimmenden  Resultaten  kommen, 
bis  es  mir  einfiel,  auf  das  F3remsen  ganz  zu  verzichten.  Dieses 
geschieht  bei  meinem  Instrument  durch  eine  Schraube,  deren 
Mutter  in  dem  rechten  Querbalken  des  unteren  Gerüstrahmens 
sich  befindet  und  deren  Spitze  beim  Bremsen  gegen  die  äußere 
ebene  Fläche  des  rechten  Laufrades  drückt.  Diese  Bremse  hebt 
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also  das  Rollen  des  Instrumentes  auf  die  Weise  auf,  dass  die 
linke  Spitze  der  Axe  der  Cylinder  in  ihr  Lager  eingepresst 
wird.  [Genauer  gesagt,  bleibt  vielniehr  die  Walze  der  Cylinder 
durch  die  Laufräder  auf  dem  Tische  ruhen,  dagegen  wird  das 
ganze  Gerüst  zusammen  mit  allen  Integrierapparaten  nach 
rechts  verschoben,  so  lange,  bis  das  linksseitige  Lager  an  die 
Spitze  der  Walze  fest  angepresst  ist]  Es  ist  klar»  dass  dieser 
Vorgang  an  sich  schon  Fehler  in  den  Anzeigen  der  Rollen 
bewirken  kann.  Femer  aber  kann  man  nicht  erwarten,  dass 
nach  Losbremsung  der  ursprüngliche  Zustand  des  Instrumentes 
vollständig  wiederhergestellt  ist,  vielmehr  wird  nach  wieder- 
holter Bremsung  das  Gerüst  dauernd  gegen  die  Laufräder  und 
das  Papier  mehr  oder  weniger  verschoben  bleiben,  und  ander- 
seits kann  (was  wohl  noch  wichtiger  ist),  infolge  des  ganz 
unsymmetrischen  Eingriffes  der  Brenisschraubc  in  Bezug  auf 
die  Axe  der  Laufräder,  eine  Ausbiegung  der  Endstiicke  der 
Axe  entstehen,  beziehungsweise  verändert  werden. 


24.  In  den  vorangegangenen  Discussionen  sind  die  Glieder 
gefunden  worden,  welche  durch  die  einzelnen  Fehlerquellen  zu 
dem  Ausdrucke  fQr  d\fLni  oder  zu  dem  für  ^nt  geliefert  werden. 
Fasst  man  diese  einzelnen  Ergebnisse  zusammen,  so  .erhält 
man  folgende  Formeln,  in  denen  die  Coordinaten  des  Fahr- 
stiftes, s  die  von  ihm  durchlaufene  Bogenlänge  ist: 


Zusammenfassende  Formeln. 


(38) 
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und 

.    _  —2nxx 
'>Hi  —  +-'»Ni-*- 
c 

iMe,  sinf  ""^^  +V'n] — sin  E„  -»-»is  sin(— +e\ — sin  E 

""'1 ;  (39) 

wo  zwei  Ausdrücke  in  einer  geschweiften  Klammer  über- 
einander stehen,  gelten  die  oberen  für  die  Hinfahrt,  die  unteren 
für  die  Rückfahrt;  die  Klammer:  [cyclische  Glieder]  vertritt 
Glieder,  deren  Integral  —  0  ist,  wenn  die  Integration  längs 
einer  geschlossenen  Contour  ausgeführt  wird. 

In  den  Coefficienten        ,       ,  -r^-  ist  es  offenbar  erlaubt, 

Mnt    Mni  Mm 

j\f„i  =        zu  setzen,  wodurch  diese  Coefficienten  von  dem 

Index  I  unabhängige  Constanten  werden;  wir  führen  dann 

j.       .    .      .       (V  .1       7"*5tnm      X||.5inm      7«'^>nni  , 

die  abstractcn  Zahlen   ,  — ;r,  ,  — ^         als  neue 

Mm  M„,  M„i 

Constanten  ein,  die  wir,  um  die  Bezeichnungen  nicht  zu  ver- 
mehren, wieder  mit  den  Buchstaben  7»,  x»,  ^«  bezeichnen 
wollen.  Diese  Buchstaben  in  ihrer  früheren  Bedeutung  werden 
von  nun  an  nicht  mehr  vorkommen.  Ferner  führen  wir.  da  die 
Functionen  /ni(M„,,5),  ^„,(.M,y,5)  von  der  Dimension  (Länge)"' 

sind,  statt  derselben  die  Bezeichnungen  ^"^^^^  ^  Gn^j,s) 

5  mm  5  mm 

ein,  so  dass  die  Ausdrücke  F„i{M„i,s),  G„j(M„j,s)  abstracte  sind: 
•^'hi(M«i,  s)  = 

=  —  —  —  sm         M,,)  sm  X«,  cos  X»,  cos  {s,  x)+ 

36  K„  +  C„ 

+  [sin      -h  M„,)  —  cos  (ji,,,-!-  M,..)]  sin  X,,  sin  (s,  x)  (22') 
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=  (- ly  ^  sin      +  M.y)  sin^  X«,-l  j  cos  (5, 

—      Sin  (^y+M,^)  sin  X«,-  sin  (s,  (22') 

An 

Mittels  der  genannten  Bezeichnungen  hat  man  die  beiden 

Formeln 

+  5^<^*'^(z;  smX«,^j.+  sin(^£  +K„)  cosX„,ii^+ 
+  F—  Sin  Kiäy-^ 

5  mm 

+  [cyclische  Glieder]  (38') 

und 

(39). 

Die  Größen;  7,,.  5„i,  o„g,  M„, ,  M««;  x„,  y„,  K„;  s„,  K„; 
/»,:  und  /;',:  5„i,  a„2  und  n'„i,  a'„2  ^iiul  unbekannte  Instrunienlal- 
constanlen  des  «ten  Integrierapparaies,  s,  E  von  «  unabhängige 
unbekannte  Insttumentalconstanten  de"=i  Analysators.  Sie  alle 
sind  abstracte  Zahlen  und,  mit  Ausnahme  der  mit  griechischen 
Majuskeln  bezeichneten  Winkel,  von  der  ersten  Ordnung  klein; 
die  Function  ^ni^)  besteht  ebenfalls  aus  Gliedern  mit  constanten 
Factoren  erster  Ordnung.  L,  H,  c  sind  bekannte  Constanten: 
Z.=  23*62dmin,  .f/  :=  lö'71niin»  C  =  360min. 

25.  Beschreibt  nun  der  Fahrstift  eine  Curve  S  von  einem 
Punkte  A  (x  =z  0,  y  =  y^)  bis  zu  einem  Punkte  B  (x  =  c, 
y=ye  Ja,  vgl.  S.  7)  und  kehrt  dann  vom  Punkte  B  geradlinig 
zurück  zum  Ausgangspunkte,  so  erhält  man  dieCesammtdrehung 
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der  Rolle  M„,  (i  =  \  ,  2),  wenn  man  den  Ausdmck  über  die 
ganze  vom  Fahrstift  beschriebene  Contour,  S,  integriert.  Man 
setze  nun  (39)  in  (38')  ein,  wobei  man  sich  wieder  auf  Glieder 
erster  Ordnung  beschränkt.  Man  bedenke  ferner»  dass  für  den 
geradlinigen  Theil  BA  des  Integrationsweges  das  Integral  aller 
Glieder,  welche  mit  dy  multipliciert  sind.  Null  ist;  auch  in  dem 


Fig.  8. 


Integral  des  Gliedes  -^—n  cos{  ~ 
°  5  mm  \l. 


' — 2n7tx 


^  +  r„)sin(:  ^ 

l<ann  das  integrationssymbol  durch ^  ersetzt  werden,  da> 
aufdemKückwege  constant  und  /       sinf —  \-A.lAäxz:^0 

%J  X  ~  C 

ist  Außerdem  tritt  in  den  von  der  Excentricität  des  C  \  l  uders 
herrührenden  Gliedern  eine  Vereinfachung  ein.  Setzt  man 

nämlich  für  den  Augenblick 


U {xy)  —  —  sin      -I-    j  cos  — - —  +  AJ , 

V{xy)  —  cos      H-       sin  ^n^^Ef  +  A«^ j , 


so  kann  man  das  Integral  der  beiden  erwähnten  Glieder  längs 
der  Contour  £  so  schreiben: 


1 

ö  mm 


üigiiized  by  Google 


Theorie  des  harmonischen  Analysators.  805 

Das  zweite  dieser  integrale  fällt  aber  weg,  nach  dem  bekannten 
Satze  der  Theorie  der  Curvenintegraie,  dass  für  jede  geschlossene 
Contour  £  das  Integral 

jU{xy)äx-hV(xy)dy  =  0 

ist,  wenn  innerhalb  derConlour  die  Functionen  und  F  sowie 
ihre  ersten  Ableitungen  stetig  sind  und  dortselbst  die  Relation 

I 

erfüllt  wird. 

Man  erhält  also  für  die  Gesammtdrehung  der  Messrolle  bei 
der  Umfahrung  den  Ausdruck 
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Wurde  die  Umtahruiig  wiederholt  mit  um  180°  veränderten 
Ant  angs-Drehungsphasen  MuhMns  der  Messrollen,  und  bezeichnet 


t/ft,,,  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Gesammtdrehungen 


der  Messrolle  Mni,  so  fällt  in  der  Formel  (40)  die  letzte  Zeile  weg. 

26.  Zwei  Fragen  sind  jetzt  auf  Grund  der  erhaltenen 
Fonneln  zu  beantworten.  Erstens:  wie  man  die  Instrumental- 
constanten  experimentell  bestimmen  kann.  Zweitens:  wie  man 
bei  der  harmonischen  Analyse  der  vom  Fahrstift  beschriebenen 
Curve  aus  den  Ablesungen  eines  Analysators^  dessen  Instru- 
mentalconstanten  bestimmt  sind,  die  Coefßcienten  der  gesuchten 
EntWickelung  zu  berechnen  hat. 

Ich  will  zuerst  die  letztere  Frage  erörtern. 

Corrigierung  der  Cocfftcienten  der  Fourier'schen  Reihe  wegen 


27.  Beschreibt  der  Fahrstift  einen  beliebigen  Weg,  so  ist 
die  Ablesung  über  den  befahrenen  Weg 


wo  das  Integral  über  den  befahrenen  Weg  zu  erstrecken  ist. 
Ich  nehme  nun  an,  der  Fahrstift  habe  eine  Curve  5. 

V  —  /(a),  vom  Punkte  x  tu  0,  v  =  r,,  bis  zu  dem  Punkte  x  —  c, 

V  =:_>v  beschrieben,  sei  darauf  von  dem  letzteren  geiad- 
liniü:  zum  Ausi^angspunkte  zurückgekehrt,  man  habe  dann, 
ohne  die  Autstclluni^  des  In'^trumente'^  zu  ;mdei-n,  die  Mess- 
rollen  um  IcSO"  gedreht  und  die  Umialiruiig  wiederholt;  man 
habe  beide  Male  die  Ablesung  über  die  gesammte  ümlahrungs- 
bahn  1  gebildet,  und  aus  diesen  beiden  Ablesungen  das  Mittel 
genommen, 

Dividiert  man  Onu  «»2  durch  n  und  multipliciert  den  Quo- 
tient mit  1  cm,  so  erhält  man  einen  genäherten  Wert  der 
Coefficienten  der  Fourier'schen  Entwickelung  der  Function 
y—f{x).  Die  genauen  Werte  dieser  Coefficienten  aber  sind 


der  Instrumentalfehler. 


sm  i 


c 


'¥\nz)äy.  Es  sind 
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also,  nach  der  Gleichung  (40),  die  Correctionen  Aa'«,  A^, 

welche  man  zu  den  CoefTicienten  a«,  hinzufügen  muss,  um 
die  correcten  zu  erhalten,  folgende: 


=  +7.^cos  g  +  r„)  sin  {-i^  +A:.)  4x+ 

+«„-^J^  |sin         H-E,)  —sin  E„|  cos  (^^^^  +A;,j  </j+ 

JsnKc      \    c  "V 


'S 


»•-^  -2.7:  Hn^i       (l-  ^  '^")      (  - 

rr  .  /2«i»r             .      1       '-2nttx        \  . 
j  l^sin  ^— j  h  h„j  — sin  h„  cos  \^ —  h  A„gj 

•l-e.i  f  Isinf  ^+K/ — sinK  cos (— +AJ,14y+ 

Es  bleibt  nur  übrig,  die  in  den  je  fünf  ersten  Zeilen  ent- 
haltenen Integrale  auszuwerten» 

Zu  diesem  Zwecke  theile  ich  die  Bahn  y  =  f{x)  in  solche 
Abschnitte,  dass  jeJer  Abschnitt  entweder  kein  der  v-Axe 
paralleles  Stück  enthält,  oder  i^iinz  ein  solches  Stück  i.^i.  ich 
bezeichne  die  ersteic  Kategorie  mit         die  letztere  mit 

SiUb.  d.  mathem-naturw.  Ci. ;  CX.  lid.,  Abth.  11.  a. 
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Das  Operationssymbol  1    bedeutet  die  Summe  sämmtligher 

J{S) 

bestimmten  Integrale  einer  Function,  welche  gebildet  sind  über 
die  einzelnen  Abschnitte  (5);  das  Operationssymbol  [  ],.<»)  die 

Summe  sämmtlicher  Substitutionen,  welche  gebildet  sind  über 
die  einzelnen  Abschnitte  lS);  das  Operationssymbol  [  ]^^^  die 
Summe  siünnulicher  Substitutionen,  welche  gebildet  sind  über 
die  einzelnen  Abschnitte  [S]. 

Es  ist  nun  offenbar 


^  4-  r«j  sin  ^ — H-  AS,j  äx  = 


=  cos  Tn  •  f  cos  ^  sin  (  — -J!^  ^      .  J  jr^_ 
-sin  r„  .jf^  sin  £-  sin  +  AÄ<)  dx.  (42) 

Die  Functionen  cos     ,  sin     von  x  genügen  offenbar  in  dem 

Intcrvnl!  0  ^  .r  ^  c  allen  Dirichlet'schen  Bcdinginii^en.  bleiben 
terner  in  demselben  endlich,  haben  keine  Unstetigkeitspunkte, 
haben  der  j'-Axe  parallele  endliche  Stücke  nur  dort,  wo  die 
Function  y  solche  hat,  und  haben  ilire  P2ndwerte  gleich  den 
Anfangswerten.  Die  Fourier'schen  Entwicklungen  derselben, 


V  =  C30  V  =  OO 


cos^=4p-+-    \   ^ycos  1-    ^    5»sm  , 


L  »  ■    Z-,      —    c     '    ^    '  c 


m^  —  A'+   >    ^'ycos  1-    >    B,'sm — ' — >, 

V  =  1  ^—1 


sind  infolge  dessen  Reihen,  welche  innerhalb  jeden  Abschnittes 

der  Kategorie  (S)  gleiciimiifüi;  convcrgicren  und  in  jcaem 
Punkte  eines  solchen  genau  diese  Functionen  darstellen.  Man 
kann  also  dic>e  Reihen  in  (42)  einsetzen  und  die  angedeuteten 
Integrationen  gliedweise  auslühren;  man  erhält 
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-f-  r„)  sin  ( +  AJ,)  dx  = 


=  cos  r«'  j      f  sin  (  ^"^^  +  AS,')  äx  + 


(  J(S) 

=00 

\  A,  \  cos  sin  \  h  AS»  1 

J(S)         c  .     c  ) 

t»as  1  * 


o  r  .  tmx  .  f-2nKX  .o  \  , 
>  J?v  i  sin  sin  i-K,]äx 

Z^^    J(S)       f        ^    ^  ^ 


in  r^.  ^  .4;  r  sin  ( +  ASi)  dx  + 

-00 

>  Ait  I  cos  sin !  —  +  AI,  1  dx-l- 

xssQO  \ 

>  B',  j   sin        sm  — ^  h  A^^ j  \ 


V  t=00 


Es  ist  l<iar,  dass  nichts  geändert  wird,  wenn  man  rechts  die 
Symbole  j    durch  j        ersetzt  Man  findet  auf  diese  Weise 

/  cos(-:  +I„^sin(-  i-A;,iji/^  = 

=  COS  r„  ^  Bn  —  sin  r„- 
/  2  2 

''cosi^  +rJsinr^--+A^jJ.v  = 

=:  —COS  r„'  ^  >1„  +  sinr„>  —  An. 
2  2 

Das  Integral  /  cos    )  +  K,,  1  sin  (  I  dy,  welches 

in  den  zweiten  Zeilen  der  Formeln  (41)  steht,  ist  gleich 

54* 
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2hkL  C  .  i  y         ,  i-2nxx 


c 


indem  man  dieses  letztere  so  behandelt,  wie  das  Integral  der 

ersten  Zeilen,  findet  man 

^  j  cos  \^~^  +  K„j  sin  i^^—^i    AÜij  äy  — 

=  — cos  K„.Lm::^'„ — sin  )\„.LiizAu 

cos      +  K„j  sin  (^-^  ^"  +  A'^gj  äy  = 

=  — cos  Kn.LnzB'a    sin  K^.Lwnß,,. 

Ferner  hat  man 

J'                       -  2fivx 
( — sin  E„)  cos  —  h  Aäi jäy        sin  E« .  «k/?« 

/  J  ( — sin  E«)  cos  ^— ^  +  AJ2)     —  — sin  E» .  fman . 
Ebenso 

I  J  {—sin  E)  cos      ^  "~  +A*ij4y  =    sin  E.iiic^k 

I    /  (  — smE;cos( — ^^-t-Aä2/<^  =  — sinE.j/sa«. 
Ferner 

.s" 

=  —cos  h„  l  -.r  sm  dy—sin  h„  l    y  +  tt  cos    —  f  äy 


1^,  1       !        4;/r:.v  v         ♦        Ti    •    "^^'^  j,, 
=  — cosE«  /  i    —    cos         )t/>'— sm  E„  I  ^  sin    ~  äy 
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oder 

^    j  sm   hKj  cos  \^ —  h Aüi j dy  = 

=  cos  £» .  fiico^M — sin     •  ''«7^2» 

cos  (^^^  +  AJia)  dy  = 

cos  E„.i;K^2»i+i>in  E„.nÄt/2«. 


sin   


Die  noch  übrig  bleibenden  je  zwei  Integrale  in  den 
Formeln  (41)  berechne  ich  durch  Anwendung  der  Trans- 
formation 

i\{x),dy  =  [^{x).y]^^  f  y^äx.  (43) 

Man  hat  hienach 

^j^sm{^ +h)  cos  — dy^ 

H-smE J  y  (    ^  sin  g:  cos   V^^^H     ^ /  ' 


A5> 

oder 
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S                    cas?^<^y=  —  sin  (^-hEj  ■>'^-^- 
H-cosE.|.i,j^-  J^cos-^cos  — Ar  T         H  '^'j 


.PI     I      1         -        2i»icr  ^       2«::  x   .  2>nr  ^ 

SinB.^</o|  „  I  sm      COS-  -^    4x-^~y-  j  cos  —  sin -^Jr 


WO  das  Symbol  ^  eine  auf  die  Werte  v  =r  I»  2, 3, . . .  erstreckte 

"  c 
Summation  bedeutet;  oder,  indem  man  die  Constante  k  = 


Mi 
einführt, 

—  /  sin  f  ^  H-  E )  cos         «fjK  SB   COS  fi.  J  sisi  •^•(4»— J'^) 


' sin  B.  I  (cos  ^  —  l )  •<«(>— 


sin  ( ^  -hEj  sin  ^^-^  «fy 
behandeln.  Führt  man  die  Bezeichnungen  ein; 


lern  er 
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1» 

»     U      1^1    •(.(K-f-v)«— *«  («— v)S— *»J 

c_  \^±^r_  V*   vjfc    ] I 

H  'Za2    *L  (n+v)«— »«  (1,— V)« — *«  J I ' 


+sin 


— sin      ■  —  -  , 
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—  Zahlen,  welche  man,  für  das  ge.L;ebeiie  Instrument,  mit  den 
Argumenten  n  und  v  ein-  lür  allemal  tabulieren  kann  — ,  so  hat 
man  einfach 


Wendet  man  die  Transformation  (43)  endlich  an  auf  die 
Integrale,  welche  in  den  fünften  Zeilen  von  (41)  stehen,  so 
findet  man 


noch  etwas  einfacher  schreiben,  wenn  man  berücksichtigt,  dass     =  i$t; 

y 

er  wird  dann:  wobei 
ist. 
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WO  2  auf  die  Werte  v  =  1,  2, «—1,  m-l,  «+2,  ...  zu 

erstrecken  ist. 

Setzt  man  die  obigen  Aii-^driicke  der  Integrale  in  (41>  ein  vmd 
gebraucht  anstatt  der  bisherigen  neue  Instrumentalconstanten: 

7«  cos  r„  =    ,  tn  sin  r«  =  fff, 

8„  cos  E„  =  «; ,  8,  sin  E„  =  sj,', 


s  cos 


«m— «£  sin  K  =:  -j«!, 
9„s— »e  sin  £=:  01,2, 

>o  erhält  man  die  Formeln  zur  Corrigierung  der  Coefficienten 


II 


/2a/o-^)sin,^      ,  \  1 
 ^-  ->  i7,,p,,„    +8".    ;  Kq^,t 

**  2ä         ^    2«  " 

vi]  ^^*»''» v2  ^^'■'» 

+  h„'{^a„+  ^ — bn  >  t,  \ 


(44) 
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Dass  die  in  (44)  vorkommenden  Reihen  convergieren,  lasst 
sich  sehr  leicht  in  allgemeiner  Weise  zeigen.  Bekanntlich  exi> 
stiert  immer,  wenn  a«,  ^»  (v  =  1,  2,  3, ...)  Coefficienten  in  der 
Entwicklung  einer  Function  sind,  welche  den  Dirichtefschen 
Bedingungen  genügt  und  endlich  bleibt,  eine  endliche  Zahl  3 
von  der  Art,  dass  für  alle  v  die  Ungleichheiten  bestehen 

Es  ist  nun  [das  »  in  den  Formeln  (44)  ist  natürlich  eine 
endliche  Zahl] 


 1^ 


also,  da  ifc  <c  4  ist, 


VA« 


Ijie  Reihen 


V  =oo  V  =oo 

V 


Vfl     ~  und  (umsomehr)    V  a,    .  ^^-^  (45) 

sind  daher  absolut  convergent  Umsomehr  convergieren  die 
Reihen 

aus  der  Convergenz  der  Reihen  (46)  und  der  Reihen  (45)  folgt 
aber  diejenige  der  Reihen 

(«— v)«  ,  («H-v)« 

>  '»»T^^ — X«    M     und      )  rt,.- — r„ — TT-  (4^; 
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Infolge  der  Convergenz  von  (45)  convergieren  die  Reihen 
y  ^v^i.,»;  infolge  der  Convergenz  von  (47)  die  Reihen 

Ähnlich  ersieiu  man  die  Conx  ergenz  der  Reihen,  welche 
in  den  Coefficienten  bei  hn  stehen.  Es  ist 


t^co  :      v  =  oo  fi  =  <»,  ^ 


— -s^^v  bewiesen  ist. 
Umsomehr  convergiert  die  Keihe  ^   ^-a». 

28.  In  der  praktischen  Anwendung  der  Formeln  (44) 
können  diese  Siüiinien  nicht  genau  berechnet  vv'crden,  \\  eil  die 
Cüelticienten  a^,  t.,  für  v>  A'  im  allgememen  unbekannt  sein 
werden.  Die  Anwendung  des  .Analysators  mit  A*  Integrier- 
apparaten setzt  schon  voraus,  dass  bei  der  zu  analysierenden 
Curve  die  Summen 

^1  2vsx 


und 


OvCOS 


V  =  oo  ^ 


^    c  1  rt 


V   t>^  sin 
  c 


vernachlässigt  werden  dürlen.  In  dieser  Voraussetzung  ist. 
streng  genommen,  die  Eigenschaft  nicht  enthalten,  dass 

V  —  CX)  V  —  OO  i  =  CO 

1    \  ^  1    \ "   .  \  I 


und 
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»s=oo  >  =  oo  ■>  —  oo 

Gröfien  seien,  welche,  mit  kleinen  Factoren  erster  Ordnung 

multipliciert,  venitachlässigt  werden  dürfen.   Diese  letztere 

Kigenschafl  miiss  aK  '  hier  als  eine  weitere  Voraussetzung 
eingeführt  werden.  Dann  können  die  Siimmationen  in  (44)  auf 
die  Indices  '/  —  \,2,...,N  beschrankt  werden.  Die  Noth- 
u  endigkeii  dieser  Voraussetzung  liegt  an  der  Natur  des  Instru- 
mentes, welches  nur  eine  beschränkte  Ansah!  Coeflicienten 
liefert  und  über  die  übrigen  nichts  aussagt 

Die  Symbole  2'  2  Formeln  (44)  sollen  fortan  im 

Sinne  dieser  Beschränkung  verstanden  werden. 

29.  Die  Coefficienten  der  Fourier'schen  Eotwickelung 

d<ir  Function  cos  ^ ,  und  A'„  der  Entwickelung  der  Function 

sin  ,  von  X  könnte  man  in  folgender  Weise  berechnen.  Der 
sin  oder  cos  des  Ausdruckes 

y  =  V  +  /  -F-cos  +  >  ~sm  

n  n 

in  welchem  man  die  Summen  auf  wenige  Glieder  beschränkt, 

s'eüt  sich  dar  als  ein  Aggregat  von  Producten,  deren  einzelne 
Factoren  sämmtlich  die  Formen  haben:  ' 

sin  i  a.,       2'/;:a  ',  sin  /fr,   .  2vrA-\ 

(-=-cos  ),  -T^sm  1, 

cosVL        c  /        cos  L       c  r 


wobei  V  in  den  verschiedenen  Factoren  verschieden  ist.  Ent- 
wickelt man  nun  jeden  solchen  Factor  mit  Hilfe  der  Bessel'schen 

Functionen  in  eine  Reihe  nach  Vielfachen  von         und  mulli- 

pliciert  diese  Reihen,  so  kann  man  auf  diesem  Wege  zu  der 
ges^uchlcn  Entwicklung  von  der  Gestalt 
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COS         A^-^  y^A^  cos     — sm  , 

bezi  ehungswei  se 

sin  "1  —-4'+  >  A',  cos  1-  >  sin  

gelangen. 

Ich  habe  die  entsprechenden  Formeln  abgeleitet;  dieselben 
sind  jedoch  außerordentlich  compliciert  Ich  theile  sie  daher 
nicht  mit  Gewöhnlich  wird  sich  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
ctenten  Ant  B^^  A!»^  ff^  das  folgende  Verfahren  mehr  empfehlen. 
Man  zeichnet,  außer  der  zur  Analyse  vorgelegten  Curve  5, 
noch  (roh)  zwei  Hilfscurven*  deren  Ordinalen  proportional  sind 

dem  cos  ^ ,  beziehungsweise  sin  -j- ,  wo  y  die  Ordinate  der 

Curve  5  ist:  inan  .inal\'siert  diese  beiden  Curvcn  mit  dem 
InstrumeiU,  wobei  natürlich  von  liiJ^irunicniulfehlern  abgesehen 
werden  darf. 

fn  den  meihten  Fallen  aber  wird  man  es  vorziehen,  diese 
Entwici<iungen  überhaupt  nicht  zu  bestimmen,  sondern  die 
entsprechenden  Fehlergiieder  durch  eine  Maßnahme  bei  der 
Analyse  der  Curve  aus  der  Ablesung  zu  eliminieren.  Dies 
wird  in  der  That  erreicht,  w  enn  man  vor  der  Wiederholung  der 
Umfahrung,  welche  behufs  Verminderung  der  zufälligen  Kehler 
oder  Elimination  der  Rollenexcentricitäten  vorgenommen  wird, 
das  Instrument  von  der  Unterlage  abhebt  und  es  in  der  Weise 
neu  aufstellt;^  dass  die  neue  Anfangsablesung  an  der  Laufrad- 
theilung  von  der  früheren  um  180'  verschieden  ist.  Dieses  Ver- 
fahren hat  freilich  einen  Nachtheil.  Die  gegenseitige  Lage  und 
Orientierung  der  beiden  Coordinatensystcme:  desjenigen  des 
lnslru[nc::tes  {xy)  und  desjci iiL;en.  m  welchem  die  Zeichnung 
entworfen  worden  ist,  wird  dadurch  geändert  und  muss  des- 
halb von  neuem  festgestellt  werden. 

Hat  man  das  Kliminations\erfahren  angewandt  und  be- 
zeichnet t/', .  wieder  das  arithmetische  Mittel  der  Werte  aus 
beiden  Urnfahrun L^en.  dann  sind  die  Formeln  für  die  Correction 
der  Werte  a'„  ö'„  einfach 
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+8'.i  _  1  y  a,p,^,A    -l-e" — }  b,q,,„ 


— Wm .  an 

— '^'nX'bn 


1«.« 


— w,i2'b,i 


) 


30.  Cntschliefit  man  sich,  bei  allen  Analysen  immer  das 
letztere  Verfahren  anzuwenden,  so  braucht  man  also  nicht,  die 
Instrumentalconstanten  7«,  Fn,  Xn,  7»,  K„  bestimmt  zu  haben. 
Da  es  aber  wünschenswert  erschien,  die  Richtigkeit  der  Theorie 
durch  Beobachten  des  Verhaltens  der  Constanten,  sowie  durch 
ihre  Anwendung  auf  Analysen  bekannter  Curven  zu  prüfen 
(namentlich  aucli  in  der  l^iwägung,  dass  die  Einlühriiiig  Jer 
Constanten  Y„,  Y„  in  der  Theorie  auf  der  nicht  uanz  bewiesenen 
Annahme  beruht,  dass  die  so  bezeichneten  Größen  wahrend 
einer  Anal\se  als  con=;tant  anLjesehen  werden  dürfen),  —  so 
musste  eine  Reihe  von  iiestimmungen  der  Constanten 

'in  cos  r„,  Y„  sm  r„,  x„  cos  K„,  /.„  sin  K„,  7,,  cos  K„,  y„  sin  K,,, 
S|,cos£„,  8»sin£,  ecosE,  esinE,  tUnit  m««»  Ohu  ^»2 

ausgeführt  werden,  die  auch  in  der  That  eri^ab.  dass  alle  diese 
Constanten  bei  richtiger  Behandlung  des  Instrumentes  sogar 
im  Laufe  längerer  Zeiträume  mit  hinreichender  Genauigkeit 
constant  bleiben.  Nur  im  Hmbhck  auf  solche  Bestimmungen 
geschieht  es,  wenn  im  nächsten  ünterabächnitte,  der  von  den 
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ßestimmungsmethoden  der  v'erschiedenen  Instrumentalcon- 
stanten  handelt,  auch  diejenigen  für  die  Constanten  7«  cos  F« 

und  Y„  sin  F,,,  %„  cos  K„  und  x„  sin  K„,  7,,  cos  K„  und  Yh  sinK, 

bcsclirieben  werden.  — 


Methoden  zur  Bestimmung  der  Constanten. 

31.  In  den  zunächst  folgenden  Paragraphen  beschäftige 
ich  mich  mit  den  Bestimmungsmethoden  derjenigen  Con- 
stanten,  welche  ein  für  viele  Mal  bestimmt  werden  können.  Ich 
nenne  fortan  diese  Constanten  kurz  die  regulären. 

Um  diese  Constanten  mit  der  wünschenswerten  Genauig- 
keit bestimmen  zu  können,  sind  nur  solche  Verfahren  zweck- 
mäßig, welche  präcise  Einstellungen  oder  Ablesungen  des 
Wagenindex  an  der  Schienentheilung  nicht  voraussetzen; 
genauer  gesagt,  nur  so  beschaffene  Bestimmungsmethoden, 
dass  die  von  einem  kleinen  Einstellungs-,  beziehungsweise  Ab- 
lesungsfehler herrührciiUc  Urigcnauigkeil  der  geographisciien 
Längen  der  ^lc^^.^iollen  sich  im  Resultate  der  Bestiniinung 
eliminiert.  Der  Nonius  am  Wagcnindcx  ist  nur  auf  Ablesung 
der  Zehntelmiilimeter  eingerichtet.  Zwar  gelingt  es  bei  einiger 
Übung  die  Genauigkeit  der  Schätzung  so  weit  zu  treiben,  dass 
der  Ablesungsfehler  selten  größer  als  0  02  mm  ist.  Jedoch, 
einerseits,  genügt  hier  diese  Genauigkeit  manchmal  nicht; 
anderseits  sind  so  scharfe  Ablesungen  sehr  zeitraubend  und 
auch  ermüdend,  wodurch  nach  mehreren  Ablesungen  die  Be- 
stimmtheit des  Unheiles  immer  geringer  wird. 

Deshalb  sind  die  unten  beschriebenen  Verfahren  von 
solcher  Art,  dass  diese  Nothwendigkeit,  soweit  möglich,  ver- 
mieden  wird. 

Man  wird  bei  den  unten  beschriebenen  Verfahren  öfters 

bemerken  können,  dass  die  untersuchte  Constante  sich  auch 
auf  eine  andere  Weise  u  urde  bestimmen  lassen.  Ich  beschreibe 
jedesmal  nur  da.sjcnige  Bcstimmungsverlahren,  welches  nach 
meinen  Versuchen  und  Überlegungen  sich  als  das  genaueste 
(Oder  als  das  einzige  befriedigend  genaue)  erwiesen  hat,  und 
unterdrücke  ferner  auch  die  ausdrückliche  Angabe  von  mög* 
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Heben  Modiflcationen  des  beschriebenen  Verfahrens,  welche 
unwesentlich  und  unmittelbar  einleuchtend  sind. 

Die  bisherige  Definition  (Art.  7)  des  Coordinatensystems  xy 
wird  auch  in  diesen  Darstellungen  festgehalten.  Es  möge  daran 
erinnert  werden,  dass  dieses  Coordinatensystem  auf  etwaigen 
auf  der  Unterlage  des  Instrumentes  vorhandenen  Aufdruck 
oder  Zeichnung  keinen  Bezug  nimmt. 

32.  Um  diu  Coriötante  ''„a"^«!  ^'•^  bestimmen,  bemerke 
man,  dass.  wenn  X,,^,  X,,,  zwei  gleichzeitige  Werte  der  ideo- 
graphischen Längen  der  beiden  Messrollen  sind,  ihre  Differenz 
nach  (39) 

ist,  also  andere  Instrumentalconstanten  nicht  enthält. 

Ich  brin<;e  nun  durch  Einstellungen  des  Index  an  der 
Schienentheilung  den  t  ahrstift  nacheinander  in  die  vier  Lagen 

'=i^-«"-  '=TT-^«"'.  '=ir*«' 

WO     H',  Einstellungsfehler  bedeuten.  Folgende  Figuren 

veranschaulichen  die  dadurch  erzeugten  Stellungen  des  Rollen- 
paares: 

/-  >X  *X   >X  .-:  

Fig.  9. 

In  jeder  dieser  Lagen  gehe  ich  von  einer  und  derselben 
Oeraden  r  —  Const.  aus  und  lasse,  durch  Fortrollen  des  Instru- 
mentes, den  Fahrstift  von  hier  aus  eine  jedesmal  möglichst 
gleich  lange  Strecke 

i',  /'^ 

in  der  Richtung  der  y-Axc  durchlaufen.  Die  Verhältnisse 
zwischen  diesen  vier  Strecken  uiUeibcheiden  sich  also  von  der 

Sttxb.  d.  inftth«ni.-iiaturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Ab(h.  II.  a.  55 


824 


L.  Grabowski, 


Einheit  nur  um  kleine  Größen  erster 
Ordnung;  ebenso  sollen  auch  die 
durch  Einstellungsfehler  bedingten 
Fehler  der  geographischen  Längen 
als  klein  von  der  ersten  Ordnung 
angesehen  werden  können.  Auf 
. — 1  1  1  1 — .    jeder  Strecke  vollziehen  die  Mess- 

0  L 

Pig  10.  "    rollen  angenähert  eine  ganze  An- 

zahl Revolutionen. 
Die  beiden  »Ablesungen  über  /'« :  a'„,  und  o^j,  und  die  über 
die  weiteren  Strecken:  a",  und  a'„',,  a'f'j  und  a'„'g,  «'„"j  und 
erlauben  nun  den  constanten  Längenunterschied      — zu 
berechnen,  wenn  die  Streckenlängen  /',  /",  /"',  /'*  in  Analysator- 
Millimetern  bekannt  sind. 

In  der  That  ist  infolge  von  (38'),  wenn  cm  den  Analysator- 
Centimeter  bedeutet, 


wo  z„  die  veränderliche  (in  Artt.  12.  und  15.  mit  h  bezeichnete) 
Höhe  des  Kugelmittelpunktes  über  dem  Umdrehungscentrum 
des  Cylinders,  und  das  Operationssymbol  [  wie  gewöhnlich 
die  »Substitution  über  /'«  bezeichnet;  denn  die  Schwankungen 
jener  Höhe  infolge  Schrägheit  und  Excentricität  des  Cylinders 


Google 
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sind  die  einzigen  Fehlerquellen  von  cyclischer  Wirkung,  welche 
bei  der  zur^-Axe  parallelen  Fahrt  einen  Einfluss  haben.  Nach 
der  für  kleine  p  giltigen  Formel 

arc  sin  (sin  X+ß)  =  X+ß  sec  X, 

welche,  wenn  der  Winkel  X  nicht  nahe  =  90°  oder  nahe  =  270* 

ist,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  des  ß  richtig  ist,  kann  man 

/  — a'  \  /  —  o'/ 

nun  bilden  arc  sin  [  ^  und  arc  sin  (-^7^ — ^J,  man  über- 

V»/lCcm/  N* /«cm/ 

zeugt  sich,  dass 

+  ~y  ^~jF„^{K^,s)äs+jG„,{yi„^,s}dA  sec 46'  + 

.  [2«]/'  /'  1  I 


LVIr_/_i  .-o 

2V  Jlf^cmr^'^^''  ' 


^ie  aus  der  Definition  (220  cler  Functionen  Fnt»  Gnj  ersicht- 
lich, sind  aber  die  Integrale  dieser  Functionen  Über  eine  zur 
j^Axe  parallele  Strecke  von  der  ersten  Ordnung  klein,  wenn 
über  die  Integrationsstrecke  die  Veränderlichen  jl„,,  jl,,^  um 
nahezu  ein  ganzes  Vielfaches  von  2«  variieren;  anderseits 
ist  bei  dem  Kiemen  Factor  erster  Ordnung  [c„],.  A/„,  = 
7Ai  setzen;  man  hat  also,  bis  auf  Glieder  zweiler  Ordnung 
richtig, 


4ue  sin  ( jfj^}  -arc  sin  (777-"'-'-)  = 


55* 
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Ebenso  tindet  man 


arc  sin 


V»/3lcin/  ^»/rcm/ 


/ff    \  .'        ^fff  ^ 


arc  sin  {  .i^^'-)  -arc  sin  (  = 
arc  sin  ^  -..tt-^  )  —arc  sin  (  ..^  ^)  ==: 

/jccin/  V»  /«ein/ 

=  ^«•-^'iii-Z-^ J  cos (^-^  H- K») 4y  #«^+ 

+  -Sj,.v   /     )sec4o  . 

Summiert  man  diese  vier  Gleichungen,  so  hat  man  otfen- 
bar  bis  auf  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  richtig 

4(?.,.-X.)  =  V  [arc  sin  {^'f^  -arc  sin    -^»-j],  (49) 

»  =  I 

Von  den  verschiedenen  Werten  des  arc  sin  f  urTr^  "  )  '^^t- 

^ '   /  rr  cm  ' 

wie  aus  der  Ableitung  ersichtlich,  derjenige  Wert  zu  nehmen, 

welcher  sich  von  h  AÜ,  nur  wenig  unterscheidet 

c 

Bei  der  Befahrung  werden  die  beiden  Endpunkte  der 
einzelnen  Strecken  durch  Eindrücken  des  Stiftes 

in  die  Unterlage  markiert,  und  nach  der  Operation  ihre 
Entfernungen  von  einander  in  Analysator-Millimetem  aus- 
gemessen. — 
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Um  ein  Beispiel  zu  geben,  möge  hier  von  meinen  wieder- 
holt ausgeführten  derartigen  Bestimmungen  wiedergegeben 
werden,  unter  Hinzufügung  einiger  Texterlftuterungen,  das 

Beobachtungs-Protokoll  von  1899  Juni  22.» 

Bestimmung  der  Constante  "^^.j—^^y 

Das  Instrument  wird  auf  dem  Miliimeterpapiere  aufgestellt, 
so,  dass  die  r-Axe  der  Instrumentalcoordinaten  nahezu  parallel 
der  der  Papiercoordinaten  ist,  was  geprüft  wird  durch  Beob- 
achten, ob  die  Fahrstiftspitze  während  der  Verschiebung  des 
Stiftes  bei  nichtroliendem  Instrument  eme  der  A-Linicn  des 
Papieres  nicht  verlässt 

Die  Cylinder  werden  mit  dem  Pinsel  abgewischt. 

Die  Rahmen  der  Axen  der  Rollen  il^t  werden  an- 
gewärmt. 

Die  Kugel  2  wird  auf  den  Cylinder  herunteigelassen.  — 
Die  Zwischenräume  bei  den  Trommeln  sind  frei.* 

1  Die  Ablesung  der  Kollc  ibt  eine  Zahl  von  3  Decimalütcllcn,  da  die 

Zehntel  einer  Pars  der  Tronnmeltbeilung  Tausendatel-Revolutionen  sind.  Fand 

ich  bei  der  Schätzung,  dass  die  Ablesung  »6  Zehntclpartes«  zu  wenig, 
>'  Zehntclpartes«  aber  zu  viel  wäre,  konnte  ich  aber  nicht  entscheiden,  was 
<ier  Wahrheit  näher  sei,  dann  notierte  ich  als  letste  Stelle  4er  Ablesung  6^ 
«der  7.  (je  nachdem  ich  glaubte,  das«  ieh  mir  vielleieht  doch  kiehtar  dte 

Kichtiplcti;  von  H.  .ils  von  7  einreden  könnte,  oder  umgekehrt^  Fand  ich  H 
2u  wcnii;  und  7  zu  viel,  war  ich  aber  sicher,  dass  mir  6  richtiger  vorkommt, 
als  7,  dann  notierte  ich  ü^^,,  im  umgekehrten  Falle  7(.,.  War  ieh  unsicher, 
«b  oder  6  xu  lesen  sd,  dann  notierte  ieh  9,^^;  war  ieh  maieher.  ob 
"(->  oder  7,  dann  notierte  ich  7^_^. 

Bei  der  Berechnung  wurde  dann  s>owolU  6^  wie  7_  mit  Ü'5  Zehntel- 
pertcs überaetst;  ein  Unterschied  awischen  diesen  beiden  Notierungen  wurde 
nur  dann  gemacht,  wenn  die  Rechnungsoperationen  (etwa  eine  Mittelbildung 
oder  Division)  es  nüthig  machten,  die  Zahl  6*  ")  >Uiri  h  eine  mit  gerader  Anzahl 
Zehntel  zu  ersetzen,  also  bich  zwischen  6  4  und  t>'ü  zu  ent^chlielkn.  Di« 
Dotierung  6,^,  wurde  mit  6*3  (eventuell,  im  Falle  eines  rcehnerisehen  BedOrf- 
nhses,  mit  6-2),  die  Notierung  7,_>  mit  6*7  (eventuell  (1-8)  Zehntelpartes  über- 
'>etzi  Dil  Kotierung  6|^|  wurde  üt>ersetct  mit  6*2,  die  Notierung  7|_]  mit 
Zehniulpartes. 

Das  Klein«  Zlhlrad,  welches  die  Vidfachen  von  50  Revolutionen  zu 

geben  bestimmt  ist,  wurde  nie  mit  abgelesen;  eri^ns,  weil  bei  solchen  Be- 
tahrungcn  ein  bleibender  Irrthum  um  50  Revolutionen  ausgeschlossen  ist,  — 
zweitens,  weil  die  Angoben  dieser  Zahlräder  sehr  oft  falsch  sind. 

ä  Dies  pflegte  ich  vor  jeder  i>peration  nachisuselien.  \  ergl.  S.  795,- ZZ.  8 
V.  unt.  bis  e  V.  unt.,  und  S.  7«7,  ZZ.  15  bis  Ift. 
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Schiene  22*5: 

Anfangsablesung  (oder  *  Papier  0«)«  •  -'728  r077(+j 

VorgeroUt:  Papier  3 12  ^  45  •  696^  8  •  04S[^ 

:  Papier  445   42-700  ir017+ 

Zurück  zu  »Papier  312«   45*696,  8-045^ 

„      „  »Papier  0«   2  726  1*074 

3»*  45",  Temperatur  15*4' 

Schiene  67*5: 

Papier    0    2-736_  l-060(-) 

„    312    45-740  44-036(+) 

„     445   42-756_,  41*038 

„     312   45*739  44  035{_, 

0    2-737  l-063(+) 

4h      Temperatur  15-5*  R- 

Schiene  112*5: 

Papier     0    2*759(+)       1  -065^. 

„     312    9-797(^)  44*098 

„     445   12*801  41-124(_) 

„    312  e-798(+)  44  097 

0    2-758h       1  064+ 

4*»  28%  Temperatur  lü'5'K. 

Schiene  157*5: 

Papier     0    2*766  1*080(^, 

„     312  9-754[  1  8-116 

„     445   12*731+  11-115(_, 

„     312    9*754(_i  8*116 

„        0    2*765(_)  r083(+) 

4^  53"»,  Temperatur  15*5*  R. 


Die  Kugel  2  wird  hinaufgehoben. 

Das  Instrument  wird  in  die  zu  denjz-Linien  des  Papicres 
parallele  Lage  verstellt,  behufs  Ausmessung  der  Entfernung 


'  Angabc,  laut  di  r,  I'apiernctzcs,  der  Ordinate  in  Millimetern,  -;c/:ählt  von 
derjenigen  ;r-Linic  des  Papicres  ab,  auf  welcher  der  Fahrstift  bei  der  Anfangs- 
ablesung stand. 
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Berechnung.  Aus  den  Beobachtungen  bei  »Schiene  225« 
ergibt  sich: 

a^i  (Mittd)  (Mittel) 

Ablesung  über  T     3i  1  «40  mm  ist  —  7*031,  — 6* sri^ 

,   r  =  444*89  mm  ,  — 10-Ö27p  —9*941, 

also 

/'  \  /'  ^H*^  \ 

arc  sin  I  j,, —  ^  1    arc  sin  {   "~  1  Differenz 


\»/«cm/  \^*/«cm/ 

aus  r  SS  311 -49  mm:   134**  50 M  224*40*6 

^   /'  =  444-39  mm:   51-5  39-3 

Mittel    134   50-8  224   40  0    j  89<'4fl'2 

Ebenso  ergeben  die  bei  weiteren  Stiftstetlungen  gemachten 
Beobachtungen  die  Werte  fUr  die  weiteren  aresin: 

/"  =  311-47mm:   44'  53^2  134«  52' 2 

/"  =  444-42  mm:   52-4  52  9 

Mittal     44   52-8  134   52*0    |  89«59'8 

r's311*53mm:   314«  46^6  44<' 38<3 

r's  444*43  mm:   46*4  38'8 

Mittel   314   46*5  44   38*6    }  890j2'l 

/•*  =3n-r)0mm:   224«  48 '8  314°  48 '6 

=444-34  mm:   48-0  49*0 

Mittel   224  48*4  314  48- 8    }  90*  0'4 

X„ — X^i^  s  >/«  Summe  a  89"  55-4 


Es  ergibt  sich  somit:  <Jaj— 0,1  =  — 4'*6  =  —0*0013. 
(Eine  Wiederholung  dieser  Bestimmung  am  nächsten  Tage 

behufs  Controle  ergab;  ~  — *i  "S-) 

33.  Um  die  Constanten  m„^,  in„^  zu  bestimmen,  stelle  ich 
den  Fahrstift  successive  in  die  vier  Lagen 
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'=It*«"'    '=TT*«"'  '=tt-^« 


IV 


ein,  wobei  6',  i"\  4''  Einstellungsfehler  bedeuten,  sodass  die 
Stellungen  des  RoUenpa^ires  nahezu  die  durch  die  folgenden 
Figuren  veranschaulichten  sind.  In  jeder  dieser  Lagen  lasse  ich 


"tu 


Fig.  n. 


durch  Rollen  des  Instrumentes  den  Fahrstift  in  der  Richtung 
der  _y-Axe  eine  Strecke  durchlaufen,  welche  annähernd  gleich 
einem  Vielfachen  von  2Lr  ist,  was  durcli  Beobachten  der  am 
Laufrade  angebrachten  Theilung  im  Anfangs-  und  Endpunkte 
der  Strecke  constatiert  wird. 

Die  Operation  wird  sodann  mit  um  180**  veränderten 
Anfangs-Drehungsphasen  der  MessroUen  wiederholt. 

Sind  die  thatsächüch  durchlaufenen  vier  Strecken  l"t 
V",  V  in  Analysator-Millimetern  bekannt,  so  liefert  die  Ab- 
lesung sowohl  als  auch  ot 
lesung  'x'|^^  aber,  sowohl  als  «„j,  die  Constante  m^^ 

In  der  That,  die  Formel  (38')  gibt 


die  Constante  m„,,  die  Ab- 


1 


5  mm 


(1 + 


,Js,n 


"«2 


5  mmj, 


^„  J>,a  (M.,  s)  äs^^         [sin  K,)]^^ 


da  aber  stnX^^  sich  auf  der  Strecke  l'  nur  um  eine  Größe 
zweiter  Ordnung  von  — 1  unterscheidet,  ferner 


[sin(^l+K.) 


wegen  der  nahezu  ganzen  Anzahl  von  Cylinder-Revolutionen 


klein  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  und  dasselbe  auch  von 


3f. 


H» 
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gilt,  SO  hat  man,  indem  man  noch  beiderseits  mit  ■  ^-  multi- 
pliciert, 


?t  cm  K  cm  fj, 


Auf  dieselbe  Weise  findet  man 


_///  

a„j,  _  — 


«cm  J^,„ 


«  cm 

w  cm  1^,, 

Dabei  ist,  infolge  von  (22'), 


jF„,m^,s)äs  =  -jf  [sin        4-M  J-cos        H-M  J 

jf^F„,(M„...)^5=4jr[sin(^4-M.^^ 
rG„,(M„„5)Js  =  0. 

Man  sieht  also,  dass  diese  Glieder  sich  nicht  aufheben, 
wenn  auch  /'  nahezu  =  /"'  wäre.  Bedeutet  indessen  {  \  bei  den 
Ablesungen  das  Mittel  aus  der  Ablesung  bei  der  ersten  und  der 
bei  der  zweiten  Operation,  so  erhält  man,  da  die  Constante 
ihren  Wert  inzwischen  um  180°  verändert  hat, 

;/  //// 

oder  kurz 

1    w„g  _    —  '.,fr,   K^^} 

'  /zcm        '   /IC  cm 
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Ebenso  findet  man 

i+m^j  —  ihr      —  W7  •  yp^) 

*  /item        »  /xem 

Ein  Beispiel  dieser  Bestimmung  zu  geben,  dürfte  über- 
flüssig sein. 

Die  Fordening,  das  Verfahren  nach  Verdrehving  der  Rollen 
zu  wiederholen,  wäre  umgangen,  wenn  auf  der  Strecke  / "  die 
Rdle  sich  ebmfails  um  eine  nahezu  ganze  Anzahl  Revolutionen 
drehen  würde.  Dies  mit  einer  nahezu  ganzen  Anzahl  Revolu- 
tionen der  Laufrftder  zu  vereinigen,  ist  mit  einiger  Anniherung 
m(Sglich,  wenn  man  die  Länge  so  wihlt,  dass  die  Rolle  14» 
oder  so,  dass  sie  19  Revolutionen,  macht 

34.  Um  die  Constanten  7,,  cos  r„,  y„  sin  V„  zu  bestimnien, 
stelle  ich  das  Instrument  auf  in  derjenigen  Drehungsphase  der 
Laufräder,  auf  welche  die  zu  erhaltende  Constante  Fm  sich  be- 
ziehen soll,  und  stelle  den  Fahrstift  mittels  Schienenabtesung 

1  c 

auf  die  Abscisse  (siehe  Fig.  12)  c'^f  wo  4'  der  (unbe- 

kannte) Einstellungsfehler  ist 


r 


f 

V 

Fig.  12. 

Dann  rolle  ich  das  Instrument  um  angenähert  ein  ungerades 

Vielfaches  von  Lx  vor,  lese  in  dem  erreichten  Punkte  die 
itoUe        ab,  verschiebe  den  Fahrstift  längs  der  zur  ;f-Axe 

3  c 

möglichst  parallelen  Bahn     bis  zur  Abscisse  —  h^,  und 

lese  die  Rolle  M„  wieder  ab;  die  Ablesung  über  /'  heiße  o^. 
Da  indessen  dabei  infolge  NichtVerwendung  der  Bremse  kleine 
Rollbewegungen  des  Instrumentes,  die.  von  der  Rolle  Af„, 
registriert  werden,  unausbleiblich  sind,  verwende  ich  zu  deren 
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Controlc  einen  der  übrigen  Integrierapparate,  den  1,'ien,  welcher 

zu  diesem  Zwecke  (längere  Zeit  vor  der  Operation)  aus  dem 

Draht  ausgeschaltet  worden  ist  und  angenähert  in  seiner 

Anfangslage  d.  h.  so  steht,  dass  seine  Cosinusrolle  sich  beim 

Rollen  des  Instrumentes  nicht  dreht.  Die  Controle  geschieht, 

indem  ich  in  genügend  vielen  (z.  B.  9)  Stationen  innerhalb  der 

Strecke  /'  die  Kolle  Mt2  ablese. 

Darauf  rolle  ich  das  Instrument  zurück  bis  angenähert  zu 

der  Grundstellung  und  befahre  sodann  mit  dem  Fahrstift, 

wieder  unter  Ablesungen  d«r  Sinusrolle  des  Control-Apparates 

in  Zwischenpunkten,  eine  zur  (— «)-Axe  möglichst  parallele 

1  c 

Strecke  /"  bis  zur  Abscisse  —  hc'";  die  Ablesung  der 

4  n 

Kttlle  M„g  über  l"  heiße  ot''j.  Dann  rolle  ich  das  Instrument 
weiter  rückwärts  um  angenähert  ein  ungerades  Vielfaches  von 

Lz,  und  befahre,  unter  Ablesungen  am  Control-Apparate,  eine  zur 

3  c 

:«r-Axe  möglichst  parallele  Strecke  l'"  bis  zur  Abscisse  —  +  c", 

4  II 

wobei  die  Ablesung  über       a"^  sei.  Nach  V'orwärtsrollen  des 

Instrumentes  bis  angenähert  zu  der  Grundstellung,  befahre  mit 

dem  Fahrstift,  unter  Ablesungen  am  Control-Apparate,  eine  zur 

( — ^:)-Axe  möglichst  parallele  Strecke  /"  bis  zur  Abscisse 
1  c 

—  hV,  wobei  die  Ablesung  über       a"   sei.  Das  bisher 

4  « 

Geschilderte  nenne  ich  die  I.  Befahrungshälfte. 

Sodann  wird  das  Instrument  um  angenähert  ^  -Umdrehung 
des  Laufrades  vorgerollt  und,  von  dieser  neuen  Stellung  als 
Grundstellung  aus,  das  gleiche  Verfahren  vorgenommen.  Dies 
ist  die  II.  Befahrungshälfte, 

Die  ganze  Operation  wird  mit  um  180**  veränderter  Anfangs- 
Drehungsphase  der  Rolle  .V/„,  wiederholt. 

Die  vier  Ablesungen  a',g,  a''^,  a^j,  a',*^  der  ersten  Hälfte 
jeder  Befahrung  liefern  dann  die  Constante  y^cosF«,  die  vier 
Ablesungen  a(,g,  a'',,,  a"i,  «'„^  der  zweiten  Befahrungshälfte  die 
Constante  Ym  sin  I'„;  in  diesen  beiden  Constanten  ist  r„  bezogen 
auf  diejenige  .Anfangs-Drehungsphase  der  Laufräder,  welche 
bei  der  Grundstellung  der  ersten  Befahrungshälfte  stattfand. 
Die  Kenntnis  der  genauen  Längen  der  einzelnen  Befahrungs- 
stückc  ist  dabei  nicht  nöthig. 
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In  der  That,  da  auf  der  Strecke      der  ersten  oder  der 

zweiten  Befahrungshältte  ~-  nahezu  consiant  und  gleich  ^^-j— 

ist,  wo  y^^'>  etwa  die  mittlere  Ordinate  dieser  Strecke  bezeichnet, 
so  erhält  man  nach  (38^ 


o  mm 


-  ^  Sin  ('  ^-  ^  K,)  r  si.Ä  ä.   +[cycl  Gl.]; 
5  mm      \  t  JJ^^^  c 

die  Integration  Jsin  X„gi(y  ist  über  das  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden Stationen  enthaltene  Intervall  auszuführen, 

und  die  2^^,^,  erstreckt  sich  auf  alle  Stationen-Intervalle  der 

Strecke  Z*^'.  In  (38'),  daher  auch  in  dieser  Formel,  ist  T»  auf  die- 
jenige Anfangs-Drehungsphase  der  Laufräder  bezogen,  von 
welcher  aus  die  y  gezählt  werden;  wir  wollen  hier  als  solche 
die  wählen,  welche  der  Grundstellung  der  ersten  Befahrungs- 
hälfte  entspricht 

Das  letzte  ausgeschriebene  Glied  rechts  in  der  obigen 
Formel  ist  von  zweiter  Ordnung.  Das  Integral  JsinX^gc/y  ist 
gleich  dem  Ordinatenunterschiede  der  Endpunkte  des  Inter- 
valles,  multipliciert  mit  einem  Mittelwerte  von  sin  X^;  dieser 
letzlere  b'actor  aber  ist,  bei  nicht  zu  großer  Ausdehnung  des 


2  nzx 


intervalles,  nahezu  gleich  —.cos-—  ,  wo  x  die  mittlere  Ab- 

scisse  in  dem  Intervalle  ist;  wird  also  dieser  Factor  bei  den 

Ay 

immer  sehr  klein  bleibenden  Schwankungen  durch 

^  D  mm 

—cos  ersetzt,  so  begeht  man  damit  bloß  Fehler  zweiter 

c 

OrUnung.  I^^erner  ist,  iniolge  von  (22'), 
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f  F,,m„„s)ds  =  0,        f  G„,(Sl„„s)ds  = 

Jttr,  Jur) 

=  =fc  ^-  sin  f  !r„7 M,„  ] .  /    ( -  sin»  —  1  h/s, 

wo  das  obere  Vorzeichen  für  den  Fall  der  Strecke  /'  oder  /'", 
das  untere  für  /"  oder  gilt. 

Man  hat  also  die  vier  bis  auf  kleine  Größen  zweiter  Ord- 
nung genauen  Formeln: 

Je,  \^  f  2hi:x'\  y„        1  y     r>\  c 

<^[A„.  =  ^  U-^cos —    -f.      cos  4- +  r„ —  + 

■^-Z^[^n^O!^.v^)ä^  H-[cycl.Gl.]. 

\  d^  —  —\    U-^cos   —        cos      -t- •  —  + 

Jl«  Zj,..  .  C    j  5mm        \L         /  » 

G„(M,„.5)J5  -H[cycl.GI.]. 

J,...  Zj,..A''"""  C    !  3  mm  7  s 

J|i,=    \  — ^cos   —  ^^cos  V+r„  + 

+        r  G„,(M„,.s)Js  +[cycl.Gl.]. 


5  mm  1 

Jr 


Die  hier  vorkommenden  cyclischen  Glieder  sind  selbst- 
verständlich Wirkungen  nur  derjenigen  cyclischen  Fehler- 
quellen, welche  bei  einer  zur  _>'-Axc  senkrechten  Fahrt  einen 
Einfluss  haben.  Summiert  man  diese  Gleichungen,  so  heben 
sich  diese  Glieder,  bis  auf  kleine  Größen  zweiter  Ordnung, 
zwischen  je  zwei  einander  entgegengerichteten  Strecken  l*-'^  auf. 
Die  mit  o„,  multiplicierten  Glieder  der  obigen  Gleichungen 
eliminieren  sich  aber  nicht.  Es  ergibt  sich  daher,  nach  Multi- 

plication  der  .Summe  mit         ,  Einsetzung  des  Wertes 
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wo  die  Ablesungen  am  Control-Apparatc  sind,  und  Be- 
rücksichtigung  der  angenäherten  Relationen  ^ — h«. 


ZI 


[<.-2,.( 


+  « 


V 


Aa^jj .  cos 


Aa^.cos 


4     c  r  y 

V^Ü^T.cosr.cos-^y- 

■C  S  cia  X/ 


c  , 
2nT.x 

c 


(51) 


—  - —  tn  sinT,  stn-^  — 
ff  IC  cm  L 


Es  ist  aber,  gemäfi  der  Festsetzung  der  ;r-Axe,  auf  der 
Strecke  f*  der  ersten  Befahrungshftlfte     =  0,  auf  der  Strecke  V* 

der  «weiten  Befahrungshälfte  aber  -^r:-^;  Werte,  deren 

Ungenauigkeiten  klein  von  erster  Ordnung  sind. 

Man  siebt  also,  dass  aus  der  ersten  Befahrungshälfte  die 

Constante  t„  cosTm,  aus  der  zweiten  die  Constante  — ^«sinF« 

erhalten  wird  —  beides  indessen  noch  mit  dorn  Einflüsse  der 

Rollenexcentricitiit  behaftet  —  wenn  man  den  in  (51)  links- 

4  c 

Stehenden  Ausdruck  durch  dividiert. 

ir  Sem 

Dadurch,  dass  die  ganze  Befabrung  nach  Umdrehung  der 
Rolle  Af„,  wiederholt  und  für  jede  Constante  das  Mittel  aus 
beiden  Bestimmungen  jrenommen  wird,  wird  das  letzte  Glied 
ihres  aus  (51)  folgenden  Ausdruckes  eliminiert 
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Bei  Betrachtung  des  unten  mitgethcilten  Beispieles  könnte 
vielleicht  der  Zweifel  aufkommen,  ob  bei  diesen  subtilen  Be- 
stimmungen, wo  es  sich,  wie  man  sehen  wird,  um  sehr  kleine 
Größen  handelt  und  noch  eine  ungefähre  Kenntnis  der  vierten 
Decimale  der  Kollenrevolution  vorausgesetzt  wird,  das  gefun- 
dene Resultat  nicht,  infolge  der  unvermeidlichen  Ablesungs- 
und anderen  zufälligen  Fehler,  ein  illusorisches  ist.  Ks  soll  nun 
allerdings  nicht  geleugnet  werden,  dass  diese  die  peinlichste 
Aufmerksamkeit  erfordernden  Beobachtungen  jedenfalls  wohl 
schon  nahe  an  der  Grenze  der  erreichbaren  reellen  Genauig- 
keit liegen.  Indessen  zeigten  die  Resultate  der  von  mir  wieder- 
holt ausgeführten  Bestimmungen  eine  nicht  unbefriedigende 
Übereinstimmung,  und  nach  derselben  scheint  es  ziemlich 
sicher,  dass  sie  doch  in  der  Hauptsache  der  Ausdruck  einer 
thatsächlichen  Eigenschaft  des  Instrumentes  sind.  Wenn  die 
Discordanzen  der  einzelnen  Werte  vielleicht  noch  nicht  den 
er\vünschten  Grad  der  Kleinheit  hatten  gegenüber  den  Werten 
selbst,  so  ist  auch  zu  bedenken,  dass  die  in  Rede  stehenden 
Constanten  bei  meinem  Exemplar  des  Analysators  eben  sehr 
klein  sind:  hat  man  aber  ein  Exemplar,  bei  welchem  dieser 
Instrumentalfehlcr  etwas  stärker  ist,  so  werden  jene  zufälligen 
Bestimmungsfehler  deshalb  doch  nicht  größer  sein,  und  dann 
wird  also  sicher  die  Bestimmung  und  Berücksichtigung  dieser 
Constanten  volle  Berechtigung  haben. 

Das  Folgende  ist  eine  etwas  abgekürzte  Wiedergabe  meines 

Beobachtungs-Protokolles  von  1899  Juni  9.' 

Bestimmung  der  (  onstanten  7^  cos  1',,  y,  sin  V^:  aus- 
geschaltet ist  der  dritte  Integrierapparat. 

Der  (  ontrol-.Apparat  wird  in  seine  .Anfangslage  gedreht 
und  diese  geprüft. 

8»' 20'",  Temperatur  13-4'*  R..  .Spannung  J'. 

Anfangssiellung:  Laufradablesung  250°. 


1  Es  möge  bemerkt  werden,  dass  an  die^um  Tage  die  unwillkürlichen 
Kollbcwcgungen  etwas  gröUer  waren,  als  gewöhnlich.  Die  Correction  einer 
.Ableitung  a*,(^  war  sonst  nur  selten  größer  als  O'OOlO. 
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Berechnung.  Aus  der  ersten  Belahrungshälfte  hat  man: 


Scbienenintervalle 

1 

—cos  

c 

2  »SU 

— Aa.«cos  

45 — 55,    125— liiä 

4-0-0005,  0 

+0  174 

+0-000  09 

55—65,  115—125 

+0*0005,  0 

+0-500 

+0-000  25 

65—75,  105—115 

4-OOOI0,  0 

+0-766 

+0-000  77 

75—85,  95—105 

+0*000),  — O'OOOs 

+0-940 

0 

85—95 

0 

+  1*000 

0 

fl^=:  -0-008,, 


Correction  sum  e^g. . . .  +0*001  1^ 

ojg  corrigiert  =  +0  0107; 


Schicneninlervalle  1 

t 

cos 

2nitx 

c 

135—125, 

55-  45 

0. 

05 

125— 115, 

65 — 55 

0. 

-+-0  •  ÜIMI2 

-t-u- 

OOU 

10 

1  15—105, 

75 — 65 

0. 

—0  •  OOOo 

— 0- 

000 

15 

105—  95, 

85 — 75 

-0. 

000s,  H-o-ooOa 

95— 

85 

0 

1  : 

ebenso  tindet  man 


0^=  +0-009o, 


("orrcclion 

+  0-001  14, 


Correction.. .    O'OOO  00 
oj^  corrigiert  =  —0*0007; 

a^'g'  corrigiert  =  +0-0t01; 
=  -0*006,,      +0*00052,  corrigiert  =  —0  0064. 

Es  ergibt  sich  daher 

T,  cosr,  =  i  -.^  =  +0  00039. 

IC  IC 

Auf  dieselbe  Weise  liefert  die  zweite  Befahrungshälfte 

Correction 


+0-0083, 

— 0-012,, 
H-0-006o, 
-O-OJl^, 


—0-001  41, 
+0-001  Dl\ 
+0-001  OQ, 
+0-001  91, 


a;,,  corr.  =  +0'0069 


i'l,  corr.  =  -0-0111 


ojjcorr.  =:  +0*0070 
corr.  =  —0*0096 

56* 
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und  daraus 

—7^  sin  r. 

Die  Wiederholung  mit  umgedrehter  Rolle  ergab  ^^  cos  \\  z= 
=  +0*00033,  — Yj  sin  Tj  =  —0-00049.  Es  ist  somit,  frei  vom 
Einflüsse  der  Rollenexcentricität, 

IjCOürjj  =  -+-0  0üu;iü.  siiiTg  —  4-0  00048 

(oder:    7,=:  0  0006,    T,  = +53*') 

für  den  Fall:  LaulVadablesung  in  der  Anfangssiellung  =  2ä0°. 


0()0G8 
4  ;iü 

IC  IC 


-  =  -0-000  47. 


35.  Um  die  beiden  Constanten  XnSinKn,  XmCOsK^  zu 
bestimmen,  stelle  ich  den  Fahrstift  siiccessive  auf  die  beiden 
.Abscissen 

2  +*f         X  —  — j-  - — 

4  u  4  n 


wo  i'"  Kinsiellungsfehier  bedeuten,  ein.  In  der  ersleren  Lage 
lasse  ich  durch  Köllen  des  Instrumentes  den  Fahrstift  eine 

Strecke  /'  in  der  Richtuni:  der  v-Axc 
und  darauf,  von  demselben  Punkte 


tt 

n 

— i 

der  (— j/)-Axe  durchlaufen.  In  der 
„.    .„  zweiten  Lage  gehe  ich  wieder  von 

big.  13.  - 

einem  PunUte  annähernd  derselben 
( ieraden  y  =:  Const.  aus  und  iassc  den  Fahrstift  von  hier  aus 
eine  Strecke      in  der  Richtung  der^'-Axe  und  eine  Strecke  /'* 

in  der  Kichtuni:  der  (  — j  )-Axe  durchlaufen.  Die  vier  Strecken 
sind  einander  .uinahciiui  gleich  und  beträgt  jede  annähernd 
ein  ungerades  Viellaches  \'on  Lt.. 

Dann  rolle  ich  das  Instrument  vorwäns  um  annähernd 
\  Umdrehung  der  Laufräder,  und  befahre  von  dieser  neuen 
Grur.dr-telking  au^  wieder  vier  ebensolclie  Strecken. 

Die  vier  Ablesungen  a;,^  a^',,  tf!l,\,  aj^j  über  die  vier  Strecken 
der  ersten  Hälfte  der  Bcfahrung  liefern  die  Constante  X|,  sin  R«, 
die  viel  Ablesungen  aj,,,  aj,,  «JJ,  a[,\  der  zweiten  Befahrungs- 
hälftc  liefern  die  Constante  x„  cos  K»;  K«  in  beiden  bezogen  auf 
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diejenige  Anfangs- Drehungsphase  der  Laufräder,  welche  bei 
der  Grundstellung  der  ersten  Befahrungshälfte  stattfand. 

In  der  That  ist,  sowohl  für  die  vier  Strecken  der  ersten  als 
für  die  vier  Strecken  der  zweiten  Befahrungshälfte,  sin  auf 

den  Strecken  /'  und  l"  von  H-1,  auf  V"  und  von  —1  nur  um 
Kleines  zweiter  Oiünung  verschieden,  und  ist  ferner 

r  ^«1        s)ds  =  d=  I  i  sin  (ji„i  cos  (it,,j -f-M„,)  |  ds. 


WO  das  obere  Vorzeichen  für  den  Fall  der  Strecke  /'  oder  ^'S 
das  untere  für  oder  gilt.  Die  Formel  (380  infolge 
dieser  Umstände»  für  die  vier  Strecken  einer  Befahrungshälfte, 


5  mm      5  mm 


■J^jsin 

-  sin  I  - 
y  mm  ^ 


y 

L 


3,/   .  [g>J/- 


ü  mm 


[«wir' 


Jl'" 


im 


o  mm       ü  mm 


sm!  V  +*^«  5^^^  

ömm        \  X,         7Jr'  &»nm 

mn  f ;sin(ii«i+M„,)--cos(ii„i+M„J!rf5- 


5  mm  L      \  X,         VJ/' "  5< — 


I  mm 


tu 


rjtv 


IV 


'«1 


5  mm       5  mm 


1  jsin 


— sin   V  +  K„ 
o mm  L      vi  7. 


/IV 


ömm 


III 


Die  fünften  Cll;cder  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen 
sind  von  zweiter  Ordnung.  Zieht  man  von  der  Summe  der  beiden 
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ersten  Gleichungen  die  der  beiden  letzten  ab,  so  heben  sich 
auücrdem,  wegen  der  angenälierten  Cileichheit  der  vier  Strecken, 
die  vierten  Glieder  bis  auf  Größen  zweiter  Ordnung  auf;  in 
Bezug  auf  die  zweiten  Glieder  ist  zu  bemerken,  dass  bis  auf 
kleine  Größen  erster  Ordnung  richtig 


{sin  (ji,„-+-.M,„)-cos  (ji,„  +  M,„);  J.S-  = 


=jf  }sin([i,„-f-M,„)  — cos  (!i,„-f-.M,„  );Ji-. 


Isln  (ji„,-4.M,„)_cos  (jl„,  +  M,„)}Js  = 


=1: 


I  ^«n  (it,„  +  M„,)-cos  (|i,„-+-M,„)  J./.V. 


Man  erhält  also  durch  die  genannte  Combination  der  vier 
Gleichungen,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  genau, 


/'_/«  +  /«/_/IV 


cm 


=:    4    ^  X,)  cos  K„  .  sin  y-      4    ^  x^sinKn. 
S  cm  I       Lt  If       TT  cm 


COS  j- 


Ks  ist  aber,  gemäß  der  Kcstsetzung  der  a-Axc,  für  die 

V 


Strecke  /'  der  ersten  licfalirungshülfte 
V 


cos 


sm 


=  0  und 


=  -      dagegen  für  die  Strecke  /'  der  zweiten  Ik- 


fahrungshälfte  sin 


y 


~  -2  und 


cos 


=z  0;  —  Werte. 


deren  Ungenauigkcitcn  klein  von  erster  (beziehungsweise 
zweiter)  Ordnung  sind. 

Man  sieht  also,  dass  aus  den  vier  Ablesungen  und  vier 
Strecken  der  ersten  Befahrungshällte  die  Constante  X||  sin  Kn, 
aus  den  vier  .Ablesungen  und  vier  Strecken  der  zweiten  Be- 
fahrungshällte die  Constante  x„  cos  K„  erhalten  wird,  wenn 

SL 

man  die  in  (52)  links  stehende  Summe  durch     —  dividiert. 

S  cm 
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Das  Folgende  ist  eine  etwas  abgekürzte  Wiedergabe  meines 

Beobachtuli.-s-Frotokolles  von  1899  Mai  28. 


Bestimmung  der  Constanten  Xg  sin  Kg,     cos  K.^. 
9''  55"'  a.  m.,  Temperatur  14*  6"  R.,  Spannung  t 
I0M5"»,  Temp.  15-3'  R. 

Schiene  30*0: 

Hl 

Laufradablesung  250*   1 2  -  385^ 

Vorwärts»  bis  zu  »  430    10  022 

Zurück  zu  »  250    12  -385(.] 

Rückwärts,  bis  zu  »  70    14-743+ 

Zurück  zu  >  250    12  385 

10"  30",  Temp.  I5-4*  R. 

Schiene  90  0: 

«31 

Laufrad  250.   12-391 

430   14  754^ 

250   12-39^.) 

70   10  035 

250   12-392 

10''45-,  Temp.  15-5*  R. 

Instrument  vorgcrollt  um  -L'nuhehung  des  Laufrades, 
l-ahrstitt  zurück  bis  Schienenablesung  30  0. 

Schiene  30-0: 

Laufrad  340   Il-]9ü^^] 

*  520   8-823(+) 

340   II  197 

160   13-544,_, 

*  340   11 -190/ 

11",  Temp.  15-6"  R. 

Schiene  90*0: 

Laufrad  340   11  •205, 

520   13-58Ü(+j 

340   11-205+ 

»        1 60   8  •  863 

»      340   11°  2c.)5^_) 

11"  15«",  Temp.  15-7°  K. 


846 


L.  Grabowski, 


Instrument  wird  aufj,'estellt  längs  der  Linie  der  bei 
»Schiene  30-0«  gemachten  Marken.  Es  finden  sich  folgende 
Sciiienenablesungen: 


•  Laufrad  :)20.  "d 
»Laufrad  430./:^ 
u  /  -  Lautrad  340« '  c 
•o  »Laufrad  'jr>0« 
=  ]. Laufrad  100. 
f  »Laufrad  70« 


i  so 


1 72  •  1 2 
209 • 60 
246-84^ 
283  98 
320-54^ 
358-17 


1 1"  50"',  Tt-mp.  15-9°  K. 

Inf^trumenf  vorgcrollt  bis  zu  der  Linie  der  bei  »Schiene  900. 
^eniaclitL-n  Marken.  Es  linden  sich  die  Schienenablesungen: 


u 

X. 
V 

c 

es 


'i  V 

»Laufrad  520«  "if 
»Laufrad  -130« i ^ 

•  Laufrad  340«  1  c 
»Laufrad  250«/;^ 
»Laufrad  160« 

•  Laufrad  70« 


es 

c 
u 


172  38 

20i>-85 
247-03 
284- 13, 
320 -OH 
358  33 


12''  20'".  Temperatur  15-8°  R..  Spannung  c'i. 


Bei  echnuny.  Die  erste  Hälfte  der  Befahrung  gibt  folgende 
Ablesungen  (Mittelwerte): 


<,  =  +2-358,, 
<zz  +2 -363,. 
<=  -2-356«, 


wobei  die  .Strecken  waren 

/'  =  74*33  tnm, 
/"  =:  74-  10  mni. 

=  74-28.,  mm, 
/"  =  74-195  mm. 


+  <,  =  -0011.. 


cm 


+  -  -|-0-23„mm; 

»  ~  -|.0  (X)73. 
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Die  zweite  Befahrungshalfte  gibt 


a\7 


-4-2 '3753, 

-2  342,, 

über  die  Su  ecken 


l" 
V" 

/IV 


74-725 

7. '3  •  70  mm, 
74*65  mm, 
73*65  mm. 


z  cm 


V—Iifj^ltff^iw  —  +2*025  mm; 

.(//_///h.////_/iv)-  +ü'0645. 


Es  ergibt  sich  also 
?«3  sin  Kj  = 

«3  cos  Kj  = 

(oder:     -^i^  0-0011,    K,  =  — 37°). 


—0*00062, 
+0*00085, 


36.  Zur  Bestimmung  der  Constanten  7,,  sin  K„,  7„  cos  K» 
dient  dasselbe  Verfahren,  wie  es  in  Art.  34  beschrieben  wurde, 
nur  wird  anstatt  der  Rolle  die  Rolle  M^^^^  abgelesen  und  ist 
die  Wiederholung  mit  umgedrehter  Rolle  nicht  erforderlich. 

Die  vier  Ablesungen  «ij,  c^'j,  «5a»  *«i  ersten  Hälfte  der 
Befahrung  liefern  dann  die  Constante  t„  sin  K„,  die  in  der 
zweiten  Befahrungshälfte  gemachten  Ablesungen  a;„,  a",, 

a','^  die  Constante  7,,  cosK,,;  K„  in  beiden  bezogen  auf 
U.L-jijr.iuc  .\;.tanL;s- Ürcliun^5phase  der  Laufräder,  welche  bei 
der  Grundsteiluni,'  der  ersten  Befahrungshüllte  statu. uid.  Die 
Kenntnis  der  genauen  Längen  der  einzelnen  Befahrungöstückc 
ist  dabei  nicht  erforderlich. 

In  der  That  tindet  man  durch  .Anwendung  der  Formel  (38') 
auf  die  Strecke  /""'  der  ersten  oder  der  zweiten  Befahrungs- 
hältte,  analog  wie  in  34., 


» 
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J/'»"'  Jl 


—  .  —  sinl  • 


o  mm 


K 


„  ,  |  cos         u^r  +  |cycl.  Cfl.J; 


das  zweite  ülied  rechts  ist  von  zweiter  Ordnung;  ferner  ist  hier 


f 


±     sin       +  M 


A*„         ,  2fir.r      /  , 
^  cos-  —  1  \Js, 


WO  das  obere  X'orzcichcn  für  den  Fall  der  Strecke  /'  oder  /'". 
das  untere  für  /"  oder  gilt,  und  offenbar  innerhalb  der 
ganzen  Befahl  ungshälftc  constant  bleibt.  Wenn  man  die  vorher- 

gehende  Kormel  für  I  t/[A„,  auf  die  vier  Strecken  /'.  /",  /'",  /'* 

anwendet  und  die  vier  Gleichungen  summiert,  so  heben  sich 
daher  die  der  l<(>llenexcentricitat  entsprechenden  ülicder  der- 
selben bis  auf  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  auf;  ebenso 
heben  sich  die  cyclischen  Cilieder  auf  zwisciien  je  zwei  ein- 
ander entgegengerichteten  Strecken.  Man  erhält 


f. 


\^   f  ^        .2  i/r.v 
<;  +y,  .lAat^.sin 


2//-r 


2  iir.x 


2  u'x  \. 


\  (53) 


4     »•  v"       4     c*  v' 

=  -  —  if„  cos  K„  sin  •     -+-   7„  sin  K„  cos 


cm 


Google 


Theorie  des  harmonischen  Analysators. 

Man  sieht,  dass  aus  der  ersten  Befahrungshälfte  y«  sin 
aus  der  zweiten  if„  cos     dadurch  erhalten  wird,  dass  man  den 
Wert  des  in  (53)  links  stehenden  Ausdruclces  durch 

4  c 


V   ]S  cm 

dividiert. 

Selbstverständlich  kann  das  Verfahren  auf  eine  Befahrungs- 
hälfte beschränkt  werden,  wenn  K«  bereits  bekannt  und  bloß  y„ 
gesucht  wird.  Man  bestimmt  dann  z.  B.  nur  die  Constante 
7f„  cos  K„,  während  man  dabei  das  Instrument  in  derjenigen 
Anfangs-Drehungsphase  der  Laufräder  aufgestellt  hat,  auf 
welche  bezogen  K„  =  0*  ist» 

37.  Zur  Bestimmung  der  Constanten  6HsinK„,  s„  cos  K„ 
sind  für  verschiedene  Intcgncrapparate  verschiedene  Methoden 

zweckmäßig. 

a)  Ist  der /;te  Integrierapparat  einer,  welchen  man  unniiitel- 
bar  neben  (d.  h.  vor  oder  hinter)  den  Integrierapparat  von  zwei- 
mal so  hoher  Nummer  einschalten  kann,  dann  ist  es  tnöglich, 
seine  Excentricitätsconstanten  nach  einer  Methode  zu  be- 
stimmen, welche  weder  präcise  Schieneneinstellungen,  noch  die 
Kenntnis  anderer  Constanten  des  Instrumentes  voraussetzt. 
Jener  neben  dem  zu  untersuchenden  eingeschaltete  Integrier- 
apparat  dient  dann  nämlich  zurControle  der  Drehungen,  welche 
der  zu  untersuchende  Integrierapparat  zwischen  den  verschie- 
denen Schieneneinstellungen  hätte  bei  Abwesenheit  seines 
Excentricitätsfehlers  erleiden  sollen. 

Ist  allgemein  n  die  Nummer  des  zu  untersuchenden,  fc  die 
des  Control-Apparates,  so  liat  m^n  nach  den  Relationen  (34) 
(z.  B.  der  zweiten): 


«8„  sin(        ^  —  nij  +  sinn*j  ~ 


sm( —  n»  I  H-sm  n* 
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Für  k  =  2n  hat  man 


sin( —  II«  )+sin  n„    =  : 

{~^-nO  +  smn,".|.) 

Alan  nehme  nun  an,  man  hätte  den  Pahrstift  successive  in  die 
Lagen    =    =  *  =  '  ar  =  a:*  = 

i^cbracht,  wobei  i'",  i"  unbekannte  Einstellungsfehler  sind 
und  die  Kin'-tellun.uen  selbst  immer  mit  nach  rechts  gcriciUeter 
Bewcguüg  Ijcwirkt  wurden.  —  und  es  seien  die  Drehun^'en. 
welche  die  beiden  Integrierapparate  zwischen  je  zwei  Lagen  des 
Fahrstittes  Ümt^ächiich  vollzogen  haben,  auf  irgendeine  Weise 
(worauf  ich  sofort  zurückkomme)  genau  festgestellt  worden. 
Wendet  man  die  Formel  (54)  auf  diese  drei  Lagen  an,  so 
hat  man 

0  =  —  (X/  —  A„)+  ^  (hin  — A^,) 

\ 

2«e„  sin  nr  =  -(Xr-A„)+1  (X,/~A,„)-  i-  (^-^  -  ) 


0  =  -{K  -A„)+- -(Xa/  —  A,,) 


2»  n: 


!  I 


oder,  wenn  man  von  der  mittleren  Gleichung  einmal  die  erste, 
das  andere  Mal  die  letzte  abzieht,  und  beide  DilTerenzen  sum- 
miert, 

4«e«  sin  11^^'*  =r 

die  Abkürzung  (AX„)|"  sieht  aiisiatt  X'f'i— X'„i  X^fg — X',2,  stellt 
also  die  Drehun^T  des  //i^"  Integrierapparates  zwischen  der  Ein- 
steliimg  x'  und  .r''' dar,  und  Analoges  gilt  von  den  übrigen 
Symbolen  rechts   Ahnlich  hat  man,  für  die  beiden  Abscissen- 

werte  x  —  x**  —  x  —     =:     -         die  Gleichung 

4  «  4  » 


Digitized  by  Google 


Theorie  des  harroonUehen  Annlysators.  85^1 

2«8.  cos  IC  =  -|  (^x„);:- ;  (Ax,„)i:  j  -  (^-*;") 

oder 

2««„cosIlf,''  = 

Die  Formeln  (")5)  und  ;,'5')  la'^Kcn,  wenn  die  Verände- 
rungen der  geographisciicn  Längen  bestimmt  sind,  die  Con- 
btunien  s,,.!!^,"  berechnen;  K„  erhält  man,  indem  man  zu  der 
Constante  iV^'  die  mit  genügender  Genauigkeit  bekannte  DilTe- 
renz  ^S"  addiert,  wo  4>/,  wie  in  18,,  die  Anomalie  des- 
jenigen Punktes  bezeichnet,  welcher  unter  normalen  Umständen 
der  Ankunftspunkt  des  Drahtes  an  der  Scheibe  H„  Ist,  aber 
die  Anomalie  des  Punktes,  in  welchem  bei  der  Operation  das 
zw  ischen  den  Scheiben  Z/»,  liegende  Drahtstück  die  unter- 
suclue  Scheitle  hcriihrte. 

t)ie  Bestimmung  die»^cr  X'eränderungcn  der  geographischen 
Langen  ist  im  vorliegenden  l  aile  dadurch  vereinfacht,  dasä  die 
Lagen  deslntegrierapparaies.welche  die  fi^lzustellende  Drehung 
desselben  begrenzen,  solche  sind,  in  welchen  eine  —  und  zwar 
in  beiden  dieselbe  —  Messrolle  nahezu  auf  der  X-Axe  liegt. 
Wenn  nämlich  in  einer  Lage,  in  welcher  die  Messrolle  eines 
Integrierapparates  nahezu  auf  der  X-.\xe  steht,  eine  zur  v-Axe 
par.iUcle.  von  der  Anfangsstellung  des  inslrumcntcs  ausgclicnde 
Streci<e  /  befahren  wird,  deren  Länge  annähernd  gleich  einem 
Vielfachen  von  2Lr^  ist.  dann  ist,  mich  den  I'firineln  (38')  und 
j,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung  genau. 

Sin \i  =  —         +  ,    , . '  sm A,,  /  si n  ■  , -^^    +  M,j  dy; 

da  iet.  je  nachdem  die  Rolle  nahezu  auf  der  (4-JC)-Axe 
oder  der  ( — X)-.\xe  steht, 

entweder:    /.„  =  ,.    -  —  ,-,  —     -77  | cus  {^i^j  H- .M.^; I , , 
'/ff  cm       '/3  mm 

oder;    r.~k.i  =  /      —  .  I  ci»s  ^jj..,  4-  M ,j)  , 

Vff  cm       '1  ö  mm 
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—  beide  Werte  richtig  bis  auf  kleine  Gnißen  zweiter  Ordnung 
(und  Vielfache  von  2jr).  Auf  diese  Weise  knnn  X„  unabhängig 
von  der  Kenntnis  von  Instrumentalconstantcn  gemessen  werden, 
wenn  die  Länge  /  annähernd  genau  bekannt  ist.  Der  Coefticient 
\  on  o.j  kann  durch  die  Wahl  einer  genügend  großen,  oder  einer 
solchen  Länge  /,  dass  auf  derselben  die  Kollc  M^j  nicht  viel 
mehr  und  nicht  viel  weniger  als  eine  ganze  Anzahl  Revolutionen 
vollzieht,  so  klein  gemacht  werden,  duss  das  Glied 

jr^  [cosr,l,+M,)], 

'/  5  mm 

praktisch  von  zweiter  Ordnung  ist.' 

Dieses  vorthcilhafteste  X'crfahren  zur  Bestimmung  der 
Hxcentricitälsconstanten  t„,  K„  ist  bei  meinem  Instrument 
leider  nur  auf  einen  Integrierapparat,  nämlich  den  ersten, 
anwendbar;  denn  für  keinen  anderen  lässt  sich  die  unmittel- 
bare Anschauung  an  den  2;/»«^"  Integrierapparat  durchführen.  — 

Das  Folgende  ist  mein 

Beobachtungsprotokoll  von  1.S99  .August  2. 

9*' 35™  a.  m..  Temperatur  12  - 9°  R.,  Spannung  c'fr 
10^5"'.  Tcmp.  13-0°  R. 

Schiene  0: 

a,, 

Laufrad  70   2-227_  14-367(., 

704-2  >' 300            •209i_,  -380 

70                         -231  'Sö6^^) 

70+2x360             ^ll,.)  -378,^) 

70                          232.  _»  -305^ 

70+2x360            -212  •378_ 

70                          -232  •365,>) 

10'" 40"'.  Temp.  13  7°  H. 


>  Bei  den  unten  wicdcrKCgcbenen  Beobachtungen  von  1890  August  2 
war  die  Vorsorge  vergessen  worden,  den  Cocflkicnt  von  itj  klein  zu  machen; 
die  Drehung  der  Rollen  M^j  war  in  der  That  nicht  viel  verschieden  von  einer 
unircradcn  Anzahl  Halbrevolutinnen.  Indessen  kann  dadurch  das  Resultat  nicht 
wesentlich  bceinHusst  worden  sein;  denn  selbst  unter  .\nnahme  des  groUcn 
Wertes  ~-  für  i^.  und  des  ungünstigsten  Wertes  (0)  für  M^/  würde  der  Fehler 
der  gemessenen  geographischen  Länge  nur  0*00007  (circa  1.')")  betragen. 
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Schiene  90: 

Laufrad  70    '^^i-]  31  003+ 

70-1-2x360   •285f^j  083  ,. 

»       70    •237,_,  -064^ 

70+2x360             283|  -OS'l^.y 

70    ''^'^^-}  064+ 

70-^2  X  360            283,-1  •082_ 

70    -234141  '065(_, 

liM5»',  Temp.  13-7"  K. 

Schiene  180: 

Laufrad  70    -244  14*382(*] 

70+2X360   ■209,^,  370 

70    •240_  ■384_ 

70-1- 2X300.«...  •2H(_> 

70    •246(^j  •384[., 

70  +  2X300..  .   .  -210+  -382 

70    -247  •38y(+j 

tl«« 45%  Temp.  13-9*  R. 

Schiene  270: 

Laufrad  70                          ^O'r.  31  047(^1 

70+2x300   -aoöt,)  oarvj 

70    -268+  -048 

70+  2  x  360   '304+  037,^] 

70    ■268+  -048,,, 

70+2x360  :  -SOS-  •037^+, 

70    '267*  •049(+, 

12"  20"',  Temp.  13-9'  R. 

Schiene  360: 

Uufrad  70    -278,  14-403h 

70+2x360             24<v,  393,,, 

70    '27!<,.,  -403. 

70  +  2  -,  300   -238^  -393,,, 

70    *276m  -401* 

70  +  2  x  360   -231  -SOl  +j 

70                          2731^]  -399, 


l^O",  Temp.  13 •8*  R.,  Spannung  c'. 
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Berechnung.  Aus  den  Ablesungen  bei  »Schiene  0«  hat 
mnn  im  Mittel  a'^,  =  2' 210,— 2-230»  =  —0-0200  und  a'„  = 
=  14-378„-14-3li6o  =  -I-0-0120,  daher 


-0'02(X) 


-4-0  0126 


Zern 


in  analoger  Weise  findet  man: 

+0- 0-177 


X"  —   


31      ** 


— 


Xjj  —  — 3jT-t- 


-0-0357 

r4- 0-0367 
'/rem 
0  0392 
'/r  cm 


Man  hat  also 

'  /  ~  cm 
'/zcm 


-4-00177 


•ja 


^  «cm 


>'"  —  

"  ~  // 


V*'  —   


-0-0058 

ncm 
-0*01  16 

'/»cm 
-  0-(X)90 
'/rem 


^AX,,):;,  =  -2s- 


0-0148 
'/—cm 

(>0035 
'/scra 


(AX,.;:  =  ~  2  s- 


0-0061 
'/-cm 

O-OllO 
'/-cm 


Daraus  ergibt  sich  nach  den  Bestimmung^lormeln  (55) 
und  (55') 

s.sinn^^z:  ;  -V^li'  = -0-00037, 


i,  co^  llj 


1    4-0-0056  ^     ^  „ 

,—  —  -  ■  4-0 -00030. 
'rem 


Da  der  Verlauf  des  Drahtes  der  normale  war,  so  ist  die 
GriVUc  llj  zugleich  die  Insiruinentalconstante  K,  selbst:  die 
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Excentricitätsconstanten  des  ersten  Integrierapparates  sind  also 
endgiltig 

8j  sin  E,  =  — Ü  •  0004,        s,  cos     =  H-Q  -  0003. 

bj  Ebenfalls  keine  präcisen  Schieneneinstellungen,  wohl 
aber  die  Kenntnis  einer  Instrumentalconstante  ist  erforderlich 
bei  dem  nachstehend  geschilderten  Verfahren,  welches  zur 
Bestimmung  der  Excentricitätsconstanten  t«sinE»,  s«  cosE» 
eines  Integrierapparates  dient,  der  sich  an  einen  mit  halb  so 
hoher  Nummer  versehenen  anschalten  lässt. 

In  diesem  Falle  ist  «  =  »,  und  die  Relation  (34*><>)  gibt 
U9n\sin  I —  n;  j  -I- sm  Iii  |  = 

+«s^[sin(^^  — nj,)  +  sinllj[.j-  (56) 

VVeuvicl  man  diese  l'ürmcl  an  auf  d:e  Abscissen  x  —  x' 

=  0+i',    «sr^'^rs-l— +4"',  *  =     =  — +6",  «  =  = 

3   c                   *  *    ff  * 
=  ^  — hV"t  «  =     =  2  h     und  summiert  die  so  er- 

haltenen  fünf  Gleichungen,  nachdem  man  sie  der  Reihe  nach 
mit       2,  —2,  2,  — 1  multipliciert  hat,  so  findet  man 

Sn  s.  sin  Ilt"  =  -[<AX,);«-2(ÄX^r]+ 

+[(Ax«)r„-2(%„  i:..]  -  [(axx-2(axjj:"]+ 

+  [(AX.);r.-2(AX^J';..].  (57) 
Wendet  man  die  Formel  (56)  an  auf  die  Abscissen  x  =  x**^ 

X  s:      =1  —  und  summiert  die  so  erhaltenen  vier 

4  n 

Gleichungen,  nachdem  man  sie  der  Keihe  nach  mit  1, 1,  —1, 1 
muftiplictert  hat,  so  findet  man 

Sittb. «.  nutthcm.-iMUurv.  d. ;  CX.  Bd.,  Abth.  IL  :  57 
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4«S„  cosli«"  = 

=  ^[(Ax,.);:  -2  (A^„ );:]  -  [(A).«);r'-2  (Aa^„);;"]~  J^^*^) 

oder 

4ff6n  COS  111"  = 

=  _[(Ax,);r-2{AXj.):r]  -  [(ax,)™'-2{4x^,);!"]- 

-  2  [(A  XX -2  (%„)!'].  (57') 

Die  III  (57)  und  (57')  autit  elenden  Drehungen  des  «ten 
Iniegrierapparaies  sind  durcli  je  zwei  derartige  Lagen  begrenzt, 
dass  in  jeder  der  beiden  Lagen  eine,  und  zwar  in  beiden  die- 
selbe,  Messrolle  dieses  Apparates  nahezu  auf  der  A'-Axe  liegt; 
sie  können  daher,  so,  wie  im  vorigen  Falle,  durch  Befahrungen 
zuvy-Axe  paralleler  Strecken  ohne  Kenntnis  von  Instrumental- 
•  Constanten  bestimmt  werden.  Die  damit  gleichzeitigen  Drehungen 

n  ten 

des  —     Integrierapparates  dagegen  sind  derartige,  dass  in 

jeder  der  beiden  die  Drehung  begrenzenden  Lagen  eine,  aber 
nicht  in  beiden  dieselbe,  Messrolle  dieses  Apparates  nahezu 

auf  der  X-Axe  liegt.  Hat  man  daher  in  jeder  der  beiden  Lagen 

des  Control-Apparates  die  ^L-ographischc  Lange  der  nahezu  auf 
der  A-Axe  liegenden  Messrolle  ermittelt,  so  muss  man,  um  aus 
der  Differenz  der  beiden  Werte  die  Drehung  des  Apparates 
abzuleiten,  den  constanten  Längenunterschied  90**H-i»,g — o«. 
seiner  Messrolien  kennen. 

e)  Auch  für  einen  Integrierapparat welcher  sich  weder 

H  ^ 

an  den  2«ten^  noch  an  den  —     unmittelbar  (oder  vermittelt 

durch  Scheiben,  die  unter  einer  geringen  Diflferenz  der  beiden 
Grenzanomalien  des  Drahtes  umwickelt  sind)  anschlteOen  lässt, 
kann  man  noch  zur  Bestimmung  der  Excentricitätsconstanten 

einen  Control- Apparat  Hk  verwenden;  in  diesem  allgemeinsten 

Falle  jcducii  erfordert  die  Hebtminuing  die  Kenntnis  dreier  Con- 
^»tanten  des  Control-Apparates. 
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Man  gibt  dem  Fahrstift  successive  die  Absctssen  x  —  x'^ 

=  0  +  «',  X  -  x"  --^^^^  X  =:  x'"  =  4-  ^  =  = 

3  2  H 

^    -  — wendet  man  die  Gleichung  (34^*»)  an  auf 

üie  genügend  weit  fortgesetzte  Abscissenfolge  x' ,  x'",  x''^  . . . 
einerseits,  ;ir",  anderseits,  so  erhält  man  wieder  zwei 

Gieichunpfensysteme,  aus  denen  sich  zwei  Bestimmungsformeln 
von  ähnlicher  Form  wie  (57)  und  (Ö7')  ergeben.  Die  darin  vor- 
kommenden Drehungen  des  Control-Apparates  werden  jedoch 
im  allgemeinen  durch  Lagen  begrenzt  sein,  in  welchen  keine 
lieiner  Messrollen  nahezu  auf  der  XAxe  liegt.  Um  hier  bei 
jeder  Abscisseneinstellung  x^^*  die  Lage  des  Rollenpaares  des 
Control-Apparates  kennen  zu  lernen,  liest  man  am  besten,  bei 
den  Befahrungen  der  Strecken  /"'',  seine  beiden  Rollen  ab 
und  ermittelt  daraus  Xjti  mittels  der  nachstehend  abgeleiteten 
Formel. 

Es  ist  allgemein,  wenn  ein  Winkel  X  durch  die  beiden 
iJlejchungen 

sin  X  =  a+i 

«  von  der  ersten  Ordnung  klein» 

cos  X  =  ^+<l), 

definiert  ist,  dieser  Winkel  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung 
genau  ausgedrückt  durch 

X  =  arc  tg  —  H-  S  cos  X— sin  X.  (•) 
b 

Schreibt  man  die  Gleichung  (38'}  für  den  Apparat,  integriert 
sie  über  /'''^  welches  annähernd  gleich  einem  Vielfachen  von 
2Lk  sein  soll,  setzt  darin  successive  /  =  1,  f  =:  2,  setzt  schllefi- 
lieh  für  X*2  seinen  Wert  X*i+90'+(ot8— "tO  ein,  so  erhält  man 
zwei  Gleichungen  für  sin  X^j,  cos  X^,,  welche  die  Form  der 
oben  angeschriebenen  haben;  die  Glieder  a,  i>  sind  in  diesem 

Falle    l"'"  /  </n*i,         /  ä^ü.  Wendet  man  darauf  die  Formel 

<»)  an,  so  findet  man 


57* 
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XM  =  arctg-j^  — 

—  /Tn?  COS  — — rcos((i*i+MM)+sin  (h*i+Mh]^„+ 


-^j^^  sin— •  — ^-Lcüs(tA4i  +  M*,jJ^„ 


 —  COS-^[cos(jl,,^-xMtt)L,,— 
'  /5mm   Ait  ' 


8,3       .  2k7:x"'' 


Sin  ^^-^[cos(ti*,+MA,)+sin(jM,+Mtt)],(r,  - 

*   /ämm  ^  ' 

^(<3*2— sm-  h  m*!— sin  —  cos  

c  c  c 

Wenn  die  Coefficienten  von  8*»  durch  geeignete  Wahl  der 
Länge  /^''^  hinreichend  klein  gemacht  worden  sind,  dann  bleibt 
einfach 

A*i  =  arc  tg  -fi^  — (<i*t-oti)  sin«  —  h 

«*»  ^ 

— Sin  cos  * 


d)  Eine  immer  anwendbare  Methode,  welche  indessea 
nur  dann  sich  empfehlen  dürfte,  wenn  kein  andere^i  Verfahren 
ausführbar  ist,  ist  die  directe  Methode,  welche  nicht  die  Beob- 
achtung der  Drehungen  eines  Control- Apparat  es  zwischen  je 
zwei  Schieneneinsteliungen,  sondern  die  Ablesungen  dieser 
Einstellungen  selbst  benutzt. 

Man  gibt  dem  Fahrstift  der  Reihe  nach  die  Abscissen 

x  =  x'z:zQ^^,  ar  =  ;r"  =  4-— =  ;ir"' =  +^'^-. 
wo  ^,  i"', ...  die  abgelesenen  Einstellungsfehler  sind,  und 
misst  in  jeder  Lage  die  geographische  Länge  der  nahezu  auf 

der  .Y-Axe  befindlichen  Rolle  des  zu  untersuchende!]  m*«« 
Apparates;  dann  sind,  unter  der  Annahme,  dass  die  abge- 
lesenen Kinslellungsfehler  gleich  den  wirklichen  seien,  in  der 
Gleichung  (39)  X^^  und  x  bekannt,  und  man  erhält  ein  System 
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von  Gleichungen  (39),  welches  erlaubt  die  Constanten  s„  sin  E«, 
s„cosE„  zu  berechnen.  Die  übrigen  Constanten  des  Mt«"  Integrier- 
apparates, welche  in  (39)  vorlcommen,  können  durch  Differenzen 
der  Gleichungen  eliminiert  werden,  die  beiden  Constanten  8  sin 
8  COS  £  jedoch  im  allgemeinen  nicht.  Die  Kenntnis  der  letzteren 
wird  also  erfordert. 

Man  hat  in  der  That  aus  den  drei  für  #  z=  1  und  für  x  =  x'^ 
X  =  x"*f  x^x*  gebildeten  Gleichungen  (39)  die  beiden  DifTe- 
renzgleichungen 

-2ff 8„  sin  E„  =  (AX,t);"+«  +       {^»-H)  - 

c 


—«8  sin      ^        +  «8  sin  E  — 


2u 


+2iie„  sin  E„  =  (AX„X+«  +  ^(i^ 

-«sin(i^-HK)+«si„(Xl+E)-J;, 
woraus  sich  ergibt 

4118«  sinE»  =  (AX«0rM-(AX»,);"4-  ^(e^--2^"H-e')- 

c 


«18 


[sin(l-^+E)-2si„(^^+E)+sinE]-  (58) 


Auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich  aus  den  drei  für  «  :=  2  und  x  — 
=  .r",  x'\  x"'  gebildeten  Gleichungen  (39) 

4118.  cosE«  r=  {^\„,):l-{^\„,)Z^  5^  (e-_2^,.^^,,j_ 

c 

Man  kann  in  dem  concreten  Falle,  durch  Hinzunahme 
weiterer  oder  Wahl  anderer  Abscisseneinstellungen  aus  den 
obigen  beiden  Folgen,  diese  Methode  so  einzurichten  trachten, 
dass  in  den  endgiltigen  Bestimmungsformeln  die  Factoren  bei 

ssin  E,  e  cos  E  möglichst  klein  werden,  damit  die  Ungenauig- 
keit  der  Kenntnis  dieser  Constanten  bloß  mit  einem  kleinen 
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Bruchtheile  des  eigenen  Betrages  in  die  zu  bestimmenden  Coii- 
stanten  hineinkommt.  Bestimmte  Vorschriften  lassen  sich  hie- 
für nicht  geben,  da  dies  von  der  speciellen  Configuration  des 
verwendeten  Analysators  abhangt. 

Einigermaßen  genaue  Werte  kann  man  bei  diesem  Be- 
stimmungsverfahren nur  dadurch  zu  erhalten  hoffen,  dass  man 
die  Bestimmung  mehrere  Male  wiederholt,  um  den  Einfluss  von 
Ablesungsfehlern  abzuschwächea  — 

38.  Als  letzte  der  regulären  Instrumentalconstanten  bleiben 
noch  s  sin  K,  s  cos  K  übrig.  Diese  Constanten  der  Formel  für 
die  geographischen  Längen  im  Integrierapparai  sind  für 
sämmtlichc  .Apparate  einer  Gruppe  (S.  15)  gemeinsam.  Die  für 
die  untere  Gruppe  geltenden  hängen  von  den  Eigenschaften 
der  beiden  linken  Leitrollcn,  die  für  die  obere  Gruppe  geltenden 
von  den  Eigenschaften  der  vorderen  linken  Leitrolle  allein  ab. 

Ich  spreche  in  dem  Folgenden  der  Kürze  halber  immer 
nur  von  »der  Leitrollec;  die  Worte  »beziehungsweise  Leit- 
rollenpaar« sind  zu  ergänzen. 

Die  für  einen  Integrierapparat  angewendete  Methode, 
seine  Excentricitätsconstanten  dadurch  zu  bestimmen,  dass  inan 
die  miteinander  gleichzeitigen  Drehungen  misst,  welche  der 
untersuchte  und  der  als  Control-Apparat  an  ihn  angeschaltete 
Apparat  vollzogen  haben,  lässt  sich  nicht  auf  die  Bestimmung 
der  Excentricitätsconstanten  der  Leilrolle  übertragen,  weil  man 
kein  Mittel  hat,  die  Drehungen  der  Leitrolle  unabhängig  zu 
messen  (da  sie  keine  Messrollen  trägt),  dieselben  vielmehr 
nur  aus  ihren  Wirkungen  auf  die  Drehung  des  daran  ange- 
schlossenen Integrierapparates  erkannt  werden  müssen.  Die 
Nothwendigkeit  präciser  Schienenablesungen  lässt  sich  hier 
also  nicht  umgehen. 

In  den  obigen  Bemerkungen  ist  das  Principielle  der  Be- 
stimmungsmethode bereits  ausgesprochen.  Man  benutzt  einen 
unmittelbar  (oder  unter  geringer  Differenz  der  Grenzanomalicn 
des  Drahtes  an  jeder  Zwischenscheibe)  nach  der  Leitrolle  ein- 
geschalteten Integrierapparat  gleichsam  als  Reagens,  indem 
seine  Drehungsphasen  die  Wirkungen  der  Excentricitätscon- 
stanten der  Leitrolle  sollen  erkennen  lassen.  Man  gibt  durch 


Google 


Theorie  des  harmonischen  Analysators. 


861 


SchieneneinsiellimL'en .  welche  möglichst  £»enau  abgelesen 
werden  müssen,  dem  Fahrstift  der  Reihe  nach  .L;ccignete  Ab- 
scissen  von  diesen,  bei  welchen  seme  CosinusroUe,  oder  von 
diesen,  bei  welchen  seine  Sinusrolle  nahezu  auf  der  X-Axe  liegt 
(eventuell  von  beiden  Abscissenfoigen),  damit  man  die  zwischen 
je  zwei  Lagen  einer  Folge  vollzogene  Drehung  unabhängig  von 
der  Kenntnis  seiner  Constanten  messen  kann.  Durch  Einsetzung 
der  abgelesenen  Abscissenwerte  und  der  gemessenen  Werte 
der  geographischen  Längen  in  die  entsprechenden  aus  (39) 
gebildeten  Differenzgleichungen  erhält  man  ein  Gleichungen- 
system, in  welchem  die  sonstigen  noch  vorkommenden  Con- 
stariLcn  sich  durch  bloI3e  Sunimationun  und  Subtractiot^en  elimi- 
nieren lassen.  Man  erhält  zwei  Bestininiungsformchi,  welche 
nur  die  beiden  Unbekannten  ssinE,  scosE,  jedoch  jede  die 
beiden,  enthalten. 

Welcher  Apparat  als  Reagens-Apparat  benutzt  werden 
solle,  und  wie  die  verschiedenen  Abscissen  am  zweckmäßigsten 
gewählt  und  combiniert  werden  sollen,  um  in  den  Schluss- 
formeln günstige  Verhältnisse  der  Coefflcienten  zu  erhalten, 
das  hängt  von  der  speciellen  Configuration  des  verwendeten 
Analysators  ab.  Nur  als  Beispiel  soll  hier  das  Veifahren  genauer 
beschrieben  werden,  welches  ich  für  mein  Instrument  ange- 
wendet  habe. 

Ich  benutzte,  um  die  Constanten  s  sin  E,  s  cos  K  des  Leit- 

rollenpaares  zu  bestimmen,  als  Reagens  den  3'cn  hnegrier- 

apparat,  und  gab  dem  Fahrstift  die  sechs  Abscissenwerte,  welche 

c  c 

folgenden  Ablesungen  entsprechen:     —  0^+^'»         2  ^"•"ß"» 

6  6  b  b 

^.  •  ■ ,  4"  abgelesene  Einstellungsfehler  sind,  in  diesen  Lagen 
steht  die  Cosinusrolle  des  Apparates  nahezu  auf  der  ^-Axe. 
Die  Gleichung  (39)  gibt 

X;;;'  =  ir— -nr— 6«^  -  -f.383[sin(tx4-E4)— sinK,J-h 

VC  ITC''. 

-l-SscosE.  sin ,t +3esin  E.(  cos  ,  t>^1|**- 
b  ti  \      b  Ji  J 
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Bildet  man  aus  dieser  Gleichung  die  Ausdrücke  für  (AX,^)"', 
(AXjjj;,,,  (AXgi);,\  (AXg,))»',  setzt  dann  in  diesen  Ausdrücken  den 

Wert      -^z::  2 18**  öl'  ein,  so  findet  man,  durch  Additionen 

und  Subtractionen  der  vier  Gleichungen, 

/  7'068co5E— 0*64esinE== 


0  •  87  «  cos  £— 7 '  10  i  sin  £  = 


39.  Nach  den  oben  erörterten  Methoden  zur  Bestimmung 
der  regulären  Instrumentalconstanten  wurden  diese  für  mein 
Instrument  wiederholt  bestimmt. 

Die  in  der  nachstehenden  Tafel  angegebenen  Werte  können 
als  geltend  für  den  Sommer  1899  angesehen  werden. 

Die  Constanten  F,,,  K„  sind  auf  den  Fall  reducict  t,  wenn 
bei  der  Anfangssiclking  des  Instrumentes  die  Laufradtheilung 
0"  zeigt;  die  VVerle  der  Constanten  E„,  E  beziehen  sich  selbst- 
verständlich auf  den  Fall  der  Coincidenz  der  an  den  betreffenden 
Horizontalrädem  angebrachten  Marken  mit  den  zugehörigen 
Marken  am  Gerüst  des  Instrumentes. 

Constanten,  deren  Werte  durch  einen  Strich  ersetzt  sind, 
wurden  nicht  oder  nicht  genau  bestimmt 


n  =  1 

«  =  2 

II  =  3 

n  =  4 

«-=6 

+0-001S 

-o'oou 

+0-0012 

'«III 

-0  0002 
-0'0012 

+0-0002 
-O'OOll 

-0-0015 
-0-0007 

=  »»11 

SSM,« 

= 

*  N 

O'OOlS 
278* 

0*0006 

0-0005 
307» 

=H 

0  0017 
103*» 

O-OOlt. 
21° 

Um  1013 

77°  ' 

-l 

=  K3 

t« 

-0  0005 

-00003 

-0  0003 

-t. 

e„cosK„ 
i„  sin  E„ 

+0-0002 
-0  0005 

40-0003 
+00001 

< 

»  Ci).S  E 

t  sin  E 

^u-oooi 
-00000 
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In  dem  in  den  Correctionsformeln  eingeführten  Constanten- 
system  sind  die  Werte  der  regulären  Constanten  demnach 

tol  lten  dt' : 


«  =  3 

1    «  =  4 

«f  =  5 

«  =  6 

.,11 
1  fi 

+0-0002 
-O-00!3 

-0-0006 
+0-0002 

+0-0003 
-0-0004 

-  Ti' 

=  7?/ 

< 

1  -U-0002 
+0-0006 

+0-0007 
+0-0003 

+0 • 000 1 
+0  0003 

=  *'i 
=  xi' 

=  -'2 

+0  0002 
-O-OOOö 

*o-ooo:{ 

+U-0UOI 

*' 

+0*0001 

!  **w« 

-0-0002 
-0»0012 

+0-0002 
-0*0011 

+0-0015 
-0-0007 

— 

=s  «Ig, 

=  »«22 

—  i 

+00018 

-0-0014 

+0-0012 

40.  Die  Constanten  müssen  bei  jeder  Analyse 

besonders  bestimmt  werden. 

Es  empfiehlt  sich,  dieselben  vor  und  nach  der  Analyse  zu 
bestimmen,  und  bei  der  Anwendung  der  Formel  (44)  Mittel- 
werte aus  beiden  Bestimmungen  zu  verwenden. 

Die  Bestimmung  selbst  geschieht  in  folgender  Weise. 

Man  stellt  den  VV'agenindex  auf  0,  wobei  man  möglichst 
gennu  dun  Einstellungsfchlcr  i'  abliest,  bclährt  eine  der  j  -Axe 
parallele  Strecke  /'  von  geeigneter  [siehe  37.  ^7^]  Länge  ein- 
oder  mehreremale  abwechselnd  hin  und  zurück  und  bildet  die 
Ablesungen  sainmllicher  CosinuMollen  über  die  Strecke 
Dann  stellt  man  den  W'agenindex  au  1  .'360,  wobei  man  möglichst 
genau  den  Einstellungsfehler  i"  abliest»  und  befährt  wieder  eine 
der  y'Axe  parallele  Strecke  Z''  von  geeigneter  Länge,  in  der- 
selben Weise  wie  früher  und  wieder  unter  Ablesungen  der 
Cosinusrollen.  Die  Einstellungen  sind  immer  mit  nach  rechts 
gerichteter  Bewegung  zu  bewirken. 

Aus  den  Ablesungen  der  Cosinusrollen  über  die  Strecke  ^ 
erhält  man  in  der  That,  wenn  die  Länge  roh  bekannt  ist,  nach 
der  Formel 
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Kl  =  Jt+  //r— •  (^ö> 
'  /it  cm 

die  geographischen  Längen  sämmtlicher  Cosinusrollen  für  die 

Abscisse  i'  des  Fahrsliftes.  Ebenso  aus  den  Ablesungen  über  /", 

nach  der  Formel  „ 

(!-•-' »)r  4-  .  (60) 

'  /jr  cm 

die  geographischen  Längen  der  Cosinusrollcn  für  die  Abscisse 
c+i"  des  Fahrstiftes. 

Wendet  man  nun  die  Gleichung  (3t>)  auf  die  Strecke  /'  an, 
wobei  man  für  X„|  den  Wert  (59)  einsetzt,  so  ergibt  sich 

«Iii 

''„i=.n  T     •  (61) 

'  /TT  cm 

oiii  erhält  man  aus  -j,,),  wenn  man  die  bekannte  reguläre  Con- 
stante  ut  sin  K  abzieht. 

Wendet  man  aber  die  Gleichung  (39)  an  auf  die  beiden 
Strecken  /',/".  und  zieht  die  beiden  entsprechenden  Gleichungen 
voneinander  ab,  s«)  findet  man 

*"     /"/  W»  '  ~r  2  '  ^ 

•  /z  cm        '  cm 

WO  s'  die  bekannte  reguläre  Constante  des  .Analysators  ist. 

In  der  .Ausführung  der  Bestimmung  empfiehlt  es  sich,  zur 
Verminderung  des  Eintlusses  der  ungenauen  Kenntnis  der 
Einslellungsfehler,  die  beiden  Einstellungen  einige  Male  zu 
wiederholen,  indem  man  inuner  die  Einstellung  auf  0  und  die 
auf  360  abwechseln  lässt. 

Die  Fehler  des  Millimeterpapieres  und  der  Aufstellung-. 

41.  In  der  f»bigen  Theorie  der  Insirumentalfehler  ist  noch 
ein  Umstand  unberücksichtigt  geblieben,  der  zwar  noch  zu  den 
Fehlern  des  Instrumentes  gehört,  den  es  aber  zweckmäßiger 
erschien  in  Verbindung  mit  den  Papier-  und  Aufstellungsfehlern 
zu  berücksichtigen. 

Ist  nämlich  die  Richtung,  in  welcher  bei  stillstehendem 
Instrument  der  Fahrstift  sich  verschiebt,  nicht  genau  senkrecht 
zu  der  Rollrichtung  des  Instrumentes,  dann  würden  offenbar 


I 
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die  Gleichungen  (38')  und  (39)  [und  damit  auch  alle  daraus 
nachher  gezogenen  Folgerungen]  giltig  bleiben,  wenn  man 
darin  unter  xy  die  Coordtnaten,  unter  dxäy  die  V'erriickungs- 
componenton,  des  Kahrstiftcs  in  einem  schiefwinklif^cn  V  oordi- 
natensystcni  verstehen  würde,  dessen  ar-Linieu  die  Richtung 
haben,  in  welcher  der  Fahrstift  ohne  Rollen  des  Instrumentes 
twwegt  werden  kann*  dessen  >  - Linien  aber  die  Richtung  haben, 
in  weicher  das  Gerüst  beim  Rollen  bewegt  wird.  Als  die  Ordi- 
natenaxe  selbst  gilt  dann  selbstverstftndüch  wieder  diejenige 
Gerade  der  letzteren  Familie,  auf  welcher  die  Fahrstiftspitse 
sich  befindet,  während  der  W'af^enindex  au!  dem  Schienen- 
strich 0  steht;  die  Abscissenaxe  aber  brauchte  bisher  nicht 
festgelegt  zu  werden. 

Wir  Wüllen  nun  hier  ein  solciics  schietwinkliges  Coordi- 
natensystem  einfOhren,  und  bezeichnen  es  mit  x*y.  Es  gelten 
also  die  Gleichungen,  welche  aus  (3S')  und  (39)  mittels  Er* 
Setzung  von  durch  sc'y*  entstehen,  c  und  mm  haben  dabei 
genau  dieselben  Bedeutungen  wie  früher,  desgleichen  bedeuten 
AS,=  180°,  AS^rr  270'. 

Da  cp  ferner  weisen  der  späteren  Betrachtungen  zweck- 
malii*^  ist,  die  Abscissenaxe  tcstzu!ey;en,  definieren  wir  sie 
folgendermaßen.  Nachdem  das  Instrument  auf  dem  Papier  auf- 
gestellt worden,  gibt  es  unter  den  verschiedenen  Stellungen, 
welche  es  durch  Rollen  successive  annimmt,  nur  eine  von  der 
Art,  dass  in  derselben  der  Fahrstifl  ohne  Rollen  des  Instru- 
mentes mit  dem  Ausgangspunkte  der  gezeichneten  Curve  C 
inCoincidenz  gebracht  werden  kann.  Diese  Stellung  bezeichne 
ich  künftig  als  die  .Anlangs^teüun«,'  des  Insttümcntes,  und  den 
Strahl,  welchen  der  Fahrstift  !n  dieser  Stellung  (nach  wach- 
senden Schienenablesungen)  beschreibt,  als  die  Abscissenaxe 
des  Systems  x'y*. 

42.  Die  zur  Analyse  vorliegende  Curve  ist  gezeichnet  nach 
Mafigabe  des  auf  dem  Millimeterpapier  vorgedruckten  Netzes. 

Ihr  Anfangs-  und  Endpunkt  liegen  also  auf  einer  und  derselben 
Linie  der  Familie  der  Abscissenhnicn  des  Papieres.  und  der 
Abstand  dieser  Punkte  voneinander  beträgt  360  I^apier-MiUi- 
meter  der  Abscissenrichlung. 
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E.s  wird  fortan  stets  anr^enommen.  dass  man  bei  Umfahrün<;en 
zu  analysierender  Curven  nach  der  folgenden  Kegel  vorgeht: 

1)  von  dem  Ausgangspunkte  der  gezeichneten  Curve 
befährt  man  diese  bis  zu  ihrem  Endpunkte  am  anderen  Ende 
des  zu  untersuchenden  Intervalls  der  Zeichnung  (unbekümmert 
darum,  dass  dadurch  der  Wagenindex  möglicherweise  über 
den  Strich  360  der  Schiene  etwas  hinausgleitet  oder  ihn  nicht 
erreicht);  2)  von  hier  aus  rollt  man  das  Instrument,  wenn  nötbig, 
vor-  oder  rückwärts,  bis  es  in  seine  Anfangsstellung  kommt; 
3)  dann  verschiebt  man  den  Fahrstift  bei  stillstehendem  Instru- 
ment bis  zur  Coincidenz  mit  dem  Ausgangspunkte  der  gezeich- 
neten Curve. 

Die  durch  1)  vom  Fahrstift  beschriebene  Bahn  deckt  sich 
vollständig  mit  der  Curve  C;  die  durch  I)  und  2)  vom  Fahrstift 
beschriebene  Bahn  bezeichne  ich  mit  S;  die  gesammte  Bahn 
des  Fahrstiftes  mit  2. 

Die  Gesammtdrehung  der  Rolle  Mni  bei  dieser  Umfahrung 
ist  offenbar  gegeben  durch  die  Formel 

o  mm  j       \      c  '  ] 

+»«-rin  sinE,]cos(::?^-hAS,)rfy+| 

Jv  Jv  I 


Digitized  by  Google 


Theoria  des  bamonUehen  Analysators.  867 

Wurde  die  Umfahrung  wiederholt  nach  Umkehrun^^  der 

Messiollen  und  bezeichnet  dann  J<i{i„,  das  arithmetische  Mittel 

der  beiden  Gcsammtdrchungen  der  Rolle  M^^  so  fällt  in  der 
Formel  (63)  die  letzte  Zeile  weg. 

43.  Von  dem  zum  Auftragen  der  Curve  verwendeten 
Miliimeterpapier  setze  ich  nur  voraus,  dass  seine  Linien  gerade 
und  seine  kleinsten  Felder  congruente  Parallelogramme  sind. 
Man  muss  vor  dem  Auftragen  der  Curve  sich  von  diesen  Eigen- 
schaften überzeugen. 

ich  set^c  dagegen  nicht  voraus,  dass  die  IJnien  der  einen 
Familie  senkrecht  zu  den  der  anderen  stehen;  nicht,  dass  die 
einen  oder  dass  die  anderen  richtig  gctheilt  seien,  d.  h.  dass 
ihre  Millimeter  mit  den  wahren  oder  mit  den  Analysutor-Milli' 
metem  übereinstimmen;  auch  nicht,  dass  die  Partes  der  Ordi- 
natenrichtung  jenen  der  Abscissenrichtung  gleich  seien.  Diese 
letzteren  Eigenschaften  treffen  nach  meinen  Erfahrungen  in 
der  Regel  alle  nicht  zu.  Dagegen  wird  vorausgesetzt  (was  ja 
immer  zutrifft),  dass  die  Abweichungen  davon  klein  seien. 


Fi».  14. 


Wir  nehmen  nun  die  durch  den  Ausgangspunkt  der  Curve 
hindurchgehende  Gerade  der  Familie  der  Abscissenlinien  des 
Papiemetzes  als  die  (-Axe,  die  durch  jenen  Punkt  hindurch- 
gehende Ordinatenlinie  des  Papiernetzes  als  die  Tj-.^xe  eines 
schiefwinkligen  Coordinatensystems  ^t).  Die  Entfernung  des 
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Endpunktes  der  Curve  C  von  ihrem  Ausgangspunkte  nenne 
ich  *i. 

Wenn  nun  die  Coordinate  i]  des  laufenden  Punktes  P  der 
Curve  in  Function  seiner  Coordinate  i  dargestellt  ist  in  der  Form 


so  ist  es  die  Anzahl  der  in  der  Länge  an  beziehungsweise  bn 
enthaltenen  Papier-Centimeter  der  Ordinatenrichtung,  welche 
gesucht  wird.  Denn  diese  Centimeter  sind  es,  gemäfi  der  Ent- 

stehungsvveise  der  Zeiclinung,  welche  bestimmte  Einheiten  der 
abhängigen  Variablen  des  behandelten  Variableiij  aaies  ver- 
treten. Bezeichnen  wir  einen  Papiercentimeter  der  Ordinatcn- 
richtung  kurz  mit  1  Cm  (im  Gegensatz  zum  Analysatorcenti- 
meter  cm),  so  werden  also  gesucht  die  abstracten  Zahlen 


Die  Längen  a,,,  b„,  Coefticienten  der  Ent^yicklung  (64), 
haben,  entsprechend  den  Formeln  (3),  da  i]<r  =  i]«  ist,  die  Aus- 
drücke 


Ks  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  diese  Ausdrücke  zurück- 
zuführen auf  die  Ablesungen  des  Analysators  über  die  Bahn  I, 
oder  auf  die  unmittelbar  aus  diesen  Ablesungen  in  früher 
angegebener  Weise  gebildeten  rohen  Coefßcienten  a*„f  b^„. 

44,  Dies  wird  sofort  erreicht  durch  Transformation  von 
Coordinaten. 

Das  Coordinatensystem  des  Instrumentes«  ist  schon 
definiert  worden.  Seine  x'-Axe  geht  darnach  durch  den  Aus- 
gangspunkt der  Cur\  c  C.  In  der  nachstehenden  Figur  ist  das 

Coorditiatcnsystem  ^tj  durch  volle,  das  Coordinatensystem  x'y' 
durch  unterbrochene  Linien,  die  gesamnite  Bahn  X  des  Kahr- 
stiftes  durch  die  starke  Contour  dargestellt.  Die  Ablenkung  der 
4  '-Axe  von  der  4-Axe  sei  w,  die  der^'-Axe  von  der  r^-Axe  sei 


«  =  oo 


u„  cos 


^64) 
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die  Entfernung  des  Anfangspunktes  des  Systems  x'y*  von  dem 
des  Systems  k\  also  die  Entfernung,  m  welcher  sich  der 
Strich  0  der  Schiene  von  dem  Wagenindex  befindet,  während 
die  Pahrstiftspitze  mit  dem  Ausgangspunkte  der  Curve  coin- 
cidiert,  sei  pc.  sollen  von  der  ersten  Ordnung  klein  sein. 


Flg.  15. 


Man  kann,  zunächst,  die  Ausdrücke  (05)  so  schreiben, 
indem  man  den  kurzen,  vom  Endpunkte  der  Curve  C  zum 

Ankunft<:punkte  an  der  ,r'-Axe  sich  erstreckenden  Theil  der 
Bahn  1  mit  J  bezeichnet: 

Lässt  man  in  den  Transformationsformeln  von  k'r\  auf  x*y' 

rechts  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Fehler  weg,  so  findet  man 

c 

Setzt  man  also  —  =  1  +  /,  so  dass  /  ein  kleiner  Bruch  erster 

Ordnung  ist,  so  hat  man 
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Sin 


(- 


sin 


2nzx' 


—  p.2nK  cos 


—2fmx* 
c 


-  cos  I 


+  AJ,)  + 


WO  rechts  nur  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Fehler  weggelassen 
worden  sind.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  von 
any  b„  ein,  so  ergibt  sich,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung 

genau, 

uj-^.os{z^. Altlay  ^ 


1  r 

=  —  -  sin 


2p  J  cos{^ 


c 


(66) 


\  c 
'  2nr.x' 


Wenn  man  in  der  Gieichung  (63)  unter  ^ä^t  das  Mittel 

aus  zwei  durch  Umdrehung  der  Rollen  unicrsehiedcnen  Um- 
fahrungen versteht  (demgemäß  die  letzte  Zeile  weglässt)  und 


V  c 
v'  ;-2nzx' 
c 
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beide  Seiten  mit  ^cm  inultipliciei%  dann  steht  links  a'n 
beziehungsweise  ti;  rechts  aber,  als  erstes  Glied 

Subtrahiert  man  daher  die  so  erhaltene  Gleichung,  gebildet 
für  f  =  1,  f  =  2,  von  der  ersten,  beziehungsweise  zweiten  der 
Gleichungen  (Od),  so  erhält  man  die  beiden  Formeln: 

«!i  =  +U-  l^J^^^  (z?"*"^")     (-^-"^-*-A£i j  dx'  + 

+««•— I  |sin^ —  hh„j-sinh„  cos  —  \-Alijdy'-^- 

+{A,+2«ie/)         cos  {Z^+A^j  dy'  - 
— (ai»i-*-2«3r/j).y„— 

.+s„  -jj^lsin  (~^^-^ K>t) -sin E^jcos (~^*^**'+      )  <^,v'-+- 
+6.  ijf' [sin  (^'+e)  -sin  kJcos  (l^+\%,^dy+ 

+(Ä«-h2#«to-£^cos  (-~^+ Aä,)  </y— 

Slttb.  d.  oalli«n.-neterw.  GL ;  CX.  Bd..  Abih.  n.a.  M 
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in  welchen  man,  übrigens,  offenbar  «',y,  c,  wegen  der  kleinen 
Coefßcienten,  überall  durch  I,  r^,  y  ersetzen  darf. 

Diese  Formeln  sind,  abgesehen  von  ihrer  je  letzten  Zetie, 

den  Formeln  (41)  vollständig  analog.  Die  completen  Formeln 
für  Corrigiei  i.n.:^  der  rohen  CocfliciciUcij  werden  sich  somit 
von  den  beiden  I'^ornieln  (44  )  [(»der  (48)],  nach  u'elchen  die 
Correclion  hinsichtlich  der  histrumentalfehler  allein  erfolgt,  nur 
dadurch  unterscheiden,  dass  zu  den  rechten  Seiten  der  letzteren 
noch  die  Glieder: 

— 2  ^  ^  cos  ^ — +  AXi^  di\    in  der  ersten, 

—26-  r  —  cos  +  A;;^  )  d-t.  —  »•  —    in  der  zweiten 

hinzutreten,  und  dass  femer  einige  der  Constanten  durch  gewisse 
andere  ersetzt  werden.  In  den  hinzutretenden  Gliedern  kann  man 

das  Symboi  J  durch  J"  ersetzen,        ~"  cos  ^ — +  A^^j  Jr^ 

klein  [sogar  von  mindestens  zweiter  Ordnung]  ist. 


45.  Es  bleibt  also,  um  die  completen  Correctionsformeln 
in  der'endgiltigen  Form  hinschreiben  zu  können,  nur  übrig, 
das  Integral 


auszuwerten.  Bezeichnet  man  wieder  mit  |    eine  Integration, 

crstrccki  auf  alle  nach  Ausschluss  etwa  vorhandener  der  T,-Axe 
paralleler  Abschnitte  zurückbleibenden  Abschnitte  der  Cur\  e  C, 
und  wendet  die  (43)  analoge  Transformation 

Je  J'^^y 

an,  so  erhält  man 
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=  ^rV.sin(--^i^^.A8,)<«. 


oder 

_2jrJ-cOs(=^H-Ai,].,= 


—        sin  4£+   -   >  §L/  cos-^sin  -di+ 

Jo         t  ^   !/o         T  T 

-I  >  Jöfll  sin -2 — sin  «6, 

=  Hol  COS  di  —  \      1  COS -2 — cos  äi^ 

 >  33^1  sin-^ — cos  di, 

wo        %q,  =  1,  2,  3,...)  die  Coefficienten  der  £nt- 

Wickelung 

4  « 


4  « 

bezeichnen.  Diese  Coefficienten  werden  bestimmte  Functionen 
der  Coetßcienten  a^,  a^y  a,, . . . ,  b^^  ^g»  <  •  •  sein;  ich  schreibe  sie 
daher 


oder  kurz  (symbolisch): 

«o(ä,*),      ag(a,&).  3ö,(ö,2^). 

58* 
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Man  hat  also 


c 


Der  Nachweis,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (68) 
stehende  Reihe,  gebildet  mit  den  Coefßcienten 


convergtert  und  die  Function  t^^  darstellt,  wird  im  Folgenden 
wenigstens  für  die  (für  die  Praxis  ja  hauptsächlich  in  Betracht 
kommenden)  Fälle  geliefert,  wo  die  zur  Analyse  vorgelegte 
Curve  C  keine  der  i)-Axe  parallele  Stücke  hat,  der  DifTerentiaf* 
quotient  der  abhängigen  Variablen  nach  der  Argumentvariablen 
also  endlich  bleibt.  In  den  Ausdrücken  (69)  sind  die  Summen* 

zeichen  so  \  erstanden,  dass  V  sich  auf  die  Werte  v  =  1,2,3,... 

erstreckt,  >  aber  bloß  auf  die  Werte  v  =  1, 2, . . , ,  g— I,  g+ 1, 

g+z, .... 

Wenn  nämlich  die  Curve  C  die  genannte  Eigenschaft 
besitzt,  dann  werden,  infolge  eines  bekannten  Satzes,  die 
Coefticienten  a^,  b„  (im  =  1,  2, . . . )  der  Fouriefschen  Ent- 
wicklung 


7i = «0+  y 


cos 


sin 


m 


m 
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(70) 


wo  3  eine  von  unabhängige  endliche  Zahl  ibi;  ist  bekannt- 
lich gleich  dem  Mittelwerte    sämmtlicher    des  Intervalles. 

Bezeichnet  man  zur  Abkürzung        mit  «p,  so  sind  in  den 

Doppelreihen 


V 

4 


cos  ^9,     ^  1  \  2  a^a^^q 


cos^ 


infolge  der  Eigenschaft  (70)  sowohl  die  Zeilen  (die  Reihen 
q  —  const.},  als  auch  die  Columnen  (die  Reihen  y  =  const) 
absolut  und  somit  unbedingt  convergente  Reihen;  es  kann  in 
ihnen  daher  die  Reihenfolge  der  Summationen  umgekehrt 
werden,  wodurch  sie  übergehen  in  die  ebenfalls  unbedingt  con- 
vergenten  Reihen 


ajv-ij  cos  ^9 


Es  ist  daher  auch 


d-t^q  cos  ^ 


X  I  X    ^^^'^'^'^^  T  ''KÄv+g I  cos  ^9  =: 


oder 


=  V-^^l  [<»t(COS  (V -4-1)9  +  005  (v—l)9)-h 
'  +aa(cos  (vH-2)(p-t-cos(v— 2)<p)+  . 

+av-i(cos  (2v— l)f -f-cos  <p)H- 
-f-Ov  cos  2v<p+ 
+av+i  cos  (2v+  l)f + 
+<»v+2  COS  (2v+2)9+  . . .]  + 

+[av-i-i  COS  9 cos  2^-!^  '**]}> 
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=  V     cos  v<p|a,  cos  ^p+a^  cos  2«p+  •  •  •  [  —  a*; 
»  ■» 

ebenso  erhält  man 

=  ^b,  sin  vtp      sinip+^j  sin  2f  +  •  •  • }  —  4"Z^>- 
In  ähnlicher  Weise  findet  man 

Z  !~S  !  ~ 

=  2^ cos  v^p  I i»,  sin  ^  +  i'g  sin  2 «p+  . . .  |  = 

Die  hier  auf  den  rechten  Seiten  stehenden  vier  Doppelreihen  sind 
ebenfalls  nach  Zeilen  und  Columnen  unbedingt  convergente. 

Es  folgt  also,  dass  die  Reihe 

«0+ y]('^'?  cos  q^+^&^  sin 

mit  den  Coefficientenwerten  (69),  (unbedingt)  convergent  und 
dass  ihr  Wert  gleich  ist 

a*  -f-  2aoy  (a^  cos  q^+h^  sin  qi)  + 

q 

+  Vj^    (a,  cos  v^p  +  &,  sin  v<p)^ap  cos  p<p  + 



•¥{b^  sin  vtp+öv  cos  v<p)  ^  i>p  sin  p^] 

p 

oder 

|öo+        cos  v(p4-^,  sin  vf)|  |ao  +  V  {a^  cos  f-f +  i'p  sin  f^?)  |. 
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Jede  der  beiden  unbedingt  convergenten  Reihen  aQ+^(<ivCOsv(pH- 

-j-i'*  sin  vcp),  ^©-»-^(ap  cos  pf+^p  sin  p'f )  stellt  aber  in  der  That 

f» 

die  Function  t)  dar.  Somit  ist  der  Satz  (69)  bewiesen. 


Man  hat  also  schließlich 


wo 


In  der  praktischen  Anwendung  ist  man  genöthigt,  die 
Summen  in  Cn,  Dn  auf  die  Glieder  zu  beschranken,  bei  welchen 

kein  Index  größer  als  A'"  ist.  Die  Summenbymbole  2'  2 

sollen  künftig  mit  dieser  Beschränkung  verstanden  werden.  Für 
den  Fall  meines  Instrumentes  {N  =:  6)  z.  B.,  ist 

Q  =s  at«s+ ^V-H         («I —  >i  «'s  —  I V-l-  {*i*i-»-«^^) 

C5  =  a,     4- ijj  ^3  -f-  (uj  ag)    -  -     /»^  —  fro^T  -h  [b^  &g) 

und 

SS  (öj  ('»a  ^^3— ''s  ^a)  -+*     ^4  -  1  ^3) + {"a,  h—'^:^  ^a)  + 

i),»  «1*1  <»8''l)+(«2*4—»4*2)+(«8'^—<»6*a)+(a4*6-^«e*4) 
A  =  («1  *i-Hi»     4-  («t  *4— «€     + (^2  *»—»5  M«~«««'a) 

I>5  =  (tJ,  &4 -+-fl4  fr, )  +  UI2  &3-f- i'...;)  -f  (*»l^G~^6^l) 

Z){  «  (fli&5H-a5i>,)+(a8*4H-«4''j)H-  öb^S- 
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46.  Die  completen  Formeln  zur  Corrigierung  der  rohen 
Cüefticienten  a'„,  Z'J,  sind  also  [vergl.  (44)]: 

+  s' .  1^^^'  ^  +  1  y  a'^p,^  ]       +«" .  -y  big.,  n 

\       7C  TZ  I  %  ^ 


—      —YbU.^n  +8".  — VaCr» 


(71) 


-^.  —  Cnia'^f)  —  • 

Es  ist  aber,  wenn  man  mit  a„,  ß„  die  durch  n  dividierten 
Ablesungen  der  Rollen  über  die  Contour  £  (arithmetischen 
Mittel  aus  zwei  durch  Umdrehung  der  Rollen  unterschiedenen 
Umfahrungen)  bezeichnet, 

a'„  —  «„  cm.         b^„       [J„  cm ; 

anderseits,  es  wurde  gesetzt 

a„  —  a„  Cm,       b^  —  b„  Cm. 
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Setzt  man  also  diese  Werte  in  die  Formeln  (71)  ein,  dividiert 
beiderseits  mit  1  Cm  und  setzt  in  dem  Resultate 

1  cm 

=  l+W, 


iCm 


SO  dass  f»  ein  kleiner  Bruch  erster  Ordnung  ist,  so  erhält  man 
schlieBlich  die  Formeln  für  a„,  b„: 

"^"^  t2    •)       t2  p»«-'  ' 
—(»»„—»»)•«• 

IC  cm  ^ 
c 

\.  1  cm  / 


1  cm 

V  V 

,       « cm  ^  ,    -  ^  1  C 

— —  C«(ot,(i)      — — 
^  H  IC  cm 


(72) 
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wo  mit  a„  das  Verhältnis  tJ*-  oder  —  bezeichnet  w  urde,  Hier- 
^  cm  cm 

36  L 

bei  ist,  für  mein  Instrument,  =  —  =  11-73,  -r-— =  2*36. 

Kern      c  'lern 

Hat  man  aber,  wie  man  dies  wohl  immer  vorziehen  wird, 

die  Fehler  in*'^*'*^*^  schon  während  der  Umfahrungen 

eliminiert  (nach  Art.  29.).  so  bleibt  einfach 

=  «,(1—1»»,,+«)  +<.«Mit« 

+(*,+2iiit/).  |-  ^  p,+ («0+  J  ««)  -  ^ , 

-(e;j+2i»icp-2i»^<S«).p, 

,      IC  cm  _  , 
-t^.ii  — D,(a,ß) 

=  P,(l-«»,„+««)    +«!;.«P„  +<.«(a„-«,J 


+  (o{;,+2inc/»— 2  »  ^  «0  '{*)  • 

IC  cm  —  ,  \  c 

—it.n—-CnM)  -w 


(73) 


C  n    T(  cm 

In  diesem  F'aile  werden  die  Constanten  p,  co  und  welche 

von  der  Beziehung  zw  ischen  Instrument  und  Papier  abhängen, 
während  der  zweiten  Umfahrung  andere  Werte  haben,  als 
während  der  ersten;  die  Formeln  (73)  beziehen  sich  oüenbar 
auf  die  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Werte. 


47.  Die  Constanten  m,  /,  ^f»  bestimmt  man  in  der 
folgenden  Weise. 

Man  stellt  das  Instrument,  vor  der  Analyse,  den  ij-Linien 

parallel  auf,  stellt  den  Wapenindex  einmal  auf  den  Strich  0. 
dann  auf  den  Strich  300  der  Schienentheilung  ein,  wobei  man 
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jedesmal  eine  Marke  in  das  Papier  drückt,  und  beobachtet  dann 
auf  dem  Papier»  wie  viel  Partes  mehr  als  360  zwischen  den 
Marken  enthalten  seien.  Dieser  Oberschuss,  dividiert  durch  300» 
Ist  die  Constante  m. 

Man  verstellt  darn.uf  das  Instrument  in  die  den  ^-Linien 
parallele  Lage  und  vergleicht  in  derselben  Weise  die  3öO  mm 
der  Schienentheilung  mit  der  Anzahl  Partes  der  ?-Linie.  Der 
Cberschuss  der  letzteren,  dividiert  durch  360,  ist  die  Con- 
stante /. 

Man  drückt,  bei  zu  den  {-Linien  paralleler  Aufstellung  des 
lostnimentes,  eine  Marke  in  das  Papier,  rollt  das  Instrument 

über  eine  längere  Strecke  vorwärts  und  macht  wieder  eine 
Marke.  Die  beobachtete  Abnahme  der  4-Coordinatc  von  der 
erstercn  zu  der  zweiten  Marl<e.  dividiert  durch  die  Lilnge  der 
zurückgelegten  Strecke,  ist  die  Constante  Von  dieser  Opera- 
tion einschließlich  ab,  daii  die  Aufstellung  des  Instrumentes 
selbstverständlich  vor  der  Analyse  nicht  mehr  geändert  werden. 

Man  rollt  das  Instrument  bis  der  Fahrstift  auf  der  jr'-Axe 
steht,  stellt  den  Wagenindex  auf  den  Strich  0,  oder  einen  der 
benachbarten,  der  Schienentheilung  ein  und  drückt  eine  Marke 
in  d;is  Papier;  man  beobachtet  dann,  um  welchen  Brucluheil 
einer  Pars  die  Marke  entfernt  l^t  nach  rechts  von  dem  zut^e- 
'^örigen  Strich  der  4-Axe.  Dieser  Bruch,  dividiert  durch  360,  ist 
«iie  Constante  p. 

Die  gleichen  vier  Operationen  mederholt  man  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  nach  Schluss  der  Analyse. 

Selbstverständlich  kann  man  alle  obigen  Operationen  auch 
so  ausfuhren,  dass  man,  anstatt  den  Index  auf  die  Striche  der 
Schienentheilung,  die  Fahrstiftspitze  auf  die  Striche  der  Papier- 
theiluni^  einstellt,  die  Nichtcoincidenzen  daseien  an  der  Schiene 
beobachtet.  Diese  sind  dann  negati\'  zu  nehmen. 

Auch  kann  man  offenbar,  anstatt  die  Constanten  h„, 
(nach  40.)  getrennt  von  den  Constanten  l,p  zu  bestimmen, 
gleich  die  Verbindungen  An+2iiii;/,  o^ff  2k«/f  ermitteln;  man 
modificlert  zu  diesem  Zwecke  das  in  40.  angegebene  Verfahren 
insofern,  dass  man,  anstatt  den  Index  auf  die  Striche  0  und  360 
der  Schiene  einzustellen,  die  Fahrstiftspitze  auf  die  Striche  0 
und  360  der  Theilung  der  {-Axe  einstellt 
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Die  Constante  m  kann,  wohl  am  bequemsten,  während  der 
Analyse  selbst  bestimmt  werden.   Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur,  irgend  eine  der  Sinusrollen  über  die  Theilstrecke  T 
(S.  869)  der  Umfahrungscontour  abzulesen.  Die  Ablesung  ist 
c 

gleich  — 0).  • 

«  cm 

48.  Man  sieht  ein,  dass  (in  erster  Ordnung)  nichts  ge- 
ändert wird,  wenn  man  bei  den  Umfahrungen  die  Rückkehr 
vom  Endpunkte  zum  Ausgangspunkte  der  Curve  C,  anstatt  — 
wie  früher  angegeben  —  über  die  Strecke  T  und  die  jr^-Axe, 
über  die  beiden  anderen  Seiten  des  auf  diesen  aufgebauten 
Parallelogramms  ausführt. 


Beispiel. 

49.  1899  Juni  11.  Probe-.Analyse  einer  Sinusoide;  untere 
Scheiben. 

Es  war  die  Curve  rt  :=  lOCmXsin  —    gezeichnet  worden. 

T 

Die  correctcn  Werte  der  Zahlen  a„,  b^  sind  hier  also 

=0,  b,  =  10,    bj.  =  b,  =  0. 

Es  wurden  vier  Umfahrungen  gemacht,  die  beiden  letzten 
nach  Veränderung  der  Anfangsablesungen  der  Rollen  um  0  5 
gegen  die  beiden  ersten.  Die  Fehler  y'„,  y^[,  x'^.x"  habe  ich  dies- 
mal nicht  bei  den  Umfahrungen  eliminiert.  Zur  Reduction  sind 
daher  die  Formeln  (72)  anzuwenden.  — 

Der  Analysator  wurde  behufs  Bestimmung  der  Constante  m 
parallel  den  r^-Linien  gestellt;  es  wurde,  im  Mittel  aus  Messungen 
in  der  Nähe  der  r^-Axe  und  in  der  Nähe  der  Geraden  $  =  7,  die 
Beziehung  gefunden: 

360  mm  =  359  ■  29  Mm. 
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Das  Instrument  wurde  in  die  zur  Ausführung  der  Um- 
fahning  geeignete  Aufstellung  gebracht.  Es  u  urde,  im  Mittel 

ni!?;  directen  Messungen  in  der  Nähe  der  Geraden  ifj  =  —10  Cm 
und  solchen  in  der  Nähe  der  Geraden  t)  =  +10  Cm,  der  Wert 
gefunden : 

— «—  =  -0-0025. 
IC  cm 

Befahrungen  von  y-Linien  in  der  Näiie  der  y-Axe  und 
solche  in  der  Nähe  der  Geraden  :f  —  C  lieferten,  durch  Beob- 
achtungen des  Verhaltens  der  Pahrstiftspitze  relativ  zu  den 
i)-Linien  des  Papieres,  im  Mittel 

A-_.2:2i  =_0-00013.' 
^  300 

Die  Kugeln  wurden  auf  die  Cylindcr  heruntergelassen. 
Befahrungen  der y'-Linie,  welche  der  Ein-^tclkini;  dci-  l'ahrstift- 
spitze  auf  den  Strich  0  der  <;  Axe  entspracli,  und  Mittel  aus 
Befahrungen  der  beiden  y-Linien,  welche  den  Einstellungen 
der  Spitze  auf  die  Striche  —I  und  +1  entsprachen,  ergaben 
durch  Beobachtungen  der  CosinusroUen  folgende  Mittelwerte: 

■ 

(3„+2«|?  =  -I-O'OOIOO, 
3g, +2. 2«;»=:  +0*00053, 

-j,,  +3 . 27r;7  =  —0*00420. 

Die  Vcrbuidung  derselben  üeobuclitunnen  mit  den  Beob- 
achtungen, welche  gemacht  wurden  bei  unter  analogen  Ein- 
stellungen am  anderen  Ende  des  Zeichnungs-Intervalles  aus- 
geführten Befahrungen,  ergab: 

//j  +  2z/  —  -0-0094. 
K^2.'l^-  — 0-0174, 
/i,  +  a.2s/  =  -  0-0279. 

Uei  den  Umfahrungen  selbst  wurden  folgende  Ablesungen 
gefunden: 

1  Die  Fehler  m,  ^  (die  der  Beobachter  im  allgemeinen  nicht  durch  die 

Auf  tellunj;  beliebig  klein  machen  kann,  da  ihre  niffercnz  darch  das  Papier 
bestimmt  ist)  sind  nicht  selten  mehrere  Male  so  groß,  wie  hier. 
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nach  Umdrc  lumi;  der  Rollen: 
ünifahrung  Umfahrung 


I  II  II!  IV 

«j,  =  -   0-0223     —  0-021,      —  O-OaCa  0-031 


9 


«1,-  4-10-026.,  +10-017^  +10-020^  +10*0199 

oc,j=  H-  O-OO?;  +  O-OOSj  —  0-U06j  —  0-000, 

=  4-  0-049^  +  0-0434  +  0'040,  +  0*036, 

«,1  r=  +  OOOlj  —  0  010,  —  0  016^  —  0-011, 

OL,  =  +  0-054.  +  0  055,  +  0'0435  +  0-040, 

— =  —  0-0020  —  0-0032  —  0-0023  —  O'OOIO  . -0-U021 
IC  cm  ' 

Nach  Schtuss  der  Analyse  wurden  die  Constantenmes- 
sungen  wiederholt  und  gefunden: 

h^-h2TJ  =:  —0-0101, 
Ji.^  +  2.2tJ  —  —0-0184, 
Ä,-f3.2«/:=— 0-0297; 

0,1  +  2?:/?=  +0-00155, 
a,i  +  2.2zp  =  +0-0082, 
o,,+3.2icp  =  — O-OOoOö; 

— ö)  ^  =  —0-0014, 

n  cm 

360  mm  =  359-31  Mm. 

Der  Index  an  der  Laufradtbeilung  zeigte»  während  der 
Fahrstift  auf  der  ^/-Axe  stand,  15*^. 

50.  Diese  Analyse  soll  jetzt  reduciert  werden.  Die  Zahlen 
ot„,  ßn  (»  =  1, 2, 3)  sind  hier 


aj  =  —  0-0282  •  OL,  =  +0-0<W 
ßi  =  +10-0210      ß,  =  +0-0212 


«3  =  -— 0  0031 
ß,  =  +0-0162. 

Bei  der  Berechnung  der  Correctionsglieder  in  (72)  dürfen  selbst- 
verständlich anstatt  a„,  a„,  ß„  die  correcten  Werte:  o,  =  0, 
a„  =  0.      :  -  +10,      ::::  ^3  =  0  eingesetzt  werden. 

Die  Cüefficienten  A„,  B„,  A'„,  B'n  der  Entwickelungen  der 

Functionen  cos  -y-,  sin  -y-  von  i  sind  hier  leicht  zu  berechnen: 

es  ist,  wenn  mit  den  Symbolen  J  die  Bessel  schen  F  unctionen 
bezeichnet  werden, 
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Ober  Stromunterbrechung',  mit  besonderer 
Berüeksiehtigung'  des  Wehnelt'sehen  Unter- 
brechers 

von 

Dr.  Anton  Lampa. 

Aus  dem  physikalischen  Cabinet  d«r  k.  k.  UniveraitiU  in  Wien. 
(Mit  t  TezlAgurea.) 
(Voigetcgt  in  der  Sittimc  «m  4.  Juli  INI.) 

In  meiner  Abhandlung  »Eine  Studie  über  den  Wehnelt< 

sehen  Unterbrecher«*  habe  ich  das  Phänomen  des  öfTnungs- 

funkens  einer  kurzen  Discussion   unterzogen.  Zweck  der 
folgenden  Zeilen  ist  es,  die  an  jener  Stelle  gemachten  An- 
deutunf^en  näher        hei^ründen  und  einit;e 
Betrachtungen    aligemeinerer   Natur  anzu- 
schliefien. 

Ich  betrachte  einen  Stromkreis»  welcher 
au$  einer  Stromquelle^  einer  Selbstinduction 
und  emem  Condensator  in  der  durch  die 

nebenstehende  Figur  1  dargestellten  Anord- 
nung besteht.  Die  Zu!eitunc;sdrähte  zum  Con- 
densator seien  zu  beiden  Seiten  der  öffnungs- 
■stelle  angeschlossen,  ihr  Widerstand  heiße  Wg. 
Die  ÖfTnungsstelle  sei  zunächst  geschlossen, 
im  Stromkreise  fliefie  ein  constanter  Strom 
E 

=  -pp- ,  worin        die  elektromotorische 

Kraft  der  Stromquelle,  W  den  Gesammtwiderstand  des  Kreises 
bedeutet  Die  Potentialdifferenz  der  Condensaforplatten  ist  also 


»  Diese  SiUungsber.,  Bd.  CIX,  Ablh.  Ha.,  JuU  lOOO,  S.  891—901. 
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zunächst  gleich  Null.  Nun  werde  der  Stromkreis  an  der 
durch  w^  bezeichneten  Stelle  unterbrochen.  Wir  bemerken  zu- 
nächst, dass  wir  den  Widerstand  der  Zuleitungsdrähte  zum 
Condensator  »y,  als  sehr  klein  voraussetzen  wollen;  es  wird 
dann  die  Potentialdifferenz  der  Elektroden  an  der  üffnungs- 
Stelle  stets  annähernd  dieselbe  sein  wie  diejenige  des  Con- 
densators.  Beim  (Offnen  des  Stromkreises  beginnt  nun  die 
Ladung  des  Condensators*^  deren  \'erlauf  in  der  bekannten 
Weise  verfolgt  werden  kann.*  Es  werde  die  Capacität  des  Con- 
densators  mit  C,  die  Potentialdifferenz  desselben  zur  Zeit  / 
mit  E,  die  Selbstinduction  mit  L  und  der  Strom  zur  Zeit  /  mit ./ 

bezeichnet;  da  für  /  =  0  :     =  0  und  J  —  J^—   ,    ,  und 

w 

gegen  W  vernachlässigt  wird,  erhält  man 


und 


E—  sin  &/ 

E 

J  =         e-^\—n  sin  ß/+  3  cos  S/1, 

Wp 


W                   ;    1  W* 
worin  a=         und  S=  v/ -rr?  ttt-   Hiebei   ist  vor- 

ausgesetzt,  dass   >  . 

CL  4L« 

Die  Potentialdifferenz  des  Condensators  —  somit  auch  die- 
jenige der  Elektroden  der  Unterbrechungsstelle  —  ändert  sich 
also  nach  den  Gesetzen  einer  gedämpften  Schwingung.  Ihr 
absolutes  (zugleich  erstes)  Maximum  erreicht  sie  zur  Zeit 
1  S  , 

/„  =  y  -  arctg  — .  Ist  dieses  Maximum  kleiner  als  die  Potential- 
^  a 

differenz,  welche  nöthig  ist,  um  die  öflfnungsstelle  mittels  eines 
Funkens  zu  durchbrechen,  so  kommt  es  überhaupt  nicht  zur 
Bildung  eines  Öffnungsfunkens.  Es  kann  jedoch  auch  die  Höhe 
des  Funkenpotentiales  niedriger  sein,  in  welchem  Falle  der 
Utfnungsfunken  entsteht.  Bis  zur  Erreichung  dieses  Potentiales 
\  erläuft  dann  der  Strom  J  nach  der  oben  angegebenen  Formel; 


»  Vergl.  K.  R.  Johnson,  Drude,  .Annalen  der  Physik,  2,  S.  179  (1900). 
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von  diesem  Momente  an  ist  jedoch  der  Stromverlauf  durch 

compliciertere  Gesetze  bestimmt,  die  ihn  so  lanp^e  beherrschen, 
als  eine  Enilauung  duich  ciie  i  ui» kenstrecke  hindurchgeht. 

Um  eine  Orientierung  über  diese  Phase  des  Vorganges  zu 
gewinnen,  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Die  Zeit,  welche  \  om  Momente  der  Unterbrechung  an  bis 
zur  Erreichung  des  Funkenpotentiales  verfließt,  sei  J;  T  ist 
dabei  <  t^*  Dann  ist  also  das  Funkenpotential 


Zur  Zeit  T  tritt  nun  eine  Stromverzweigung  ein;  ein  Theil 
des  Stromes  fließt  zum  Condensator,  ein  Theil  zur  Funken- 
strecke. Während  die  für  den  ersteren  Theil  bestimmenden 

Umstände  leicht  anzugeben  sind,  ist  diese  Autgabe  für  die 
Funkenstrecke  nicht  su  einfach  zu  lusen.  Der  Zusammenhang 
zwischen  Elektrüdenspannun«»  und  Stromstärke  ist  in  der 
Funkenstrecke  ein  complicierter,  das  Ohm'sche  GeseU  gilt  für 
die  Funkenstrecke  nicht  mehr.  Für  die  Zwecke  unserer  quali- 
tativen Betrachtung  begnügen  wir  uns»  von  diesen  Complica- 
tionen  absehend,  die  Sache  so  anzusehen,  als  ob  im  Momente 
der  Erreichung  des  Funkenpotentials  die  öifnungsstelle  durch 
einen  selbstinductionslosen  Widerstand  «i^,  überbrückt  würde; 
die  Stromstärke  in  diesem  Widerstande  sei  i|.  Bezeichnen  wir 
noch  die  Stromstärke  in  der  aus  Stromquelle  und  Selbst- 
induction  bestehenden  Strombahn,  deren  Widerstand  W  ist, 
mit  J,  die  Stromstärke  in  den  selbsttnduetionsiosen  Zuleitungs- 
drähten  zum  Condensator,  deren  Widerstand  sei,  mit  /g,  so 
wird  der  Stromverlaut  durch  dub  folgende  Gleichungssystem 
bestimmt: 


So 


«?-«^sinßr.  , 


0 


VVJ-i-w.i 


2) 


VK/+w,f: 
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Hiebei  wurde  die  l'otentialditTcienjc  der  Stromquelle 
\ ernachlubbigt,  was  zulässig  ist;  deren  Berücksichtigung  würde 
übrigens  blofi  eine  geringfügige  Complication  der  Formeln 
bedingen. 

Die  Differentiation  von  3)  unter  BerOcksichtigung  von  4) 
ergibt  einerseits 

dL      L  -  d*J     ...dJ  „ 

"  ät      C  at*  dt 

während  aus  1)  und  2)  durch  Elimination  von  fj 
^  dt  »fi 

du 

folgt.  Bestimmen  wir  noch  'aus  dieser  Gleichung  und 

,.  dt 
dt^ 

dt 


tragen  die  Werte  von  —77-  und    in  5)  ein,  so  erhalten  wir  nacli 


entsprechender  Keduction  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  J 

d'J  ^  CW(w,-hw,)-hCw^w^-hL  dJ  ^  W-hw^ 
dtt  CL(iVi+fVt)  dt  CL(#e»,+i»,) 

Mit  Hilfe  des  für  J  gefundenen  Wertes  ergibt  sich  dann 

aus  6)  lg,  aus  1)  1,  und  aus  3)  E;  die  konstanten  des  für 7 
.gefundenen  Ausdruckes  sind  aus  den  Anfangsbedingungen  zu 
bestimmen:  dieselben  lauten,  falls  wir  für  diese  zweite  Phase 
des  Stromveriaufes  die  Zeitzählung  mit  dem  Momente  der  Er- 
reichung des  Funkenpotentiales  beginnen,  dass  fQr  /  =  0  einer- 
seits t,  =  0  und  f,  =  Jff  welche  zwei  Bedingungen  identisch 
sind,  anderseits  EzuEt  ist. 

Die  Ströme  7,  fj,  ^  sind,  wie  man  sieht,  von  gleicher  Art. 
Wir  werden  also  zunächst  zu  untersuchen  haben,  welcher  .Art  7 
ist,  ob  periodisch,  aperiodisch  odei'  der  Grcn/fall  zwischen 
diesen  beiden.  Wir  schreiben  zu  diesem  Zwecke  Gleichung  7) 
in  abgekürzter  Form 

d*J     .  dJ        .  ^ 

 HA  l-ttJ  =  0. 

dt*       dt  ^ 
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E«;  ist  ./  =  e*'  eine  particuläre  Lösung,  wo  y  durch  die 
Gleichung  bestimmt  ist: 

ii.  i.  weiter 


Y=--2  -Ii- 


Dann  ist  J  aperiodisch,  wenn 


periodisch,  wenn 
der  Grenzfall,  wenn 


 u.  >  0, 

4 


 UL  =  U. 

4  ^ 


Um  eine  liiöLScic  V  creinfachimg  für  dit  weiteren  Betrach- 
tungen zu  erzielen,  bedeni<en  wir,  dass  tv^  sehr  klein  genommen 
wurde,  also  vernachlässigt  werden  kann,  ist  direct  Null  in 
dem  uns  interessierenden  Falle,  dass  C  die  Capacität  des 
Stromkreises  U^,  der  die  Selbstinduction  L  hat,  ist.  Es  wird 
dann 

und 

P'=  — — 

somit 

4     ^'^    4C»L»«>»  CLwj 
"  4C*L«»; 

1  W^* 

Nun  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  y,^-  >        ,  d.  i. 

WC  vr-^' 

L  >  — j — ,  Wir  können  demnach  Z,  =  (l+o) — - —  setzen, 
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worin  §  >  U.  Nehmen  wir  lerner  U'  als  Maßeinheil  des  Wider- 
standes und  setzen  1V^  =  %W,  so  wird 

A«  I4x— (1+0)1-— 16x«(  14-0) 

—  — tx  = 


4  AU'^CH*i\+^j) 


i 


Der  Nenner  dieses  Bruches  ist  eine  positive  Grüße.  Das 
X'orzeichen  des  Bruches  wird  demnach  durch  das  Vorzeichen 
des  Zählers  bestimmt  sein.  Zunächst  bemerken  wir.  dass 
für  X  =  oo,  d.  h.  einen  unendlichen  Widerstand  der  Funken- 

— 1*2—  1  OS 

strecke,  der  Bruch  sich  auf  .-„.^  — rrr,  also,  da  o  >  0, 

4  M  -  ( .  ( 1  -4-  0)' 

einen  negativen  Wert  reducicrt.  d.  h.  J,  wie  es  der  ersten  Vor- 
aussetzung entspricht,  osciliatorisch  ist.  Sobald  ein  Funken 
auftritt,  ist  jedoch  der  Ersatzwiderstand  »i^,  endlich.  Suchen  wir 
zunächst  jenen  Wert  von  x,  für  welchen  der  Stromverlauf 
während  des  Bestehens  des  Funkens  den  (Irenzfall  zwischen 
der  periodischen  und  aperiodischen  Form  bildet.  Für  diesen 

muss  —  ji,  =  0,  d.  h. 

[4x— (H-5)]='-16x*(l+o)  =  0 
sein.  Diese  Gleichung  ergibt 

x=  '±:^-(±v^TT5-i). 

4o 

Diese  Lösung  ist  jedoch  nur  scheinbar  eine  doppelte,  x  ist 
stets  eine  positive  Größe,  es  hat  also,  da  5  >  0.  nur  die  Lösung 

einen  physikalischen  Sinn.  Sie  bedeutet,  dass  der  Stromverlauf 
während  der  Einschaltung  von  1v^  den  Grenzfall  zwischen  der 
periodischen  und  aperiodischen  l-"orm  bildet.  Untersuchen  wir 
nun,  was  eine  \'ergrößerung  von  x  für  einen  Einfluss  auf  die 
Stromform  hat.  .Setzen  wir  x,  z^x^  +  i,  worin  i  eine  positive 
Größe  ist;  wir  finden  dann  mit  Rücksicht  aul  8) 

[4x,-(l+8)]«-löx?(l+o)  =  -32ax„o-16^«8-8rj(l-».5), 
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welche  Größe  negativ  ist^  da  9,  «q,  8  positiv  sind;  d.  h.  also»  der 
Stromverlauf  ist  periodisch»  wenn 

Eine  Verkleinerung  von  x  unter  den  Wert  von  %^  hingegea 
bedeutet  eine  aperiodische  Stromform«  Setzen  wir  nämlich 
tf  —   — r,  so  finden  wir  mit  Rücksicht  auf  8) 

j.4x,— (1+5)]«— ItixiCl+ö)  —  32TX,ö~16i=*o-*-öt(l+S); 

nun  kann  %  nie  negativ  werden;  es  muss  also 

t^Xq,      ^^^tXg,   somit    16t'5^  lÖcXgS; 

d.  h.  der  gefundene  Ausdruck  ist  stets  positiv»  die  Stromfomi 
aperiodisch. 

Zusammenfassend  können  wir  also  sagen:  Sobald  der 
Funken  einsetzt,  muss  die  ursprünglich  periodische  Stromform 
nicht  nothwendig  periodisch  bleiben.  Sie  kann  \  iehiielir  eine 
der  drei  möglichen  Formen  annehmen,  und  zwar  wird  sie 
periodisch  sein,  wenn 

aperio>disch  sein,  wenn 

x<i±i(v'T+i-i), 

den  Grenzfall  bilden,  wenn 

x=  -!±i(s/nrj_i). 

4o 

Diese  Stromformen  werden  nun  solange  bestehen,  bis  die 

Potentialdifferenz  an  der  Öffnungsstelle  soweit  absinkt,  dass 

der  Funken  erlischt.  \'ün  diescin  Au<:;enblicke  an  ist  der  Strom- 
veriaul  wieder  durch  das  einfachere  Gleichungssystem  bestimmt, 
das  zuerst  Thomson  für  die  Entladung  eines  Condensators 
aufgestellt  hat  Wollte  man  die  berechnung  des  weiteren 
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Vorganges  wirklich  durchführen,  so  mübste  man  die  Kornncln 
für  y,  /j  und  E  aufstellen,  die  Constanien  aus  den  Anfangs- 
bedingungen bestimmen  und  mit  Hilfe  jenes  Wertes  der 
Elektrodenspannung,  bei  welcher  der  Kunken  abreißt,  den 
Wert  von  J  für  diesen  Zeitmoment  berechnen,  um  die  Anfangs- 
bedingungen für  diese  neue  Phase  zu  erhalten.  Zu  der  oben 
angeführten  Schwierigkeit,  welche  uns  veranlasst  hat,  einen 
Ersatzvviderstand  w,  für  die  Funkenstrecke  einzuführen,  wo- 
durch wir  uns  auf  eine  qualitative  Betrachtung  beschränkt 
haben,  träte  nun  eine  neue  hinzu,  welche  dem  Umstände  ent- 
springt, dass  die  Elektrodenspannung,  bei  welcher  der  Funken 
abreiüt,  nicht  identisch  ist  mit  jener,  bei  welcher  er  einsetzt 
Es  hätte  daher  keinen  Sinn,  die  Rechnung  in  dieser  Hinsicht 
weiterzuführen.  Die  Möglichkeit  einer  periodischen  Form  des 
Öffnungsfunkens  erhellt  aber  aus  den  vorstehenden  Betrach- 
tungen, und  dies  ist  für  unsere  Zwecke  genügend.  Nehmen  wir 
z.  B.  denjenigen  Fall,  welcher  gerade  noch  die  Ausbildung 
einer  ganzen  .Schwingung  (im  weiteren  Sinne),  also  eines  Hin- 
und  Herganges  im  ÖlTnungsfunken  gestattet. 

Das  erste  .Maximum  würde  die  Potentialdifferenz  an  der 
l'nterbrechungsstclle  (ohne  .Auftreten  des  Funkens)  zur  Zeit 
1  S 

/j,  —  ,   arctg      ,  das  erste  .Minimum  —  d.  i.  also  das  erste 

Maximum  der  Potentialdifferenz  mit  zu  dem  ursprünglichen 

entgegengesetzten  Vorzeichen  —  zu  einer  Zeit  /,  =  t^-k-  ^ 

? 

erreichen.  Wir  wollen  also  annehmen,  dass  der  Wert  des 
Funkenpotentials  für  den  ersten  einsetzenden  Funken  kleiner 

E 

sei  als  das  erste  Minimum  E,,  =  ^,  J'.,  t'~"'  sin  3/,. 

CU  ?  ' 

VV'ir  haben  gesehen,  dass  durch  dauernde  Zuschaltung 

eines  Nebenschlusses  n>^  —         die  periodische  Stromform 

erhalten  bleibt  (natürlich  mit  .Änderung  der  Periode),  wenn  nur 

X > +  2  —  l):  umso  weniger  wird  eine  bloß  zeit- 

weil  ige  Zuschaltung  dieses  Nebenschlusses  den  Charakter 
der  Stromform  verändern  können.  Wir  werden  also  in  dem  auf- 
tretenden Öffnungsfunken  mindestens  einen  Hin-  und  einen 
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Hergang,  also  mindestens  eine  vollständige  (gedämpfte) 
Schwingung  constatieren  können. 

Nachdem  die  Möglichkeit  eines  oscillatoiischen  Charakters 
des  Öffnungsfunkens  festj^esteüt  ist,  entsteht  uns  die  weitere 
Aufgabe,  das  Experiment  mit  dem  Resultate  der  theoretischen 
Überlegungen  zu  vergleichen.  Wie  ich  in  meiner  eingangs 
citierten  Arbeit  erwähnte,  erhält  man  bei  der  Unterbrechung 
des  Stromkreises  mittels  eines  Stromschlüssels  oder  eines 
Hg-Unterbrechers  keine  merkliche  Beeinflussung  eines  Coherers 
durch  den  Unterbrechungsfunken.  Diese  Unterbrechungsfunken 
sind  also  nicht  oscillatorisch.  Der  Grund  ist  darin  m  suchen, 
dass  die  Unterbrechung  selbst  rc!ati\'  lanj^sam  vor  sich  geht, 
der  Ersatzwiderstand  w,  Jcr  l\;nkenslrecke  relativ  lange  Zeit 
hindurch  einen  kleinen  Wert  hat,  welcher  die  Stiomfitrm 
während  des  Besiehens  des  Funkens  zu  einer  aperiodischen 
macht  Sobald  nun  die  PotentialdifTerenz  an  der  Unteiforechungs- 
stelle  so  klein  wird,  dass  der  Funke  erlischt,  tritt  zwar  in  dem 
Stromkreise  wieder  die  osctUatorische  Bewegung  der  Elektricttät 
auf,  doch  ist  nicht  genügend  Energie  mehr  vorhanden,  um  noch 
einmal  das  Funkenpotential  zu  erreichen.  Einen  oscillatorischen 
Charakter  des  Affnunf^sfunkens  werden  wir  somit  nur  bei  mög- 
lichst plötzlichen  expl< isionsartigen  Untcrbrccbimgen  erwarten 
durtcn.  Solche  sind  beim  Wehneit-Unterbrecher  vorhanden  und 
ich  fand  in  der  That,  dass  der  Unterbrechungsfunke  des 
VVehnelt- Unterbrechers  oscillatorisch  ist  —  allerdings  nur, 
wenn  die  active  Elektrode  negativ  ist.  Bei  der  normalen 
Schaltung  (active  Elektrode  positiv^  ir  l  der  Unterbrechungs- 
funke ebenfalls  nicht  oscillatorisch,  eine  eigenthümliche  That- 
sache,  welche  weiter  unten  noch  besprochen  werden  soll.  Die 
Beobachtungen  bei  activer  negativer  Klcktrodo  bestätigen  die 
oben  dargelegte  Auffassung,  dass  die  Gesclnvindigkeit  der 
Unterbrechung,  die  Plötzlichkeit  der  Einschaltung  des  Wider- 
standes iVi,  von  Bedeutung  ist.  Ich  reproduciere  hier  die  dies- 
bezflgiichen  Beobachtungen.  In  den  Stromkreis  des  Unter« 
brechers  war  ein  Inductorium  (ohne  Condensator)  ~  bei 
offenem  secundftren  Kreise  —  geschaltet.  Wenn  nun  die  active 
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Elektrode  negativ  war,  erhielt  ich  eine  starke  Beeinflussung 
des  Coherers,  wie  aus  der  folgenden  Tabelle  ersichtlich  ist; 


Mit  zunehmender  Verkürzung;  der  activen  Elektrode,  d.  h. 
mit  Steigerung  der  Unterbrechungszahl,  die  eine  Folge  der 
Steigerung  der  Stromdichte  an  der  Elektrode  ist.  somit  auch 
eine  V^ergröOerung  der  Geschwindigkeit  in  der  Bildung  der  die 
Unterbrechung  hervorrufenden  Gashüüe  bedeutet,  steigt  auch 
die  Energie  der  Strahlung.  Dass  die  letztere  bei  einer  gewissen 
Länge  der  Elektrode  (6 '2  mm)  ein  Maximum  erreicht,  darf 
nicht  Wunder  nehmen,  da  mit  der  Verkürzung  der  Elektrode 
eine  Abnahme  der  ursprünglichen  Stromstärke  verbunden  ist, 
somit  die  verfügbare  Menge  der  Energie  überhaupt  geringer 
wird,  was  sich  in  einer  Abnahme  der  Strahlungsenergie  wieder- 
spiegelt. 

Die  ordentliche  Wirksamkeit  des  Wehnelt'schcn  Unter- 
brechers ist  an  die  Positivität  der  activen  Elektrode  gebunden; 
bei  dieser  Schaltung  wird  die  Elektrode  nur  sehr  wenig  ange> 
griffen,  erst  bei  längerer  Benützung  des  Unterbrechers  ist  eine 
Abnützung  der  activen  Elektrode  bemerkbar;  die  leuchtende 
Gashülle  an  derselben  hat  (bei  H^SO^-f-H^O  als  Elektrolyt)  eine 
röthlichgelbe  Färbung,  das  Spectrum  dieses  Lichtes  ist  das 

•  Der  Antungswidcrstand  des  Cohe^e!^  betrug  stets  rund  liOO^ui  ( >;  rr. 
Aus'-chliigc  von  5,  1 3,  20  Scalcntheilcn  einsprachen  einer  Herabsetzung  des 
Widerstandes  auf  bciiaulig  7000,  3000,  500  Ohm. 


Länge  der 
activen  Elektrode 

13  2  mm 


des  Galvanometers 

13  Scaleiulieile.* 

17 

18 

18-2 

18-8  » 
18-3  » 
17-5  * 
15-3 
13 


Aussehlag 


12-3 
9-7 
7-9 
6-2 
4-4 
2-6 
0-9 
0-1 
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H-Spectnim.  Macht  man  die  active  Elektrode  zur  negativen,  so 
ist  die  Wirksamkeit  des  Unterbrechers  sehr  schlecht,  die 
Elektrode  wird  sehr  schnell  und  sehr  stark  angegriffen,  die 
Leuchterscheinung  an  derselben  ist  sehr  intensiv,  das  Spectrum 
zeigt  (Pt  als  Elektrode)  Pt-  und  H-Unien. 

Die  Unterbrechung  wird,  wie  Wehnelt  selbst,  nach- 
üciii  ei   .-»eine  und  P.  Spieü    ci.sie  iirklaning  lallen  gelassen 
hatte,  angenommen  hat.  durch  die  Bildung  einer  Dampfhülle 
um  die  active  Elektrode  hervorgerufen;  diese  Auffassung  ist 
allgemein  anerkannt  worden.  Betrachten  wir  nun  den  Öffnungs- 
vorgam;  etwas  genauer.  Die  Verdampfung  beginnt  offenbar 
zunächst  an  jenen  Stellen  der  activen  Elektrode,  wo  die  Strom- 
dichtigkeit den  größten  Wert  hat.  Die  entstehende  Dampf  blase 
kann  nun  schon  durch  rein  mechanische  Wirkung  weitere 
Partien  der  Oberfläche  der  activen  Elektrode  von  dem  Elektro- 
lyten entblöfien;  aber  auch  von  dieser  nicht  immer  gleich- 
mäßig verlaufenden  Wirkung  abgesehen  bedingt  schon  die 
Entblößung  der  Elektrode  an  der  einen  Stelle  eine  Einschnürung 
des  Stromquerschnittes  und  damit  Eintreten  der  Verdampfung 
au  anderen  Oberflächenlheilen  der  FClektrode.  Diese  Einengung 
der  Sirombahn  bedingt  weiter  eine  Widerstandsvermehrung 
derselben  und  folglich  da^  Auitrcten  einer  durch  die  Selbst- 
induction    hervorgerufenen    eiektromotori^chen    Kraft.  Der 
Widerstand  der  Strombahn  erreicht  sein  Maximum,  sobald  die 
active  Elektrode  ganz  von  einer  Dampfhülle  umgeben  ist.  Die 
Spannung  an  der  Elektrode  wächst  nun  weiter,  bis  sie  schließ- 
lich einen  Wert  erreicht,  welcher  zur  Bildung  eines  Funkens 
ausreichend  ist.  Bis  zu  diesem  Momente  verläuft  der  Vorgang 
in  gleichartiger  Weise,  ob  nun  die  active  Elektrode  positiv  oder 
negativ  ist. 

Der  dem  Öffnungsfunken  unmittelbar  vorhergehende  Zu- 
stand zeigt  dieselben  Verhältnisse,  wie  sie  bei  einer  Funken- 
strecke bestehen,  die  von  einer  Spitze  und  einer  größeren 
Fläche  gebildet  wird.  Hier  ist  die  active  Elektrode  die  Spitze, 
die  Begrenzungsnäche  des  Elektrolyten  in  der  Umgebung  der 
activen  Elektrode  die  h'läche.  Hierin  liegt  schon  ein  wesent- 
licher, bis  jetzt  übersehener  Umstand,  welcher  im  Sinne  einer 
erhöhten  Wirkungsfähigkeit  des  Unterbrechers  bei  Positivität 
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der  activen  Elektrode  Einfluss  übt.  Das  Entladungspotential  ist 
ja  ceteris  paribus  höher,  wenn  die  Spitze  positiv,  als  wenn  sie 
negativ  ist.  Mit  der  Erreichung  eines  höheren  Potentials  an  der 
UfTnungsstelle  ist  aber  ein  größerer  Potentialabfall  bei  dem  Ab- 
klingen des  primären  Stromes  gesichert,  und  selbst  wenn  das 
letztere  bei  Positivität  und  Negativität  der  activen  Elektrode 
gleichartig  und  gleich  schnell  verliefe,  würde  dieser  Umstand 
bei  Positivität  der  activen  Elektrode  einen  größeren  Wert  der 


j 

Fig.  2. 

maximalen  Potentialdifferenz  an  den  Polen  des  Secundärkreises 
bedingen. 

Auf  die  Erklärung  der  eben  berührten  Thatsache,  die 
(Icgensland  so  vieler  schöner  Untersuchungen  gewesen  ist 
brauche  ich  hier  nicht  näher  einzugchen.  Doch  möchte  ich 
nicht  unterlassen,  zu  erwähnen,  dass  eine  Spitze  als  Elektrode 
in  einem  Elektrolyten  ein  ganz  ähnliches  Verhalten  zeigt.  Herr 
stud.  P.  Ehrenfest  hat  einen  diesbezüglichen  Versuch  gemacht, 
indem  er  zwei  Wehnelt'sche  Unterbrecher  parallel,  aber  ent- 
gegengesetzt in  denselben  Stromkreis  schaltete  (Fig.  2).  Es 
arbeitet  dann  stets  jener  Unterbrecher,  bei  welchem  die  active 
Elektrode  negativ  ist  (^die  Möglichkeit,  den  Wehnelt'schen 
U'ntcrbrecher  mit  Wechselstrom  zu  betreiben,  steht  mit  dieser 
Ventilwirkung  im  Zusammenhang).  Dass  hier  der  Stromdurch- 
gang auch  wirklich  in  jener  Zelle  einsetzt,  in  welcher  die  Spitze 
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negativ  ist  —  ungleich  dem  Vorgange  in  Luft  —  liegt  offenbar 
in  dem  Verhalten  des  Elektrolyten,  weldies  ein  einf^pheres  ist 
als  das  der  dielektrischen  oder  sehr  schwach  leitenden  Luft» 
das,  wie  schon  Faraday  gelehrt  hat,*  für  die  Erscheinung 

bestimmend  ist. 

Für  den  Unterschied  im  Verhalten  der'activen  Elekiiode 
bei  Positivität  und  Negativität  sind  aber  noch  weitere  Umstünde 
maßgebend,  die  zum  Theiie  schon  der  Funkencntiadung  in  der 
L4ift  eigenthflmlich,  zum  Theiie  durch  die  besonderen  Verhält- 
nisse im  Wehnelt'schen  Unterbrecher  bedingt  sind.  Was  die 
ersteren  anlangt  sei  es  mir  gestattet,  eine  Stelle  aus  Faraday's 
Untersuchungen  anzuführen  {Exp.  Res.  XIII,  §.  Id02):  »Wenn 
man  nun  eine  kleine  Kugel  mittels  einer  kräftigen  Maschine 
dahin  bringt,  das«;  sie  Büschel  oder  büschelförniiee  Funken 
gibt,  so  kann  m.in  den  L'nterschied,  den  sie  iir.  ptisitiven  und 
negativen  Zustande  zeigt,  einigermaßen  \  erstehen  und  erklären. 
Sic  gibt  bekanntlich  im  positiven  Zustande  einen  weit  größeren 
und  kräftigeren  Funken  und  sie  gibt  ihn  mit  größerer  Leichtig- 
keit aus  als  im  negativen;  in  der  That  beginnt  der  Funke,  ob- 
gleich er  so  viel  mehr  Elektricität  auf  einmal  fortnimmt,  bei 
einer  nur  weni^.  wenn  überhaupt  irgend  höheren  Spannung. 
Anderseits  knnu  die  Entladung,  wenn  die  Kui;el  negativ  ist,  bei 
geringerer  Spannung  beginnen,  aber  sie  währt  nur  eine  sehr 
kurze  Zeit,  und  es  geht  jedesmal  nur  sehr  wenig  Klektricitat 
Über.  Diese  Umstände  stellen  miteinander  in  directeni  Zu- 
sammenhange; denn  die  Ausdehnung,  welche  der  positive 
Funke  erreichen  kann,  und  die  Größe  und  Ausdehnung  des 
positiven  Büschels  sind  Folgen  davon,  dass  bei  einer  einzigen 
Entladung  viel  Elektricität  von  der  positiven  Fläche  fortgehen 
kann«  (deutsch  von  Kali  sc  her). 

Dieses  Verhalten  lässt  <ich  so  auffassen,  al?  oh  die  Funken- 
.sirecke  bei  positiver  Spitze  einen  viel  kleineren  Widerstand-" 
besäße  als  bei  negativer,  wodurch  aber,  gemäß  den  oben  mit- 
getheilten  Betrachtungen,  die  Entladung  bei  positiver  activer 

1  Exp.  Res.,  Scr.  XIII,  §.  1480  u.  f. 

*  Hier  und  im  folgenden  gebrauche  ich  die  Bexeiehnung  »Widerstand  der 
Punfcenstreeke«  in  dem  früher  dargelegten  Sinne. 

Sittb.  d.  iMtbMt-eMHiw.  CL;  CX.  Bd^  Abth.  It.  o.   '  M 
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Elektrode  die  apcriodisclic  Koriii  annehmen  würde,  bei  negativer 
zumindest  noch  die  Bedingungen  für  das  Zustandekommen 
einer  der  ersten  folgenden  Kntladung,  bei  welcher  die  active 
Elektrode  schon  die  entgegengesetzte  Polarität  hat,  gegeben 
wären.  Bei  dieser  zweiten  Kntladung  liegen  nun  die  Verhält- 
nisse auf  den  ersten  Blick  so  wie  bei  ursprünglich  positiver 
activer  Elektrode,  man  könnte  also  erwarten,  dass  sie  aperi- 
odisch vor  sich  gehen  und  den  ganzen  Entladungsvorgang 
abschlieüen  werde.  Nun  treten  aber,  wie  man  mit  dem 
rotierenden  Spiegel  sieht,  mehrere  Oscillationen  auf,  wenn  die 
active  Elektrode  negativ  ist.  Dies  würde  also  dafür  sprechen, 
ilass  der  Widerstand  der  Kunkenstrecke  nach  dem  Durchgänge 
lier  Halbschwingung  noch  sehr  groß  bliebe,  so  dass  also  bei 
der  zweiten  Halbschvvingung,  wo  die  Elektrode  positiv  wird, 
auch  noch  die  periodische  Stromform  erhalten  bleiben  könnte. 
Eine  solche  Nachwirkungserscheinung  steht  durchaus  nicht  im 
Widerspruche  mit  den  sonstigen  Erfahrungen  über  Gasent- 
ladungen, insoferne  sie  selbst  in  Stromkreisen,  wo  oimc  i.ir 
\'orhandensein  continuierliche  Strömung  vorhanden  wäre,  An- 
lass  zu  oscillierenden  Stromformen  geben  kann.* 

Was  nun  die  dem  Wehnelt'schen  Unterbrecher  eigentlüim- 
lichen  Umstände  betritlt,  so  wäre  folgendes  zu  bemerken  (ich 
setze  dabei  voraus,  dass  die  active  Elektrode  eine  Pt-Spitze,  der 
Elektrolyt  verdünnte  H^SO^  sei):  Untersucht  man  die  leuchtende 
Hülle  bei  l'osili\  ität  der  negativen  Elektrode,  so  zeigt  sie  die 
H-Linien;  Linien,  welche  dem  Spectium  der  Elektrodensubstanz 
angehören,  treten  nicht  auf.  Die  Entladung  wird  also  nur  durch 
das  Gas  vermittelt.  Die  (iashülle  besteht  aber  aus  H  und  O,  da 
auOer  der  normalen  Elektrolyse  auch  Dissocialion  des  HjO- 
Dampfes  stattfindet,  'l'ritt  nun  der  Eunke  auf,  st>  wird  durch  ihn 
eine  Rückbildung  des  H^O,  und  durch  dessen  geringeres  Volum 
und  eventuelle  Vcrllüssigung  eine  \'erkleinerung  der  Kunken- 
strecke herbeigeführt.  Dieser  Umstand  könnte  möglicherweise 
sogar,  selbst  wenn  die  ursprüngliche  Kunkenstrecke  einen  so 
großen  Widerstand  hätte,  dass  die  Entladung  periodisch  werden 
könnte,  durch  rasche  Verminderung  dieses  Widerstandes  die 

>  Vcr(;l.  W.  Kaufmann,  l^lcktrodynamische  Eigcnlhümlichketten  leiten- 
der Cnxse.  Drudes  .^nn  .  J.,  S.  177,  178  (1900). 
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periodische  Stromform  herbeiführen.  Für  die  Verflüssigung 
des  rückgebttdeten  H^O-Dampfes  ist  offenbar  auch  die  Tem- 
peratur des  umgebenden  Eleictrolyten  von  Bedeutung;  und  es 

stimmt  mit  der  hier  verirelenen  Anschauung  sehr  gut  überein. 
-dass  mit  Steigerung  der  Temperatur  des  I^lektrolyten  die 
Wirkungsfähigkeit  des  Unterbrechers  abiiimnit. 

Ist  die  active  Elektrode  negativ,  so  .eiUlalU  die  günstige 
Wirkung  der  Rückbildung  des  dissociierten  H,0-Dampfes.  Das 
Spectrum  der  Lichthülle  zeigt  die  Linien  des  H  und  des  Elek> 
trodenmateriales  (Pt).  Im  rotierenden  Spiegel  sieht  man  ein 
nahezu  continuierliches,  silberglänzendes  Lichtband,  welches 
von  schwachleuchtendcn.  röthlichgclbcn  Lichtballen  durchsetzt 
ist.  Der  Eindruck  dei  Continuität  dieses  Lichtbnndcs  steigt, 
wenn  an  die  L'n;crbrcclnmf:sstel!e  eine  pfrößerc  ("apacilät  ani^e- 
liänp!  wird.  Diese  licu^achtiingeii.  sowie  die  rasche  Abnützung 
führen  zu  dem  Schlusbc,  dass  bei  negativer  acliver  Elektrode 
eine  Verdampfung  des  Elektrodenmateriales  stattfindet  (hiemit 
steht  in  Obereinstimmung,  dass  bei  einer  Funkenstrecke  die 
negative  Elektrode  höhere  Temperatur  hat  als  die  positive). 
Das  Vehikel  für  den  Entladungsfunken  wird  somit  hier  in 
erster  Linie  ein  Strom  von  Metalldampf  sein,  während  die  Gas- 
hülle wenig  oder  ^ar  nicht  in  leitenden  Zustand  versetzt  wird. 
Die  Gashütlc  liindcäi  aber  eine  rasche  .Abi<nhlunj,^  de^  Metall- 
dampfes, so  dass  auch  bei  der  Unnkehr  der  Stromrichiung  noch 
Metalldampf  oder  zumindest  noch  eine  hohe  Temperatur  der 
Elektrode  besteht;  dadurch  kann  aber  die  Verflüssigung  des 
durch  den  jetzt  auftretenden  Funken,  der  mindestens  theilweise 
das  Gas  als  Leitungsbahn  benOtzt,  rückgebildeten  HgO-Dampfes 
verhindert  oder  verzögert  werden.  Auf  diese  Weise  findet  auch 
dieser  zweite  Funke,  bei  welchem  die  aclive  Elektrode  positiv 
ist,  noch  einen  /^cnii^'^nd  Ljroüen  Widerstand,  um  die  peri- 
ijdische  Stromform  nicht  in  die  aperiodische  zu  verwandeln.  — 
Die  dem  Unterbrecher  eigenthümlichen  Verhältnisse  unter- 
stützen also  die  Eigenthümlichkeiten  der  Funkenentiadung; 
durch  ihr  Zusammenwirken  werden  jene  Verhältnisse  geschaffen, 
welche  bei  Positivität  der  activen  Elektrode  einen  aperiodischen, 
bei  Negativität  derselben  einen  periodischen  öffnungsfunken 
^herbeiführen. 
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Auf  die  Erläuterung  aller  hier  zur  Sprache  gebrachten 
Eigenthümlichkeiten  der  Funkenentladung  einzugehen,  würde 
nicht  nur  den  Rahmen  dieser  Arbeit  überschreiten,  sondern 
hieße  auch,  die  Resultate  zahlreicher  experimenteller  und  theo- 
retischer Untersuchungen  über  die  Gasentladungen  einfach 
wiederholen.  Ich  hoffe  jedoch,  dass  aus  den  vorstehenden  Dar- 
legungen die  Berechtigung,  die  Physik  der  Gasentladungen  zur 
Aufklärung  der  Vorgänge  im  Wehnelt'schen  Unterbrecher 
heranzuziehen,  ersichtlich  ist;  damit  ist  aber  die  Aufgabe  durch- 
geführt, welche  Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit  ist. 
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Aus  dem  I.  ehemischm  Laboratorium  der  k.  k.  UotversitXt  in  Wton. 

(Mit  2  T«kifigur«n.) 
(Voifcloft  in  der  Sitcunc  am  19.  Jaoi  1901.) 

Der  Fall,  dass  zwei  Körper  von  gleicher  chemischer  Zu- 
sammensetzung verschieden  sind,  ist  ungemein  häufig.  Sind 
die  beiden  Körper  flüssig  oder  gasförmig,  so  nennt  man  sie 
iscnur  oder  polymer.  je  nachdem  ihr  Moleculargewtcht  gleich 
oder  verschiedeji  isi.  Soweit  diese  Kalle  bisher  genau  unter- 
sucht sind,  kann  man  den  Isomeren  immer  verschiedene 
Structurformeln  zuschreiben,  wobei  die  Structurverschiedenheit 
auf  Verschiedenheit  der  Bindungen  oder  der  räumlichen  Lage- 
rung beruhen  kann.  Die  Verschiedenheit  gleich  zusammen- 
gesetzter flüssiger  oder  gasförmiger  Stoffe  lässt  sich  daher  im 
Sinne  der  Atomtheorie  immer  auf  die  Verschiedenheit  der 
Molekeln  (verschiedene  Größe  oder  verschiedene  Anordnung 
der  Atome  in  gleich  großen  Molckcin)  zurückführen. 

Bei  festen  Körpern  von  gleicher  Zusammensetzung,  aber 
verschiedenen  Eigenschaften  unterscheidet  man  dagegen  Iso- 
merie, Polymerie  und  Polymorphie  (früher  auch  als  physi- 
kalische Isomerie  bezeichnet).  Im  Sinne  der  Atomtheorie  liegt 
bei  Isomeren  und  Polymeren  Verschiedenheit  der  Molekeln  vor. 
Dagegen  kann  die  Polymorphie  als  Verschiedenheit  der  An- 
ordnung gleicher  Molekeln  betrachtet  werden.  Es  erhebt 
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sich  nun  die  Fra^e,  wie  die  Polymorphie  experimentell  von  der 
Isomerie,  beziehungsweise  Polymerie  unterschieden  werden 
kann. 

Kennzeichen  der  Polymorphie. 

Die  Annahme  der  Polymorphie  neben  der  Isomerie  und 
Polymerie  hat  selbstverständlich  nur  dann  Berechtigung,  wenn 
es  gelingt,  Kennzeichen  anzugeben,  mittels  deren  polymorphe 
Formen  von  Isomeren  und  Polymeren  experimentell  unter- 
schieden werden  können. 

Als  ein  derartiges  Kennzeichen  gilt  der  L'mstand,  dass  bei 
polymorphen  Formen  die  Verschiedenheit  auf  den  festen  Zu- 
stand beschränkt  ist,  dass  also  polymorphe  Formen  identische 
Schmelzen,  Lösungen  und  Dämpfe  gehen.'  Daher  ist  auch  zu 
erwarten,  dass  aus  den  Lösungen  oder  Schmelzen  polymorpher 
Formen  beide  feste  Formen  abscheidbar  sein  müssen,  wenn  es 
gelingt,  die  flüssige  Phase  in  den  übersättigten  (überkalteten) 
Zustand  überzuführen.  Das  ist  in  der  That  in  vielen  Füllen 
be»)bachtet  worden. 

Ein  zweites  Kennzeichen  polymorpher  Formen  wird  darin 
erblickt,  dass  sie  identische  Abkömmlinge  liefern,  während 
Isomere  verschiedene  Abkömmlinge  geben.* 

Die  beiden  erwähnten  Kennzeichen  stehen  im  Einklang 
mit  der  moleculartheoretischcn  .Xuffassung,  nach  welcher  es 
sich  bei  Polymorphie  um  identische,  bei  Isomerie  um  ver- 
schiedene Molekeln  handelt. 

Unzulänglichkeit  der  vorstehenden  Kennzeichen. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  das  Zutreffen  der  beiden 
dargelegten  Kennzeichen  nicht  immer  genügt,  um  das  Vorliegen 
von  Isomerie  auszuschließen,  wenigstens  so  lange  der  Isomerie- 
begriflf  in  seiner  gegenwärtigen,  aus  der  Wertigkeitslehre 
hervorgegangenen  Bedeutung  gebraucht  wird. 

Die  neueren  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  orga- 
nischen Chemie   haben   zahlreiche   Beispiele   von  Isomeren 

1  Vcrgl.  Ostwald,  Gründl iss  der  nllg.  Chemie,  3.  .^ufl.,  S.  232. 

•J  Vergl.  Ost  Wild,  Lchrb.  der  allg.  Chemie,  2.  Aufl.  Il^,  S.  402—403. 
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kennen  gelehrt,  welche  sich  leicht  incinandet  uiuwandeln 
lassen.  Innerhalb  einer  Gruppe  von  Körpern,  welche  die  gleiche 
umwandlungsfähige  Atomgruppe  enthalten,  wird  die  Leichtig" 
keit  der  Umwandlung  sehr  wesentlich  beeinflusst  durch  jene 
Kadicale,  welche  mit  der  umwandlungsfahigen  Gruppe  ver- 
bunden sind.  So  wird  beispielsweise  die  gegenseitige  Um- 
wandelbarkeit  der  stereoisomeren  Oxime 


durch  die  Natur  der  Reste  A"  und  Y  in  hohem  Maße  beeinflusst,^ 
Die  stereoisomeren  Benzaldoxime  sind  im  reinen  Zustande  ver- 
hältnismäOig  recht  beständige  Körper;'  es  ist  nicht  allzu 
schwierig,  aus  ihnen  isomere  Abkömmlinge  zu  erhalten.  Dem- 
gemäß ist  es  nicht  zweifelhaft,  dass  es  sich  um  Isomerie 
handelt.  Von  der  ß-Benzoylpropionsäure  sind  ebenfalls  zwei 
Oxinie  (Phenylkutuximpropionsäiircn)  bekannt.'  Hier  lai^cit 
sich  aber  die  labile  (Anti-)  Füi  iii  ini  festen  Zustande  rasch  in 
die  stabile  Form  um;  isomere  .Xbkommlinge  sind  nicht  dar- 
gestellt. Man  könnte  daher  in  diesem  Falle  Polynioiphie  an- 
nehmen, wenn  nicht  durch  die  Leilfähigkeitsbestimmungen  von 
Hantzsch  und  Miolati^  die  Verschiedenheit  der  Lösungen 
nachgewiesen  wäre. 

Es  ist  aber  wohl  denkbar»  dass  bei  Isomeren  die  Umlage- 
rung  auch  in  Lösung  so  rasch  vor  sich  geht,  dass  die  Ver- 
schiedenheit der  Lösungen  nicht  mehr  nachweisbar  ist.  So  hat 
man  entsprechend  den  Ausführungen  von  Hantzsch^  allen 
Grund,  anzunehmen,  dass  das  Dinitroäthankatium  das  Salz 
einer  Säure  CH,— CCNO^)  =  N(  >^  H,  das  freie  Dinitroäthan 
dageuen  ein  wahrer  Dinitrokörper  ist.  Beim  Ansäuern  der 
Lösung  des  Diniiroäthankaliums  gelit  aber  die  frei  werdende 

1  Hantzsch.  Bcr.  der  Deutschen  ehem.  Ges.  XXV,  2104  (1HÜ2,. 

i  Vergl.  Beckmann,  Ber.  der  D  vitschen  ehem.  Ges.  XXIII,  1Ö8Ö  [1890J. 

3  Dollfus,  Bcr.  der  Deutschen  chctn.  Ges.  XXV,  1932  ^J8Ö2{. 

*  Zeitschrift  f.  piivMkal.  Chemie.  X.  24  [18921. 

^  Ber.  der  Deutschen  ehem.  Ges.  XXXll,  575  [10^1»!, 
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Säure  so  rasch  in  den  Dinilrokörpcr  über,  dass  die  Verschieden- 
heit der  Losungen  der  beiden  Isomeren  kaum  nachweisbar  ist;' 
die  schwachen  Anzeichen  der  Verschiedenheit  der  Lösungen 
von  Uinitroäthan  und  /-Dinitroäthan  würden  kaum  als  beweis- 
kräftig gelten  kimnen,  wenn  nicht  in  ähnlichen  Fällen  das  Vor- 
liegen von  Isomerie  mit  voller  Sicherheit  nachgewiesen  wäre. 

Die  angeführten  Beispiele  genügen  wohl,  um  zu  zeigen, 
dass  es  Isomere  gibt,  die  sich  außerordentlich  leicht  ineinander 
umwandeln.  Es  kann  daher  auch  die  Möglichkeil  nicht  als  aus- 
geschlossen betrachtet  werden,  dass  zwei  Isomere  in  fester 
Form  darstellbar  sind,  die  wegen  der  Leichtigkeit  der  Umlage- 
rung  durchwegs  identische  .Abkömmlinge  liefern  und  bei  denen 
auch  der  Nachweis  der  Verschiedenheit  der  Schmelzen, 
Lösungen  oder  Dämpfe  nicht  gelingt. 

Es  ist  daher  vollkommen  zulässig,  Isomerie  auch  in  Fällen 
anzunehmen,  wo  weder  die  Überführung  in  isomere  .Abkömm- 
linge, noch  der  Nachweis  der  \'crschiedenheit  von  Schmelzen 
und  Lösungen  gelmgt,  wenn  in  anderen  analogen  Fällen  das 
Vorliegen  von  Isomerie  nachgewiesen  ist.  Demgemäü  habe  ich 
'/..  ß.  die  beiden  Formen  des  Protocatechualdehydphenyl- 
hydrazons  als  stereoisomer  aufgefasst.*  obwohl  die  Beob- 
achtungen auch  mit  der  .Annahme  von  Polymorphie  verträglich 
waren. 

Man  muss  daher  sagen:  Es  existiert  keine  scharfe  Grenze 
zwischen  Isomerie  und  Polymorphie.  In  noch  höherem  Maße 
als  bei  organischen  Körpern  gilt  das  bei  anorganischen.  Die 
Zahl  der  Isomerien  bei  anorganischen  Stoffen  ist  verhältnis- 
müßig sehr  klein.  Man  muss  daher  annehmen,  dass  anorganische 
Isomere  in  der  Kegel  nicht  existenzfähig  sind,  da  die  Umwand- 
lung in  die  stabile  l'orm  zu  rasch  erfolgt.  Demgemäß  wird  man 
nur  in  seltenen  Fällen  erwarten  dürfen,  aus  anorganischen 
Isomeren  isomere  Abkömmlinge  zu  bekommen.  Die  Identität 
der  .Abkömmlinge  ist  also  bei  anorganischen  Körpern  kein 
Beweis  gegen  das  Vorliegen  von  Isomerie.  Man  ist  daher 

>  Hantzsch  und  Veit.  Bcr.  der  DeuUchcn  ehem.  Oes.  XXXII,  62« 
;  18991. 

Monalühertc  für  (.'hcmie.  XIV.  3äö  II893J;  XVII,  250  [1806]. 
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wesentlich  auf  die  Untersuchung  der  Identität  von  Schmelzen 

und  Lösungen  angewiesen;  aiich  da  muss  aber  die  Möglich- 
keit zugegeben  werden.   Jass  isomere  Stoffe  infolge  Ein- 
tretens einer  Umlagerung  identische  Schmelzen  und  Lösungen^ 
geben. 

Berechtigung  des  Polymorphiebegrilfes. 

Angesichts  der  Unsicherheit  der  Abgrenzung  zwischen 

Polymorphie  und  Isomerie  muss  die  Frage  aufgeworfen  werden, 
i'b  denn  die  Abtrennung  der  Polymorphie  von  der  IsoiTic-rie 
wissenschaftlich  überhaupt  \'on  Nutzen  ist.  Das  eine  ist  klar, 
dai>b  der  Nutzen  der  Abtrennung  mit  Recht  bestritten  werden 
kann,  wenn  sie  nur  daraul  beruht,  Ua^s  man  sicii  tür  die  Ver- 
schiedenheit zweier  gleich  zusammengesetzter  fester  Körper 
zwei  verschiedene  theoretische  Anschauungen  zurechtlegen 
icann  (Verschiedenheit  der  Molekeln  und  Verschiedenheit  der 
Anordnung  der  Molekeln),  ohne  dass  die  Thatsachen  einen  ent- 
sprechenden Unterschied  erkennen  lassen.  Zur  Beantwortung 
der  aufgeworfenen  Frage  ist  es  von  Nutzen,  sich  klar  zu 
machen,  auf  welchen  Grundsätzen  die  Eintheiiung  der  StofTe 
übernaupt  beruht. 

Die  Verschiedenheit  der  Körper  wird  durch  die  Ver< 
schiedenheit  ihrer  Eigenschaften  eiicannt.  Demgemäß  unter« 
scheidet  man  zunächst  homogene  und  inhomogene  Körper. 
Die  Erfahrung  ergibt  ferner,  dass  die  Eigenschaften  homogener 
Körper  durch  Änderung  der  äußeren  Bedingungen  innerhalb 
gewisser  Grenzen  stetig  verändert  werden  können,  ohne  dass 
dabei  die  Homogenität  gestört  wird  oder  die  chemische  Zu- 
sanitnunbet^ung  sich  ändert.  Wir  fassen  nun  Körpur,  welche 
unter  denselben  äußeren  Bedingungen  dieselben  Eigenschaften 
annehmen  und  deren  Eigenschaften  ohne  Störung  der  Homo- 
genität und  ohne  Änderung  der  chemischen  Zusammensetzung 
ineinander  übeigeführt  werden  können,  zu  einer  Art  zusammen. 
So  betrachten  wir  festes  Silber  bei  0°  und  bei  600*  als 
denselben  Körper,  obwohl  die  Eigenschaften  sehr  wesent- 
liche \'erschiedenheiten  aufweisen.  Die  .so  erhaltenen  Arten 
von  Körpern  zerfallen  wieder  in  Lösungen  und  chemische 
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Individuen.'  Die  weitere  EnUhcihmi;  der  chemischen  hidiviJuen 
erfolgt  nach  ihrer  chemischen  Zusainmensetzung.  J.  h.  nach 
den  Elementen,  ans  Jenen  sie  bestehen,  und  weiter  nach  den 
Gewichtsverhältnissen,  in  denen  sie  die  Elemente  enthalten. 

Nun  gibt  es  aber  zahlreiche  Körper  von  gleicher  chemischer 
Zusammensetzung,  die  nicht  in  eine  Art  zusammengefasst 
werden  können,  entweder  weil  sie  sich  nicht  in  der  erwähnten 
Weise  stetig  in  einander  überführen  lassen,  oder  weil  sie  unter 
gleichen  äußeren  Bedingungen  verschiedene  Eigenschaften 
behalten.  Eine  weitere  Eintheilung  derartiger  Körper  nehmen 
wir  nun  in  folgender  Weise  vor.  Wir  fassen  chemische  Indivi- 
duen von  gleicher  Zusammensetzung  zu  einem  Stoffe  zu- 
sammen, wenn  sie  verschiedene  Formart  (Aggregatzustand ^ 
haben,  aber  unter  Änderung  der  Formart  und  entsprechender 
unstetiger  Änderung  der  Kigenschafien  ineinander  überführhar 
sind;  diese  Zusammentassung  rechtl'ertigt  sich  dadurch.  da>s 
solche  Körper  verwandte  chemische  und  auch  physikalische 
Eigenschaften  besitzen«  soweit  es  die  Verschiedenheit  der 
Formart  zulässt. 

Die  Zusammenfassung  flüssiger  und  gasförmiger,  in  ein- 
ander verwandelbarer  chemischer  Individuen  von  gleicher  Zu- 
sammensetzung zu  einem  Stoffe  lasst  sich  noch  insbesondere 
dadurch  begründen,  dass  in  diesen  Fällen  auch  eine  Umwand- 
lung unter  stetiger  Änderung  der  Eigenschaften  (durch  Über- 
führung in  den  kritischen  Zustand)  möglich  ist.  Es  wird  also 
hier  derselbe  Gesichtspunkt  benutzt,  der  dazu  geführt  hat, 
festes  Silber  von  verschiedenen  Temperaturen  als  einen 
Körper  zu  betrachten.  Die  Frfahrung  lehrt  nun,  dass  fast  irnmer 
mu  einem  ga^-tV^niioen  KTirper  nur  ein  flüssiger  Koiper  zu 
einem  Stofl'  zusaminengetasst  werden  kann.  In  den  wenigen 
Fällen,  wo  zu  einem  Gase  mehrere  Flüssigkeiten  zu  gehören 
scheinen,  kann  man  immer  annehmen,  dass  die  Flüssigkeiten 
als  verschiedene  Stoffe  zu  betrachten  sind.  Die  Identität  der 
Dämpfe  lässt  sich  dann  so  deuten,  dass  die  zu  den  ver- 
schiedenen Flüssigkeiten  gehörenden  verschiedenen  Dämpfe 

'  Bezüglich  der  Definition  der  chemischen  Individuen  siehe  Osiwald 
Grvndriss  der  «llg.  Chemie,  3.  Aufl.,  S.  374. 
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ineinander  umwandelbar  sind,  sei  es,  dass  sich  ein  Gleich- 
gewicht einstellt,  oder  dass  einer  der  beiden  Dämpfe  nicht 
existenzfifthig  ist.  Durch  die  gemnchten  .Annahmen  ist  man  also 
in  vereinzelten  Fällen  zur  Annahme  liypothetischer,  nicht 
realisierbarer  Dämpfe  genöthigt;  aber  gegenüber  der  erzielten 
Vereinfachung  der  Eintheilung  der  Stoffe  kommt  dieser  Nach- 
iheit  nicht  in  Betracht. 

Viel  verwickelter  sind  die  Beziehungen  zwischen  der 
flüssigen  und  der  festen  Formart.  Man  macht  sehr  häuflg  die 
Erfahrung,  dass  es  mehrere  feste  Körper  gibt,  welche  auf 
Grund  der  angegebenwi  Gesichtspunkte  mit  derselben  Flüssig- 
keit 7.U  einem  Stoffe  ziisamment:jcfasst  werden  können.  Würde 
man  nun  wieder  die  Annahme  machen,  dass  solche  feste 
Körper  verschiedene  Stoiie  sind,  so  müsste  man  eine  große 
Zahl  von  hypothetischen,  nicht  realisierbaren  Flüssigkeiten 
annehmoi. 

Dem  kann  man  entgehen,  wenn  man  die  Zusammen- 
fassung durch  die  Pormart  unterschiedener  chemischer  Indivi- 
duen zu  einem  Stoffe,  r)der  die  damit  zusammenfallende  An- 
nahme, dass  jeder  Stoff  in  drei  Formarten  existieren  könne, 

aufgibt.  Hicdurch  würde  man  aber  eine  V'creinfachunc:  der 
Systematik  der  Stoffe  falien  lassen,  welche  sich  als  sehr  nnt/.- 
lich  erwiesen  hat.  Es  ist  daher  viel  sachgemäüer,  anzunelvmcn, 
dass  eine  Flüssigkeit  mit  mehreren  festen  Kdrpem  zu  einem 
Stoffe  zusammengefasst  werden  kann.  Diese  Annahme  recht- 
fertigt sich  auch  dadurch,  dass  fOr  Formartsänderungen  und 
Umwandlungen  fester  Körper  ineinander,'  die  zur  selben 
Flüssigkeit  gehören,  die.selben  Gesetze  gelten.  Die  verschiedenen 
festen  Körper,  welche  zu  einer  und  derselben  FUissicrkcit  ge- 
hören, können  ebcnlails  als  verschiedene  Formarlen  eines 
Stoffes  betrachtet  werden.  Es  ist  also  nur  folgerichtig,  derartige 
feste  Körper  zu  einem  Stoffe  zusammenzuziehen,  wenn  man  das 
bei  zusammengehörigen  Flüssigkeiten  und  Gasen  thut 

Feste  Körper,  welche  mit  derselben  Flüssigkeit  zu  einem 
Stoffe  vereinigt  werden  können,  nennt  man  nun  polymorphe 
Formen.  Die  Berechtigung  der  Einführung  des  Polymorphie- 
begriffes  ergibt  sich  ai!s  dem  \'orherrTC{^anir^'nen  Ebenso  ergibt 
sich  daraus  das  erste  früher  erwähnte  Kennzeichen  der  Holy- 
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niuiphie.  dass  nämlich  die  Schmelzen,  Losungen  und  Dämpie 
polymorpher  Formen  identisch  sind. 

Eine  weitere  Rechtfertigung  des  Begriffes  der  Polymorphie 
liegt  darin,  dass  die  ausgesprochenen  Fälle  von  Polymorphie 
von  den  charakteristischen  Beispielen  von  Isomerie  wirklich 
auffällig  verschieden  sind.  Als  isomer  im  weitesten  Sinne  wird 
man  Körper  zu  betrachten  haben,  welche  trotz  gleicher  chemi- 
scher Zusammensetzung  nicht  zu  einem  Stoffe  zusammen- 
gefasst  werden  können,  weil  sie  im  flüssigen  oder  gasförmigen 
Zustand  unter  gleichen  äußeren  Bedingungen  verschiedene 
Eigenschaften  haben.  Betrachtet  man  nun  einerseits  die  poly- 
morphen Formen  des  Henzophenons,  anderseits  Muüjyiäther 
und  Äthylalkohol,  so  fällt  auf,  dass  die  polymorphen  Formen 
identische  Abkömmlinge  geben,  Isomere  dagegen  in  der  Regel 
verschiedene.  Gerade  dieser  Unterschied  berechtigt,  polymorphe 
Formen  als  denselben  Stoff  im  Sinne  des  Chemikers  zu  be- 
trachten, Isomere  dagegen  als  verschiedene  Stoffe.  Die  Be- 
schreibung der  chemischen  Eigenschaften  der  Körper  wird 
durch  diese  Gruppierung  sehr  vereinfacht.  Hieraus  ergibt  sich 
auch  das  zweite,  früher  erwähnte  Kennzeichen  zur  Unter- 
scheidung von  Isomerie  und  Polymorphie.  Beide  eingangs  er- 
wähnten Kennzeichen  hängen  also  mit  dem  Begriffe  der  Poly- 
morphie innig  zusammen. 

Hienach  ist  die  Einführung  des  Polymorph rebegriffes  als 
zu-eckmalii|4  zu  bezüiwlaicn,  obwohl  die  Grenzen  zwischen 
Isomerie  und  Polymorphie  nicht  scharf  sind.  Die  Zweckmäßig- 
keit beruht  darauf,  dass  durch  die  Zusammenlassung  von 
Körpern  in  verschiedenen  Formarten  zu  einem  Stoffe  die  Em- 
theilung  der  Körper  und  die  Beschreibung  ihrer  Eigenschaften, 
insbesondere  auch  der  chemischen,  sehr  vereinfacht  wird  und 
dass  durch  den  Polymorphiebegriff  die  Annahme  einer  grofien 
Anzahl  rein  hypothetischer  Flüssiglceiten  und  Dämpfe  erspart 
wird,  wenn  die  ersterwähnte  Zusammenfassung  durchgeführt 
wird. 

Diesen  Gesichtspunkten  trägt  der  radicale  Standpunkt 
nicht  Rechnung,  den  Lehmann*  formuliert  hat,  indem  er  sagt: 

>  Molccularphysik  II,  413,  Leipzig,  Ei»gcl  maiiii,  iHbö. 
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•  1.  Kein  Körper  besitzt  mehr  als  eine  Krystallform,  oder 
zeigen  zwei  Körper  verschiedene  Krystallformen»  so  sind  sie 
chemisch  verschieden . . .  < 

»2.  Kein  Körper  besitzt  mehr  als  einen  Aggregatzustand; 

die  sogenannten  drei  Aqi^repatzuständc  eines  Körpers  sind 
Ihatsächlich  drei  chemisch  \  erschiedene  Körper«. 

Hiezu  ist  zu  bemerken,  dass  polymorphe  Formen  und 
Körper  in  verschiedenen  Formarten  zweifellos  verschiedene 
Energieinhaite  haben  und  insoferne  als  chemisch  verschieden 
betrachtet  werden  Icönnen.  Aber  dasselbe  gilt  auch  für  Körper, 
die  sich  bei  gleicher  Krystallform  oder  gleicher  Formart  bloß 
durch  die  Temperatur  unterscheiden:  auch  hier  kann  man 
chemische  Ver?;chiedenheit  annehmen.  Thut  man  das  nicht,  so 
!St  es  auch  beim  IJner^an.L^c  vom  llüssigcn  zum  .[^a^fOrmit^en 
Zustande  nicht  notlnvendig,  zumal  dieser  Übergant^  .t;eraUeso 
wie  die  bloße  Temperaluiänderung  stetig  erfolgen  kann.  Es 
liegt  aber  auch  kein  ausreichender  Grund  vor,  die  Beziehungen 
twiscben  festen  Körpern  und  Flttsstglceiten,  oder  zwischen 
polymorphen  Formen  anders  zu  behandeln,  als  die  zwischen 
Flüssigkeiten  und  Gasen,  zumal  in  keinem  dieser  Fälle  stetige 
Obergänge  als  ausgeschlossen  betrachtet  werden  können. 

Wie  man  die  chemi«;che  X'^erschiedenheit  definieren  soll, 
isi  tiine  Zweckmäßip;keitsfrage.  sobald  man  von  dem  grundsätz- 
lich gewiss  richtigen  Standpunkte  abgelit,  dass  nur  Körper  von 
in  jeder  Beziehung  gleichen  Eigensidiaften  chemisch  identisch 
sind.  Jedenfalls  ist  die  chemische  Verschiedenheit  bei  Isomeren 
in  der  Regel  von  ganz  anderer  Art  als  bei  Körpern,  die  sich 
durch  die  Temperatur,  die  Krystallform  oder  den  Aggregat- 
zustand unterscheiden. 

Die  Bedehungen  der  Polymerie  siir  Isomerie  und  Poly- 
morphie. 

Ein  im  vorhergehenden  nicht  berücksichtigtes  Ein- 
tbeilungsprincip  Hir  Körper  von  gleicher  Zusammensetzung 
liefert  das  Moleculargewicht.  Stellt  man  sich  auf  den  Stand- 
punkt, dass  chemische  Verschiedenheit  auf  Verschiedenheit 

der  Molekeln  beruht,  so  muss  man  Polymere  als  chemisch  ver- 
schieden ansehen.  Es  ist  kein  Zweifel,  dass  diese  Auffassung 
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bei  der  BenuUung  der  Formeln  der  chemischen  Dynamik  noth- 
wendig  ist. 

Bei  der  chemischen  Eintheilung  der  Körper  stellt  man  sich 
dagegen  keineswegs  immer  auf  diesen  Standpunkt  Man  be* 
trachtet  allerdings  Polymere«  wie  Äthylen  und  Butylen,  als  ver- 
schiedene Stoffe,  also  Polymere,  die  sich  chemisch  verschieden 
verhalten  und  bei  denen  die  Polymerie  auch  unter  gleichen 
äußeren  Bedingungen  und  bei  gleicher  Formart  erhalten  bleibt. 
Dagegen  betrachtet  man  flüssiges  Wasser  und  Wasserdampf 
trotz  der  Verschiedenheit  des  Moleculargcwichtes  als  denselben 
Stoff,  ebenso  gasförmige  und  llüssigc  oder  gelöste  Essigsäure, 
obwohl  das  Muleculargewicht  im  Gaszustände  \  eränderlicli  luul 
in  I.*  'sung  von  der  Natur  des  Lü.-,uni^-.niLtels  abhängig  ist.  Man 
unterscheidet  also,  obwohl  es  \  iclicie  U  nie  ausdrücklich  aus- 
gesprochen worden  ist,  zwei  Arten  von  Polymerie,  eine,  welche 
die  Annahme  chemischer  Verse,  icdcnlieit  begründet  (also  zur 
chemischen  Isomerie  im  weiieslen  S  nne  gehört),  und  eine, 
welche  mit  der  Annahme  identischer  Stoffe  verträglich  ist  Es 
ist  nicht  schwer,  sich  atomistische  Verstellungen  über  diese 
zwei  Arten  von  Polymerie  zu  machen.  Ich  gehe  darauf  nicht 
ein,  sondern  will  nur  hervorheben,  dass  nach  den  herrschenden 
Anschauungen  das  Vorliegen  von  Polymerie  die  Annahme  des- 
selben Stoffes  und  daher  auch  die  Annahme  von  Polymorphie 
nicht  ausschließt.  Stoffe,  die  zugleich  polymorph  und  polymer 
sind,  sind  vielleicht  Jie  polymorphen  Formen  der  Nitrate  von 
Kahum  und  Ammonium.^ 

Weitere  Kennzeichen  zur  Unterscheidung  von  Isomerie  und 

Polymorphie. 

Die  Erörterungen  des  vorletzten  Abschnittes  haben  die 
Beibehaltung  des  Begriffes  der  Polymorphie  als  zweckmäßig 
erscheinen  lassen.  Anderseits  ist  aber  gezeigt  worden,  dass  die 
bisher  erwähnten  Kennzeichen  zur  Unterscheidung  von  Poly- 
morphie und  Isomerie  keine  scharfe  Abgrenzung  geben.  Es  ist 
daher  wünschenswert,  noch  andere  derartige  Kennzeichen  ins 
Auge  zu  fassen. 


»  WoJf  .Mülltr,  ZcUöchnll  I.  physikui.  Chemie,  XXXI,  3ö4[l8Ö9j. 
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Ein  derartiges  Kennzeichen  hat  Schaum'  hervorgehoben, 
indem  er  sagt:  -Das  Chaiakteristische  für  die  Polymoiphie 
krysiallisierter  Phasen  ist  die  Umwandlungsfälligkeit  derselben 
im  kry^talÜsicrtcn  Zvistandc- .  Ich  kann  jedoch  die  Rcdcutung 
die--cs  Keun/.ciciiens  nicht  .so  hocli  \  crap.sciTla,i;cn  v\  ic  Schaum. 
Man  wird  ihm  vielleicht  mit  cniigein  Vorbehalt  zustimmen 
können,  wenn  er  sagt:  »Diejenigen  Fälle,  welche  ehie  solche 
Umwandlung  unter  keinen  Umständen  zeigen,  wird  man  zur 
chemischen  tsomerie  rechnen  müssen«.  Dagegen  scheint  es 
mir  zu  weit  zu  gehen,  wenn  Schaum  in  der  Einleitung  der 
eavähnten  Abhandlung-  sagt:  »Bei  genauer 'Betrachtung  des 
Wesens  der  beiden  Isomericarten-  (der  physikalischen  und 
chemischen)  »lässi  sicii  jedoch  ein  sicheres  KritLriuni  ausfindig 
machen,  welches  in  allen  i-allen  eine  directe  hnischeidung 
ermöglicht«.  Welches  Kennzeichen  damit  gemeint  ist,  ergibt 
sich  aus  der  zuerst  angeführten  Stelle  und  insbesondere  aus 
folgendem  Satze:'  »Von  diesen«  (den  polymorphen  Formen) 
«unterscheiden  sich  aber  die  gleichgewichtsisomeren«  (tauto- 
meren)  -Körper  durch  die  Unmöglichkeit  der  Umwandlung  im 
krystatlisierten  Zustande  bei  Ausschluss  jeglicher  Spur  eines 
Lösungsmittels". 

Ich  glaube  nicht,  dass  die  Uüiwanülungsläsugkeit  im 
testen  Zustande  bei  Ausschluss  jeder  Spur  von  Lösungsmitteln 
eine  charakteristische  Eigenschaft  der  polymorphen  Formen 
ist  In  der  Literatur  findet  sich  eine  nicht  unerhebliche  Anzahl 
von  Angaben  über  Umlagerungen  von  unzweifelhaften  Isomeren 
ineinander  im  festen  Zustande.  Es  ist  schwer  anzunehmen« 
dass  da  immer  etwas  Lösungsmittel  im  Spiele  gewesen  ist.  Das 
«-Acetyldibenxoylmethan  z.  B.  lagert  sich  nach  Claisen^  auch 
in  reinem  Zustande  in  die  ß-Form  um.  Bei  dem  bereits  er- 
wähnten labilca  Uxim  der  ^-Bcnzoylpropionsäurc-'  wird  aus- 
drücklich angegeben,  dass  die  Umwandlung  auch  im  Exsiccator 
erf(4gt,  wenn  auch  etwas  langsamer  als  an  der  Luft.  Beim 

1  I. i  c b  I  f;-s  Ann.,  300,  2 18  [ ISO&j. 
.    »  S.  20Ö. 
3S.  283. 

*  Liebig's  Ann  ,  2'Jl,  74.  8:j  [IfsOU]. 

^  Dolifus,  B«r.  der  UcuUchen  ehem.  Ges.  XXV,  k934  [lä92J. 
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/7-Brümphcnylnitromethan  scheint  die  Umlagemng  an  der  Luft 
und  im  Exsiccator  sogar  gleich  schnell  zu  erfolgen;^  in  diesem 
Falle  liegt  wahrscheinlich  nicht  nur  Structurver$chiedenbeit» 
sondern  aufierdem  Polymerie  vor.  Ich  glaube  daher,  dass  die 
Umwandlung  im  festen  Zustande  bei  Ausschluss  von  Losungs- 
mitteln auch  bei  Isomeren  vorkommt  Der  Umstand,  dass 
Schaum'  in  einem  Falle  (beim  iff-Nitro-/;-Acettotuid)  nach- 
gewiesen hat,  dass  die  Umtag;erung  der  beiden  Formen  nicht 
im  trockenen  Zustande,  wohl  aber  bei  Gegenwart  von  Alkohol 
eintritt,  scheint  mir  kein  ^criLigcndcr  Pjcweis  datür.  dass  bei 
isomeren  Stoffen  Umiagerung  im  trockenen  Zustande  nie  ein- 
treten kann. 

Außer Jem  ist  nocli  ein  ueiierer  Gesichtspunkt  in  Betracht 
zu  ziehen,  l^ie  Umlagerungsgeschvvindigkeit  hängt  sowohl  bei 
isomeren,  als  bei  polymorphen  Körpern  von  den  Umständen 
(Spuren  von  Verunreinigungen  u.  dergl.)  ab.  insbesondere 
kommt  auch  der  Fall  vor,  dass  die  Umiagerung  in  trockenem 
Zustande  leichter  geht  als  bei  Gegenwart  eines  Lösungsmittels. 
So  lässt  sich  die  niedrig  schmelzende  Form  der  «'Hemipin- 
methylestersäure  im  getrockneten  Zustande  ohne  Schwierig- 
keit durch  Verreiben  mit  der  hochschmelzenden  Form  in  letztere 
umlagern.  Dagegen  trat  keine  erhebliche  Umiagerung  ein,  als 
die  niedrigsclimelzendc  I"\>rm  neben  einem  Krystall  der  hoch- 
schmelzenden  Form  eine  W'oche  unter  Benzol  stand.*  Da  sonnt 
die  Umwandlungsgehchwindigkeit  von  Umständen,  die  man 
als  Zufälligkeiten  bezeichnen  kann,  in  hohem  Mnße  und  in  vor- 
läuhg  regelloser  Weise  abhängt,  glaube  ich  nicht,  dass  sich  auf 
Unterschiede  in  der  UmuTindlungsgcschwindigkeit  ein  in  allen 
Fällen  sicheres  Kennzeichen  gi'ünden  lässt. 

Auch  der  Fall  ist  denkbar,  dass  bei  polymorphen  Formen 
die  Umwandlung  im  trockenen  Zustande  erst  bei  Temperaturen 
eintreten  würde,  bei  denen  die  betrefiTenden  Körper  nicht  mehr 
chemisch  unzersetzt  oder  nicht  mehr  fest  bleiben.  Würde  z.  ß> 

1  Huntsseh  und  Schul tsc,  Ber.  der  Deutschen  ehem.  Ges.  XXIX, 

2255  [1S0«V. 

-  S.  22-i. 

*  Wcijschc  jdcr,  .Monatshefte  lur  Chemie,  XVIII,  591— 593  [1007]. 
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Calciumcarbonat  schon  bei  300*  in  Kalk  und  Kohlend loxyd 
zerfallen,  so  könnte  der  thatsächlich  bei  dieser  Temperatur  ein- 
tretende Obergang  von  Arragonit  in  Kalkspath  nicht  beob' 
achtet  werden.  Man  würde  dann  nach  dem  Schaum'schen 
Kriterium  die  beiden  Körper  als  chemisch  isomer  aufzufassen 
haben,  da  Arragonit  sich  zwar  im  frisch  gefällten  feuchten  Zu-  * 
Stande,  aber  nicht  im  getrockneten  Zustande  bei  niedrigen 
l'emperaturen  in  Kalkspath  verwandelt.^  Und  doch  spricht 
gerade  in  diesem  Falle  die  Gleichartigkeit  des  chemischen  Ver- 
haltens für  Polymorphie. 

Ich  halte  es  wohl  für  möglich,  dass  das  Schaum'sche 
Kennzeichen  in  vielen  Pftllen  zutreffen  wird.  Aber  es  iässt  viel- 
leicht die  Möglichkeit  von  IrrthQmem  nach  beiden  I^ohtungen 
zu,  was  bei  anderen  Kennzeichen  nicht  im  gleichen  MaGe  der 
Fall  ist. 

Bei  dieser  Sachlage  ist  es  jedenfalls  wün'^chenswer'.  noch 
nach  anderen  Kennzeichen  zur  l 'nterscheuiun^  von  Isomerie 
und  Polymorphie  zu  suchen.  Einige  derartige  Kennzeichen 
uill  ich  im  folgenden  be^rechen,  und  zwar  die  Schmelzpunkte, 
Löslichkeiten,  Dampfspannungen,  das  chemische  Verhalten 
und  die  Krystallisationsgeschwindigkeit  der  Schmelzen  und 
Losungen. 

Schmelzpunkte  isomerer  und  polymorpher  KOrp«r. 

Es  ist  eine  experimentell  festgestellte  und  theoretisch 
begründete  Thatsache,  dass  von  zwei  polymorphen  Formen  die 
in  der  NAhe  des  Schmelzpunktes  stabile  den  höheren  Schmelz- 
punkt hat.'  Der  theoretische  Beweis  ergibt  sich  aus  nach- 
stehender Figur  1,  in  der  die  Abscissen  Temperaturen,  die 
Ordinalen  Drucke  und  die  Curvcn  I,  !f  und  III  Dampfdruck- 
cur\'en  sind.  I  und  II  beziehen  sich  auf  die  beiden  polymorphen 
Formen,  III  auf  die  dazugehörige  Flüssigkeit.  Da  jene  Körper 

*  Vergl.  Ostwald,  Lebrhucb  der  altg.  Chemie,  i,  Aufl.,  I.,  946. 

-  V'crgl.  Lehmann,  .Molccularphysik,  I,  688  (Leipzig,  EnKclniunn, 
1888);  Oitwald,  Lehrbuch  der  allg.  Chemie,  2.  Antl.,  W,  S.  442;  —  der- 
selbe, Grundriss  der  allg.  Chemie,  3.  Aufl.,  184;  Van  fMoff,  Vorlasungen 
über  theoTetische  und  phjs.  Chemie,  2.  Haft,  S.  126. 

St'zb.  d.  iiiatliaai.*nalttnr.  CI. ;  GX.  Sd.,  AbUi.  II. a. 
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Stabiler  sind,  welche  bei  der  betreffenden  Temperatur  den 
kleineren  Dampfdruck  haben,  sind  die  Schmelzpunkte  die 
Schnittpunkte  der  Dampfdruckcurven  der  festen  und  flüssigen 
Körper.  Die  Dampfdruckcurven  steigen  nothwendig  mit  der 
Temperatur  an.  Daher  muss  die  Dampfdruckcurve  jener  festen 
'Moditication,  welche  in  der  Nahe  des  Schmelzpunktes  den 
höheren  Dampfdruck  hat  und  daher  labil  ist,  mit  der  Dampf- 
druckcurve der  Flüssigkeit  bei  niedrigerer  Temperatur  zum 
Schnitt  kommen,  als  die  Dampfdruckcurve  der  zweiten  festen 


 —   T 

Fig.  1. 


Moditication.  Daraus  folgt  der  niedrigere  Schmelzpunkt  der  in 
Nähe  des  Schmelzpunktes  labilen  Form. 

Dieser  Schluss  lässt  sich  nur  bei  polymorphen  Körpern 
durchführen.  Als  polymorphe  Formen  werden  dabei  feste 
Körper  betrachtet,  welche  identische  Flüssigkeiten  und  Dämpfe 
liefern.  Dagegen  ist  der  Schluss  nicht  mehr  durchführbar,  wenn 
man  zwei  feste  Körper  voraussetzt,  welche  verschiedene 
Schmelzen  (w  enn  auch  von  gleicher  Zusammensetzung)  oder 
gar  verschiedene  Ditinpfe  i^cbcn,  also  isomer,  nicht  polymorph 
sind. 

Wenn  die  Dämpfe  verschieden  sind,  so  kann  überhaupt 
nicht  aus  dem  groüeren  Dampfdruck  auf  die  größere  Labilität 
geschlossen  werden. 

Nimmt  man  aber  an,  dass  die  Dämpfe  identisch,  die  Flüssig- 
keiten jedoch  verschieden  sind,  so  bekommt  man  nachstehende 
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graphische  Darstellung  (Pig:  2).  Sind  I  und  II  die  Dampfdruck* 
tiurven  der  festen  Körper,  in  und  IV  die  dn  Flüssigkeiten,  so 
sind  zwei  Fälle  möglicti.  Beziehen  sich  die  Curven  I  und  III, 

ferner  II  und  IV  auf  zusammengehörige  Stoffe,  so  sind  die 
Schmelztemperaturen  die  Abscisscn  der  Funkle  ß  und  D.  In 
die5em  Falle  hat  die  stabile  feste  Form  I  Jen  tieferen 
Sciimelzpunkt.  Gehören  dagegen  die  Curven  II  und  ill,  ferner  I 
und  IV  zusammen,  so  sind  die  Schmelztemperaturen  die 


p 


Fig.  s. 


Abscissen  der  Schnittpunkte  A  und  C  Dann  hat  von  den 
beiden  Isomeren  die  labile  Form  den  tieferen  Schmelzpunkt, 
geradeso  wie  bei  polymorphen  Formen. 

Falte,  in  denen  die  im  festen  Zustande  labile  Form  den 
höheren  Schmelzpunkt  hat,  sind  in  der  That  bekannt.  Ich 
erinnere  nur  an  die  iieideu  BenzalJoxime '  und  an  die  Phenyl- 
Jiitromethane  und  /»-Bromplieiixinitromelhane.- 

Man  kann  daher  Folgendes  sagen:  Liegt  der  Schmelz- 
punkt der  in  der  Näi)e  des  Schmeizpuiiktci.  labticn 
Form  laher  als  der  Schmelzpunkt  der  unter  gleichen 
Umständen  stabilen  Form,  so  handelt  es  sich  sicher 

.  >  Beckmann,  Ber.  der  Deutschen  ehem.  ües>.  XXIH,  I6Ö0  [läOO|.  unJ 
frühen  Mittheilungen i  F.  K.  Cameron»  Joum.  of  Pby»,  Chem.,  2t  409  [IKii^j. 

^  I  i  a  n  t  zsch  und  S eh u Its e ,  Ber.  der  Deutschen  ehem.  Ges.  XXIX,  099, 
2251  [1896]. 
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um  Isomerie  und  nicht  um  Polymorphie.  Liegt  dagegen 
der  Schmelzpunkt  der  in  der  Nähe  des  Schmelzpunktes  labilen 
Form  tiefer  als  der  der  stabilen,  so  kann  Isomerie  oder  Poly- 
morphie vorliegen.* 

Die  Benützung  dieses  Kennzeichens  kann  bei  enantio- 
tropen  Körpern  dann  schwierig  werden,  wenn  der  Umwand- 
lungspunkt in  der  Nähe  der  Schmelzpunkte  liegt.  Wenn  ein 
Umwandlungspunkt  existiert,  so  kreuzen  sich  die  Dampklruck- 
curven  der  beiden  festen  Körper  unterhalb  der  Daiv^pl Jruck- 
curven  der  Flüssigkeiten.  Die  Beziehung  zwischen  Schmelz- 
punkt und  Stabilität  unterhalb  des  Umwandlungspunktes  iM 
dann  gerade  umgekehrt  wie  die  Beziehung  zur  Stabilität  ober- 
halb des  Umwandlungspunktcs.  Beispielsweise  hat  der  mono- 
kline  Schwefel  einen  höheren  Schmelzpunkt  (II?")  als  der 
rhombische  (113*).  Das  ist  mit  Polymorphie  verträglich,  da  in 
der  Nähe  des  Schmelzpunktes  der  monokline  Schwefel  die 
stabile  Form  bildet  Unterhalb  des  Umwandlungspunktes  (96**) 
ist  der  monokline  Schwefel  die  labile  Form.  Würde  nun  das 
Stabilitätsverhältnis  der  beiden  Schwefelformen  nur  unter- 
halb  96*  untersucht  und  würde  man  annehmen,  dass  dieses 
Verhältnis  sich  bis  zum  Schmelzpunkte  nicht  umkehrt,  so 
würde  man  zu  einem  irrigen  Schlüsse  kommen. 

Loslichkeit  und  Dampfdruck. 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  Schmelzpunkte  können  auch 
die  Löslichkeiten  und  Dampfspannungen  fester  Körper  ver- 
wendet werden,  um  das  Vorliegen  von  Polymorphie  auszu- 
schließen. Geben  zwei  feste  Körper  identische  Lösungen  und 
Dämpfe,  so  hat  zufolge  einer  bekannten  Schlussfolgerung  der 
unter  bestimmten  Bedingungen  labile  Körper  unter  diesen  Be- 
dingungen größere  Löslichkeit  und  größere  Dampfspannung 
als  der  stabile.  Sind  dagegen  die  Lösungen  oder  Dämpfe  ver« 
schieden,  so  muss  diese  Beziehung  nicht  zutreffen. 

Man  kann  daher  sagen:  Wenn  von  zwei  festen,  in- 
einander V e r w  a n d e  1  bare n  Körpern  d  e  rj e  n  i g e,  w e  1  c h  e r 

J  Dieser  Salz  ist  in  anderer  Form  bereits  von  W.  D.  Bancroft  (Journ. 
ot  Phys.  Chcm.,  2,  143  IT.,  insbesondere  S.  148  [I898J)  ausgesprochen  und 

'Soj^riindct  worden. 
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unter  bei>timinten  Umständen  unbeständig  ist,  unter 
denselben  Umständen  die  kleinere  Löslichkeit  oder 
die  kleinere  Dampfspannung  hat,  so  Hegt  Isomerie 
vor.  Polymorphie  ist  in  diesem  Falle  ausgeschlossen.  Hat  da- 
liegen der  unbeständige  feste  Körper  größere  Löslichkeit  oder 
Dampfspannung,  so  kann  Isomerie  oder  Polymorphie  vorliegen. 

Auf  Grund  dieser  Erwägungen  scheint  es  mir  auch  (im 
Gegensätze  zur  Auffassung  vonOslwalU'  möglich,  dass  der 
amorphe  Schwefel  in  Schwefelkohlenstoff  weniger  löslich  ist 
als  die  krystallisierten  Formen,  obwohl  der  amorphe  Schwefel 
die  unbeständigste  Form  ist.  Dann  ist  gerade  in  diesem  Lös- 
Kchkeitsverhättnisse  ein  Beweis  dafOr  zu  erbticken,'  dass 
amorpher  und  krystallisierter  Schwefel  nicht  im  Verhältnisse 
der  Polj'morphie  stehen,  sondern  chemisch  verschiedene  Stoffe 
(Isomere  oder  Polymere)  sind.  Diese  Auffassvmg  wäre  selbst 
dann  noch  möglich,  wenn  sich  entsprechend  der  Aufla!s<;ung 
von  Ostwald  ein  Losungsgleichgewiciit  zwischen  Schwefel- 
kohlenstoff und  ammphem  Schwefel  nicht  in  absehbarer  Zeit 
einstellen  sollte.  Die  Verhältnisse  könnten  nämlich  dadurch 
verwickelt  werden,  dass  in  der  Lösung  eine  langsame  Umlage- 
rung  des  amorphen  Schwefels  in  kr5'stallisierten  eintritt;  dann 
wäre  die  Löslichkeit  des  amorphen  Schwefels  überhaupt  nicht 
direct  bestimmbar.  Die  Auffassung,  dass  der  zähe  und  der  kry- 
stallisierte  Schwefel,  beziehungsweise  der  aus  letzterem  ent- 
stehende leichttlüssige  Schwefel  Isomere  sind,  ist  übrigens  von 
Ostwald  selbst*  und  von  Schaum^  ausgesprochen  worden. 

Das  chemische  Verhalten  isomerer  und  polymorpher  Stoffe. 

Die  Möglichkeit,  aus  zwei  gleich  zusammengesetzten  und 

ineinander  umwandelbaren  festen  Stoffen  verschiedene  Ab- 
kömmlin.L^e  zu  bekommen,  ist  ein  Kennzeichen  für  das  Vor- 
liegen von  Isomerie.  Im  vorhergehenden  wurde  bereits  erwähnt, 
dass  dieses  Kennzeichen  bei  anorganischen  Stoffen  in  der 


>  Lehrbuch  der  allg.  Chemie,  2.  Aufl.,  11^  4U0. 

*  Ltbrbneh  der  «Ilg.  Chomie,  2.  Aufl.,      400  [1897J. 

>  LiebigTi  Ann..  SOO,  200  [ISfld]. 
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Regel  nicht  mit  Erfolg  anwendbar  ist.  Es  liegt  nahe,  auch 
Stoffe  als  verschieden  (isomer)  zu  betrachten,  welche 
zwar  durchwegs  identische  Abkömmlinge  liefern, 
bei  denen  aber  die  Reactionsfähigkeit  (die  Geschwin- 
digkeit der  Überführung  in  Abkömmlinge)  unter 
gleichen  Bedingungen  sehr  verschieden  ist.  Die  Auf- 
stellung dieses  Kennzeichens  rechtfertigt  sich  durch  zwei 
Gründe 

Erstens  sind  bei  ausgesprochenen  Beispielen  von  Poly- 
morphie erhebliche  Unterschiede  hinsichtlich  der  Reactions- 
geschwindigkeiten  nicht  nachgewiesen,  während  sie  bei  Iso- 
meren in  der  Regel  vorhanden  sind.  Insbesondere  liegen  sehr 
bedeutende  Unterschiede  der  Reactionsgeschwindigkeiten  bei 
Bildung  desselben  Productes  immer  dann  vor,  wenn  isomere 
Stoffe  verschiedene  Abkömmlinge  geben;  einer  der  beiden  Ab- 
kömmlinge wird  aus  der  einen  Muttersubstanz  mit  erheblicher 
Geschwindigkeit  gebildet,  aus  der  anderen  dagegen  mit  der 
Geschwindigkeit  Null  oder  wenigstens  mit  kleinerer  Geschwin- 
digkeit, wenn  eine  nicht  allzu  rasch  verlaufende  Umlagerung 
ins  Spiel  kommt. 

Oer  zweite  Gnmd,  der  für  die  Auf.stellung  des  erwähnten 
Kennzeichens  spricht,  folgt  aus  dem  Begnfle  der  Polymorphie 
im  Gegensatze  zur  Isomerie.  Bei  der  Aufstellung  des  Poly- 
morphiebegriffes  liegt  geradeso  wie  bei  der  Zusammenfassung 
von  drei  durch  den  Aggregatzustand  unterschiedenen  Körpern 
zu  einem  Stoffe  die  Absicht  zugrunde,  die  Einthetlung  der 
Stoffe  möglichst  zu  vereinfachen,  indem  man  verschiedene 
Körper,  die  sich  zwar  durch  die  Formart,  aber  nicht  erheblich 
durch  das  chemische  Verhalten  unterscheiden,  zu  einem  Stoffe 
zusammenfasst  Ahnliches  chemisches  Verhalten  begründet  also 
die  Annahme  von  Polymorphie,  verschiedenes  chemisches  Ver- 
halten die  Annahme  \  nn  Isomerie.  Bei  anorganischen  Körpern 
von  gleicher  Zusammensetzung  drückt  sich  aber  da»  ver- 
schiedene chemische  X'erhalten  in  der  Regel  überhaupt  nur 
durch  die  Verschiedenheit  der  Reaciionsgeschwindigkeit  aus, 
da  in  den  meisten  Fällen  isomere  Abkömmlinge  nicht  zu 
erhalten  sind.  £s  entspricht  daher  durchaus  den  principieUen 
Gesichtspunkten,  welche  für  die  Aufstellung  des  Polymorphie- 
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bei;riffes  maßgebend  sind,  wenn  man  insbesondere  bei  anorga» 
ni<^chcn  Substanzen  das  im  vorstehenden  dargelegte  Kenn- 
zeichen benutzt. 

Dass  dieses  Kennzeiciien  nur  eine  Wahrscheinlichkeit, 
aber  keine  Gewissheit  begründen  kann,  braucht  wohl  kaum 
besonders  hervorgehoben  zu  werden. 

Die  Krystallisationageschwindigkeit  der  Schmebeen  and 

Lösungen. 

P('!\'ini  Mphe  Formen  geben,  ihrem  T^eL^rirfü  entsprechend, 
identische  Schmelzen,  Lösungen  und  natnpie.  Nun  wird 
allgemein  in  über<;äftigten,  beziehungsweise  übcrkalteten 
Lösungen,  Schmelzen  und  Dämpfen  durch  Einsaat  der  dazu- 
gehörigen f<^en  Phasen  die  Obersättigung  aufgehoben^  also 
Ausscheidung  in  fester  Form  bewirkt.  Diese  Ausscheidung  tritt^ 
soweit  bekannt,  mit  erheblicher  Anfangsgeschwindigkeit  ein, 
wenn  auch  die  vollständige  Aufhebung  der  Obersättigung  bis- 
weilen  längere  Zeit  braucht;  eine  Ausnahme  bilden  höchstens 
sehr  zähe  Schmelzen  und  lJ>sungen  (Syrupc).  Wenn  nun  zwei 
oder  mehrere  teste  Stotfe  identische  Lösungen,  Schmelzen  und 
Dampfe  geben,  so  ist  zu  erwarten,  dass  alle  polymorphen 
l-'ormen  die  Übersättigungszustände  aufheben,  und  zwar  mit 
Geschwindigkeiten  von  gleicher  Gröfienordnung.  In  der  That 
verhalten  sich  alle  zweifellosen  Formen  von  Polymorphie  dem- 
entsprechend. 

Ganz  anders  ist  es  bei  Isomeren.  Liefern  zwei  feste  Körper, 
welche  sich  nicht  leicht  ineinander  umwandeln,  verschiedene 
Schmelzen,  Lösungen  oder  Dämpfe,  so  kann  die  Übersättigung 
mit  Sicherheit  nur  durch  jene  feste  Substanz  aufgehoben 
werden,  welche  zu  der  betreffenden  übersättigten  Phase  gehört; 
die  isomere  feste  Substanz  ist  wirkungslos,  wenn  sie  nicht 
etwa  zugleich  isomorph  ist,  oder  sie  wirkt  wie  beliebige  andere 
Fremdkörper,  insofeme  Aufhebung  der  Übersättigung  durch 
Schütteln  u.  dergl.  möglich  ist. 

Nicht  so  ausgesprochen  ist  allerdings  der  Gegensatz  von 
Isomerie  und  Polymorphie,  wenn  man  Isomere  in  Betracht 
zieht,  die  sich  leicht  in  einander  verwandeln.  Es  ist  denkbar, 
dass  ein  Körper  eine  übersättigte  Phase,  die  aus  seinem 
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Isomeren  entstanden  ist,  zum  Krystallisieren  bringt,  sei  es,  dass 
der  feste  Körper  sich  umwandelt  und  dadurch  mit  jenem  Stoffe 
identisch  wird,  der  in  der  übersättigten  Phase  vorhanden  ist, 
sei  es,  dass  in  der  übersättigten  Phase  sich  ein  Gleichgewicht 
einstellt;  im  letzteren  Falle  kann  das  Gleichgewicht  durch  die 
Einsaat  einer  festen  Phase  und  die  dadurch  bewirkte  Krystalti- 
sation  gestört  werden,  derart,  dass  der  attskrystallisterende 
Stoff  immer  wieder  nachgebildet  wird.  Findet  die  Umwandlung 
in  der  übersättigten  Phase  mit  großer  (lescliwindigkeit  ^latt,  so 
kann  sich  ein  Fall  \on  Isonierie  wie  ein  Fall  von  Pol\-ninrphic 
\  ei  haltcn,  indem  die  Aufhebung  der  f  Jbersättigung  durch  beide 
Formen  mit  annähernd  gleicher  Geschw  indigkeit  bewirkt  wird. 

Aus  dieser  Betrachtung  ergibt  sich  der  SchluöS,  dass 
Isomerie  als  wahrscheinlich  zu  erachten  ist,  wenn 
übersättigte  Lösungen,  Schmelzen  oder  Dämpfe 
durch  eine  der  beiden  festen  Formen  rasch,  durch 
die  andere  dagegen  langsam  zum  Krystallisieren 
gebracht  werden.  Verhalten  sich  dagegen  beide  feste  Formen 
ungefähr  gleich»  so  ist  Polymorphie  wahrscheinlich,  aber  auch 
Isomerie  möglich,  wenn  leichte  Umwandelbarkett  der  beiden 
Stoffe  nicht  ausgeschlossen  ist. 

Diese  Betrachtung  kann  noch  durch  eine  andere  Gedanken- 
reihe gestützt  werden. 

In  jenen  Fällen,  wo  wir  die  verschiedenen  Aggregat- 
zustände als  Formen  cmes  und  desselben  SlulYes  ansehen, 
stellt  sich  das  Gleichgewicht  zwisciien  zwei  Aggregatzusiänden 
in  der  Regel  mit  großer  Geschwindigkeit  ein;  z.  B.  stellt  sich 
über  einer  Flüssigkeit  in  kurzer  Zeit  der  richtige  Dampfdruck 
ein.  Das  Schmelzen  tritt  sofort  ein,  wenn  der  Schmelzpunkt 
erreicht  ist  und  die  nöthige  Wärme  zugeführt  wird.  Ebenso 
bewirkt  die  Einsaat  eines  Krystalles  der  betreffenden  Ver- 
bindung rasch  die  Erstarrung  einer  unterkühlten  Schmelze 
oder  den  Beginn  des  Auskrystalllsierens  einer  übersättigen 
Lösung;  die  vollständige  Aufhebung  der  Obersättigung  kann 
allerdings  längere  Zeit  dauern. 

Wenn  dagegen  mit  der  AggreLjatzustandsänderung  zu- 
gleich eine  chemische  Änderung  verbunden  ist,  stellt  sich  das 
Gleichgewicht  zwischen  zwei  Aggregatzuständen  häutig  mit 
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ijeniigerer  Geschwindigkeit  ein.  So  stellt  sich  das  üleichgeu  iciit 
zwischen  Calciumcarbonat,  Kalk  und  Koblendioxyd  langs^ner 
ein  ats  ein  gewöhnlicher  Sublimationsdruck.'  Ahnliches  zeigt 
sieb  bei  der  Verdampfung  von  Ammoncarbonat'  Auch  die 
Gleichgewichtsspannung  des  Wasserdampfes  neben  Kiystall- 
Wasserverbindungen  stellt  sich  nicht  selten  langsamer  ein  als 
ein  gewöhnlicher  Dampfdruck,  W'ährend  Überschrcitungs- 
erschemungen  beim  Schmelzen  von  Stollen,  die  hiebei  keine 
chemische  Veränderung  erleiden,  nicht  bekannt  sind,  sind 
solche  Oberschreitungserscheinungen  beim  Schmelzen  von 
Krjrstallwasserverbindungen  unschwer  zu  erhalten.* 

Macht  man  sich  die  Anschauungen  von  Van  t'Horf*  über 
die  Natur  der  hemmenden  Wirkungen  bei  Zustandsänderungen 
zu  eigen,  so  wird  man  ebenfalls  zur  Ansicht  geführt,  dass  Zu- 
standsänderiingen.  welche  mit  chemischen  Änderungen  ver- 
bunden sind,  durciischnittlich  lanf^samer  verlaufen,  ats  vergleich- 
bare gewöhnliche  Aggregatzustandsänderungen.  Denn  zu  jenen 
Hemmungen,  welche  beiden  Vorgängen  gemeinsam  sind, 
Icommen  bei  chemischen  Vorgängen  noch  -  besondere  Hem- 
mungen.^ 

Es  entspricht  den  nunmehr  entwickelten  Gesichtspunkten, 

wenn  man  auch  eine  abnorm  geringe  Lösungs-  oder  Vcr- 
dampfungsgeschu  indigkeit  als  ein  Anzeichen  dafür  belrachtet. 
dass  bei  diesen  Vdrixangen  eine  chemische  Umwandlung  ein- 
tritt. Dieses  Kcnnk:eiciicn  15.1  aber  unzux  erlassig,  weil  bei  festen 
Körpern  die  Lösungs-  und  Verdampfungsgeschwindigkeit  in 
hohem  Maße  von  ihrer  Vertheilung  u.  s.  w.  abhängt. 

£s  ergibt  sich  somit  aus  der  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  zwei  feste  Körper  die  Obersättigung  der  zugehörigen 
Schmelzen,  Lösungen  und  Dämpfe  aufheben,  und  viel- 
leicht auch  aus  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  gesättigte 
Lösungen  und  Dampfe  liefern,  ebenfalls  ein  Kennzeichen 
zur  Unterscheidung  von  Isomerie  und  Polymorphie;  große 

>  Vcrgt.  Ostwald,  Lehrbuch  der  allg.  Chemie,  2.  Aufl.,  il^.  525. 

»  Naumann,  Handbuch  der  allR.  tmJ  physikul.  Chemie,  S.  [1877]. 

»  Ostw  ald,  Lehrbuch  der  alJg.  Chemie,  2.  Aud,  I.,  994;  U^,  27V. 

*  Vori.  über  tbeon  und  physikal.  Chemie,  1.  Heft,  S.  202. 

*  A.  o-  0-,  S.  204. 
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Geschwindigkeitsunterschiede  deuten  auf  Isomerie. 
Identhfit  der  Lösungen  und  Dämpfe  ist  hiebet  natürlich  voraus- 
gesetzt Auch  dieses  Kennzeichen  liefert  nur  Wahrscheinlich- 

keitsgründe.  Die  Anwendung  dieses  Kennzeichens  auf  die 
Allotropie  des  Phosphors  wird  in  einer  besonderen  Mitthetlung 
erörtert. 

Zusammenfasanng. 

I.  Die  Unterscheidung  von  Isomerie  und  Polymorphie  ist 

trotz  der  unsclurfcn  Grenzen  zweckmäßig. 

II.  Polymerie  kiinn  sowohl  bei  Polymorphie,  als  auch  bei 
chemischer  V'er.schiedenheit  auftreten. 

III.  Zur  Unterscheidung  von  Polymorphie  und  Isomerie  können 
folgende  Kennzeichen  dienen: 

h  Isomerie  wird  bewiesen  durch  die  Verschiedenheit  der 
zu  festen  Körpern  von  gleicher  Zusammensetzung  gehörigen 

Schmelzen,  Lösungen  oder  Dämpfe. 

2.  Isomerie  ist  bewiesen,  wenn  zwei  feste  Körper  von 
gleicher  Zusnmmensetzung  verschiedene  Abkömmlinge  liefern. 

3.  Die  l  inw  .indelhavkeit  fc-ter  Formen  bei  Ausschluss 
von  Lösungsmitteln  kommt  uberwiegend  bei  Polymorphie,  aber 
auch  bei  Isomerie  vor. 

4.  Isomerie  liegt  vor,  wenn  die  in  der  Nähe  des  Schmelz- 
punktes stabile  Form  den  niedrigeren  Schmelzpunkt  hat 

5.  Isomerie  liegt  vor,  wenn  der  unter  den  Versuchsbedin- 
gungen stabilere  feste  Körper  die  größere  Löstichkeit  oder 
Datnpfspannung  hat. 

(3.  f**omerie  ist  mit  Wahrscheinlichkeit  anzunehmen,  wenn 
die  beiden  festen  Formen  mit  sehr  verschiedener  Keactions- 
geschwindigkeit  dieselben  Abkömmlinge  liefern.  , 

7.  Isomerie  liegt  wahrscheinlich  vor,  wenn  in  übersättigten 
Lösungen,  überkalteten  Schmelzen  und  Dämpfen  die  Ober- 
sättigung durch  die  beiden  zugehörigen  festen  Formen  mit  sehr  I 
verschiedener  Geschwindigkeit  aufgehoben  wird.  Auch  eine  ' 
abnorm  geringe  V'erdampfungs-  oder  Lösungsgcschwindiakeit  j 
der  einen  festen  Form  kann  vielleicht  als  Kennzeichen  für 
Isomerie  dienen. 
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Bestimmung  einiger  RefVactionsaquivalente 

von 

Alois  Bromer. 
Aus  d«in  pbysUi«]isch<cl»iniselwn  loatitute  der  k.  lt.  Universitit  \Vj«n. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  4.  Juli  1901.) 

Zur  Vermehrung  des  Beobachtungsmateriales  über  Re- 
rractionsäquivaf ente  ^  bestimmte  ich  die  Molecutarrefractionen 
von  einigen  bisher  selten  oder  gar  nicht  untersuchten  anorga- 
nischen Verbindungen  und  berechnete  die  Atomrefractionen  der 

darin  vorkommenden  Elemente. 

Die  Substanzen,  deren  Lösungen  ich  untersuchte,  lieferte 
die  chemische  Fabrik  F.  Merck,  Darmstadt. 

Die  optischen  Messungen  wurden  an  dem  Totalreflecto- 
meter  von  Pulfrich'  im  verdunlcelten  Zimmer  durchgeführt. 

Es  wurden  so  die  Brechungsexponenten  für  die  D-Ltnie 
(X  =  589-3)  mit  Natriumlicht,  femer  für  die  C- Linie  = 
-  656-3)  und  F-Linie  =:  =  486)  durch  mit  Wasser- 
stoff gefüllte  Geifilerröhren  ermittelt,  und  zwar  nach  der  Formel 

«  =  x/AT"  — sin*«', 

wobei  .V  der  Brechungsexponcnt  des  Glases  für  die  bctrefTende 
Lichtari  ist  und  tiii  direct  bis  aul  Minuten  genau  ^^schätxungs- 
weise  auf  Vio')      Apparate  abgelesen  wurde.  Dabei  war 

Nc  ~  1  -60098,    Nu  —  1-61475,    Np  =  1-62671. 


'  Kine  ühersichtlichc  Darstellung  der  Theorie  J.cv  Reh u  ti onsftquivÄlcnt« 
gibt  A.  Hauke,  diese  Sitzungsberichte,  105.  Bd.,  Abth.  llu..  l»Ut>,  Juli. 
*  C  Ptttfrich,  Wied.  Ann.,  XXX,  S.  19S;  XXXI,  S.  274. 
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Für  Natnumlicht  berechnete  Pul f  rieh  eine  Tabelle  für  die 
2U  gehörigen  «i),  far  die  C-  und  F-Linie  berechnete  ich 
die  Werte  und  stellte  sie  in  Tabelle  I  zusammen. 

Als  Refractionsconstante  r  wählte  ich  die  »'-Formet 

_  «»-1  1 
~  «"4-2    d  ' 

die  ich  aul  ihre  Constanz  bei  verschiedenen  Temperaturen  an 
Wasser  (Tabelle  II)  und  an  zwei  verschieden  concentrierten 
Aluminiumbromidlösungen  (Tabelle  III  und  I\0  prüfte. 

Die  Bestimmung  von  Hd  wurde  gleichfalls  an  dem 

Pulfrich^schen  Instrumente,  das  mit  einer  geeigneten  Vor* 
richtung  zur  Ermittelung  der  Brcchiingsexponenten  bei  ver- 
schiedenen Temperaturen  versehen  war,  durchgctührt. 

Die  rherlef^enheit  der  J/'*-Knrmel  hinsichllicfi  der  Constanz 
bei  vcrsciucdenen  rempciiUurcn  den  beiden  anderen  Irülier 
meist  verwendeten  Formeln  gegenüber  tritt  deutlich  hervor. 

Bei  steigender  Temperatur  fand  ich  eine  geringe  Abnahme 
derRefractionsconstanten,  theilweise  mit  siemlich  regelmKfiigem 
Gang,  wenngleich  die  Änderungen  besonders  bei  der  «'-Formel 
unter  die  Fehlergrenze  der  Beobachtung,  die  in  diesem  Falle 
0-OiXjl  beträgt,  fallen. 

Ül'cr  40°  C.  wurde,  wie  auch  Bender'  bemerkt,  die  Be- 
stimmung von  Uij  wegen  der  Undeutlichkeit  der  Grenze 
zwischen  Hell  und  Dunkel  schwierig  und  weniger  genau. 

Mit  zunehmender  Concentration  nimmt  die  Constanz  aller 
drei  Ausdrücke  etwas  ab. 


>  C.  Hendcr,  Wied.  Ann..  L.\VUI,  S.  343  bis  349.  1899. 
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In  letzterer  Zeit  wurden  jiuch  wieder  einige  neue  Versuche 
gemacht,  auf  rein  empirischem  W'e^e  Formeln  für  die  Re- 
fractionsconstante  aufzustelten;  so  bevorzugt  Zecchini'  den 
Ausdruck 

-1  1 

U'  +  d      ä  * 

J.  P.  Eykmann*  die  Formel 

if''+0"4    ~ä  * 

F.dwards'  wählt  für  die  specifische  Brechung  den  Ausdruck 

H-l  I 

«  d 

Dem  ersten  Versuche,  den  Ketteier*  mit  üimuiirung 
zweiconstantiger  Formeln  machte,  folgte  Hibbert,^  indem  er 
{n—l)(v — ß)  Constanz  setzte,  wobei  »das  wirkliche  Volumen 
der  Masseneinheit,  ß  hingegen  dasselbe  aber  bei  continuierlicher 

Raumerrüllung  ist. 

Während  die  oben  erwähnten  Ausdrücke,  die  bei  speciellen 
V'ersuclisbcdingungcn  oft  recht  gute  Werte  liefern,  im  allge- 
meinen wegen  ihrer  Inconstanz  bei  Änderung  des  Aggregat- 
/.ustandcs  nicht  in  Betracht  kommen  können,  ist  dies  von  der 
Hihbert'schen  Formel  nicht  zu  sagen.  Für  die  praktische  Ver- 
wertung ist  sie  aber  wegen  der  Unsicherheit  von  p  von  wenig 
Bedeutung. 


Die  Refractionsäquivalente  berechnete  ich  unter  der  An- 
nahme der  Giltigkeit  des  Biot-Arago'schen  Gesetzes. 

1  Zeccimii.  <;;i:'./.  chitn.  it.il.  XXV.  p.  2(59  bis  2S'.  I?^93. 
^  Eykm.inn.  Ree  trav.  chim.  Pays-Has,  XiV,  p.  185  bia  202,  18Ö5. — 
Mcc.  Pnys  M  ib,  XV.  p.  5;i  bis  60,  1896, 

s  P.  W.  Edwards,  Am.  ehem.  Journal,  XVI,  p.  625  bis  634,  180S. 
«  K\ttclci,  Wied  Ann.  XXXIII.  S.  35<3,  1888;  XXXV,  8.662,  I86B. 
^  Hibbb-rt,  Phii.  Magaz.  (5)  XL.  p.  321  bis  34ä.  18^5. 
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Entspricht  nämlich  1  Gramm-Molecül  des  Stoffes  p  Mole- 
cüien  Wasser,  so  besteht  folgende  Relation: 

(18-01  ^+ii»)r£,  =  IS-Olprii^-t-ffirs, 

wobei  m  das  Moieculargewicht  des  gelösten  :^tnit"es,  IH-Ql  das 
des  Wassers,  r^,,  r^,  ts  die  ketractionsconstanten  der  Lösung, 
beziehungsweise  des  Wassers  und  der  Substanz,  sind.  Als 
Motecularrefraction  M  für  die  gelöste  Substanz  ergibt  sich  also 

M=  wrs^  {IS'Olp+myrL—lS'Olprwt 

oder  da 

qn-fu 

ist,  wobei  qw  und  qs  das  Gewicht  des  Wassers,  beziehungs- 
weise des  gelösten  wasserfreien  Salzes  ist,  so  folgt  weiter 

Mz=z  '^[(qtir+qs)rL—qwrw]  = 

=  -^[qLrL-qnr^v^» 

wobei  qt  =  qw+qs  das  Gewicht  der  Lösung  bedeutet 

Für        bezogen  auf  die  Linie  H«,  fand  ich  ber  20*  C. 

0-205007 

In  Tabelle  V  gebe  ich  meine  sämmtltchen  Messungen 

wieder. 

Der  Procenlgehalt,  der  stets  durch  Wji^ung  bestimmt 
wurde,  bezieht  sich  aul  wasserfreies  Saiz  und  100  üewichts- 
theile  der  Lösung. 

Die  Dichte  d  wurde  meist  mit  der  Mohr^schen  Wage,  in 
einzelnen  Fällen  mit  dem  Pyknometer  ermittelt  und  auf  Wasser 
von  4*  C.  bezogen. 

Unter  den  Werten  von  «  sind  die  Temperaturen  bei  den 
optischen  Messungen  angegeben. 

Ulfer  der  (Jolumne  [i.  ist  das  Verhältnis  der  Losung  zur 
NormallcKsung  (=  1  Gramm- Muleciil  pro  Kilogramm  der  Lösung) 
gegeben. 

(S2* 
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Bei  einzelnen  Losungen  konnten  wegen  der  Farbe  nicht 
alle  drei  Brechungsexponenten  bestimmt  werden. 

Was  die  Genauigkeit  der  einzelnen  Werte  anlangt,  so  ist 
Folgendes  zu  bemerken. 

I^ii  eine  sichere  Ablesung  von  halben  Minuten  des  <j;/. 
was  eine  Änderung  von  4  bis  5  Einheiten  der  fünften  Decimal- 
stelle  in  »  hervorbringt,  vielfach  unmöglich  war,  so  können  die 
Werte  von  ff  nur  eine  Genauigkeit  von  einer  Kinheit  der  vierten 
Deel  malstelle  verlangen. 

I'iei  Rcstimmuni;  der  Dichte  beträgt  die  Fehlergrenze 
1  bis  2  Stellen  der  \  ierten  Dccimaie. 

Eine  Reduction  der  Brcchunf,'sexponenten  auf  die  Mittel- 
temperatur 20°  C.  konnte  ich  nicht  durchführen,  da  mir  das 
Beobachtungsmateiiule  fehlte;  uucii  iiieit  ich  .sie  für  unnothig, 
indem,  wie  aus  den  betreffenden  Temperaturanguben  ersichtlich 
ist,  das  Maximum  der  Abweichung  von  20*  C.  +1*  und  ^0*5* 
betrug,  was  höchstens  eine  Änderung  von  5  bis  8  Einheiten 
der  fünften  Decimale  von  tt  hervorbringen  kann. 

Für  die  Bestimmung  der  Moiecularrcfraction,  die  bis  auf 
Finhciten  der  zweiten  Decimale  genau  ist,  hat  dies  keinen  Ein- 
fluss. 

Aus  den  Mittelwerten  der  Molecularrefractionen  versuchte 
ich  die  Atomrefi>actionen  A  der  einzelnen  Elemente  mit  Be- 
nützung folgender  Daten  zu  berechnen.  Nach  BrühM  setzte  ich 

Ai,  —  1  •  U):\  Aa  =  ti-ui4.  Aiu  =  '^•8(53, 
Aj  =  13Ö08,     Ao  —  1  506,    Aq-  =  2320. 

Diese  Werte  sind  aus  gro6em  Beobachtungsmateriale  er- 
mittelt und  bis  auf  die  zweite  Decimale  als  sichere  Mittelwerte 

zu  betrachten. 

.AuÜerdeni  rechnete  ich  einige  Beobachtungen  Glad- 
s tone's^  und  Haukes^  um  und  fand  so  im  Mittel 

A/no,  =  8-  41 ,    Jlfso,  =  8-92,    Af(cs)*  =  1 2*85. 

1  ßrUh),  Zeitschrift  für  phy».  Chemie.  VII,  S.  140  bis  191.  189t. 

i  GlndstoDi.-,  l'roc.  Roy.  S.)c,  LX.  p.  141.  lSi»6. 

^  A.  Hauke,  diese  Sazung^tbcr ,  loö.  Bd.,  AbUi.  Ha.,  Juli  ISOö. 
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Zum  Vergleiche  mit  dem  letzten  Werte  diene  die  Angabe 
Mascart's^  und  Brührs,*  die  fQr  Natriumlicht  M(pii)^  =12-32 

finden. 

Mit  Landolt»  sctzU-  ich  .1f,,Mi,  "=  'i'C'i. 

Die  Atomictractioii  des  Ca.  bcieclmet  aus  dem  Calcium- 
phosphat,  ist  wegen  des  sehr  schwankenden*  Wertes  von  Ap 
(zwischen  3  und  11)  zu  unsicher  und  musste  ausgeschieden 
werden. 

Die  so  gefundenen  Refractionsäquivalente  der  untersuchten 

Elemente  gebe  ich,  geordnet  nach  steigendem  Atomgewichte  a, 
in  Tabelle  VI  wieder;  zum  \'crgleiche  sind  anbei  die  von 
A.  Hauke  und  Gladstone  ermittelten  Weite  angegeben. 

Die  Übereinstimmung,  besonders  mit  den  Werten  von 
Hau  ixe,  ist  mit  Ausnahme  von  Au  und  Cs  ziemlich  be- 
friedigend (die  Abweichung  beträgt  im  Maximum  -4-1-79 
—  1*60;  im  Durchschnitte  -i>0'34  und  — 0*74),  zumal  meine 
Werte  im  allgemeinen  aus  weit  complicierteren  Verbindungen 
berechnet  wurden. 

Zugleich  stellte  ich  die  wahren  specifischen  Gewichte 

<*  _ 
=:      zusammen.  Dieselben  müssen  natürlich  immer  größer 

sein  als  die  ^ciiuuibai  un  i>pecilischen  Gewichte.  Das  IritTt  bei 
meinen  Messungen  bei  Fe,  Os  und  Au  nichi  zu,  allerdings  ist 
die  Differenz,  besonders  bei  Au,  nur  klein. 'Bei  diesen  Elementen 
kommt  also  der  Refractionsconstante  sicherlich  nicht  die  Be- 
deutung des  wahren  Molecularvolumens,^  d.  l  des  von  der 
Substanz  continuierlich  erfüllten  Raumes  zu.  Es  sind  eben  ent- 
weder die  ermittelten  Atomrefractionen  nicht  die  wirklichen, 
oder  die  Partikelchcn  dieser  Elemente  sind  nicht  kugelförmigi 
wie  es  die  Voraussetzung  verlangt. 


1  Maseart»  Compt  ren<L  LXXXVl,  p.  321;  p.  1182,  1878. 

-  Brühl,  BerioMe  der  deutschen  cliem.  Gesellschaft,  26.  Jahrg.,  S.  806 

bis  809,  im'n. 

3  Landolt,  Lieb.  Ann.,  213,  S.  "ü,  1882. 

«  Siehe  Zecchini,  Berl.  Ber.  XLIX,  S.  32. 

^  F.  Exncr,  Monatshefte  fiir  Chemie,  VI,  S.  249,  18BS. 
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Tabelle  VI. 

Reliractioiisäqiiivalente  A  und  wahre  sp«ciflsche  Gewichte  • 


Clement 

l-  i 

a 

Atom- 
uewicht  , 

! 

a 
A 

A 

a 

-Ä 

A 

nach  meinen 
Messungen 

1   nach  Hauke 

j  nach 
1  Gladstone 

Li  

1 

7-03 

3-04 

2-at 

1 

2  ■  49 

2-19 

1 

3-20  1 

1 



24-36 

5-63 

4-33 

4  '47 

5-44 

3-97 

6  or.  i 

AI  

27-08 

7-76 

3-49 

7-00 

3-8(; 

4-25 

0-35 

Cr  

52-01 

15- 19 

3-42 

14-(H) 

3-58 

6-65 

7-89 

Fe  

56-00 

10-21 

5-49 

9-94 

5-62 

4-7.-) 

11-80 

Ni  

58-70 

4-70 

12-49 

5-31 

11-04 

4*26 

13-27 

Co  

50-00 

4-8.') 

12-17 

5-54 

10  08 

4-37 

13-42  • 

As  

75  00 

7-59 

9-88 

7-30 

10-26  ' 

Rb  

85-40 

8-40 

10-18 

6-ei 

12-89 

7-66 

11-12  I 

Pd  

106-00 

7-8G 

13-49 

7-44 

14-31  1 

Cs  

132-90 

8-83 

15*05 

12-59 

10-54 

11-75 

11-28 

Ba  

137*43 

9-31 

14-76 

9-83 

13-92 

9-47 

14-47  1 

Os  

191 -00 

22-73 

8-40 

i  Au  

197-20 

10-5:i 

73 

17-71 
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XVllI.  SITZUNG  VOM  II.  JULI  1901. 


Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Zd  H.  Skraup  in  Graz  dankt  für 
die  ihm  bewilligte  Subvention  zur  Beendigung  verschiedener 
Experimentatuntersuchu  ngen. 

Herr  Dr.  Heinrich  Uzel  in  k'öniprp^ätz  spricht  den  Dank 
lür  die  ihm  gewährte  Subvention  für  eine  wi'^=;enschaftliclie 
Reise  nach  Ceylon  zum  Studium  der  dort  hautig  vorkommenden 
Formen  tropischer  Insecten  aus. 

Der  Secretiir.  Hen  H  ifraih  V.  V.  Lang»  legt  folgende  ein- 
gesendete Abhandlungen  vor: 

f.  »Die  Materie,  ihre  Kräfte.  Schwingungen  und  Be- 
wegungen«, von  tlerm  Nikolaus  Strupp  in  Neunmühlen 

(MährenV 

II.  »System  der  S c  n  >  i  t  n m c trie  photorjrap  h  i  scher 
Platten«,  von  Herrn  Holrati>  l>r.  J.  M.  lider  in  Wien. 

ni,  »Theorie  der  vollständigen  Systeme  linearer 
Differentialgleicbungen  mit  einer  unabhängigen 
Veränderlichen«,  und 

IV.  »Über  einen  neuen  Gesichtspunkt  in  der  Theorie 
des  Pfaff'schcn  f*roblems  dei  Functionsgriippen 
und  der  I'. l  t  ü h i  u n gst ransformationen«,  beide  von 
He  rn  S.  Kantor  m  Wien. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Guido  Goldschmiedt  Obersendet 
vier  .Arbeiten  aus  dem  chenuschen  Laboratorium  der  k.  k. 
deutschen  Universität  in  Frag: 


Ü4S 

J.  »Über  Condensationen  von  Phenylaceton  mit 
aromatischen  Aldehyden«,  von  den  Herren  G.  Gold- 

schmiedt  und  H.  Krczma^ 
il.  »Neue  neobachtungen  über  Chlorid bildung  mit- 
tels Thionylchlorid-,  von  Herrn  Dr.  Han?;  Meyer. 

III.  »Zur  Kenntnis  der  ß-Bcnzoy Ipiculinsaure«,  von 
Herrn  Dr.  B.  Jeiteles. 

IV.  »Ober  einige  Derivate  der  ß-Kresotinsäure«,  von 
Herrn  stud.  phil.  Max  Fortner. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Zd.  H.  Skraup  in  Graz  über- 
sendet drei  Abhandlungen,  welche  im  chemischen  Institute 
der  Universität  Graz  verfasst  worden  sind. 

L  »Ober  die  Cellobiose«,  von  den  Herren  Zd,  H.  Slcraup 
und  J.  König. 

IL  »Synthetische  Versuche   mit  Acetochlorj;lycose 
unvi  Acetochlorgalactose«,  von  den  Herren  Zd.  H. 

Skraup  und  R.  Kremann. 
III.  »Cber  die  .Xcety lierung  von  löslicher  Stärke«,  von 
Herrn  Dr.  Fritz  Pregl,  Privatdocent  für  Physiologie. 

Das  c.  M  Herr  Hofrath  Dr.  A.  Fiauer  übersendet  :^wei  im 
Laborutoriuin  lür  aligetncine  Chemie  uii  der  lechnibchen  Hoch- 
schule in  Wien  ausgeführte  Arbeiten,  betitelt: 

I.  »Über  Niiroverbindungw-n  des  Anthragallols* 
(IL  Mittheiiung),  von  den  Herren  Max  Bamberger  und 
Fritz  Böck. 

U.  »Ober    Nitroverbindungen   des  Anthragaltols» 

(III  Mittheilung),  von  den  Herren  Max  Bamberger  und 
FriU  Böck. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  J.  M.  Pernter  überreicht  folgende 

Abhandlung:  »Untcr'^iuchuiigcn  über  die  Polarisation 
des  Lichtes  in  trüben  Medien  und  des  Hi  mmelslichtcs, 
mit  Rücksicht  auf  die  Erklärung  der  blauen  Farbe  üe!> 

Himmels.. 

Ferner  überreicht  das  c.  M.  Herr  i'rnf.  .1  M.  Pernter  nach- 
folgende zw  ei  Arbeilen  aus  der  k.  k.  Ccntraiansialt  für  Meteoro- 
logie und  Erdmagneti«:mus: 
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1.  »Ober  den  Arbeitswert  einer  Luftdruckverthei* 
lung  und  über  die  Erhaltung  der  Druckunter- 
schiede«, von  Herrn  Max  Margules. 

2.  »Isothermen  von  Osterreich«,  von  Herrn  Wilhelm 
Trabert 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  F.  Steindachner  legt  eine 
Abhandlung  vor,  betitelt:  »Herpetologische  und  ichthyo- 
logische Ergebnisse  einer  Reise  nach  Südamerika 
mit  einer  Einleitung  von  Therese  Prinzessin  von 
Baiern.« 

Herr  Hofrath  F.  Steindachner  überreicht  eine  Arbeit 
des  Herrn  Custos  Dr.  L.v.  Lorenz  über  pHadropithectts  steuo- 
guathtts  nebst  Bemerkungen  zu  einigen  anderen  aus- 
gestorbenen Lemuren  von  Madagaskar«. 

Herr  Hofrath  Steindachner  berichtet  über  das  Vor- 
kommen einer  bisher  noch  unbeschriebenen  Paraphoxinus- 

Art,  die  in  den  Karstgewässem  und  Q-,:e!!cn  bei  Gacko  (Fluss 
Gracanica  unJ  Musica),  in  der  Zaiomska  in  der  Ebene  von 
Xevesinje  in  der  1  iercegovina,  sowie  im  Flusse  Ljuta  bei  Grinda 
östlich  von  H;tf;usa  vecchia,  in  groljcr  Imiividuenzahl  von  den 
Herren  Dr.  Rcbel  und  Dr.  Sturany  im  Jaluc  18Ü9,  sowie  von 
Herrn  Hawelka  (1896),  gesammelt  wurde. 

Herr  Dr.  Adalbert  Prey,  Adjunct  am  k.  k.  Cradmessungs- 
ßureaii.  überreicht  eine  Arbeit  unter  dem  Titel;  »Unter- 
suchungen über  die  Bewegungsverhältnissc  des  Sy- 
stems 70  Ophiuchi«. 

Das  c.  M.  Herr  Director  Th.  Fuchs  legt  eine  Mittheilung 
vor  unter  dem  Titel:  »Über  den  Charakter  der  Tielsee- 
fauna  des  Rothen  Meeres  auf  Grund  der  von  der 
Österreichischen  Tiefsee- Expeuition  gewonnenen 
Ausbeute«. 

Herr  Dr.  Adolf  Jolles  überreicht  ein  ■  AM.andlung,  be- 
titelt; »Beiträge  zur  Kenntnis  der  Eiweißkürper-. 
(II.  Mittheilung.) 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  G.  Tschermak  legt  eine  vor- 
läufige Mittlieilung  von  Herrn  C.  Doeller  vor,  betitelt:  »Über 
das  Verhalten  des  vulcanischen  Magmas  beim  Er- 
starren«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Friinz  Exner  überreicht  eine  Ab^ 
handliing  des  Herrn  Dr.  Fritz  Hasenrihrl,  betitelt:  »Ober 
das  Gleichgewicht  eines  elastischen  Kreiscy linders«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Franz  Kxner  legt  eine  vor- 
läufige Mittheilung  des  Herrn  Dr.  H.  Benndorf  vor:  »Ober 
ein  mechaniscli  registrierendes  Elektrometer  für  luft- 
elektrische Messungen«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  F.  Becke  legt  eine  Abhandlung  des 

Referenten  der  Erdbeben-Commission  der  kaiserlichen  Aka- 
demie, Herrn  i*rof.  J.  N.  Wold  rieh  in  Prag  vor,  welche  den 
Titel  führt:  »Das  nordostböhmische  Erdbeben  vom 
10.  Jänner  1901«. 

Das  vv.  .M.  Herr  Hofrath  K.  Toldt  legt  eine  Arbeit  von 
Herrn  Dr.  Sieginund  v.  Schumacher  vor,  welche  den  Titel 
führt:  .Zur  Biologie  des  Flimmerepithels«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Prof  Ad.  Lieben  überreicht  sieben 
in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeilen: 

h  »Cber  die  Trimethylpentanolsäure«,  von  den  Herren 

Karl  Michel  und  Karl  Spitzauer. 
II.  »Condensntion  von  Zimmtaldehyd  mit  Isobutyr- 
aldehyd«,  von  den  Herren  K.  Michel  und  K.  Spitzauer. 
HJ.  »Ober  Paraldol  und  zähflüssiges  Acctatdoi«,  von 

Herrn  A.  K.  Novak. 
IV.  »Ober  aromatische  Polycarbylamine«,  von  Herrn 
Felix  Kaufler. 

V.  »Über   die   partielle    H\  ilrrily^e   von  Triamido- 

mcsitylen*.  von  Herrn  F.  Wenzel. 
V^r.  »Notiz  über  das  Cottnn«,  von  Herrn  J.  Pollak. 
VII.  »Über  die  Nitrosierung  des  Melhylphlorogiucir:- 

dimethyläthers«,  von  den  Herren  J.  Pollak  und  M. 

Solamonica. 
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Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisiier  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Koch  K.  R.,  Relative  Schweremessungen,  ausgeführt  im  Auf 
trage  des  königl.  Ministeriums  des  Kirchen-  und  Schul- 
wesens. I.  Messungen  auf  zehn  Stationen  des  Tübinger 
Meridians.  Stuttgart,  1901. 

Kehn  R.,  Versuche  über  eine  elektrochemische  Mikroskopie 
und  ihre  Anwendung  auf  Pflanzenphysioiogie.  (Vorläufige 
Mittheilung.)  Prag,  1901.  8». 
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XIX.  SITZUNG  VOM  10.  OCTOBER  1901. 


Ersehtenen:  Sitzungsberichte,  Bd.  110,  Abth.  1,  Heft  I  bis  IV  (JAnntr 
bis  April  1901).  —  Abth.  n.a,  Heft  IV  (April  1901).  —  Abth.  U.  b.. 
Heft  U  bis  IV  (Februar  bis  Afml  1901);  Heft  V  (Mai  1901).  —  Monats- 
hefte für  Chemie,  Bd.  XXII,  Heft  VI  (Juni  1901):  Heft  VI!  (Juli  1901). 

Der  Vorsiizcndc,  Herr  Präsident  Prof.  E.  Sue(3,  begrüßt 
die  Classe  bei  Wiederaufnahme  der  Sitzungen  nach  den  akade- 
mischen Ferien  und  heißt  das  neueintretende  w,  M.  Herrn 
Prof.  Dr.  Victor  Uhlig  herzlich  willkommen. 

Der  Voff^itzende  ja^edenkt  ferner  des  Verlustes,  welchen 
die  kaiserliche  Akademie  durch  das  am  9.  September  1.  J.  in 
Wien  erfolgte  .Ableben  dos  \v.  .M.  der  philosophisch-historischen 
Classe,  Herrn  Prof.  Dr.  Wilhelm  Tomaschek,  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Der  Secrelär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  verliest  eine  Note 
des  Curatoriums  der  kaiserlichen  .Akademie  vom  19.  September 
I.  J.,  worin  die  Allerhöchste  Bestätigung  der  diesjährigen  Wahlen 
der  Akademie  mitgetheilt  wird. 

Das  Executiv-Comite  des  I.  ägyptischen  medicinischen 
Congresses  in  Cairo  übersendet  eine  Einladung  zu  der  am 
14.  December  1902  stattfindenden  Versammlung. 

Der  Festausschuss  der  Naturhistorischen  Gesell- 
schaft in  Nürnberg  übersendet  eine  Einladung  zu  dem  am 
26.  und  27.  October  d.  J.  stattfindenden  100jährigen  Stiftungs- 
feste der  Gesellschaft. 

64* 
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Herr  Heinrich  Kricse  in  Innsbruck  übersendet  die  beiden 
Pflichtexemplare  seines  mit  Unterstützung  der  kaiserlichen 
Akademie  herausgegebenen  Werkes:  »Die  Bienen  Europas.« 
Theii  VI. 

Herr  Dr.  Fridolin  Krnsser  in  Wien  dankt  für  die  ihm 
bewilli  gte  Subvention  zur  Förderung  seiner  botanischen  Studien 
über  lossile  Pflanzen. 

Von  dem  Leiter  der  botanischen  Forschungsreise  nach 
Brasilien,  dem  w.  M.  Herrn  Prof.  R.  v.  Wettstein,  sind  zwei 
weitere  Berichte  über  die  Arbeiten  dieser  Expedition  ein* 
gelaufen. 

Der  Secretär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  legt  das  1.  Heft 
des  IV 1.  Bandes  der  im  Auftrage  der  Akademien  der  Wissen- 
schaften zu  München  und  Wien  und  der  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen  herausgegebenen  »Encyklo* 
pädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  .mit  Ein* 
schluss  ihrer  Anwendungen«  vor. 

Der  Secretär  theilt  mit,  dass  das  c.  M.  Herr  Hofrath 
J:  V.  Rad  Inger  seine  in  der  Sitzung  vom  ILOctober  1900 
vorgelegte  Arbeit  »Der  Äther  u*hd  das  Licht«  zurück- 
gezogen hat 

Der  Secretär  legt  ferner  folgende  eingesendete  Abhand- 
lungen vor: 

I.  »Die  Erdbeben  Polens.  Des  historischen  Theilcs 
I.  Abt  heil  ung«,  von  Herrn  Prof.  Dr.  W.  Laska  in 
Lemberg. 

II.  -Weitere  U n te rsuch n n p^e n  über  physikalische  Zu- 
standsanderungen der  Kolloide.  1.  Mittheiiung:  Ver- 
halten der  Gelatine«,  von  den  Herren  Dr.  Wolfgang 
Pauli  und  Dr.  Peter  Rona  in  Wien. 

in.  »Beweis   des   fünften    Postulates  Euklids«,  von 
Herrn  Prof.  P.  Kaimund  Fischer  in  Braunau  in  Böhmen. 

D,i^  c.  M,  lierr  Prof.  Rudolf  lioerne^  m  Graz  übersendet 
folgende  zwei  Abhandlungen; 
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I.  >Erdbeben  und  Stoßlinien  Steiermarks-». 

II.  »Neue  Ccrithien  aus  der  Kormengruppe  aci  (Java 
bidenlata  (De  ir.)  G  Iii  t.  y  on  Oisnilz  in  Mittel-Steier- 
mark nebst  Bemerkungen  über  die  Vertretung 
dieser  Gruppe  im  Eocän,  Oligucän  und  Miocän 
(in  mediterranen  und  sarmatischen  Schichten)«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  L.  Pfaundler  in  Graz  über- 
sendet eine  Arbeit  von  Heim  Üi.  Kail  Przibram,  betitelt: 
'Photographische  Studien  über  die  elektrische  Ent- 
ladung«. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  A,  Bauer  übersendet  eine  Arbeit 
aus  dem  Laboratorium  der  k.  k.  Staatsgewerbeschule  in  Prag 
von  den  Herren  Prof.  Alois  Smolka  und  Ed.  Halla,  betitelt: 

*  0  b  e  r  a-  und  ^  -  N  a  p  h  t  y  l  b  i  g  u  a  n  i  d  * . 

Herr  Dr.  Karl  Kellner  in  Wien  übersendet  ein  Paket, 
enthaltend  Muster  zu  seinem  in  der  Sitzung  am  5.  November 
1896  überreichten  versiegelten  Schreiben  behufs  Wahrung  der 
Priorität,  welches  die  Aufschrift  trägt:  »Experimenteller 
Beweis  über  die  Verwandelbarkeit  der  sogenannten 
Grundstoffe« 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Fr.  Exner  legt  eine  Arbeit  deb 
Herrn  Prof.  Dr.  £gon  Ritter  v.  Oppolzer  in  Innsbruck  vor, 
welche  den  Titel  führt:  »Zur  Theorie  der  Scintillation 
der  Fixsterne«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  K.  Grobben  legt  das  von  der 
Veriagsbuchhandlung  A.  Hölder  in  Wien  der  kaiseriichen 
Akademie  geschenkweise  überlassene  IL  Heft  des  XIIL  Bandes 
der  »Arbeiten  aus  den  zoologischen  Instituten  der 
Universität  Wien  und  der  zoologischen  Station  in 
Triest*  vor. 

Herr  Dr.  Franz  Schaff  er  in  Wien  überreicht  eine  Ab- 
handlung mit  dem  Titel:  »Neue  geologische  Studien  im 
südöstlichen  Kteinasien«. 
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Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Albert  h',  Pnnce  souverain  de  Monaco,  Kcbullatb  des  Cam- 
pagnes  scientifiques  accomplies  sur  son  yacht.  Fascicules 
XIX,  XX. 

Astronomical  Laboratory  at  Groningen,  Publications, 
Nr.  5,8.  Kditcd  by  Prof.  J.  C.  Kapteyn.  Groningen,  1900.  4" 

Brühl  Jul.  Wilh.,  Hoscoe-Schorleinnier s  ausführliches  Lehr- 
buch der  Chemie.  VIII.  Bd.:  lOie  Kohlenwasserstoffe  und 
ihre  Derivate  oder  organische  Chemie,  VI.  Theil.  Bearbeitet 
in  Gemeinschaft  mit  Edward  Hjelt  und  Ossian  Aschan. 
Braunschvveig,  1001,  8*. 

Comstock  Ctiarles  Worthtngton,  The  application  of  Quater- 
nions  to  the  Analysis  of  internal  stress.  Denver»  1901.  8^ 

Cyon  E.,  v.,  Die  physiologischen  Grundlagen  der  Geometrie 
von  Euklid.  Eine  Lösung  des  Raumproblems.  Bonn»  1901. 8^ 
—  Die  physiologischen  Verrichtungen  der  Hypothese.  Bonn, 
1900.  8". 

Deutsche  a  k  a d e misch c  Vcrei nigung  zu  U  Liciios  Aires, 
Veröffeniiicliungen,  Bd.  I,  Heft  IV,  Heft  V.  8". 

DuporiM.  H..  Memoire  sur  la  loi  de  rattraction  universelle. 
Dijon,  8". 

Goppelsroeder  Friedrich,  Capiiiaranalysc,  beruhend  auf 
Capillaritäts-  und  Adsorptionserscheinungen  mit  dem 
Schlusscapitel:  Das  Emporsteigen  der  Farbstoffe  in  den 
Pnanzen.  Basel,  1901.  8^ 

Genna  Pietro,  Calcolo  del  U  col  metodo  dei  triangoti  inscritti. 
Marsala,  1901.  8^ 

Jamshedji  Edalji  B.A.B.  Sc,  Keciprocally  related  ligures  and 
the  property  of  equianharmonicity.  Ahmedabad,  1901. 8^ 

Niederösterr.  Landesausschuss,  Bericht  über  die  Amts- 
Wirksamkeit  vom  1.  Juli  1899  bis  30.  Juni  1900.  VI.  Gesund- 
heitswesen, Landes  -Wohlthätigkeitsanstalten,  Militäretn- 
quartierung  und  Vorspann.  Referent  Leopold  Steiner. 
Wien,  P.»00.  8r 

Museum  uf  the  Brooklyn  1  nstitute  of  Ar  ts  and  Sciences 
Science  Bulletin.  Vol.  I.  Nr.  1.  8» 
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Niedenzu  Franz,  Arbeiten  au>-  dem  botanischen  Institute  des 

kgl.  Lyceum  Hosianum  in  ßraunsberg,  Ostpreußen;  L  De 

gencre  Byrsonima.  4". 
Schlutter  Wilhelm,  Schwingungsart  und  We-  der  Erdbeben- 

wellen.  I.  Theil:  Neigungen.  Göttingen.  1901.  8». 
Sixta  VdciaVy  Dr.,  Über  die  morphologische  Bedeutung  der 

Movotremata  (SauromaiHmalia),  OruWtorhynchus  und 

Eckidna,  Hohenmauth,  1901.  %\ 
Sperber  Joachim,  Dr.,  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der 

anorganischen  Chemie,  didaktisch  bearbeitet  Zweiter  Theil 

Zürich,  1901.  Ö». 
Sresnewsky  B.,  Dr.,  Geschützte  Rotationsthermometer.  Beitrag 

zur  Frage  über  die  Ermittlung  der  wahren  Lufttemperatur. 

Jurjew,  1901.  8» 
Stiatessi  Raffaelo,  Spoglio  delle  osservazioni  sismiche  dal 

1  Novembre  1900  al  81  Liiglio  1901.  Mugeno,  1901.  8». 
Technische   Hochschule    in    Karlsruhe,  Vcrsciiiedene 

Inauguraldissertationen  und  Programm. 
Universidad  de  LaPlata,  Publicaciones,  Facultad  de  Ciencias 

F''isico-matenu'iticas,  Nr.  1,  Julio  1901.  8®. 
Univcrsiiy  of  Mi.ssouri,  The  University  of  Missouri  Sludies. 

Volume  I,  Number  I.  Groü-8". 
Vallot  J.,  Annales  de  l'Observatoire  meteorologique  pliysique 

et  glaciaire  du  Mont  Blanc.  Tome  IV,  Tome  V.  Paris. 
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Photographische  Studien  über  die  elektrische 

Entladung 

von 

Karl  Prnbram. 

(Vorgelegt  in  der  Sittong  am  10.  October  1901.) 

In  meiner  ersten  Verdfrentlichung  ^  über  die  Photographie 
elektrischer  Entladungen  bemerkte  ich  Folgendes:  Springt  bei 
der  Aufnahme  ein  Funke  über  die  Platte,  so  erscheinen  die  Aste 
des  begleitenden  positiven  Büschels  dunkel  auf  hellem  Grund, 
theils  mit  hellerem,  theils  mit  dunklerem  Rande,  so  dass  die 
ganze  Figur  reliefartig  hervortritt  (Tafel,  Fig.  2).  Diese  auffallende 
Erscheinuni;  habe  ich  nalici  uiitersucht. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  dieselbe  »Umkehrung« 
auch  an  den  von  der  Kathode  aiisL^ehenden  positiven  Büscheln 
des  Rücksclilai^es  zu  beobachten  «st.  Etwas  ähnliches  sind 
wohl  auch  die  »dunklen  Enden«  der  positiven  Büschel  aut 
Fig.  18  des  Armstronc^'schen  Werkes. - 

Man  kann  sich  bei  der  Betrachtung  solcher  Figuren  kaum 
des  Eindruckes  erwehren,  dass  man  es  hier  mit  Schlieren  zu 
thun  hat,  die  durch  die  Büschel  erzeugt  und  durch  den  Funken 
beleuchtet  werden.  Für  diese  Ansicht  sprechen  auch  folgende 
Versuche: 

1.  Es  wird  eine  Büschelentladung  aufgenommen  und  die 
Platte  dann  durch  einen  in  der  Nähe  Uberspringenden  Funken 
belichtet.  Es  zeigt  sich  keine  »Umkehrung«.  Dieser  Versuch 

wurde  angestellt,  um  zu  entscheiden,  ob  nicht  etwa  eine 

photogiaphische   ünikciuuug   im   Spiele   sei,   wie    sie  von 

'  Diese  Sit.'iin-shcrichte,  108,  IIa,  S.  1161. 
a  Electncal  movement  in  air  and  w&ter,  1897. 
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Clayden^  an  nachträglich  belichteten  Funkenaufnahmen 

beobachtet  wurde. 

'l.  .\ui  ein  und  derselben  Platte  wird  erst  bei  größerer 
Elektrodendistanz  ein  Büschel,  dann  bei  kleinerer  ein  Funke 
aufgenommen.  Nur  die  zur  FunkenenÜadung  gehörigen  Büschel 
zeigen  Umkehrung. 

3.  Es  wird  erst  ein  Funke»  dann  ein  Büschel  aufgenommen. 
Resultat  wie  bei  2. 

4.  Es  wird  ein  Büsclie!  auf  der  Platte  aufgenommen, 
während  zu  gleicher  Zeit  ein  Funke  ein  paar  Centimeter  über 
der  Platte  überspringt.  Die  Enden  der  positiven  Büschel  sind 
dunkel  mit  hellem  Saum;  die  positive  Figur  im  Inneren  der 
negativen  ist  deutlich  umgekehrt 

5.  Es  werden  Funkenaufnahmen  auf  Platten  gemacht, 
deren  Rückseite  mit  »Antisol«  (einem  gebräuchlichen  Mittel 
gegen  die  sogenannten  Lichthöfe)  bestrichen  sind.  Die  Um- 
kehrung der  Büschel  ist  sehr  undeutlich  oder  fehlt  ganz. 

Eine  uinreichcnde  lüklärung  der  Umkehrung  wäre  nun 
folgende:  längs  der  Zweige  des  Büschels  wird  die  Luit  erwärmt 
und  bildet  so  Schläuche  von  geringerem  Brechungsexponenten 
als  die  Umgebun^:^.  Ein  Theii  der  vom  Funken  ausgehenden 
Strahlen  wird  von  der  Rückseite  der  Platte,  wenn  diese  nicht 
mit  »Antisol«  bestrichen  ist,  zurückgeworfen,  dringt  von  unten 
in  jene  Schläuche  ein  und  wird  bei  geeigneter  Neigung  von 
der  Innenwand  derselben  auf  die  Platte  außerhalb  des  Büschels 
total  reflectiert,  so  dass  diese  Theile  mehr  Licht  empfangen, 
als  die  vom  Büschel  bestrichenen. 

Ein  zweiter  Punkt,  auf  den  ich  näher  eingegangen  bin,  ist 
der  Formunterechied  der  positiven  und  negativen  Figur.  In 
der  eingangs  citierten  Arbeit  versuchte  ich  darzulegen,  wie 
die  Betrachtung  der  Größenverhältntsse  der  Figuren  zu  dem 
Schlüsse  führt,  die  Entladung  beginne  an  der  Anode  später 
als  an  der  Kailiode,  breite  .^ich  abc:-  rascher  aus.  Es  scheint 
nun,  dass  diese  Annahme  auch  die  Formverschiedenheu 
einigermaüen  erklären  könnte. 

1  Vergl.  R.  W.  Wood,  Dank  lightning-flashes  and  the  Clayden  efTect. 
Nature,  LXl,  p.  104. 


962  K.  Prsibr«m» 

Man  wäre  auf  den  ersten  Blick  geneigt,  zwischen  der 

Ausdehnung  und  der  Verästelung  der  Figuren  einen  einfachen 
Zusaiiitnenhang  festzustellen,  derart,  dass  die  ^^rößere  Figur 
auch  die  mehr  verählelte  ist.  Dies  ist  auch  der  Fall;  allein  die 
Größe  ist  nicht  der  einzige  bestimmende  Factor,  da  z.  B.  in 
lAifi  eine  positive  Figur  weit  mehr  verzwei^i  ist,  als  eine  gleich- 
große negative.  Vielmehr  scheint  alles,  was  den  Eintritt  der 
Entladung  verzögert,  die  Verästelung  zu  begünstigen.  Wenn 
dem  so  ist,  so  hätte  also  die  charakteristische  Form  des 
positiven  Büschels  die  gleiche  Ursache  wie  seine  größere 
Ausdehnung,  nämlich  die  erst  verhinderte,  dann  gleichsam 
explosionsartig  erfolgende  Ausbreitung. 

Belege  für  die  aufgestellte  Behauptung  sind  folgende: 

1.  In  CO,,  in  dem  die  Entladung  schwieriger  eintritt,  sind 
beide  Figuren  mehr  zerfasert. 

2.  Um  der  Entladung  ein  künstliches  Hindernis  zu 
schafFen,  schaltete  ich  vor  die  Kathode  eine  kleine  Funken- 
strecke, i'^s  zeigte  sich  liann  in  der  That.  dass  Jie  iieijaljve 
Figur,  weiche  bei  den  Cuntrolaurnahmen  ohne  Funkenstrecke 
eine  verschwommene  runde  Scheibe  war,  in  einzelne  zerfaserte 
Sectoren  zeriiel. 

3.  Dass  das  plötzliche  Eintreten  der  Entladung  für  die 
Entstehung  von  Verästelungen  nothwendig  ist,  geht  aus  den 
Versuchen  Reitlinger's^  hervor,  welcher  zeigte,  dass  Halb- 
leiter als  Elektrode,  wobei  also  die  Elektricität  nur  langsam 
zugeführt  wird,  den  negativen  ähnliche  positive  Lichtenberg'sche 
Figuren  liefern. 

4.  Bringt  man  zwischen  die  Kathode  und  die  photographi- 
sche Platte  ein  dünnes  Gelatineblatt,  und  gelingt  es  der 
Entladung,  dasselbe  zu  durchbrechen,  so  treten  aus  dem  so 
entstandenen  feinen  Loch  dünne,  spitze,  am  Ende  ausgefranste 
Lichtstreifen  hervor,  welche  eher  positiven  Ästen,  als  negativen 
Figuren  gleichen.  Von  ucr  An  und  W'cibc.  wie  der  EntiaJiings- 
verzug  die  Verästelung  bewirkt,  kann  man  sich  leiclu  eine 
Vorstellung  machen.  Das  Fntladuncxspotential  wird  erst  nur  an 
einzelnen  Punkten  der  Elektrode  erreicht.  An  diesen  beginnt 

1  Diese  Sitzungsberichte,  83,  II,  S.  683. 
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die  Entladung  und  schreitet  längs  der  Kraftlinien  weiter.  Ist 
nun  die  Ausbreitungsgescliwindtgkeit  gering,  so  werden  trotz 
der  eingetretenen  Entladung  auch  noch  andere  Punlcte  der 

Elektrode  auf  das  Entladungspotential  gebracht  werden,  bis 
endlich  die  Entladung  von  der  ganzen  Elektrode  oder  doch 
einem  großen  Theile  derselben  ausgeht,  wie  bei  der  negativen 
Figur  in  freier  Luft.  Schreitet  dagegen  die  Entladung  von  ihren 
eisten  Ausgangspunkten,  infolge  plötzlicher  Überwindung 
eines  Übergangswiderstandes  bei  hohem  Potential,  sehr  rasch 
weiter,  so  wird  ein  großer  Theil  der  der  Elektrode  zugeführten 
Eiektricität  auf  diesen  ersten  Wegen  nachströmen  und  daher 
keine  wesentliche  Potentialerhöhung  an  anderen  Punkten  der 
Elektrode  bewirken.  Die  Entladung  geht  daher  nur  in  einzelnen 
Zweigen  vor  sich»  Die  gleiche  Betrachtung  kann  man  auf  jeden 
Punkt  der  Entladungsbahn  anwenden,  den  man  ja  als  Ausgangs- 
punkt einer  neuen  Entladung  auffassen  kann. 
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Über  die  ultravioletten  Funkenspec tra  der 

Elemente 

(XX.  Mittheilung) 

(enOMltottd  die  Spect»  von  Tm,  As,  Se,  S,  P,  O,  N,  H,  Fl,  Cl.  Br,  J,  R«,  Po) 

von 

Prof.  Franz  Exner,  w.  M.  k.  Akad.»  und  Dr.  E.  Haschek. 

(Mit  1  Textiigur.) 

^Vo^gelegt  in  der  Su;:ung  am  4.  Juli  1901.) 

LXI.  Thulium. 

Das  ultraviolette  Spectrum  des  Thuliums  ist  bisher  unbe- 
kannt. Nur  im  sichtbaren  Theite  des  Funkenspectrums  hat 
Thalen  seinerzeit  einige  Linien  bestimmt  Wir  verdanken  der 

Güte  des  Herrn  P.  T.  Cleve  ein  Ihuliumhältiges  Präparat,  das 
uns  wenigstens  die  ilauptlinien  dieses  Elementes  zu  bestimmen 
gestattete.  Die  Spectrakintcr-^uchung  des  Präparates  ergab  als 
Hauptbestandlheil  Vb,  dessen  Spectrum  vollständig  vorhanden 
war.  Außerdem  entliielt  dasselbe  noch  Erbium  m  deutlicher 
Menge.  Die  237  Thuliumlinien,  welche  wir  gemessen  haben, 
unter  denen  sich  einige  recht  kräftige  beOnden,  stellen  natürlich 
nicht  das  gesammte  Spectrum  des  Thuliums  vor,  sondern 
können  nur  die  stärkeren  Linien  desselben  enthalten.  Ein 
thuliumreicheres  Präparat  würde  ohne  Zweifel  ein  sehr  viel 
linienreicheres  Spectrum  ergeben,  das  in  seinem  Charakter  viel 
Ähnlichkeit  mit  dem  des  Ytterbiums  haben  dürfte.  Da  unser 
Thuliumspectrum  jedenfalls  unvollständig  ist,  so  haben  wir 
dasselbe  bei  der  im  nachfolgenden  mitgetheilten  Tabelle  der 
Litucnzahlen  nicht  berücksichtigt,  ijemerkt  sei  schließlich  noch, 
dass  auch  unter  den  Linien  des  Krbiums  und  Ytterbiums  sich 
Linien  des  Thuliumspectrums  linden.  Es  scheint  das  Erbium 
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stärker  mit  Thulium  verunreinigt  zu  sein  als  das  Ytterbium.  In 
beiden  Fällen  ist  aber  die  Verunreinigung  nur  eine  sehr  geringe. 
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LXII.  Arsen. 

Von  Messungen  des  ullraviolctten  Arsenspectrums  liegen 
b  sher  vor  die  Zahlen  von  Kayser  und  Runge*  im  Bogen  und 
die  von  Hartlcy  und  Adenev'-'  im  Funken.  Wir  verwendeten 
zur  Aufnahme  eine  Legierung  aus  40  Vo  As  und  00%  Ni.  Das 
elementare  As  war  von  Merck  bezogen.  Das  Spectrum  zeigt 
starke  Unterschiede  mit  dem  Bogenspectrum  und  enthält  mäßig 
starke,  theils  umgekehrte,  theils  sehr  verwaschene  Linien.  Die 
Zahl  derselben  beträgt  44. 
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LXUL  Selen. 

Wir  suchten  das  Selenspectrum  durch  Aufschmelzen  ele- 
mentaren Selens  auf  Kohle  zu  erhalten,  konnten  jedoch  keine 

Linien  bekommen.  Dasselbe  Resultat  ergab  sich  bei  Ver- 
wendung von  Elektroden  aus  Selenkupfer,  auch  wenn  auf  die- 
selben elementares  Selen  aufgetragen  wurde.  Es  scheint  somit, 

1  Kayser  und  Runge,  Bcrl.  Akad.  (1893). 

s  Hart ley  und  Ade ney,  PhiU  Trans.,  175  (1884). 
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dass  man  bei  normalem  Druck,  wenigstens  bei  Anwendung  des 
Transformatorfunkens,  kein  Spectmm  erhält  Damit  stimmen 
auch  die  älteren  Angaben  Ciamician*5,^  der  bei  Untersuchung 

der  Funkenspectren  der  Halogene  nur  bei  niederen  Drucken 

Liir.cn  erhielt,  dagegen  bei  Atinospliarcndruck  ein  continuicr- 
licliCb  Spectruin  beobnchiete.  das  die  Linien  überstrahile.  Auch 
die  Messungen  von  Salel-  und  Plücker  und  Hittorf  be- 
ziehen sich  auf  Geililer'sche  Kohren  bei  niederem  Uruck. 

LXIV.  SchwefeL 

Wir  \orsLiciiien  das  Schvvefelspcctrum  dadurch  aufzu- 
nehmen, daijb  wir  elementaren  Schwefel  auf  Kohle  oder  Elek- 
troden au«;  Schwefelkupfer  und  SchwefeNilber  in  freier  Luit 
und  endlich  dieselben  Elektroden  in  einer  mit  Schweieldioxyd 
gefüllten  Kugel  verwendeten.  Das  Resultat  war  in  allen  Fällen 
ein  negatives,  es  konnten  keine  Linien  beobachtet  werden. 
Die  bisherigen  Messungen  des  Spectrums  beziehen  sich  auf 
Geifiler*sche  Röhren,  wie  z.  B.  die  neueren  von  Ed  er  und 
Valenta.* 

LXV.  Phosphor. 

Die  Aufnahmen  führten,  wie  bei  den  vorhergehenden 
Elementen,  zu  einem  negativen  Resultat  Verwendet  wurden 
Elektroden  aus  Kohle  mit  aufgeschmolzenem  elementaren 
Phosphor  in  der  oben  erwähnten  Kugel.  Subjectiv  war  nur  ein 
äußerst  schwaches  continuierliches  Spectrum  zu  erkennen. 

LXVI.  Sauerstoff. 

Das  ultraviolette  Spectrum  des  Sauerstoffes  wurde  ge> 
messen  im  Geißlerrohr  von  Neovius,*  sowie  Hartley  und 
Adeney'  gelegentlich  ihrer  Bestimmung  des  Luftspectnims, 


>  Ciamician,  di«se  SiUungsber.,  Bd.  78  (1878). 
s  Salet.  Ann.  chim.  pby«..  ßd.  28  (1873). 

"  Plücker  und  Hittorf,  Phil.  Trans.,  Bd.  155  (1865). 
•  Kdcr  iiiui  Vulciita.  Denkschr.  der  Wiener  Akad.,  Bd.  67  (1898). 
'     i  Ncovius,  iJüian.u  tili  k.  Svcnsk.  Vet.  .^kad.  HandlingÄf.  Bd.  17  (1891). 
«  HarUcy  und  Adcncy,  PhiJ.  Trans.,  175  (1884). 
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jedoch  ohne  Trennung  des  Sauerstoffes  vom  Stickstoff.  Wir 
haben  die  Luftlinien  bei  der  Ausmessung  der  Spectren  in  den 
meisten  Fällen  mitgemessen,  so  dass  die  Wellenlängen  der- 
selben trotz  der  Verwaschenheit  der  Linien  recht  genau  be- 
stimmt sind.  Wir  geben  darum  in  der  folgenden  Tabelle  auch 
die  MiUclwerte  mit  einer  wesentlich  grülicren  Genauigkeit,  als 
sie  den  l'^inzchncssungen,  wie  bei  unseren  übrigen  Linien- 
angaben zukommen.  Unter  n  ist  die  Anzahl  der  Kinzel- 
messungen  und  unter  F  der  wahrscheinliche  Fehler  de.->  Mittels 
angegeben.  Aus  den  Luftlinien  haben  wir  die  StickstotTlinien 
durch  eine  besondere  Aufnahme  des  Stickstoffspectrums  elimi- 
niert. Doch  bleibt  bei  sieben  der  gemessenen  Linien  die  Zuge* 
höriglceit  zu  Sauerstoff  oder  Stickstoff  fraglich.  Die  Zahl  der 
Sauerstoff linien  beträgt  104. 
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LXVII.  Stickstoff. 

l>ic'  Aulnahine  Jcs  SiiclvStofYspecuunis  erfolgte  zwischen 
AluniiniuniclcktroJen  und  diente  zur  Ausscheidung  der  Stick- 
sto!ilin;cn  aus  dem  Lul:<pectrum.  I~)ie  Tabelle  der  Wellen- 
langen ist  analog  wie  beun  Sauerstoii  angeordnet.  Die  Linien- 
zahi  beträgt  89.  Auch  das  Stickstoft'spectnim  wurde  im  ultra- 
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violetten  Theile  von  Neovius*  und  Hartley  und  Adeney' 
gemessen. 
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LXVIU.  WaaBerstofF. 

Auch  beim  Wasserstoff  gelanjor  es  uns  nicht,  bei  normalem 
Druck  messbarc  Linien  zu  ui/.uugcn.  Aul  den  I'ialten  ki)nnte 
überhaupt  nichts  entdeckt  werden,  während  die  subjeciive 
Betrachtung  des  sichtbaren  Theiles  eine  enorme  X'erbreilerung 
der  Linien  auf  ungefähr  50  AK  ergab,  eine  Beobachtung, 
welche  u  n.  auch  jüngst  von  l\a\  !eigh'^  gemacht  wurde.  Alle 
bisherigen  Messungen  bezichen  sich  auf  das  Spectrum  in 
Geifilerröhren. 

LXDC.  Fluor. 

Aufnahmen  aus  Muoranimonium  auf  Kohlenelektroden  in 
der  Kugel  ergaben  keine  Linien.  Im  sichtbaren  Theile  lieÜ  sich 
subjectiv  ein  schwaches  continuierliches  Spectrum  mit  ganz 
flachen,  ungemein  breiten  Maximis  erkennen. 

LXX.  Chlor. 

Das  Chlorgas  lieferte  bei  nornialetn  Drucke  zwischen 
Kohlenelektroden  1 )  schwache,  verwaschene  Linien.  Die  bis- 
herigen Messungen,  z.  B.  die  von  Ed  er  und  Valenta,^  beziehen 


1  Soll  nach  Neovtus  dem  O  angehören, 

lUylcigh,  PhiU  Mag.,        1  (1901). 
>  Eder  und  Valenta,  Denkschr.  der  Wiener  Akad.,  Bd.  68  (1809). 
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sieh  alle  auf  Geifiler*sche  Röhren  und  zeigen,  dass  das  Chlor 
bei  niederem  Drucke  sehr  zahlreiche  und  scharfe  Linien  gibt 
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LXXI.  Brom. 

Wir  versuchten  das  Spectrum  des  Broms  in  der  Weise 
aufzunehmen,  dass  wir  die  Kugel,  welche  die  Elektroden  ent- 
hielt, mit  flüssigem  Brom  beschickten.  Obwohl  der  Funke  dem- 
nach in  einer  bei  etwa  20 C.  mit  Bromdampf  gesättigten 
Atmosphäre  überschlug,  konnten  wir  iceine  Linien  erhalten.  Im 
Geißlerrohr  wurde  das  Brom  von  Ed  er  und  Valenta^  unter- 
sucht 

LXXIL  Jod. 

Bei  Verwendung  von  Kohlenelektroden  mit  aufgeschmoU 
zenem  elementaren  Jod  in  der  Kugel  konnten  wir  keine  Linien 
erhalten.  Subjectiv  zeigte  sich  ein  schwaches  continuierliches 
Spectrum.  Im  Ultraviolett  ist  das  Jod  bisher  nicht  untersucht 

LXXUL,  Radium. 

Das  Funkenspectrum  des  Radiums  wurde  bisher  unter* 
sucht  von  Demarcay,^  Runge'  und  Berndt*  Dass  die 
Resultate  der  einzelnen  Beobachter  in  Bezug  auf  die  Identi- 

ficierung  der  Linien  in  vielen  Fällen  nicht  übereinstimmen, 

1  Eder  und  Vftlenta,  Denkschr.  der  Wiener  Akad.,  Bd.  68  (1890). 
s  Demareay,  C.  R..  129  n899);  C.  R.,  131  (1900). 

'  Runge,  Ann.  der  Phys.,  Bd.  2  (1900). 
«  Berndt,  Pbys.  Zeitschr.,  Bd.  2  (1900/01;. 
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kann  bei  der  Schwierigkeit  der  Beschaffung  des  Matenales 
und  bei  der  Ungleichförmigkeit  desselben  je  nach  der  Dar- 
stellungsweise nicht  Wunder  nehmen.  Das  Material,  das  uns 
zur  Verfügung  stand,  bezogen  wir  als  Chlorid  von  der  Society 
Centrale  des  Produits  chimiques  in  Paris  mit  einer  Activität 
von  240.  Die  Zahl  der  Linien,  die  wir  mit  Wahrscheinlichkeit 
dem  Radium  zuschreiben  müssen,  beträgt  17. 
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Die  Linien,  welche  wir  als  auch  im  Ba  vorkommend 
bezeichnen,  wurden  in  einem  sehr  kräftig  exponierten  Spectrum 
von  Baryumnitrat  beobachtet.  Nach  den  Intensitätsverhäitnissen 
der  starken  Baryumiinien  im  Radiumpräparat  und  im  Baryum- 
nitrat ist  es  schwer  zu  glauben,  dass  dieselben  dem  Baryum 
angehören.  Wir  haben  sie  darum  vorläufig  in  der  Tabelle  der 
Radiumlinten  belassen.  Von  den  Linien,  welche  Üeniarcay 


1  Diese  Linie  gehört  nicht  dem  Radium  an. 

^  Diesu  Linie  steht  dicht  neben  einer  starken  Baryumlinie. 
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dem  Radium  zuschreibt,  gehören  gewiss  einige,  wie  Runge 
bemerkt,  dem  Baryum  an.  Die  Linien  4G27-4  und  4099-8, 
die  in  unserem  Radiunispectruni  gieichtalls  fehlen,  differieren 
jedoch  in  der  Wellenlänge  von  den  benachbarten  Baryuniünien 
so  stark,  dass  sie  kaum  mit  denselben  identiticiert  werden 
können.  Die  Linie  4641  9  gehurt  dem  Sauerstoff  an.  Die  fünf 
Linien  Demarcay's  zwischen  4340  und  4533  konnten  wir  so 
wenig  sehen  wie  Runge.  Sie  scheinen  wenigstens  zum  Theile 
dem  Ti  und  Ca  anzugehören.  Von  den  drei  Linien,  welche 
Runge  für  das  Radium  angibt,  konnten  wir  die  eine  bei 
4826 '14)  welche  auch  Demarcay  beobachtet  hat,  nicht  finden. 
Auch  Bern  dt  gibt  dieselbe  nicht  an.  Dagegen  führt  letzterer 
eine  Linie  bei  2708*6  auf,  welche  von  keinem  der  anderen 
Beobachter  gesehen  wurde.  Allen  Messungen  gemeinsam  sind 
nur  die  beiden  Linien  bei  3814  und  4682;  letztere  hat  auch 
Miethe'  gelegentlich  einer  Untersuchung  des  Radiums  mit 
einem  neuen  Funkenapparat  gesehen;  eine  zweite  von  ihm  als 
sehr  stark  bezeichnete  Linie  X  —  4348  wird  von  kemeni  der 
übrigen  Beobachter  angeführt. 

LXXIV.  Polonium. 

Ober  das  Poloniumspectrum  herrscht  noch  größere  Un- 
klarheit als  bezüglich  des  Radiumspectrums.  Demarcay^  und 
Runge^  konnten  keine  Linien  entdecken,  Berndt^  findet 
deren  15,  von  denen  es  aber  sehr  zweifelhaft  sein  dürfte,  ob 
sie  dem  Polonium  angehören.  Wir  haben  zwei  verschiedene 
Präparate  untersucht,  ein  älteres  Präparat  des  Herrn  Curie 
(Wismuthnitrat)  mit  der  Activität  5000  und  ein  Polonium- 
wismuthmetall  von  der  Activität  300,  wie  es  die  Societe  Cen- 
trale des  produits  chimiques  liefert.  Im  ersteren  konnten  wir 
eine  Reihe  schwacher  Linien  bemerken,  die  wir  mit  bekannten 
zu  idenlilicieren  mein  imstande  waren.  Wir  führen  sie  der 

1  Miethe,  Phys.  Zeitsehr.,  Bd.  2,  Febr.  1901. 
«  MitgethetU  von  P.  Curie.  C.  R..  Bd.  127  (1898). 

•  Runge.  1.  c. 

*  Berndt,  1.  c. 
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Vollständigkeit  halber  hier  an,  ohne  damit  sagen  zu  wollen, 
dass  dieselben  dem  Polonium  angehören. 


Im  zweiten  Praparai  laiiJen  wir  nur  Fe,  Bi,  As.  Vom  etitcii 
Präparat  haben  wir  nur  die  stari<erc'n  Linien  anj^egeben.  Man 
kann  sie  nicht  wohl  als  Polonium  bezeichnen.  Auch  stimmen 
die  Linien  durchaus  nicht  mit  jenen,  welche  Bern  dt  gefunden 
hat.  Von  letzteren  gehört  die  größere  Zahl  gewiss  Verunreini- 
gungen an,  die  wir,  soweit  eine  Identificierung  möglich  ist,  in 
der  folgenden  Tabelle  der  Berndt'schen  Linien  durch  die  bei- 
geschriebenen  Symbole  bezeichnen: 


1 

1    .    !  ! 

■ 

t 

2327-3 

Fe 

3i68-2 

Ti 

3462*0 

Ti 

2661 <9 

Sn>  Pb? 

3191-2 

Ti 

3467-1 

Cd 

2977  0 

Rh  3349-2 

Ti 

3821 -9 

Rh? 

3 !  *">*'  ■  ** 

Ti  1 

3361  •;-) 

Ti  1 

4007 ■ 7 

Ti 

334:2 -U 

Mni  »  ' 

4öd6-3 

O 

j 

Die  hier  angeführten  Linien  stimmen  wieder  nicht  mit 
unseren,  so  dass  man  sagen  mus$,  dass  bisher  keine  Polonium- 
linien  mit  Sicherheit  nachgewiesen  sind. 

1  Die  Wellenlänge  scheint  durch  einen  Druckfehler  entstellt  su  sein. 


Wimuth-Poloalimuiitrat. 


I 


3289-49 
3044-90 
4167-81 


2  Yb? 
2h-Ho? 
2 
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Mit  der  vorstehenden  MIttheitung  schliefien  wir  unsere 
Publicationen  über  die  ultravioletten  Funkenspectren  der  ülu- 
mentc  ab;  74  Elemenie  haben  wir  Jer  Messung  unterzogen. 
Vom  Terbium  war  es  uns  nicht  möglich,  Proben  zu  erhalten 
und  dürfte  dieses  h^lement,  wenn  es  ein  solches  ist.  i;egen- 
wärtii,'  kaum  in  emeni  lur  spectralanalytische  Zwecke  brauch- 
baren Zustande  existieren.  Auch  auf  eine  Untersuchung  der 
neuen  Gase  Argon,  Helium  etc.  mussten  wir  verzichten,  da 
dieselben  nicht  in  solchen  Quantitäten  erhältlich  sind,  wie  sie 
zur  Untersuchung  unter  normalem  Druck  erforderlich  wären. 
Da  es  der  Zweck  unserer  Untersuchung  war,  eine  rasche 
spectrale  Analyse  vorgelegter  Proben  mit  Hilfe  der  bekannten 
Wellenlängen  der  Elemente  ausführen  zu  können  und  da  diese 
Gase  in  der  Natur  nur  in  geringer  Menge  vorkommen,  so  dürfte 
dieser  Mangel  in  der  Praxis  nicht  von  großem  Belange  sein. 

Da  wir  im  Laufe  der  Arbeit  mit  verschiedenen  Gittern  und 
erst  von  der  IX.  Mittheilung  ab  mit  einem  grolien  Rowland'schefi 
Gitter  gearbcilel  haben,  so  mussten  wir,  um  die  Me5suiii;en 
und  ihre  Genauigkeit  einheitlich  zu  gestalten,  alle  voran- 
gegangenen Kiemente  einer  Neumessung  unterzielien.  Kbcnso 
war  es  erforderlich,  einzelne  spätere  I^lcmente,  nameniiich 
solche  aus  der  Gruppe  der  seltenen  Krden,  von  denen  wir 
reineres  Material  erhielten,  nochmals  zu  messen.  Alle  diese 
nun  nach  einer  ganz  einheitlichen  Methode  gewonnenen  Resul- 
tate werden  demnächst  in  einer  gesonderten  Publication  er- 
scheinen; daselbst  werden  auch  die  starken  Linien  von  der 
Intensität  3  oder  höher  aller  Elemente  in  eine  Tabelle  nach 
Wellenlängen  geordnet  zusammengefasst,  so  dass  dadurch  in 
kürzester  Zeit  die  Identiflcierung  einer  Linie,  respective  eines 
Elementes  möglich  wird. 

Wir  wollen  hier  nochmals  auf  den  bei  Identiflcierungen  so 
wichtigen  Umstand  aufmerksam  machen,  dass  die  Wellenlänge 
einer  Linie  im  Funken  je  nach  der  herrschenden  Dampfdichte 
verschieden  auslälk.  DicbC  vun  den  spcciellcn  \'ersi;clKsoeJin- 
gungen  abhängigen  Linienverschiebunijeii  überschreiten  im 
Funkenspt'Ctruin  sehr  häufig  die  Grenze  der  Messfehler  und 
können  in  besonders  ungünstii^x-n  ballen  übes  ein  Zehntel  einer 
Angström'schen  Einheit,  in  vereinzelten  Fällen  sogar  mehrere 
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Zehntel  beiragen.  Im  allgemeinen  gelten  dafür  folgende  Regeln: 
Die  Verschiebungen  der  Funkenitnien  (gegenüber  den  Linien 
im  Bogen)  sind  immer  nach  der  Seite  der  größeren  Wellen* 

län^jen  gerichtet:  sie  treten  stark  auf  bei  Elementen  mit  wenigen 
und  starken  Linien  ^den  Alkiili-  und  lOi dalkalimetallen),  da^ei^eu 
schwach,  d.  h.  in  einem  Betrage  v<>n  unter  4  bis  ö  i  iundcricln  AE 
bei  Kleinenten  mit  vielen  und  scharfen  Linien  (den  Elemerilen 
der  Eiscnmuppe,  Plaimgrupp«^'  und  den  .seltenen  Erden).  Die.se 
Verschiebungen  erstrecken  sich,  wie  schon  länger  bekannt, 
nicht  auf  alle  Linien  eines  Elementes,  wodurch  es  zum  großen 
Vortheile  für  die  astronomischen  Messungen  möglich  wird, 
dieselben  von  den  nach  dem  Doppler'schen  Principe  vor  sich 
gehenden  zu  unterscheiden.  Die  Abhängigkeit  von  der  Dampf- 
dichte  bringt  es  mit  sich,  dass  Linien,  welche  im  Spectnim  des 
reinen  Elementes  eine  starke  Verschiebung  zeigen,  wenn  sie 
als  Verunreinigung  eines  anderen  Elementes  auftreten,  nur 
schwach  oder  gar  nicht  verschoben  sind.  Umgekehrte  Linien 
sind  im  allgemeinen  unverschoben.  Daher  kann  es  kommen, 
dass  eine  solche  Linie,  wenn  sie  als  Verunreinigung  nicht 
umgekehrt  auftritt,  eine  größere  Wellenlänge  hat,  als  die  viel 
stärkere  Umkehrun^. 

Dass  die  verschiedenen  Elemente  je  nach  ihrer  Stellung 
im  natürlichen  Syriern  verschieden  charakterisierte  Spectren 
zeigen,  ist  längst  bekannt.  Aus  unseren  Mcs^u^ge^  folgt  auch 
eine  gewisse  Gesetzmäßigkeit  zwischen  der  Zahl  der  Linien  und 
dem  Atomgewichte  des  Elementes.  Ordnet  man  die  letzteren 
nach  Atomgewichten,  so  zeigen  die  Linienzahlen  periodische 
Zu'  und  Abnahme  mit  im  allgemeinen  steigender  Tendenz 
gegen  die  hohen  Atomgewichte.  In  der  beistehenden  Figur 
sind  letztere  als  Abscissen,  die  Linienzahlen  als  Ordinalen  auf- 
getragen. Dass  für  die  Gruppe  der  seltenen  Erden  die  Linien* 
zahlen  hinter  dem  nach  dem  Verlaufe  der  Curve  zu  erwartenden 
Werte  zurückbleiben,  kommt  wohl  daher,  dass  zur  Aufnahme 
dieser  Spectren  nur  Verbindungen  der  Elemente  und  auch  die 
nur  in  geringer  Menge  zur  Verfügung  standen,  während  Va,  Mo, 
Wo,  U,  welche  die  übrigen  Maxima  der  Curve  bilden,  mit  Hilfe 
meiallischer  Elektiuden  aufgenommen  w  urden.  l)ic  Curx  e  zeigt 
in  der  üruppe  der  seltenen  Erden  auch  noch  die  Unregel- 
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mäßigkeit,  dass  ein  tiefes  Minimum  fehlt,  was  auf  die  Existenz 
bisher  unbekannter  Körper  in  dieser  Gruppe  hinweist.  Mög- 

lichcrweibc  wird  dieses  Minimum  durch  das  von  IJeinarcay^ 
in  jüngster  Zeit  entdeckte  Europium  gebildet.  Die  Elemente 
Thulium,  Radium  und  I-*olonium  sind  in  die  Curve  nicht  auf- 
genomnici]. 

In  der  tüigenden  Tabelle  des  natürlichen  Systems  sind 
neben  den  chemischen  Symbolen  die  Atomgewichte  und 
darunter  die  Linienzahlen  angegeben.  Im  allgemeinen  kann 
man  sagen,  dass  der  Charakter  der  Spectren  jener  Elemente, 
die  eine  Verticalreihe  bilden^  ein  ähnlicher  ist  Die  Elemente 
der  Mitte  der  Tabelle  sind  alle  durch  zahlreiche,  scharfe  Linien 
ausgezeichnet,  die  auch,  wenn  die  Elemente  als  Verunreinigung 
nur  in  geringer  Menge  vorhanden  sind,  leicht  erscheinen.  Die 
Elemente  der  sechs  letzten  Reihen  sind  durch  wenige,  aber 
starke  und  leicht  umkehrbare  Linien  charakterisiert  Aus  Ver- 
bindungen erhält  man  die  Linien  nur  schwer.  Die  ersten  beiden 
Verticalreihen  sind  gleichfalls  durch  besonders  starke,  aber 
auch  ui  VerbinduiiLicn  Iciclü  auttretende  Linien  charakterisiert. 
Auch  die  HnnzoiUalreüien  der  Tabelle  zeigen  ein  gewisses 
allgemeines  V-'erhalton:  das  rechte  Ende  derselben  enthiik  die 
Elemente,  deren  Linien  sich  gegen  das  Ultraviolett  zu  anhiiufen. 
während  die  Elemente  der  linken  Hälfte  die  Hauptmasse  ihrer 
Linien  noch  im  äußersten  sichtbaren  Theil  haben. 

Die  Linienzahlen  der  nachstehenden  Tabelle,  die  auch  der 
obigen  Curve  zugrunde  liegen,  sind  zum  Theil  nicht  die  in 
unseren  früheren  Mittheilungen  angegebenen,  sondern  beziehen 
sich  bei  jenen  Elementen,  wo  Neumessungen  stattgefunden 
haben,  auf  die  letzteren. 

Es  hat  sich  im  Laufe  der  Untersuchungen  wiederholte 
Gelegenheit  ergeben,  Prüfungen  unserer  Messgenauigkeit  vor- 
nehmen zu  können,  und  wir  wollen  im  folgenden  dieselbe 

ziffernmäßig  zum  Ausdrucke  bringen,  was  umsoweniger  über- 
flüssig seui  dürfte,  als  Kayser^  Bedenken  gegen  die  Brauch- 


1  Demarcay,  CR..  Bd.  132,  Juni  1901. 

*  Kays  er,  Handbuch  der  Spectroskopie,  Bd.  1. 
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barkeit  unserer  Methode  der  objectiven  Ausmessung  der  Photo- 

gramme  geäußert  hat.  Herr  Kayser  ist  im  Irrthum,  wenn  er 
glaubt,  cb  lasse  diese  Methode  nur  eine  CieiiauiLjkeit  von  O'l 
bis  0*2  AE  zu,  und  es  werde  deshalb  die  Güte  der  mit  Row- 
lai.Ll  hchen  Gittern  aufgenommenen  Spectrogramme  nicht  aus- 
genutzt. Wit   he.:;nü.i;tcn   uns  damals,  wie  wir  ausdrücklich 
sagten,  mit  der  bezeichneten  Genauigkeit,  weil  wir  sie  für  unsere 
Zwecke  für  hinreichend  hielten.  Als  sich  dieselbe  später  doch 
als  unzureichend  erwies,  giengen  wir,  wie  bei  allen  Messungen 
der  letzten  Mittheilungen,  zu  der  zehnfachen  Genauigkeit  über. 
Dass  eine  solche  von  -0*01  bis  0*02  AE  sich  nach  unserer 
Methode  bei  einmaliger  Messung  im  ersten  Spectnim  er- 
reichen lässt,  zeigen  sämmtHche  Proben,  die  wir  anzustellen 
Gelegenheit  hatten  und  deren-  Resultate  im  folgenden  kurz  mit- 
getheilt  werden  sollen.  Zur  Beurtheilung  der  Zahlenangaben 
sei  bemerkt,  dass  sie  an  Funkenspectren  gewonnen  sind.  Es 
ist  bekannt,  dass  Kunkenlinien  nie  die  Schärfe  und  Definition 
haben  wie  I^Mjgcnlinicn,  wodurch  natürlich  liie  Cienam'gkeit  der 
Ablesung  zu  Ungunsten  der  Funkenlinien  beeinllussl  ist.  Um 
zunächst  ein  Bild  der  reinen  Ablesefehler  unabhängig  von  den 
Fehlern  der  Aufnahme  und  der  Platte  zu  erhallen,  haben  wir 
eine  Platte  (Samarium)  nach  mehreren  Wochen  nochmals  ge- 
messen. Jede  Linie  wurde  dabei,  was  sich  auch  auf  alle 
folgenden  bezieht,  nur  ein  einzigesmal  abgelesen.  Die  Diffe- 
renzen der  beiderseitigen  Ablesungen  geben  ein  Maß  der 
Genauigkeit  derselben.  Bei  den  gemessenen  103  Linien,  unter 
denen  sich  übrigens  auch  viele  als  verwaschen  bezeichnete 
befinden,  ergab  sich  eine  mittlere  Differenz  von  0*013  AE.  Die 
Differenzen  betrugen  in 


28  Fällen  0*00  AE, 

32     »  0-01  » 

30    .  0  02  » 

10     .  0  03  » 


2 


> 


0  04  » 


1 
0 


•    >0-05  » 


005 


» 
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Etwas  größer  wird  natürlich  die  mittlere  DitTeienz,  wenn 
sich  Uie  Ablesungen  auf  verschiedene  Platten  beziehen,  hi 
dieser  Hinsicht  mögen  die  folgenden  Angaben  E^enügen.  Bei 
13  Mn-Linien.  welche  sowohl  im  Ni.  als  im  Co  als  Verunreini- 
gung auftreten,  betrui;  diese  mittlere  DilTeienz  A  =  0'017  AE, 
Bei  50  Eisenlinien,  die  als  Verunreinigung  im  Ni,  Co  und  Cr 
auftraten,  war  Az^O'Oll  AE.  Wenn  ein  Element  in  einem 
.  anderen  als  Verunreinin^uncr  auftritt,  so  sind  im  allgemeinen 
die  Differenzen  zwischen  den  beiderseitigen  Linien  größer,  da, 
wie  früher  schon  zu  erwähnen  Gelegenheit  war,  infolge  der 
Intensitätsunterschiede  Verschiebungen  auftreten  und  man  so 
die  unverschobenen  Linien  der  Verunreinigung  mit  den  mehr 
oder  minder  stark  verschobenen  des  Elementes  vergleicht.  Da 
bei  den  sehr  linienreichen  Elementen  diese  Verschiebungen  in 
der  Regel  nur  einige  Hundertel  AE  betragen  und  auch  nur  bei 
den  stärkeren  Linien  auftreten,  so  fallt  dieser  Umstand  nicht 
sehr  stark,  aber  jedenfalls  zu  unseren  Ungunsten  ins  Gewicht. 
So  ergibt  eine  X'ergleichung  von  235  Fe-iJnien,  die  als  Ver- 
unreinigung in  Cr,  Ni  und  Co  aulLrcten,  iiiiL  den  Linien  unseres 
Eisenspectrunib  eine  mittlere  Differenz  A  —  O'OIS  AE,  also 
etwas  größer,  als  der  Pifferenz  der  Verunremigungen  unter- 
einander-entspricht. 

Die  vielen  gemeinsamen  Linien  im  Samarium  und  Gado- 
linium geben  gleichfalls  eine  gute  Controle.  Die  mittlere  Diffe- 
renz von  703  in  beiden  Elementen  gemessenen  Linien,  von 
denen  sich  viele  wieder  als  unschfirf  bezeichnet  ßnden,  war 
A     0*017.  Die  Vertheilung  der  Differenzen  war  die  folgende: 

In  124  Fällen    0  00  AE, 


233 

» 

O-OI 

> 

163 

» 

0-02 

» 

123 

003 

» 

39 

» 

0-04 

» 

15 

» 

0-05 

» 

4 

» 

0-06 

» 

2 

» 

0-07 

» 
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Auch  in  der  Platingruppe  ergab  sich  durch  die  wechsel- 
weise Verunreinigung  der  tiiemente  Gelegenheit,  Genauigkeits- 
proben anzustellen.  Bei  Ö4  Platinlinien,  welche  als  Verunreini' 
gung  im  Indium  und  Palladium  auftraten,  ergab  sich  als  mittlere 
Differenz  mit  den  Linien  der  Platinaufnahme  A  =:  0*016  A£. 
53  Iridiumlinien  als  Verunreinigung  in  Platin  und  Rhodium 
gaben  untereinander  A  =  0'017  AE  und  gegen  die  Zahlen  von 
Kayser'  (Bogenspectren)  Ä  —  0*015  AE.  Die  einzelnen  Diffe« 
renzen  gegen  die  Kayser'schen  Zahlen  waren  die  folgenden; 

In   9  Fällen      0  00  AK, 

18  »         Üül  B 

19  »         0-02  . 
4     -         0  03  * 

3     »  0  ()4  » 

0     »     >001  • 

Bei  15  Rutheniumlinien,  die  wir  in  Indium  als  Verun- 
reinigung gemessen  haben  und  die  auch  Rowland  angibt, 
beträgt  die  mittlere  Differenz  zwischen  unseren  und  Rowland*s 

Messungen  O'Oll  AE,  wahrend  die  gleichen  Linien  in  Row- 
land's  und  Ka.y^er's  Messungen,  also  in  beiden  Fällen  im 
Bogeii^pectrum,  eine  imUlere  DiHeren/.  A  =:  0*010  AE  ergeben. 

Fiine  X'ergleichuni::  von  79  Plalinlinien  unserer  Messungen 
mit  den  Zahlen  Rowland's  gibt  A  0 •  015  AE.  Eine  gelegent- 
liche Messung  des  Platinbogens  ergab  für  20  mit  Rowland 
gemeinsamen  Linien  A  =  0*015  AE,  während  die  mittlere 
Differenz  Rowland — Kayser  bei  diesen  Linien  A  =  0*008  AE 
beträgt.  Wenn  man  aus  unseren  Messungen  dieser  Linien* 
des  Platinbogens  und  des  Platinfunkens  das  Mittel  bildet,  so 
dass  also  jede  Linie  zweimal  gemessen  erscheint,  so  ergibt 
sich  als  mittlere  Differenz  gegen  Rowland  A  =  0*0084  AE, 
während  die  Differenz  Kayser— Rowland  Ä  =  0*0080  beträgt. 
(Dabei  sind  Kay  sei  's  Zahlen  das  Mittel  aus  mindestens  vier 

1  Kayser,  iJcrI.  Akud.  (1897). 

2  Die  Messung  erforderte  20  Minuten. 
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Ablesiint^en  und  seine  Aufnahmen  mit  einem  größeren  Giuer 
hergestelU.) 

Aus  all*  den  vorstehenden  Angaben  fn\f;\,  dass  zwischen 
je  zwei  Einzelmessungen  derselben  Linie  in  unserem  Kunken- 
spectrum  sich  eine  mittlere  Differenz  von  0  015  A£  ergibt  Dabei 
wollen  wir  nochmals  bemerken,  dass  alle  unsere  Messungen 
im  ersten  Spectrum  eines  Gitters  mit  20.000  Linien  auf  den 
Zoll  und  15  FuB  Krümmungsradius  ausgeführt  sind.  Bei  Ver-- 
Wendung  des  Spectrums  zweiter  Ordnung  würden  wir  ungefähr 
auf  die  doppelte  Genauigkeit  kommen,  wovon  wir  uns  auch 
durch  gelegentliche  Messungen  von  Eisenlinien  im  zweiten 
Spectrum  überzeugten,  bei  denen  die  mittlere  Differenz  0'009  AE 
betrug.  Gleichfalls  ungefähr  auf  die  doppelte  Genauigkeit  käme 
man  durch  zweimalige  Messun^^en  im  ersten  Speclrum,  wie  aus 
dan  früher  schon  angeführter!  Zahlen  hervorgeht. 

Um  einen  Vergleich  zwischen  unserer  Methode  und  der 
Ausmessung;  mit  Hilfe  des  ( "umparalors  zu  ermöglichen,  wollen 
wir  noch  unsere  GenauigUeitsanf^ahen  mit  den  auf  die  letztere 
Methode  bezüglichen  Angaben  von  Kayser  und  Hassel- 
berg  vergleichen.  Kayser  gibt  für  eine  Keihe  von  Ruthenium- 
linien, die  wie  alle  Linien  der  Platingnippe  zu  den  schärfsten 
gehören,  die  Einzelmessungen,  woraus  sich  eine  mittlere  Diffe- 
renz A  =  0*006—0*007  AE  ergibt.  Da  das  von  ihm  benützte 
Gitter  die  IV,  fache  Dispersion  des  unserigen  hat  und  seine 
Messungen  in  den  Spectren  verschiedener  Ordnung  ausgeführt 
wurden,  so  müsste  er,  falls  sich  die  gegebenen  Zahlen  etwa 
auf  das  zweite  Spectrum  beziehen  (eine  Angabe  hierüber 
konnten  wir  nicht  finden),  die  dreifache  Dispersion  und  damit 
die  dreifache  Genauigkeit  der  Einzelmessung  bei  gleicher  Güte 
der  Methoden  eriialien.  Das  stimmt  aucli  sehr  nahe  mit  den 
beiderseitigen  Angaben  über  die  Werte  der  mittleren  Diffe- 
renzen. Ist  unsere  Voraussetzung  richtig,  dass  seine  Zahlen 
sich  auf  das  Spccirum  zweiter  ürdnunir  beziehen,  so  würde 
daraus  folgen,  da^s  unsere  Methode  der  Comparatormethode 
an  Genauigkeit  mindestens  gleichkommt. 

Ein  Vergleich  mit  den  Zahlen  Hasselberg 's  führt  gleich- 
falls zu  einem  für  uns  günstigen  Resultat.  Für  156  dem  Nickel 
und  Cobalt  gemeinsamen  Linien  ergibt  sich  bei  Hasselberg 
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eip.e  mittlere  Differeir/  A  — 0-023  AE.  iier.au  dieselbe  üitierenz 
ergibt  sich  für  763  Linien  im  Chrom.  Dabei  ist  jedoch  zu 
bemerken,  dass  diese  Linien  im  dritten  Spectrum  gemessen 
sind  und  die  Weltenlänge  jeder  Linie  das  Mittel  aus  drei 
Ablesungen  ist.  Da  unsere  Messungen  sich  auf  einmalige 
Ablesung  im  ersten  Spectrum  beziehen,  so  musste  die  Dis- 
persion seines  Gitters,  die  uns  unbekannt  ist,  eine  sehr  kleine 
oder  unsere  Messmethode  wesentlich  besser  sein.  Ein  Vergleich 
der  Hasselberg'schen  Zahlen  der  Vanadiumlinien  mit  jenen 
Kovvland's  gibt  für  431  Linien  d  =  0*020  AE;  hier  sind  die 
Hasselberi4*-schc!i  Zahlen  d<is  .Mitlei  aus  jc  sechs  McbbUngei: 
im  dritten  Spectrum;  dennoch  ist  die  mittlere  Differenz  großer 
als  bei  iin«; 

Nach  den  vorstehenden  .Angaben  halten  wir  es  für  er- 
wiesen, dass  unsere  objective  Methode  der  Ausmessimg  der 
Comparatormethode  an  Genauigl<eit  wesentlich  gleich  kommt 
Dagegen  bietet  sie  dieser  gegenüber  eine  Reihe  nicht  zu  unter^ 
schätzender  Vortheile.  Von  diesen  heben  wir  besonders  hervor 
die  außerordentliche  Schnelligkeit  der  Messung,  die  Möglich« 
keit,  einen  größeren  Theil  des  Spectrums  (bei  unserer  Anord- 
nung 200  AE)  gleichzeitig  zu  übersehen,  das  Vorhandensein 
der  Linien  der  ganzen  Länge  nach  im  Gesichtsfelde,  wodurch 
eine  etwaige  Üuplicität  derselben  an  den  linden  leicht  erkannt 
w  ird,  die  directe  Abiesunij;  der  Wellcniarigen  mit  Vermeidung 
jeder  Rechnung,  die  Möglichkeii,  eine  beliebige  Linie  in  ihrer 
Wellenlänge  in  alle: kürzester  Zeit  zu  con'roUeren,  imd  endlich 
die  viel  sicherere  .Schätzung  der  Intensitäten  bei  dem  großen 
Gesichtsfelde.  Als  bester  Beweis  für  die  Brauchbarkeit  der 
Methode  mag  dienen,  dass  es  uns  möglich  war,  die  (zum  Theil 
noch  nicht  publicierte)  Messung  sämmtl icher  Elemente  mit  der 
vorstehenden  Genauigkeit  in  IVs  Jahren  auszuführen.  Diese 
Messungen  umfassen  circa  50.000  Linien,  wobei  natürlich 
die  zahlreichen,  als  Verunreinigungen  mitgemessenen  nicht 
gezählt  sind. 
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Es  ist  uns  schließlich  eine  angenehme  Pflicht,  jenen 
Herren,  welche  uns  durch  Überlassung  kostbarer,  sonst  nicht 
erhältlicher  Präparate  in  den  Stand  gesetzt  haben,  unsere  Unter- 
suchung möglichst  Zü  vervollständigen,  hier  nochmals  unseren 
verbindlichsten  Dank  auszusprechen,  insbesondere  den  Herren 
P.  T.  Cleve  in  Upsala,  P.  Curie  in  Paris,  L.  Hai  tinger  in 
Wien,  A.  Langlet  in  Gothenburg,  H.  Moissan  in  Paris, 
W.  Muthtnann  in  München,  L.  F.  Nilson  in  Stockholm  und 
C.  Win  kl  er  in  Freiberg. 
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Die  Anwenduno-  der  Beiigüngserscheiuungen 
auf  aslronomische  Messungen 

von 

1)1-.  Carl  Hiliebrand, 

Privaldoctnt  an  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  3  TextAgurea.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  7.  Juni  1901.) 

Die  Aufgabe,  den  scheinbaren  Durchmesser  einer  Licht- 
quelle zu  finden,  deren  Kleinheit  eine  directe  mikrometrische 

Bestimmung  unmöglich  maclu,  gewann  ai  der  Astronomie  zu- 
nächst durch  die  Frage  nach  den  scheinbaren  Durchmessern 
der  Fixsterne  aciuelle  Bedeutung,  insbesonders  nachdem  es  sich 
heraLisgestelU  hatte,  duss  keinerlei  Steigerung  der  Leistungs- 
fähigkeit der  optischen  Hilfsmittel  eine  Lösung  auf  diesem 
Wege  herbeiführen  konnte. 

Der  erste  Gedanke,  der  sich  darbot,  auf  indirectem  Wege 
eine  solche  zu  flnden,  war  der,  die  Resultate  der  photometri- 
sehen  Untersuchungen  dafür  zu  verwerten.  Nimmt  man  an, 
dass  die  Leuchtkraft  der  Fixsterne  untereinander  nicht  wesent- 
lieh  abweicht,  so  geben  die  photometrischen  Daten  in  der  That 
das  Mittel,  relative  Werte  der  scheinbaren  Durchmesser  zu 
finden,  und  es  wird  eine  absolute  Bestimmung  möglich,  wenn 
man  unter  derselben  Voraussetzung  als  Vergleichsobject  einen 
Fixstern  von  bekanntem  scheinbaren  Durchmesser  benützt,  wie 
er  uns  in  der  Sonne  zur  Verfügung  steht.  Die  ersten  diesbezüg- 
lichen Versuche  —  allerdings  mit  unzulänglichen  Mitteln  — 
rühren  von  Herschel  i;nd  VVollaston  her.  Dieselbe  Idee 
spricht  auch  Doppler  au^  in  seiner  Schrift:  »Beiträge  zur 
Fixsiernkunde«.  1846,  macht  aber  darin  aiißeidein  noch  den 
Vov-chhig.  durch  mikroskopisci-.e  l 'nteiMiclum.i.;  vun  Daguerro- 
lypaul nahmen  der  Fixsterne  Durchmesser  zu  linden,  wozu  die 
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äußerst  feine  Structur  des  Quecksilberniederschlages  die  Mög- 
lichkeit zu  bieten  sclieint. 

Auf  den  gleichen  Gedanken  der  Benützung  phoiometri- 
scher  Messungen  basieren  die  Untersuchungen  von  Stampfer: 
»Über  den  scheinbaren  Durchmesser  der  I-'ixsteme«,  1853  (Bd.V 
der  Denkschriften  der  kaiserl  Akad.  der  Wissensch,  in  Wien), 
die  sich  auf  hellere  Fixsterne»  aufierdem  aber  auf  einige  Doppel* 
Sterne  beziehen,  durch  deren  Wahl  ein  besonderer  Zweck  ver- 
folgt wurde.  Kennt  man  nämlich  die  Parallaxe  und  die  Bahn 
und  damit  auch  die  Maße  des  Systems,  so  würde  man  auch 
auf  einem  anderen  Wege  zu  einer  Durchmesserbestimmung 
gelangen,  wenn  die  Dichte  bekannt  wäre.  Stampfer  führt  nun 
diese  Bestimmung  durch  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Dichte  der  Fixsterne  gleich  der  der  Sonne  wäre  und  ündet 
Durchmesser,  die  sämmtlich  niii  aen  photometrischen  rcchi  14111 
übereinstimmen.  Diese  Übereinstimmung  könnte  den  in  beiden 
Methoden  vorkommenden  willkürlichen  Vorausselzuni^en  und 
damit  auch  den  errechneten  Durchmessern  einen  i^cwi^sen 
Grad  von  Wahrscheinlichkeit  verleihen,  wenn  ein  Zusammen- 
hang zwischen  Dichte  und  Lichtintensität  völlig  ausgeschlossen 
wäre. 

Einen  anderen  Vorschlag  macht  Gruithuisen,  den  er  in 
einer  Mittheilung:  »Versuche  zur  Erforschung  des  scheinbaren 
Durchmessers  der  Fixsterne«  (Astronom.  Jahrbuch  für  physische 
und  naturhistorische  Himmelsforschung,  München  1840)  nur 
ganz  allgemein  andeutet  und  der  auf  die  Beobachtung  des 
Scintillierens  der  Fixsterne  hinausläuft.  Da  die  Art  dieses 
Phänomens  offenbar  von  dem  scheinbaren  Durchmesser  beein- 
flusst  wird,  so  würde  man  durch  Ermittelung  der  »Flimme- 
rungszahlen« einen  Schluss  auf  die  relativen  scheinbaren 
Durchmesser  ziehen  können;  für  die  thatsüchliche  Beobach- 
tung würde  sich  am  besten  das  Verhalten  beim  Verschwinden 
hinter  undurchsichtigen  Lamellen  vi  dergl.  eiimen.  I>ie  Durch- 
tührung  dieses  Gedankens  «^rlx  nt  iitMii^^ens  über  einige  Vor- 
versuche nicht  hinausgekommen  zu  sein. 

Auch  Chacornac  hat  sich  im  Jahre  1864  mit  dieser  Frage 
beschäftigt,  jedoch  handelte  es  sich  ihm  —  soweit  der  knappe 
Bericht  (»Note  on  the  apparent  diameter  of  Sirius«»  Monthly 
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Xoticcs,  vol.  XXV)  et>  erkennen  lasst  —  hauptsachlich  darum, 
das  störende  Beugungsbild  weo:zuschaffen,  um  reelle  messbare 
Dimensionen  zu  finden.  Er  benutzte  ein  Fernrohr,  das  mit  einem 
Ocular-Ooppelbildmikrometer  versehen  war,  das  der  Haupt- 
sache nach  aus  einem  Prisma  aus  einer  doppelbrechenden 
Substanz  bestand;  das  eine  Strahlenbündel  lässt  man  nun  ein 
polarisierendes  Me  liiim  passieren,  durch  dessen  Drehung  die 
Intensität  des  Bildes  beliebig  verringert  werden  kann.  Nun  ist 
das  Beugungsbild  eines  leuchtenden  Punktes  im  Fernrohr  eine 
Scheibe  mit  einer  Maximalhell igkett  im  Centrum,  umgeben  von 
Ringen,  deren  Intensitätsmaxtma  weit  unter  dem  der  Scheibe 
liegen.  Eine  Verringerung  der  Intensität  muss  daher  —  soweit 
es  sich  nicht  um  reelle  Dimensionen  handelt  —  von  einer  Con- 
traction  des  Bildes  begleitet  sein,  und  Chacornac  beobachtete 
an  Sirius  und  den  beiden  Componenten  von  y  V'irginis,  dass 
die  Distanz  der  beiden  Bildcentren  beim  Contact  ihrer  Peri- 
pherien sich  beständig  bis  zum  Vcrschu  inden  des  einen  l):!des 
verringerte,  die  hei  einem  reellen  scheinbaren  l>urchmcsser 
^ch*>n  \'<ir  demselben  constant  werden  müsste,  eine  Krschei- 
nung,  die  auch  als  Gegenprobe  an  Mars,  Uranus,  Neptun  und 
den  Jupitersateiliten  beobachtet  wurde. 

Die  einzige  jetzt  bekannte  Methode  jedoch,  die  strengen 
.Anforderungen  entspricht  und  die  anderseits  auch  schon  mit 
Erfolg  angewendet  wurde,  ist  die  Beobachtung  gewisser,  von 
der  Lichtquelle  verursachter  Beugungserscheinungen.  Sie  wurde 
angeregt  durch  eine  Bemerkung  Fizeau's  aus  dem  Jahre  1868 
gelegentlich  eines  Referates  über  die  Verleihung  des  Bordin*- 
schen  Preises  (Compt  rend.,  LXVI,  p.  932),  des  Inhaltes,  dass 
eine  nothwendige  Beziehung  zwischen  den  Dimensionen  der 
Interferenzstreifen  und  der  der  Lichtquelle  bestehen  muss  und 
dass  es  vielleicht  möglich  sein  wird,  mittels  zweier  Schlitze 
in  der  Objeclivblendc  eines  grulieren  l''ernr!.)hre.N  Interlerenz- 
streifen  zu  erzeugen,  aus  deren  Beobachtung  neue  Daten  über 
die  scheinbaren  Durchmesser  der  liimmelskorper  gewönnet) 
werden  k()nnen. 

Aulgegritten  wurde  diese  Bemerkung  im  Jahre  187^^  von 
Stephan  in  Marseille,  der  schon  jenes  Moment  im  Beugungs- 
phänomen verwertete,  das  auch  jetzt  noch  als  das  geeignetste 
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Mittel  für  solche  Bestimmungen  gilt  (siehe  Compt.  rend.,  LXXVI, 
p.  1008  und  LXXVIII,  p.  1008).  Blendet  man  nämlich  das 

Objectiv  bis  auf  zwei  parallele  Spallöffnungen  ab  und  stellt 
auf  cir-c  iinonJl:cli  cntlcnuc  puiikitoi'mime  LiciiUjucile  ein,  so 
sind  die  dunklen  I.mien  der  Krauenhuler' sehen  Beugungs- 
erscheinung zweiter  Classe  um  den  Winkelabstand  ^  von- 
einander entfernt,  wenn  /  d:o  Spaitdistatiz  in  Millimetern  be- 
deutet (die  Wellenlänge  wird  dabei  mit  U  <KHj5M/m  ange- 
nommen» was  dem  physiologisch  wirksamsten  Theile  des 
Spectrums  entspricht).  Stephan  bemerkt  nun  weiter,  dass, 
wenn  die  Lichtquelle  nicht  mehr  punktförmig  ist,  sondern  einen 
scheinbaren  Durchmesser  besitzt  und  wenn  derselbe  gleich 
1031 

— ^ —  ist,  dann  dieses  Beugungsphänomen  verschwinde  — 

was  in  dieser  Weise  streng  eigentlich  nur  für  rechtwinklige 
Lichtquellen  gilt.  Stephan  führt  nun  diese  Idee  auch  aus, 
aber  mit  einem  festen  Spaltsystem:  da  es  ihm  nur  um  einen 

Nachweis  von  Fixsterndurchmessern  zu  thun  war  und  bei  der 
zu  erwartenden  Klc;nhcil  dcihclbcii  nur  die  grijütmögliche 
i^isuinz  der  Spalten  Aussicht  auf  Krfolg  haben  konnte,  >o 
blendete  er  das  ganze  Objectiv  mit  Ausnahme  zweier  bicon- 
.  cxci  Spalte  an  den  l-jidcn  eines  Objectivdurchnies.öers  ab  und 
uniersuchte  die  helleren  h  ixsteine  aut  ihre  l-'ähigkeit,  bei  dieser 
Distanz  noch  eine  Beugungserscheinung  hervorbringen  üu 
können.  Es  zeigte  sich  thatsachlich  überall  das  Beugungs« 
Phänomen.  Anfangs  glaubte  Stephan  allerdings,  dass  Sirius 
eine  Ausnahme  davon  mache,  was  sich  aber  später  nicht 
bestätigte  und  durch  den  tiefen  Stand  Sirius*  während  der 
ersten  Beobachtungen  hinlänglich  erklärt  wurde. 

Die  Beobachtungen  wurden  an  dem  Kefractor  von  80  cm 
Öffnung  in  Marseille  angestellt;  die  Entfernung  der  Spaltmitten 
betrug  65  cm.  Da  dem  Verschwinden  des  Beugungsphänomens 
bei  dieser  Distanz  ein  scheinbarer  Durchmesser  von  0"16  ent- 
sprechen U  Liidc,  Ja  ferner  nicht  einmal  ein  geringes  Undeui- 
liclierwerden  wahrnehmbar  war,  so  schloss  Stephan  daraus. 
da>s  die  scheinbaren  i''ixsterndurchmcs.'?cr  beträchtlich  kleiner 
ai>  die>c  Grülie  sein  laüssten. 
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Die  ersten  erfolgreichen  Versuchsreihen  —  allerdings  an 
anderen  Objecten  —  wurden  indes  erst  im  Jahre  1890  von 
Michelson  ausgeführt.  In  seiner  Abhandlung:  »On  the  appli- 
cation  of  interference  methods  to  astronomical  measurements« 

(London:  Phitosophical  Magazine,  1890)  Hndcn  sich  zunächst 
die  niatliematischen  Gruiuluigcn  der  DiftVactKMismethode  für 
verschieden  geformte  Lichtquellen  und  die  Resultate  einer 
Reihe  \on  Vorversuclien.  angestellt  an  bekannten  irdischen 
Lichtquellen.  iJcr  veränderten  Bestimmung  gemäß  sind  die 
Spaltöffnungen  gegeneinander  beweglich.  Michelson  wendete 
das  Verfahren  auf  die  Jupitersatelliten  an,  und  zwar  an  dem 
zwölfzölligen  Refractor.der  Lick-Sternwarte  (Nature,  vol.  XLV, 
p.  it50).  Die  Resultate  waren  sowohl  unter  sich,  als  auch  mit 
den  directen  Messungen  in  sehr  guter  Übereinstimmung. 

In  der  oben  erwähnten  Abhandlung  macht  Michelson 
einen  bemerkenswerten  Vorschlag,  eine  Änderung  des  Beu- 
gungsapparates  betreffend,  die  darnach  angethan  ist,  den 
Bereich  der  Anwendbarkeit  dieser  Methode  außerordentlich 
zu  erweitern.  Da  die  Distanz  der  Spalten,  bei  welcher  das 
Beugungsphänomen  verschwindet,  dem  scheinbaren  Durch- 
messer der  Lichti-iuelle  umgekehrt  proportional  ist,  so  bestimmt 
der  Objectivdurchmesser  als  das  Maxinuim  der  Spaltdislanz 
eine  Grenze,  unterhalb  welche  der  Durciimesser  der  Licht- 
quelle nicht  sinken  darf,  wenn  er  auf  diesem  Wege  noch  nach- 
weisbar sein  soll.  Nun  schlägt  Michelson  vor,  die  Spalten 
durch  ein  Spiegelsystem  zu  ersetzen,  und  zwar  derart,  dass 
die  zwei  Spalten  selbst  ersetzt  sind  durch  zwei  sch  nale  Spiegel 
außerhalb  des  Objectivs,  von  welchen  die  Lichtstrahlen  durch 
ein  anderes  Spiegelpaar  gegen  das  Objectiv  reflectiert  werden. 
Dadurch  ist  die  Anwendbarkeit  durch  keine  untere  Grenze 
mehr  beschränkt  und  die  Möglichkeit,  bis  zu  jeder  beliebigen 
Kleinheit  der  Lichtquelle  Messungen  vornehmen  zu  können, 
kann  nur  mehr  durch  praktische  Momente  begrenzt  werden. 
Es  wird  im  folgenden  gezeigt  werden,  dass  diese  Modification 
noch  einen  anderen,  die  Sicherheit  der  Beobachtung  wesentlich 
erhöhenden  Vortheil  mit  sich  bringt. 

In  neuebter  Zeil  hat  sicli  M.  liamy  in  Paris  mit  diebcm 
Gegenstande  eingehender  beschäftigt  (Bulieimb  astron ,  vol.  X, 
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p,  489;  vol.  XI,  p.  48;  vol.  XVI,  p.  257;  Compt.  rend.,  t.  CXXVll, 
p.  851).  Bisher  wurden  in  der  Theorie  der  Beugungserschei- 
nungen zweiter  Classe  die  Intensitätsfindeningen  der  ersten 

Classe  nicht  berücksichtigt,  d.  h.  es  wurde  die  Spaltbreite 
gegtn  die  Spaltdistanz  als  verschu mdciid  klein  betrachtet 
Thatsächlich  wird  nun  bei  der  geringen  Lichtintensität  der 
zu  messenden  Himmelskörper  und  der  daraus  sich  ergebenden 
Nothwendigkeit  breiterer  Spaltöffnimgen  dieses  Verhältnis  nicht 
immer  zulrctlen.  Hamy  hat  nun  in  der  letzten  /Xbhaiidlung 
(Bull,  astr.,  v.  XVI)  theoretisch  jene  Correclion  ermittelt,  die 
man  an  die  Resultate  nach  dem  bisherigen  Verfahren  anzu- 
bringen hat,  wenn  das  Verhältnis  Spaltbreite ;  Spaltdistanz 
merklich  zu  werden  beginnt. 

Hamy  hat  1898  die  Jupitersatelliten  und  Vesta  gemessen, 
und  zwar  mit  sehr  befriedigendem  Erfolge,  trots  der  primitiven 
Mittel:  Hamy  wendete  nicht  bewegliche  Spalte  an,  sondern 
blendete  das  Objcctiv  des  Equatoreul  coude  der  Pariser  Stern- 
warte nacheinander  mit  einer  Serie  von  Schirmen  ab,  die  mit 
Spaltenpaaren  von  wachsender  Distanz  versehen  waren. 

Es  soll  im  folgenden  diese  Erscheinung  für  solche  Formen 
von  iJchtquellen  uniersucht  werden,  wie  sie  sich  bei  der  An- 
wendung auf  astronomische  Messungen  darbieten. 

1.  Durchmesserbestim niung  mittels  des  Spaltsystems. 

Von  einer  unendlich  entfernten  punktförmigen  Lichtquelle 
falle  ein  Strahlenbündel  auf  einen  ebenen  Schirm,  in  welchem 
zwei  parallele  Spaltöffnungen  angebracht  sind,  und  zwar  so, 
dass  die  Einfallsebene  senkrecht  auf  der  Spaltrichtung  steht; 
es  sei  femer  a  der  Winkel  zwischen  dem  einfaltenden  Licht- 
strahl und  der  Normale  der  Schirmebene,  b  sei  die  Spaltbreite, 
A  die  Distanz  der  Spaltmitten  und  X  die  Wellenlänge  des  aus« 
gesendeten  Lichtes,  so  ist  die  resultierende  Intensität  in  der 
.'Vustrittsrichtung  ,3  gegeben  durch 


H.a. 
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wo  a  die  Intensität  der  Lichtquelle  und  x  eine  Constaiite 
bedeutet;  a  und  "^ind  als  kleine  Größen  vorausgesetzt,  deren 
zweite  Potenzen  vernachlässigt  werden  können.  Der  Ausdruck 
für  /  bleibt  olTenbar  ungeändert,  wenn  die  Lichtquelle  in  der 
Spaltrichtung  eine  endliche  Ausdehnung  besitzt,  nur  bedeutet 
dann  a  die  Lichtmenge  der  ganzen  streifenförmigen  Lichtquelle. 

Hat  aber  die  Lichtquelle  nach  jeder  Richtung  einen  end- 
lichen scheinbaren  Durchmesser,  so  sei  dieselbe  zerlegt  gedacht 
in  unendlich  schmale,  zur  Spaltrichtung  parallele  Streifen,  deren 
Lage  durch  a  bestimmt  erscheint.  Die  Lichtmenge  in  einem 
solchen  Streifen  ist  eine  Function  von  a  und  die  davon  her- 
rührende Intensität  in  der  Austrittsrichtung  ß  wird  gegeben 
sein  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 


i  =  x/(a) 


Die  Function  /(a),  welche  die  Lichtmenge  des  Streitens  % 
vorstellt,  wird  bestimmt  sein  durch  die  hUensitätsvertheilung 
auf  der  Lichtquelle  und  durcli  die  dieselbe  begrenzende  Curve. 
Von  dieser  Function  /(a;  soll  nun  vorausgesetzt  werden,  dass 
sie  eine  gerade  ist. 

Die  resultierende  Intensität  in  der  Richtung  ß  wird,  wenn 
2p  der  angulare  Durchmesser  der  Lichtquelle  senkrecht  zur 
Spaltrichtung  ist,  gegeben  sein  durch 


Da  /(a)  immer  wesentlich  positiv  sein  muss,  so  wird  man 
auch  setzen  können 


wo  o'  zwischen  den  Integrationsgrenzen  liegt.  Man  hat  weiter 
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in  (21CA  |- j    " /(a)  sin  f  27cA  ^jäa  l. 


Sin 


,  Das  dritte  liueirral  verschwiiidel  />wischen  den  Grenzen 
— p  und  +0,  da  das  üifferenlial  der  Voraussetzung  gemäß  eine 
ungerade  Function  ist. 
Es  ist  also 


=  X.--  -  \  l  /(a)<fa+cos  ( 2zA  f  )  /  /(«)  cos  ( 2wA  ^  1. 

Die  Ermittelung  der  Maxtma  und  Minima  der  zweiten 
Classe,  um  die  es  sich  hier  handelt,  gestaltet  sich  sehr  ein- 
fach, wenn  man  voraussetzt,  dass  die  Spaltdistanz  beträchtlich 

größer  ist  als  die  Spaltbicilc.  in  diesem  Falle  wird  sich  der 
von  b  abhäni^ige  Factor  nur  um  sehr  geringe  Beträge  ändern, 
wenn  man  sich  auf  die  Betrachtung  der  dem  Hauptmaximum 
zunächst  liegenden  Inienerenzsireifen  beschränkt.  Setzt  man 
mit  sehr  großer  Annäherung  diesen  Factor  einer  Constanten 
gleich,  so  ist 

y  =  k|  '/{ajda+K  cos  ( 2äA  |- ijf  /(*)  cos jj da. 
Die  Intensität  eines  Maximums  ist 

Jj  =  K  r/(a)^a-hK  /  /(«)  cos(  23rA  ^-^  doL, 

die  Intensität  eines  Minimums 

=:  K  r /(a)  <iat— K  / /(a)  cos  (zkA  d%. 

Bezeichnet  man  als  Grad  der  Sichtbarkeit  des  l*hänomens 
j 

V  =r  -J—   -   so  wird 
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Das  Integral  im  Zähler  ist  eine  Function  von  p  und 

Setzt  man  dieselbe  gleich  Null,  so  wird  dadurch  ein  panz 
bestimmter  Zusanmienhani;  zwischen  und  A  statuiert  werden. 
Variiert  man  daher  die  SpaUdisianz  so  lange,  bis  dieses  l^eu- 
gungsphänomen  verächwmdet.  so  kann  man  aus  der  zuge- 
hörigen Distanz  A  den  scheinbaren  Durchmesser  der  Licht- 
quelle ermitteln. 

Dass  solche  Nullstellen  existieren  müssen,  folgt  daraus, 
dass  es  bei  einer  gleichmäßig  hellen  rechteckigen  Lichtquelle 
unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  das  Phänomen  verschwindet» 
wenn  die  zur  Spaltrichtung  senkrechte  Seite  gleich  der  Distanz 
zweier  aufeinander  folgender  Minima  ist,  und  weiter  daraus» 
dass  jede  beliebige  andere  Lichtquelle  zwischen  zwei  derartigen 
eingeschlossen  werden  kann. 

Liegen  die  SpaltöUnungen  m  zwei  verschiedenen  Ebenen, 
deren  Durchschnittslinie  zu  denselben  parallel  ist,  so  bleiben 
die  obigen  Relationen  unverändert,  wenn  man  a  und  ß  auf  die 
Winkelhalbierende  Kbene  bezieht  und  A  und  b  die  Projectionen 
der  entsprechenden  Größen  auf  die  darauf  senkrechte  Ebene 
bedeutet.  Ist  2  a)  der  Winkel  der  beiden  Ebenen,  so  hat  man 
statt  A  einzuführen  A  sin  (o,  wo  A  die  Summe  der  Distanzen 
der  Spaltmitten  von  der  Durchschnittslinie  bezeichnet  (Ein 
derartiger  Schirm,  bei  welchem  die  A  constant  und  iü  variabel 
war,  wurde  im  Jahre  1895  in  München  verwendet,  siehe 
Schwarzschild:  »Ober  Messung  von  Doppelsternen  durch 
Interferenzen«,  Astr.  Nachr.,  Bd.  139,  S.  353.) 

2.  Durchmesserbestimmung  mittels  des  Spiegelsystems. 

Es  seien  OA  und  OA'  zwei  spiegelnde  Ebenen,  parallel 
zu  ihnen  sind  die  beiden  schmalen  Spiegel  .ST  und  S'T'  ange- 
bracht, an  welchen  die  ein  lallenden  Strahlen  retlectiert  und 
gebeugt  werden.  WW  sei  die  Wellenebene  des  einfallenden 
Lichtbündels,  FR  und  P'R'  zwei  Strahlen,  welche  die  schmalen 
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Spiegel  an  symmetrisch  geiegenen  Punkten  treffen  und  die  mit 
der  den  Winkel  AOA*  halbierenden  Geraden  den  Winkel  a  ein- 
schließen; die  gebeugten  reflectierten  Strahlen  i?^  undi?'Q' 
treten  so  aus,  dass  sie  nach  der  zweiten  Reflexion  in 
respective  Q'  mit  derselben  Geraden  den  Winkel  ß  bilden,  dem 
die  Wcllenebcne  H- ^  üiUspricht. 


Fig.  i. 


Setzt  man  die  Spiegelbreiie  ST  —  S'V  —  b,  ferner  WS-=.a, 
W'S'  —  a',  0J—\,  0J'-\',  <,4(Al' r=  2(0,  bezeichnet 
die  Distanz  des  ersten  parallelen  Spiegeipaares  mit  d,  die  des 
zweiten  mit  J',  ferner  SR  —  S'R'  —  x,  so  sind  die  Wege 

2d 

PRQW^  ==  5  =  (a-hx)  cos(»— a)-f 


1  n  ^  (ü  —  ß) 

4-LA-t-&— 2<i  cot  (w—ß)]  cos  («— ß) 

P'R'Q'W'  =  s'  =  (a'  i-x)  cos  («+«)  +  -  ^  + 

'i-[^''^b—X'-2ä'  cot  cos  (w+ß). 

Setzt  man  s  =  Cq-^cx,  s'  —  c^^-i-c'x,  so  ist 

Co  =  <»  cos(w — a)+2<?  sin  (»— ß)H-(A-f-/')  cos  (w— ß) 

c  —  cos  (w-  a)  —  cos  (ü>— ß) 
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=  a '  c OS  (<«  -t-  a;  -4-  2    s i  n  (ü> + g)    (A'  -+-  ^)  COS  (o)  H-  ß) 
C*  =  cos  («»+«)— cos  ((d+ß). 

I>ic  dem  licui^ungsvvinkel  entspreciieiidc  Elongation 
wird  gegeben  sein  durch 

I^Ä  sm  2k  ^—  — j  H-    sin  2::   2-^- — 

Setzt  man  wieder  a  und  ß  so  klein  voraus,  dass  nur  erste 
Potenzen  zu  berücksichtigen  sind,  so  wird  zunächst  h'  =  h 
gesetzt  werden  können,  und  die  Durchführung  der  Integration 
gibt  für  die  resultierende  Amplitude  A  die  Relation 


dx. 


fh\\-\\  1    .  fzbc\      1    .  lr.bc'\ 


4 


 7/  ^'^^\^ 


f  zbc 


sin 


c—c' 


X  j      \  X  )        X         "  2 
Nach  der  Voraussetzung  über  a  und  ß  ist  aber 
c  =  (« — p)  sin  »  =  — (« — ß)  sin  o». 

Setzt  man  demnach  in  obigen  Ausdruck  c'  =  — so  wird 


datier  die  der  Richtung  ß  entsprechende  Intensität 


fzbcX 

sin* 

IzbcV- 


X 


Man  findet  nun  mit  Rücksicht  aul  die  Delation  =: 

_  cos  (co     a )  -r-t^-TM- 

cos  {iA—a) 

Co-c^  =  — (A+i>)crH-(A'+ft)<;'+2<<  sin  (w-ß)— 2^/'  sin  (a>+P) 
und  weiter 

c^—c^+cb  =  — a(A-l-A'+i>)  sin»+ 

-f-g[(A-i-A'-f/';  sin  u)  — 2(J+J')  cos  wj  +  2 (i/ —  t/';  sin  w. 
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Die  hier  auftretenden  Gröben  haben  eine  sehr  einfache 

geometrische  Bedeutung.  Bezeichnet  man  mit  p  die  Projection 

der  Distanz  der  schmalen  Spiegel  aut  die  zur  wuikclhalbie- 
renden  Geraden  normale  Ebene,  so  ist 

(Ah-A'+*)  sinn»  ==  p. 

Bezeichnet  man  teriier  die  Projection  der  Distanz  der 
Spiegelbilder  der  äi^ßeren  Spiegel  auf  dieselbe  Ebene  mit  q, 
so  ist 

(A-*-A'h-Z?)  sin  ü»— 2(ii+ J')  cos  in  ■=.  q. 

Setzt  man  2{d  —  d')<>\nM  —  r.  ferner  die  Projection  der 
Spiegelbreite  auf  diese  Ebene  b  sin  (u  —  .s,  so  ist 

sm-  xs— '         '  r 

f  =  Ä  cos*  IC.-2-i- — i   . 


Vernachlässigt  man  wieder  den  von  der  Spiegelbreite  her- 
rührenden Gang  der  Intensität,  so  ist 

Die  Distanz  der  Nuilstellen  ist     ;  das  Phänomen  ist  dem- 

nach  dasselbe,  das  man  erhalten  würde,  wenn  statt  der  Spiegel- 
bilder von  »ST und  ST' Spaltöffnungen  vorhanden  wären,  welche 

direct  die  Beugungserscheinung  hervorrufen  würden. 

Ist  die  LiclUquelle  ausgedehnt,  so  ist  auf  gleiche  \Vei>e, 
wie  oben 

/  =     rf(a)d%'hJ^^  cos  (2« )  I  /(a)  cos  {2t:  ^ )  J«, 
und  es  ist  die  Sichtbarkeit  des  Phänomens 


r/(a)  cos  {2z  -^-j  Ja 
F=  ^  > 


i 
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Hier  tritt  nun  an  Stelle  der  Spaltdistanz  die  Entfernung 
der  äußeren  Spiegel  p  bezüglich  der  Objectivebene,  das  heiflt: 
das  Verschwinden  und  Wiedererscheinen  der  Interferenzstreifen 
hängt  nur  von  p  ab,  ist  demnach  ganz  unabhängig  von  der 
Objectivöffnung. 

Durch  diese  Anordnung  kann  man  also  das  Verfahren  auf 
Lichtquellen  von  beliebig  kleinem  Durchmesser  ausdehnen, 
ohne  durch  die  Dimensionen  des  Objectivs  beschränkt  zu 
sein.  Man  hat  aber  zugleich  einen  weiteren  Vortheil  erreicht. 


Fig.  2. 


Während  bei  dem  Spaltsystem  bei  \'crminderung  der  Aus- 
dehnung der  Lichtquelle  und  der  dadurch  nothwendigen  Ver- 
größerung der  Spaltdistanz  ein  Schmälerwerden  der  Interferenz- 
streifen erfolgt,  die  Beobachtung  demnach  erschwert  wird,  so 
kann  bei  Anwendung  des  Spiegelsystems  die  Brette  der  Streifen 
bei  jeder  Distanz  der  schmalen  Spiegel  durch  die  Stellung  der 
inneren  Spiegel  beliebig  variiert,  daher  auch  constant  erhalten 
werden. 

Die  Anordnung  des  Spiegelsystems  sei  so  getroffen,  wie 
in  vorstehender  Figur  ersichtlich  ist  Es  seien  A/^A^,,  M^N^ 
und  A/^As  die  Führungen  der  Spiegel  a,  a',  S,  V\  00'  das 
Feinrohrobjcctiv  und  e,  e',  ä  die  Distanzen  der  Spiegelmitten; 
daim  ist  p  •=!  d+e-he'  und  q  =  d-i-(e-he')  coii2(i>,  stehen  die 
beiden  spiegelnden  Ebenen  aufeinander  senkrecht,  so  ist  g  =  d; 
Sacb.  d.  iii*tli«n.-n«tarw.  OL;  CX.  Bd.,  Abth.  IL  a.  07  . 
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die  Breite  djr  Interferenzstreifen  ist  daher  für  jede  Entfernung 
der  Spiegel  a  und  o'  dieselbe. 

3.  Kreisförmige,  gleichinäßig  helle  Lichtquelle. 

Ist  die  Lichtquelle  gleichmäßig  hell,  so  ist  /(«)  der  Länge 
jener  Sehne  proportional,  die  durch  den  Punkt  a  geht  und 
zur  Spaltrichtung  parallel  ist.  Im  Falle  einer  kreisförmigen 

Bej^renzung  ist  daher  /(a)  =  \/p* — a*  zu  setzen,  wo  p  der 
sclicinbaie  Halbmesser  der  Lichtquelle  ist. 

Es  handelt  sich  demnach  um  das  Verschwinden  des 
Integrales 

Z  =  J    V  p«— a« .  cos  ^~j^J 

Setzt  man  —  =  = «,  so  hat  man  daher  jene 

P  X 

Werte  für  n  zu  ermitteln,  für  welche 


Z=^i   \/\—i^cQünidi  —  0 


wird. 

Setzt  man  weiter  i  —  cosx)-,  su  wird 


Z  =      sin"  *  cos  (n  cos  d)d». 

Ja 


'0 

und  man  sieht,  dass  Z  bis  auf  einen  außerhalb  des  Integtai- 
zeicliens  stehenden  Factor  eine  I^essel'sche  Function  ist.  Nach 
der  Bessefschen  Bezeichnung  ist 

Ji"  =:  -  f  sin«  ^  cos  (#f  cos  ^)d», 
so  dass  also  Z  — 

2h 

Tafeln  fiii-  die  I"\inctionen  Jj^^'  und  J^,^^  finden  sich  m 
Bes sei's  Abhaiiiilung:  »Untersuchung  des  Theils  der  plane- 
tarischen  Störungen,  welcher  aus  der  Bewegung  der  Sonne 
entsteht«,  Abhandl.  der  königl.  Akad.  der  Wissensch,  zu  Berlin, 
1824;  ferner  umfangreichere  in  Hansen's  »Ermittelung  der 
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absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger  Excentricität 
und  Neigung«,  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg^  Gotha  1843, 
Daselbst  sind  auch  Hilfsgrößen  für  die  Interpolation  ange- 
geben.  (Das  Argument  in  diesen  Tafeln  ist  die  Hälfte  des 
Argumentes  in  den  ersteren.  Die  Hansen'schen  Tafeln,  aber 
mit  dem  ursprünglichen  Besserschen  Argument,  sind  abge- 
druckt in  E.  LommeTs:  »Studien  über  die  Bessel'schen  Func- 
tionen«, Leipzig  1868.) 

Aus  den  Hanscii'schen  Tafeln  erhält  man  lur  die  ersten 
sechs  Werte  «,  welche  Z  den  Wert  Null  geben: 

«1  =  3-831705 
II ,  =:  7-015587 
ff,  =r  10-17;-I472 
lf^=  13 -323090 
n^  —  16-470631 
=  19-615861 


Ist  demnach      die  Distanz  der  Spalte,  respective  Spice:el 
beim  x.  Verschwinden  des  Beiigiingsphänomens,  so  ist  der 

scheinbare  Durchmesser  2  p  = 

Setzt  man«  um  2p  gleich  in  ßogensecunden  zu  erhalten, 

V«  =r  und  wählt  die  Einheit  so,  dass  X  in  Tausendel- 

«.sinl" 

millimetem,  A  in  Centimetem  auszudrücken  ist,  so  erhält  man 


2r)-  1575 

log  — 

1 

•4006G7 

46Ü616 

log  V,  — 

1 

•  663339 

^8  = 

66 -7950 

log  Vj  = 

1 

•  824744 

87-4782 

log  =: 

I 

-941900 

108-1389 

log  V.  — 

2 

•033985 

H  — 

log  \  = 

2 

•  109882 

Man  hat  daher  in  ßogensecunden  2p"  =  v«.- — -• 

A<*"*) 

67* 
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Nimmt  man,  um  eine  ungelähre  Voisiellung  von  der 
Be7:iehung  zwischen  dem  scheinbaren  Durchmesser  der  Licht- 
quelie  und  den  Verschwindungsdistanzen  zu  erhalten,  für  X 
einen  Wert  aus  dem  physiologisch  wirksamsten  Theile  des 
Spectrums,  etwa  X  =  0'53,  so  wird 


2p*  = 


13-33 
24-41 

37  36 

57-32 

"  " 
68  26 


4.  Elliptische,  gieichmäfiig  heile  J^chtquelle. 

Ist  2a  die  scheinbare  große  Axe  der  Lichtquelle,  8  die 
Excentricität  und  <p  der  Winkel,  den  die  grofie  Axe  mit  jener 
Richtung  einschließt,  nach  welcher  die  Dimension  der  Licht- 
quelle gemessen  werden  soll,  so  ist  die  Function  /(a)  propor- 
tional dem  Ausdrucke 


der  die  Länge  der  zur  Spaltrichtung  parallelen  Sehne  vorstellt 
Die  gemessene  Ausdehnung  der  Lichtquelle  ist  der  Abstand 

der  beiden  zur  Spaltrichtung  parallelen  Tangenten.  Sei  der- 
selbe  mit  20^  bezeichnet,  so  ist  a  y  i — sin^<p,  und  es 
kann  

gesetzt  werden. 
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Man  hat  also  in  dem  Integral,  das  der  kreisförmigen  Licht- 
quelle entspricht,  %  an  Stelle  von  p  zu  seteea 

Ist  daher  «Keiner  der  oben  angegebenen  Nullwerte  und  A« 

die  zugehörige  Spaltdistanz,  so  ist  20^»  =  v«.^> 

Um  nun  die  Lage  und  Gestalt  der  I'^llipse  zu  ciiiiitlcln, 
hat  man  in  drei  verschiedenen  Position.swinkeln  derartige 
Messun^'en  vorzunehmen.  Sind  a^,  aj,',  a^"  die  denselben  ent- 
sprechenden Werte  lür  ot,^,  so  hat  man 


wo  tpp  f  ^,  <Ps  die  zugehörigen  Winkel  mit  der  großen  Axe 
bedeuten.  Eliminiert  man     und  8*  und  setzt 


Ist      der  Positionsvvinkcl  der  großen  Axe,  sind  ferner 
4*1*  Positionswinkel  jener  Richtungen,  nach  denen 

gemessen  wurde,  also  fp,  =  ^i-^o,  ft  =  l^o'  %  =  to^ 
so  gibt  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  wenn  man 
von  der  Relation  gi-^g^-^g^  —  0  Gebrauch  macht: 

g^  sin  24»i-f-^g  sin  2t|>g-»-^,  sin  24»,H- 

cos  2  'j/j         cos  2  CUS  2 

Kennt  man     und  damit  f^^,     ^g,  so  erhält  man 


a*(l — e*  sin*  <pi) 
fl*(l — e*sin*<pg) 

a\\  —  &-  sin-^j), 


^1 


so  erhält  man  die  Relation 


sin«  9^ +    sin«<pg+^s  sin«^,  =  0. 


a^>i  sin*  <p»— ai">»  sin^  cp, 


1  — sin*^ 
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Bei  einer  beliebigen  Zahl  dc:a;iiger  Messungen  ergeben 
sich  VerbcbserungenÄier  so  gefundenen  Werte  aus  Gleichungen 
von  der  Form 

==:  2  ^8a-28  ^  sin«(1'm-*o)Ö6  + 

-i-^j-»  sin"  2(41«-+,)% 


5.  Zwei  kreisförmige  Lichtq^uellen. 

Es  seien  2pj  und  2p,  die  scheinbaren  Durchmesser  der 
beiden  Lichtquellen  und  2a  die  Distanz  ihrer  Mittelpunkte.  Die 
Spaltrichtung  stehe  ferner  auf  der  Verbindungslinie  der  Centren 
senkrecht,  und  der  äußere  Durchschnittspunkt  einer  Peripherie 

mit  dieser  Verbindungslinie  sei  der  Anfangspunkt  der  Zählung 
der  Cuordmate  a.  Jede  Lichtquelle  sei  gleiciimäßig  hell,  und 
zwar  seien  die  Intensitäten  gegeben  durch  %j  und  Dann  ist 
die  resultierende  Intensität  in  der  Austrittsrichtung  ß  propor- 
tional dem  Ausdrucke 

J  -  X, jf' "  >/pJ-(a- [  l  +  cos  (2rA         )]  Ja+ 

f"'^''^"  v/p5--(a-2'j~pi)'  1 1  +cos(2icA  ^^)\d9L 

Führt  man  im  ersten  Integral  als  Integrationsvariable 
tu  =  a — p,,  im  zweiten  w  —  a— 23— pj  ein.  so  ist 

y  =  X,      \/p5^' [h- cos \27t^ ) j 

+^  /"\/?r^[l  +  cos(2,.A^-t2l+Pi:J)jrf„,  = 

+ X,  cos  (^2ä A  ^-ü^  ^  ]  f  ^ "  '  cos (211A  ^  dw+ 

X,  cos  i^2;rA  '  -TH«__L'i  ^  |      >/pi-  n/'' ,  cos  [2%^  -^j  äw. 
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Die  Sichtbarkeit  der  Beugungserschetnung  soll  nun  für 

dcii  bpecieilcn  Fall  bestimmt  werden,  üass      =:  pj  =  p  ist. 

Dann  wird,  wenn  man  —  —  i  setzt: 

P 

J  =  ^~  +    |[j4+x,  cos  j  2icA        cos  |2icA  - 

-x,sin(2«Al?.)sin(2irAP=^)j. 


.j;Vl^.cos(^)^e. 


Setzt  man 


Xj        cos  ^2«A  19t  COS  M 

3ii  sin  ^23cA        =  M  sin  Af, 


so  ist 


H-p2wcos(^itfH-2irA  '^-)J^^  s/l-i''  cos 

Die  Sichtbarkeit  ist  proportional  der  Differenz  der  beiden 
extremen  Werte  von  J,  daher  proportional  der  Größe 

wo  i»*  =  x}-|-hJh-2XiX,  cos|^2«A^).  Außer  den  Nuliwerten 

des  bestimmten  Integrales  ergeben  sich  daher  für  V  noch 
Minima  durch  m.  f- ür  den  besonderen  Fall  =  Xj  erhält  man 
als  weitere  Null  werte 

A/—  ^  1  ±     3      1         2/-4-1,  2. 

2      2a  '   2      2a  "**     2  2a"*'' 

80  dass  man  aus  den  Distanzen  6f  die  scheinbare  Entfernung  2^ 
der  beiden  Lichtquellen  ermitteln  kann. 
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\  ff 

Das  bestimmte  Integral  verschwindet  für  =  -  ■  » 
WO  M«  einer  der  oben  angegebenen  Werte  ist.  £s  ergibt  sich 

für  das  Verhältnis  der  ersten  Nullwerte  von  A  unJ  A':  -^J  — 

=  2-439.  - 

P 

Ist  der  sclieinhrnt'  Durchmesser  der  Lichtquellen  sehr 
klein  gegenüber  ihrer  Entfernung,  so  werden  eine  groüe  Zahl 
von  Nullstellen  A'  dem  Auftreten  des  ersten  A  vorangehen.  In 
diesem  Falle  ist  aber  die  Veränderlichkeit  von  m  um  vieles 
grdOer  als  die  des  bestimmten  Integrales,  und  man  kann 
letzteres  für  die  ersten  Werte  A'  als  constant  betrachten.  Dann 
aber  machen  diese  Werte  A'  auch  für  den  Fall  V  zu 

einem  Minimum,  da  sie  m  zu  einem  solchen  machen.  Darauf 
gründet  sich  die  Verwendbarkeit  dieser  Methode  auch  für 
Doppelstemmessungen. 


6.  Vorhandensein  einer  Phase  bei  einer  Kugel. 

Es  soll  nun  der  Einfluss  einer  Phase  auf  die  hier  behandelte 
Methode  der  Durchmesserbesttmmung  ermittelt  werden,  wobei 
aber  eine  etwaige  Abplattung  vorläufig  vernachlässigt  werden 
soll.  In  diesem  Falle  wird  die  Behandlung  der  Aufgabe  keine 
Änderung  erfahren,  wenn  die  Messung  in  der  zur  Ebene  des 
Phasenwinkels  normalen  Richtung  vorgenommen  wird,  da  dann 
zu  /(a)  —  \/p^—a^  nur  der  Factor  1  +  cos  <J>  hinzutritt,  wo  <}» 
den  Phasenwmkel  bedeutet.  Misst  man  aber  nach  einer  be- 
liebigen anderen  Richtung,  so  smd  die  bisherigen  Ergebnisse 
schon  deshalb  nicht  mehr  anzuwenden,  weil  /(a)  aufhört,  eine 
gerade  Function  zu  sein. 

Es  soll  nun,  um  den  Maximaleinfluss  emer  besimimten 
Phase  kennen  zu  lernen,  vorausgesetzt  werden,  dass  die 
Messung  nach  der  zur  Ebene  des  Phasenwinkels  parallelen 
Richtung  geschieht.  Zählt  man  den  Phasenwinkel  von  der 
negativen  Axe  der  a  an,  so  ist  von  — p  cos  ^  bis  0  /(«)  pro- 
portional der  Größe  — !—  x/p'*  tos'' a*i  von  0  bis  +c*  hin- 

COS^»  V  r  T        I  r 
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gegen  proportional  der  Große  \/p* — Gesammtintensität 
in  der  Austrittsrichtung  ß  ist  demnach 

J  =:  —  -  C      v/p*  cos*      a»  ( 1  +  cos  2ffA  dfk-¥ 

+        >/p«' ~fl?  ^1 4-  cos  2jrA  ii^^i^flL 


Setzt  man  im  ersten  Integral  — ^^—7  =:  1  im  zweiten 

®      p  cos  <|>  ^ 

—  =  €1  seist 
P 

J=  p«(cosi|n-l)  \/l-4«<^4+ 

H-cos^2itA     p»« )  cos  4»  r  V^l— 4*cos(#^cos4^.4)<^6+ 
+jf  s/r-4^  cos(ii4)<i4| 


H-sin^2«A|-jp^  cos 4»  T' n/I  — 4*  sin  («  cos  (|».4)<id 


Ja 


=  A-\'B  cos 


(2«A^)+Csin(2icA|-| 


Es  kann  demnach  von  einem  Verschwinden  des  Phäno- 
mens streng  genommen  nicht  mehr  die  Rede  sein,  sondern  nur 
von  einem  Minimum  der  Differenz  der  Intensitätsextreme.  Diese 
Differenz  ist  aber  offenbar  2\/^^+C^;  es  handelt  sich  also 
um  jene  Werte  von  m,  welche  B*«t-C'  zu  einem  Minimum 
machen. 

Nun  soll  weiter  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  dass 
der  beobachtete  Himmelskörper  sich  nicht  allzuweit  von  der 
Opposition  befindet,  dass  also  <|>  als  kleiner  Winkel  ani^e- 
nommen  werden  kann.  Man  erhält  unter  dieser  Voraussetzung 
bis  auf  Größen  vierter  Ordnung  in  «j»; 


« 
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B -  J^^  v/l^  COS  (it^di-  -i- e«cos  ii€^+ 

2  Jo 


wobei  der  Ausdruck  für  C  unter  Berücksichtigung  der  IdentitAt 

J^^  \/l  —  iHinniäi=iO  folgt 

Gemäß  der  gemachten  Vernachlässigungen  kann  C  ganz 
unterdrückt  werden.  B  kann  auch  in  der  Form  geschrieben 

werden 

B  = j"^Vl  -i'  cos  cos  ttiäij 

oder  nach  der  Besserschen  Bezeichnungsweise 

•         H      '      2  dn 

Nach  bekannten  Eigenschaften  der  Besüel'schen  Func- 
tionen ist 

1  1/2  ^  1 

Soll  daher  JS  =  0  sein,  so  erhält  man  für  «die  Gleichung: 

Nun  kann  man  offenbar  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
für  «die  oben  ermittelten  Werte  einführen,  welche  B  =  0  fQr 
den  Fall  4>  =  0  machen,  ohne  einen  Fehler  zu  begehen,  der  die 

vierte  Ordnung  in  f|*  übersteigen  würde.  Für  diese  Werte  ist 
aber  J^^l  =  0.  Bezeichnet  man  daher  die  Null  werte  von  B  für 
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Der  allgemeine  Fall,  dass  nach  einer  beliebigen  Richtung 
gemessen  wird,  kann  auf  den  hier  behandelten  zurückgeführt 
werden.  Es  sei  in  nachstehender  Figur  die  X  Axe  parallel  zur 
Richtung,  nach  der  die  Messung  vorgenommen  wird,  und  f 
der  Winkel  des  größten  Durchmessers  mit  der  X-Axe.  Der 
Terminator  gehört  wieder  einer  Ellipse  an,  deren  große  Axe 
und  deren  Excentricität  sin  f  ist  Bezeichnet  man  die  beiden 


der  Ellipse  angehorigen  Ordinalen,  die  einem  bestimmten  « 
entsprechen,  mit  und  yl',  die  Kreisordinate  mit  y^  so  ist, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor, 

von  —«0  bis  — p  cos  <p:  /(«)  =y^—yy 
von  —  p  cos  cp  bis  +p  cos  9:  /(«)  =^^-hj' 

von  -Hp  cos  (p  bis  -hp         :  /(a)  =  2y. 


X 


Fig.  3. 


Nun  ist 


=:  -    sin' sin  9  cos  7. —  +cos 


«0  L  ^ 


wo  Oq  =  p  v/l— sin*<|».sin*9  ist. 


Bezeichnet  man  mit  B  wieder  den  Factor  von  cos 


so  ist  daher 
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+  ^  5111-4»  smtp COS <p  I  acosi-j^aloa 

^0  «y— P  cos  f 


X 


da. 


Das  zweite  integral  ist  ofTenbar  Null,  demnach  wird 
ü*  cos  (1)  r+''  TTv      /2zA  \  ^ 


Setzt  man  im  ersten  Integral  —  =  i  im  zweiten  —  =:  4» 


so  ist 


Ä  =  p^cos^t J^^'  n/1— 4»cos(n>/l  — sin«i|isin«<p.€)rf€+ 

+P«J'^'  cos  («0^4. 

Vernachlässigt  man  wieder  Größen  vierter  Ordnung  in 
so  erhält  man 

=  (2—-^  cos^t) J^'  \/ 1- i'^  cos iui)äi— 

Man  erhält  daraus  als  Bedingunc:  des  V'erschvvindens 
von  Bf  wenn  man  wieder  die  Bessel'schen  Bezeichnungen  ein- 
führt: 
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oder,  bis  auf  Größen  vierter  Ordnung  in  ^ 

Man  erhält  also  auch  für  den  allgemeinen  Fall  aus  obiger 

Talel  die  Werte  für  v,  aber  mit  dein  Argument  t|»  sin^. 

7.  Vorhandensein  einer  Phase  bei  einem  Rotationsellipsoid. 

Die  Werte  v(m  n,  für  welche  BdB+CdC  ver?;chvvindet, 
werden  in  bestimmter  Weise  von  der  Abplattung  und  der 
Phase  abhängen.  Bezeichnet  man  wieder  mit  t|>  den  Phasen- 
winkei  und  mit  s  die  Excentricität  der  Meridianellipse,  so  kann 
man  sich  diesen  Zusammenhang  in  die  Form  gebracht  denken 

Da,  wie  aus  Art.  4  hervorgeht,  n  =  H^  ist,  wenn  keine 
Phase  vorhanden  ist,  so  müssen  sämmtliche  Coefßcienten  der 
von    freien  Glieder  Null  sein;  es  wird  daher 

Maciii  uiaii  nun  djc  ini  allj^caicmcn  berechligle  Annahme, 
dass  £  \  derselben  Ordnung  wie  ist,  so  ist  innerhalb  der 
bishei  icbtgesetzten  Genanic^keits^ren/.cn  der  Wert  von  n  unab- 
hängig von  der  Abplattung,  und  die  l£rmittlung  der  Dimension 
der  Lichtquelle  nach  irgendeiner  Richtung  kann  unmittelbar 
so  vorgenommen  werden,  wie  im  vorigen  Artikel  angegeben 
wurde. 

Anders  verhält  es  sich  natürlich  mit  der  Interpretation 
der  gefundenen  Dimensionen,  d.  h.  mit  der  Darstellung  der 
begrenzenden  Curven  aus  denselben. 

Es  wird  sich  nun  in  erster  Linie  darum  handeln,  die 
Gleichungen  des  Pianetenumrisses  und  des  Terminators  auf- 
zustellen. Bessel  gibt  in  seiner  Abhandlung:  »Über  die  schein- 
bare Figur  emer  unvollständig  erleuchteten  Planetenscheibe« 
(Astron.  Nachr.,  Nr.  277  und  278  und  »Astronomische  Unter- 
suchungen von  F.W.  Bessel«,  Königsberg  1841,  Bd.  I,  S.  239) 
darüber  lolgcnde  Darstellung. 
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Bezüglich  einer  Fundamentalebene»  die  zur  Aquatorebene 
des  Planeten  parallel  liegt,  sei  die  geocentrtsche  Länge  und 
Breite  des  Planetenmittelpunktes  X  und  ß,  seine  heliocentrische 
L&nge  und  Breite  X'  und  p'.  Bestimmt  man  weiter  die  GröUen 

A,  A',  ßp  ßi,  so  dass 

—  cos  ßj  =  cos  ß  —  cos  ßj  =  cos  ß' 
A  A' 

1  Cl  \         t      a  , 

—  sin  ß,  =  —  sin  B       —  sin  ö;  =  —  sin  ff, 

wo  2a  und  2b  die  große  und  kleine  Axe  der  Meridiancllipse 
bedeuten,  ferner  d  und  tv  aus 

cosrf  =  sin  ß,  sin  ßj  +  cos  cos  [5'  cos  (X'— X) 
sin  d  cos  w  —  cos  ß^  sin  ß^ — sin  ß^  cos  ß^  cos  (X'— X) 
sin  d  sitifu  —  cos    sin  (X'— X), 

so  sieht  man  unmittelbar,  dass  sich  d  von  dem  Phasenwinkel  ^ 
und  w  von  dem  Winkel,  der  durch  die  Ebene:  Sonne— Erde- 
Planet  und  Erde— Planetenaxe  gebildet  wird,  nur  um  Größen 
von  der  Ordnung  der  Abplattung  unterscheiden. 

Bezeichnet  man  die  scheinbare  Entfernung  eines  Punktes 
vom  Planetenmittelpunkte  mit  s,  den  Positionswinkel  von  der 
scheinbaren  Richtung  der  Planetenaxe  an  gezählt  mit  90—/ 
und  setzt  s  cos  t  —  u,  5  sin  /  =  i;,  so  ist  die  Gleichung  des 
Planetenumrisseü 


««  v' 


fl»       «"(1— 8*C0S«ß) 

und  die  Gleichung  des  Terminators 


=  1 


1  /  i/sinw 
«  cos  w— 


V/l— 8«C0S*ß, 


1      f    .  vcosw  Y 

usmw-i          -  =  1, 


a-cos-^d[  >/l_8«cos«ß 

wenn  £  die  Bxcentricität  der  Meridianellipse  ist. 
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In  der  genannten  Untersuchung  wird  gezeigt»  dass  die 
Frage,  ob  ein  Punkt  des  Terminators  auf  der  sictitbaren  oder 
unsichtbaren  Hüfte  der  Planetenoberfläche  liegt,  durch  das 
Vorzeichen  von 


(■ 


igdiusinw-h 


V  cos  w  \ 


entschieden  wird.  Die  Endpunkte  des  sichtbaren  Theiles  des 
TeriDinalors  werden  daher  «jegeben  sein  durch 


vcostv 

u  sin  «/     —  ,1.     =  0 


und  der  Wtnicel  des  dieselben  verbindenden  Durchmessers 
mit  der  Axe  der  u  durch 


tgi^  =  —     1— t''cos*ß.tg». 


Bezeichnet  man  den  I^ositionswinkel  der  Sonne  mit 


tg^  = 


SU  wird 

  —cos  ß  sin  t3'-f-sin  ß  cos  ß'  cos    — X) 

cos    sin  (X'^X) 

und 

[cos  3  1 
—  — il  A3'+cos</A3  • 
cos  ßi  *^  "^J 

Nun  ergeben  die  Deiinitiunsgicichungen  von     und  ß^ 

cos  ß,  =  cos  ß  8*  cos  ß  sin  ß* 

2 

cos  ßj  =:  cos  p'—  —  «*  cos  p'  sin  ß'* 

2 

sin  ßi  =  sin  ß  -I-  —  «■  sin  ß  cos*  ß 

2 


daher 


sin  ßj  =  sin        ^  e«  sin  ß'  cos*  ß', 


ßi-ß  =  f~Jsin  2ß        ßl^ß,  =  (|Jsin2ß'. 
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Substituiert  man  diese  Werte  für  Aß  und  Aß',  sowie  den 
obigen  Ausdruck  für  cos  so  ergibt  sich,  wenn  man  ^=::90 — w 
setzt. 

Setzt  man      90  =     so  folgt  aus        =r  1+  cos«ß 
"  '  tg^  2 

/j— *  =  +  f  ^  Vcos^'ß  sin  2w; 


2 


demnach    ->    =  —  cös''  ß  sin  2w  und  das  ist  die  Abweichung 

2 

des  zum  Terminator  senkrechten  gröfiten  Kreises  von  dem 
durch  die  Sonne  gehenden,  der  belcannte  Ausdruck  für  den 
Winkel  zwischen  dem  Radius  und  der  Normalen  bei  der 
Excentricität  «  cos  ß,  wenn  Glieder  höherer  Ordnung  vernach- 
lässigt werden. 

Es  ist  nun  noch  die  Lage  und  Gestalt  der  Terminator- 
ellipse  zu  ermitteln.  Ist  2ar  und  iq  große  Axe  und  Excentricität 
einer  Ellipse  und  m  der  Winkel  der  grofien  Axe  mit  der  «-Axe, 
so  ist  ihre  Gleichung 

wo 

_  1— Kj'cos*»      „_  l—ffsin^iü     ^  _  Tf)* sin » cos 

Aus  der  Gleichung  des  Terminators  ergibt  sich,  dass 
A  =  ^{l-hsm^wtg^ä) 

0^(1  — e'»  cos*  ß)^  *>  / 

C  =    ^        —  sin  w  cos  w  tg*  d, 

fl^v/l-s«  cos-ß 

Aus  den  drei  ersten  Gleichungen  erhält  man  zur  Bestim- 
mung der  Lage  der  Ellipse 

2C 

tg  2a>  =  


SiUb.  d.  mathcm.-naturw.  Ci.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.«. 
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Führt  man  darin  die  obigon  Werte  aus  der  Termtnator- 
gleichung  ein,  so  erhält  man 

 sin2wtg-</\/l— £^cos%3  

COS  2  w  tg«^i  ( 1  —  ^  cos«  ßW      ^^'t  (1+2  sin«rf) 

\       2         /      2  cos- 

Betrachtet  man  wieder  e  und  </  ats  kleine  Größen  erster 

Ordnung  und  begnügt  man  steh  bei  der  Bestimmung  von  » 

mii  Größen  nullter  Ordnung,  so  wird 

sin2icrsin^^ 


tg2a)  = 


6« 


Cu:>  ^»f  Siii- J -f-    -  Cub"  3 

2 


Zur  Bestminmng  d<2r  Excontricität    erhiilt  man 


Nun  ist  \/(Z^-i4)*+4C*  eine  Grdfie  zweiter  Ordnung, 

A-^B  iinJ  .4Z^--C-  nullter  Oi\lnuiiL;.  daher  t]-  zweiter  Ordnung. 
Vei  nachiuösigt  man  höhere  Ordnungen,  so  wird 

Substituiert  man  wieder  für  A,  B  und  C,  so  trhalt  man 
unter  consequenter  Vernachlässigung  von  GröÜen  höherer  Ord- 
nung _______ 

zz  \/tg*</+e*cos*  ß+2tg»^.e«  cos*  ß  cos  2w. 

Ebenso  ergibt  sich  tür  a': 

^'       1,   -^-^^   +1  !  ^lB~Ar-+4CK 

2    AB-C»      2    >IÄ-C»  ^ 

und  nach  Substitution  bis  aut  Größen  zweiter  Ordnung  inclu- 
sive: 


2 

'  a-  cos''  <i  \/ tg^  J+s*  cos*y-+-26«  cos^  ß  tg^  J  cos  2«; 
2 


I 
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oder 

af  =  a(\-h^tg^d  L8j«cos«ß+— YjA. 

V       4  4  4  / 

Diese  Relationen  geben  nun  die  Mittel  in  die  Hand^  den 
Zusammenhang  zwischen  den  Ergebnissen  der  Messungen 

und  den  Größen,  die  sich  auf  den  scheinbaren  Planeieaunuiss 
beziehen,  darzustellen. 

Die  Größe,  die  bei  der  vorliegenden  Methode  gemessen 
wird,  ist  der  Abstand  der  beiden  zur  Spallrichtung  parallelen 
Tangenten  an  die  begrenzenden  Curven.  Nun  ist  der  Abstand 
einer  Tangente  an  eine  Ellipse  vom  iMittelpunkte  derselben 
a  \/l — 6*cos*x»  wenn  x  Winicel  der  Tangente  mit  der 
großen  Axe  bedeutet.  Ist  demnach  x  Winkel  der  Spalt- 
richtung  mit  der  ü-Axe,  so  wird  die  gemessene  Distanz 
P  =  p+f/  sein,  wo 


p  =z  a\/l  — cos* ß  cos^'x  =  ^  ^ cos*  ß  cos* x) 


oder 


—  a(\  +  —  tgM— —  e«cos»p+  -Yj*)  • 
\       4  4  4  ' 

•  ^1  —  ^ —      cos 2»  cos 2x—  ^  sin  2«» sin  2xJ 

I  1  2  ^  7]  ^2 

=  a  1^1  +      L^-ä^-    -  j  cob-  ^1  —        COS  2u>  CÜS  2x— 

—  ^^^^sin  2  a)  sin  2  xj* 

Wie  aus  den  obigen  Werten  für  tg2«»  und  rf  hervorgebt, 
ist  zunächst 

N^l  cos 2«  =  -i..  —  =  -  — (tg«rfcos2iii+e«cos«P) 

\2>'  8   AB^C^  4 

(  —  1  sin  2to)  =  ^   =  H  tg^<^  5m2jt/. 

68* 
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Es  ergibt  sich  dann 
p'  =:  fl  1 1  +  ^[tg«</~28«cos*?sin«x+tg*<icos2(w+x)] 


und  endlich 


=   


P  =  Ä  M  cob    4-      tg'  </  cos*  (w+x) 

/        2  2 

In  letzterem  Ausdrucke  kann  man  J  und  w  durch  ^  und  w^^ 
erseUen,  wo  tv^  so  von  %  ^i'  und  X'— abhäni?t,  wie  w  von  ß,,  ß' 
und  XJ— Xj,  ohne  emen  Kehler  von  der  Ordnung  zu  begehen, 
und  erhält  schließlich  für  die  gemessene  Distanz 


8*  1  1 

1  —      COS«  ß+  -  cos''(WoH-x) 


8.  Berücksichtigung  des  Verhältnisses  der  öpaltbreite  zur 

Spaltdistanz. 

Es  war  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Breite  der 
Spalte  sehr  klein  ist  gegenüber  ihrer  Distanz^  der  Factor 


sin' 


als  constant  bL'(rai.:lUct  w  orden,  wenigblens  tur  den  Bereich  der 
ersten  Maxinia  und  Minima  der  zweiten  Classe.  Ks  soll  nun 
diese  V^oraussetzung  fallen  gelassen  und  untersucht  werden, 
welche  Änderungen  an  den  bisherigen  Resultaten  anzubringen 
sind,  wenn  auf  die  Veränderlichkeit  dieses  Factors  Rücksicht 
genommen  wird.  Es  hat  diese  Erweiterung  insoferne  eine 
Bedeutung,  als  sich  in  praxi  die  Noth wendigkeit  herausstellen 
kann,  die  Spaltbreite  zu  Gunsten  der  Lichtstärke  zu  vergrößern, 
anderseits  beim  Spiegelsystem  die  Distanz  der  Spiegelbilder  zu 
Gunsten  der  Deutlichkeit  des  Phänomens  zu  verringern,  so 

zwar,  dass  —  einen  Wert  annimmt,  der  die  gemachte  Vernach- 
A 

läsöigung  nicht  mehr  statthaft  crsclieinen  lässt.  Immerhin  soll 
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aber  noch  vorausgesetzt  werden,  dass  höhere  als  zweite 

Potenzen  von  ~  vernachlässigt  werden  können. 

Setzt  man,  wie  oben,   -  —  n,   -  =  «,  ferner  ••  =s 

ß  «PA 

und  —  =  t,  so  hai  man 
P 

sin*  1 H8   1 

^+1    V      2  / 


wenn  Abweichungen  von  der  Kreisform  unberücksichtigt  ge- 
lassen werden. 

Setzt  man  bis  auf  Größen  zweiter  Ordnung  inclusive 

sm^  l  MS  j 


_1^  =  ,_1(„.I=1Y 


so  wird 


/*+» 


1 

--X.  — 

3 


+  cos  ntj  cos  MS  (t*+€")  ^€ 

—2t  sin  HZ       4  >/  i  — 4^  sin       1 , 

wobei  schon  jene  Integrale  weggelassen  sind,  die  zwischen 
den  Grenzen  — 1  und  +1  verschwinden.  Berücksichtigt  man, 

i*\/]  —  i^di  =2  ^  ist,  und  setzt  x  =  1,  so  wird 
I  8 

weiter 
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J  —  —  -j-  cos  Hl 

2 


•  I  ^  f  j  + 1«^  +  cos  mj^'  (t^'+e*)  cos  niäi 

— 2  c  sin  MvJ  ^ '  4  n/i— 4*  sin  f4di  | . 
Dos  erste  Maximum  tritt  wie  früher  für  t  =  0  ein.  Das 

IC 

erste  Minimum  war  früher  für  r  =  —  eingetreten:  nun  wird 
sich  der  Wert  von  x  für  das  Minimum  von  J  in  der  jetzt  vor- 
liegenden Form  von  —  um  Größen  von  der  Ordnung  e*  unter- 

u 

scheiden.  In  den  von    abhängigen  Gliedern  kann  man  dem- 

nach  für  x  unmittelbar  —  setzen;  aber  auch  in  dem  Gliede 

ff 

nullter  Ordnung  kommt  t  nur  in  cos  «t  vor,  und  diese  Größe 
wird  sich  von  —1  um  Größen  von  der  Ordnung  unter- 
scheiden. Man  hat  daher 

/(»in)  =  y  -J^'  cos  «4^- 


1  /we 

3"  vT, 


Für  das  Verschwinden  des  iieiigungsphänomcns  muss 
*/(nM)  =  J{mta)  werden,  woraus  die  Bedingungsgleichung  folgt: 

,-»-+-1 


■' =1,  ^ 


1—4*  cos  m4<^4  = 


1.4^4  rVT=€^cos«4^+ 


2 J''*'*4Vl-^cosii4^}. 
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Um  daraus  n  2Xi  bestimmen,  kann  man  offenbar  innerhalb 
der  gesteckten  Genauigkettsgrenzen  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen für  u  die  früheren  NuUwerte  einfuhren.  Es  wird  also 

gesetzt  werden  können,  oder»  nach  der  Besserschen  Bezeich- 
nungsweise 

Nun  ist  J(S;  -  ^  JSi-JS\  =  — demnach 


Um  die  an  die  früheren  Null  werte  anzubringende  Cor- 
rection  zu  finden,  hat  man 

^ '       z  dn         %         %    dn        *  '     «   ^ ' 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  hier  in  Betracht  kommenden  Werte 

n    dV  .    ,       n     dV  . 

der  n:  =  .äS,  demnach  rfu  =  —  •  -  -  oder 


4  l  127^, 


=  CS« 


Ermittelt  man  darnach  die  Werte  der  c  für  die  ersten  sechs 
Nullwerte     so  erhält  man 


^1 

+  0-99826 

—  6  00046 

+  5*83384 

^4 

— 10-87714 

+  13*12045 

-27-30350 
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Drückt  man  diese  Grö6en  c  in  denselben  Einheiten  aus, 
wie  die  obigen  v  und  bezeichnet  dieselben  dann  mit  i,  so 
dass  also 


2p"  =  K+Txs^) 


SO  ist 


+ 

6 • 5542 

0-816517 

Ys 

43  0734 

logT« 

1„ 034209 

Ta 

38-3028 

logTi 

t -583230 

t« 

104*2431 

logt* 

2.018047 

Ti 

+ 

86*1438 

logt» 

1*935224 

T. 

179-2840 

2« 253493 

Eine  etwas  andere  Form  nimmt  diese  Correction  bei 
Anwendung  des  oben  beschriebenen  Spiegelsystems  an,  da 
die  Coefficienten  von  a  und  ß  in  der  Cosinusfunction  nicht 
mehr  identisch  sind.  Es  ist  unter  Beibehaltung  der  obigen 
Bezeichnungen 


Jzzxl     f{a)  cosMtt        f  i 


da. 


Die  Ausführung  dieses  Integrals  gibt  auf  dieselbe  Weise 
wie  früher  als  Bedingung  des  Verschwindens  der  Beugungs- 
erscheinung 

+1    .  - 

\/l  —  i*cosnidi  — 


£ 


=  '  )--«v^«'H.2(W'U•^/^I:€^cosn4^e 

6(2         4        V  2  y  J_i  ^ 


wobei  e  =  ^  .  s'  =:  —  ist  und  ii  =:  • 
P  ^  X 


P 

Setzt  man  -  —  m.      erhält  man 

du  =  


4  ^  12/(,) 
4 


—  m») 
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Dabei  ist: 

—  -2-Q4210  log^i  —  U„310ü77 

Ä  =  +2-74050  log^,  =  0-437830 

=  — 3-29375  log  ^3  =  0^517691 

=  4-3-  76658  log  g^  =  0-575948 

=  _4. 18639  log  g,  =  0,621840 

^,  =  -h  4  •  56764  log     =  0  •  659692 
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Ober  das  Gleiehgewieht  eines  elastischen 

Kreise^linders 

von 

Dr.  Fritz  Hasenöhrl. 
(Vorgelegt  in  der  Sitsung  am  11.  Juli  1001.) 

Die  Dittcrentialgleiclujnycn  des  elastischen  Gleichgewichts 
sind  für  den  Fall,  dass  die  Grenzbedingungen  auf  der  Ober- 
fläche eines Kreiscylinders  vorgeschrieben  sind, in  vollkommener 
Allgemeinheit  \on  Herrn  Jaerisch*  intcuriett  worden.  Herr 
Jaerisch  zerle.L^t  die  elastische  X'erschiebung  in  Componcnten 
nach  den  Richtungen  der  Cylindercoordmaten  und  gewinnt 
aus  den  entsprechend  transformierten  DitTerentialgleichungen 
eine  Lösung  des  Froblemes,  welche  in  gewissen  Punkten  eine 
Analogie  mit  den  von  Lamd*  angegebenen  Integralen  für  die 
elastische  Kugelschale  hat.* 

In  vorliegender  Arbeit  habe  ich  versucht,  eine  Lösung  des 
Problems  anzugeben,  welche  sich  in  gewissem  Sinne  zu  der 
von  Herrn  Jaerisch  ebenso  verhält»  wie  bei  der  Kugel  die 
Lösung  von  Lord  Kelvin*  zu  der  Lame'schen. 

Wir  werden  uns  hier  auf  die  Behandlung  des  unendlichen 
Cylinders  beschränken,  d.  h.  die  Grenzbedingungen  nur  auf 
dem  Mantel  eifüllen.  Bei  einem  cnJIichen  Cylinder  tiatte  man 
unter  Benützung  der  von  Boussinesq*  und  Ceruli*^  lür  den 

1  Jaerisch,  Mittheilungen  der  mathematischen  GcselischaA  m  Hamburg;, 
I,  S.  1G7,  1886. 

>  Lame,  Liouville  J.  XIX,  1854;  Lefon»  sur  les  eoordonnees  eurvUigncs. 

*  Über  die  Unterschiede  beider  Methoden  siehe  Jaerisch,  ebenda  S.  155. 

*  Treatise  on  natural  philosophy  von  Lord  Kelvin  and  Tait,  II,  S.  Z89. 
^  ßoussinesq,  Applicationfl  des  Potentials  directes,  inverses,  logarith- 

miques.  Paris  1885. 

*  Ceruti,  Reale  Accademia  dei  Lincei,  1882. 
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von  einer  unendlichen  Ebene  begrensten  Körper  angegebenen 
Integrale  analog  zu  verfahren^  wie  man  es  bei  dem  entspre^ 
ch«nden  Problem  der  Potentialtheorie  thut. 

Die  Differentialgleichungen  des  elastischen  Gleichgewichtes 
lauten,  wenn  man  die  Volumskräfte  eliminiert  hat: 

t)iV^t/-l-(X4-|J.)  —  =0  (1) 

H.V^»+(XH-n)^  =  0 
oz 

Hierin  sind  u,  w  die  Componenten  der  Verschiebung 
parallel  den  Axen  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems, 

X  und  |i  die  Liam^'schen  Elasticitätsconstanten  und 

1  =  ~  -  H  -h  (2) 

8^  a« 

die  räumliche  Dilatation. 

Die  vorliegende  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Theile.  Im  ersten 
integrieren  wir  die  Gleichungen  (1)  unter  der  Voraussetzung» 
dass  »,  Vy  tv  an  der  Oberfläche  des  Cylinders  gegeben  sind. 

Im  zweiten  Theile  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Spannungs- 
componenten: 

_       X  /\       -  3«\      y       /3«  hv\ 

an  der  Oberfläche,  also  für  rr=  \/x*+y^  =  a  gegeben  sind,  wo 
a  der  Radius  des  Cylinders  ist.  (Die  Cylinderachse  soll  mit  dör 
2-Achse  identisch  sein.) 

I. 

Es  sollen  die  Verschiebungen  an  der  Obertläche  des 
Cylinders  vorgeschriebene  Werte      v^^  annehmen. 
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Wir  bezeichnen  mit  F,  G,  H  drei  im  Inneren  des  Cylinders 
harmonische  Functionen,  die  also  in  diesem  Räume  mit  ihren 
Ableitungen  endlich  und  stetig  sind  und  der  Laplace*schen 
Differentialgleichung  genügen. 

Wir  setzen  nun: 

«  =  ^+'^'(^-^^) 

2(4  ' 

wobei  0  wieder  die  rau:iilichc  Dilataiion  bedeutet  und  6'.  V,  W 
drei  innerhalb  des  Cyluidcrs  hai  imuiische  Functionen  sind,  die 
an  der  Oberfläche  respective  dieselben  Werte  annehmen,  wie 
<ix,  TV  und  az. 

Dann  sind  die  Gleichungen  (1)  offenbar  identisch  erfüllt 
Damit  auch  Gleichung  (2)  erfüllt  sei,  muss 


{ 


3(X-f-u./\    8F    ck;  a/f 


21*    J      Zx      a>  öz 


XH-[i./af/      ZV     zw  ,8a^ 


—  +   -^-T  1 


2ti  8y  U 

sein,  wobei  wir  zur  Kürze  setzten: 

—  +  V  h  z  —  =  I  —  • 

Zx       %y      Zz  dl 

Können  wir  <3  aus  der  Gleichung  (5)  bestimmen,  so  ist 
unser  Problem  gelöst,  d.  h.  auf  das  betreffende  lösbare  Problem 
der  Potentialtheorie  zurückgeführt.*  Denn  bestimmen  wir  nach 
den  Regeln  der  Potentialtheorie  F,  (7,  H  so,  dass  sie  an  der 
Obernäche  dieselben  Werte  wie  »q,  Vq,  Wq  annehmen,  so  sind 
die  Grenzbedingungen  erliillt,  da  ja  dort  {U—ax),  (V— 3^), 

1  Natürlich  gilt  dies  niclit  nur  für  den  Cylinder,  sondern  such  fUr  jeden 
beliebigen  Körper.  Für  die  Kugel  z.  B.  ist  die  Bestimmung  von  o  aus 
Gleichung  (5)  tufierst  einfach,  und  es  werden  dann  die  Gleichungen  (4)  mit 
dem  von  Lord  Kelvin  angegebenen  Resultate  identisch. 
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(W — <3z)  verschwinden.  Wir  können  also  F,  G,  II  als  bekannt 
voraussetzen;  desgleichen 

IH  ^ 

-  H  h  —  =e, 

dir  djv 

wie  wir  der  Kürze  wegen  setzen  wollen.  ^  ist  natürlich,  ebenso 
wie  alle  anderen  in  (5)  auftretenden  Functionen,  harmonisch. 
Wir  können  daher  %  durch  eine  Summe  (eventuell  ein  Integral) 
Über  Glieder  von  der  Form 

Ayn       VC       nrüj„{yir)  (6)* 
cos      cos    ^  ^     '  ^  ' 

darstellen,  worin  r,  <p, «  die  Cylindercoordinaten  eines  Punktes 
sind;  J,i  die  Cylinderfunction  w^er  Ordnung  (erster  Art)  ist, 
wobei  wir  n  als  ganze,  positive  Zahl  \  oraussetzen  können; 
endlich  v  und  A^n  beliebige  Constanten  sind  und  \J — l  =  i 
gesetzt  ist. 

Ist/(*,jK, »)  eine  beliebige  Function,  so  wollen  wir  unter 
f{x,y\z)  die  harmonische  Function  verstehen,  die  an  der  Ober- 
fläche des  Cylinders  dieselben  Werte  annimmt,  wie  /{xyz), 
(Es  wäre  also  In  dieser  ßezeichnungsweise  Uz^ax;  V:=:  fsy; 

Da  auch  o  eine  harmonische  Function  ist,  so  können  wir 
es  ebenfalls  durch  eine  Anzahl  Glieder  von  der  Form  (6) 
darstellen  (die  man  nach  Analogie  mit  den  Kugel functfonen 
räumliche  Cylinderfunctionen  nennen  könnte).  Den  Repräsen- 
tanten derselben  bezeichnen  wir  mit  C,  setzen  also 

-     sin      sin       r  ,  .  v 
cos     cos    ^  ' 

Ferner  führen  wir  die  Function 

^      I    —cos     sin      r  /  .  X 

Q  =   V«  nmJMtr) 

*      V      sm       cos   ^    ^  ' 

ein.  Es  ist 


C  = 


dz 


Siehe  etwa:  Heine,  HatiUbucii  der  Kugelfunctioncn,  II,  S.  1Ö5. 
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Dann  ist,  wenn  wir  für  den  Augenblick  9  =  C  setzen: 


8  C 

(/  ist  ja  ohnehin  harmonisch,  wenn  Q  4i«se  Eigenschaft 
besitzt).  Femer  ist:  . 


=:  C+ 1  -    —r  - 


Somit  wird  der  von  C  zu 


ZU     dV     hW  ,3o 

 1  1  /—  (7) 

8*      Zy      Zz       ZI  ^ 


in  (5)  geheferte  Bei  trag  gleich 


8  8  ^  8C 

8:r        Zy  Zr  ^ 

Nun  ergibt  sich  leicht,  wenn  a  wieder  den  Cylinderradius 
bedeutet: 

-p^      a  ,  .  .  .  sin      (sin  ,  J„  .\{^ir) 

cos"^  '^/»+j(v»a)) 

—7=,     a  sin      4  cos  ,  J„^\hir) 

2  cos      — sm  ^  ^^Jn-iivtä) 


-_sin(^-^^>^j;;;K^^} 


und  daraus 


Zx        Zy  2      '      Wi(v»'ö)  Jn-i(^iay 
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wobei  die  bekannten  Relationen 

benütst  sind. 

Desgleichen  ergibt  sich: 

aC     via    Jn~\{'*ia)—Jn^xfyia)  ^ 

wobei  die  Relation 

2^  =  J._,(*W.+.(*) 

benützt  ist. 

Also  hat  der  Ausdruck  (8)  den  Wert; 


1 


fvfl    /„-i(ivd)  — Jw+i(iva)  (  _  ^  „ 

—  •  j— r: — >  (  —  U./>v, 


wie  wir  zur  Kürze  setzen  wollen. 

Jedem  Summanden  von  der  Form  (6)  im  Ausdrucke  für  Ö 
entspricht  also  für  a  ebenfalls  ein  Summand 

wobei  sich  die  ConstanteD^  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (5) 
ergibt: 

also 


2|A  2(1.  ^* 


Wir  können  also  o  bilden;  setzen  wir  seinen  Wert  in  (4) 
ein,  so  erhalten  wir  die  vollständige  Lösung  des  Problemes. 


1  Heine,  1.  c.  I,  S.  243. 
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IL 

Wenn  an  der  Oberfläche  des  C'ylindcrs  »^fatt  der  Verschie- 
bungen die  Werte  der  von  auüen  wirkenden  Spannungen 
gegeben  sind,  so  könnten  wir  wieder  von  den  Integralen  (4) 
ausgehen,  die  Werte  für  die  Spannungen  bilden  und  dann  durch 
Gleichsetzen  derselben  mit  den  vorgeschriebenen  Spannungs- 
werten die  Functionen  F,  G,  H  zu  bestimmen  trachten«  Für 
diesen  Zweck  sind  jedoch  die  folgenden  Integrale  der  DifTeren- 
tialgleichungen  (1)  geeigneter: 

U  =  F  r 

V  =  G  r  -   —  (10) 

V*    ör  8v 

ftfz^H  r  — 

V«    ar  8« 

worin  wieder     G,  H  drei  harmonische  Functionen  sind  und 

^     BF    8G  m 

6  ==  1  +  — 

%x 

ist  Zur  Kürze  ist 

A  4-  LI. 
%  —  - 

gesetzt.  V*  ist  wieder  eine  beliebige  Constante,  Es  muss  aber 

vorausgesetzt  werden,  dass 

8«« 

und  ferner  dieselbe  Relation  für  G  und  H,  daher  auch  für  O 
gilt.  Es  hat  dies  die  Bedeutung,  dass  alle  hier  auftretenden 
Functionen  z  blos  in  einem  Factor  von  der  Form 

sin 

V» 

cos 

enthalten.  Die  Verification  von  (10)  ist  leicht  durchgeführt  Es 
ist  ja  nach  der  früheren  Bezeichnungsweise: 
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r  —  =  /  z — , 

dr      II  Zz 

•also 


8ä=^  Sa; 


also  wird 


8,' 

9;r 


Setzen  wir  also 

so  sind  die  Gleichungen  (1)  und,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, auch  die  Gleichung  (2)  identisch  erfüllt. 

Setzen  wir  diese  Werte  (10)  von  //,  v,  w  in  die  Gleiciiangen 
(o>  ein,  so  erhalten  wir  nach  einigen  Transfurmationen  für  die 
Spannungscomponenten : 

a  ^        2X       ^      ÖF      3F  ÖG 
|i         X  +  3it  Zr  Ix 

a  -  2X  ^  aG  aF  ZG 
ji         X4-3H.  Zr       Zy  a>' 

V«  \      8>     df*  8^/ 

^      a/f     aF  aG 

—  T^^r  ^x  — H  V  — 

It  8r       8«  Zz 


« „  a^  ae      8  ae' 

V«  \         Zz       Stp-  Bs       ar  8«' 
Es  ist  jedoch  bequemer,  anstatt  Tx  und  7^  die  Gr58en: 

a  et 

Sitsb.  d.  mathen.-naturw.  OL;  CX.  Bd.,  Abth.  H.a.  60 
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einzuführen:  wir  erhalten  dann: 

— 2xlö--i  j  r      -I-  —  r  

a»    .  ÖF,      ,     ÖF       SG  l  &e 

H  \8;r  \  8^        8<p>  V«/  89 

-    ^      4-  —  r  

Natürlich  kuntiL-n  wir  un^!.  die  Grenxbediii.c-un^eii  auch  so 
gegeben  denken,  da!>b  4>,  7,  an  der  Oberllache  vorgeschrie- 
bene Werte  haben. 

Für  r  ist  nach  vollzogener  Ditlerentiation  der  Wert  a 
einzusetzen. 

Wir  setzen  nun: 

^     sin     sin      ,  .  .  , 

cos     cos  ^ 

sin      cos       ,  ^  . 
cos    —sin  ^ 

V        —sin     cos  ^      /T  ■  i\  / 

1  cos      sin  .      ,N    r     /  . 

worin  '^l„,  t^,,  Cont-laiUc  sind. 

Setzen  wir  diese  Werte  m  die  voriiren  Gleichungen  ein, 
so  erhalten  wir  nach  einer  etwas  mühsamen  Rechnung: 

ü'  ^      sin      sin  .  _       sin      sin  , 

;x  cos     cos  ^       '  ^        ^  cos     cos  ^ 

_       ,^      sin       cos  ^       ,^      sin       cos  , 

{t  cos    — sin^       '^^       ^  cos    — sm  ^ 

fl  _      ^      cos       sin  ,  ^      cos      sin  . 

[1.  "     —sin     cos  — sm    cos  ^ 
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Hierin  haben  die  Constanten  die  folgenden  Werte: 


=  (vi„-+-s8„)ß;.-f-(5«+i 

Sn-l 

=  »i»)T« 

•Cm  +  I, 

wobei  die  Constanten  a,a'...C'2ur  Kürze  für  die  folgenden 
Ausdrücke  eingesetzt  sind: 


On  = 


VI 

2 


— XVI  a*H  h   r-^ 

L         V«  V« 


.a 


VI 

2  L 


i/o      IN     4x(»  +  l)^l  ,      .  , 

«-»(sx-t- 1)+  — — j  y„+i+»ay« 


+  xvf  j^a '  +  —  +     v»    J  *  ^ 

P«  =  -  [—  4.(11- 7  + 


=   (,i  +  l)xvi^a«+-^  +  ^,.,  1 


2%i  .  8J„-i 


2x1  .  d</«i4.i 

V  da 


f. 

5« 


« .[  o  ("  — 1)^1  r  va  -  x/ 
-*v«i[a.H.i-5-i-Jy.-,H.-J«  +  ^ 

I  [a^  +  ^-j;5-^J       +  -  y„  -  _  a 


2  2<» 


2  3« 


09* 


Digitized  by  Google 


1Ü36 


F.  HAsenöhrl, 


—  2jtv  a=^H  y„  — 

L  V* 


4xn  dJn 


I— X  871, 


Das  Arpjument  aller  aller  hier  auftretenden  Cvl:i.derlunc- 
tionen  ist  v/a.  was  zur  Kürze  in  den  vorigen  Ausdrucken 
weggelassen  \vin\ie. 

Es  seien  nun  die  Componenten  der  Spannung  an  der 
OberHäche  durch  folgende  Reihen  gegeben:^ 


n  «  sin 


Sin  a 

cos     /\     cos  ^ 


cos     ^      —  sin  ^ 
» 


cos       r-»  ^  Sin 

v«  >  gi„  «9. 


—sin     /_  cos 


Setzen  wir  dann: 


_     sin     V       sin       .     .  . 

cos  -  cos  TN/ 


sm 
cos 


G- 


cos    ^     — sm       ^  ' 


cos  ^       sin  r    ,      .  V 

—sin     Zj     cos  ^  ^  ' 


so  i^esiimmcn  sich  die  Constanten  '^1586  aus  den  gegebenen 
M,  92  nach  dem  Vorhergehenden  durch  die  Gleichungen: 


'  Im  nll'^emciticn  ist  über  diese  Ausdrücke  noch  bezüglich  v  zu  sum- 
mieren. Da  aiiei  Jdnn  ofTcnbar  in  genau  derselben  Weise  über  die  obigen 
Ausdrücke  für  F,  G.  H  bezüglich  v  su  summieren  ist,  können  wir  dies  sur 
Kürze  weglassen. 
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2n  =  (Sl«+i-ö»+i)a«+iH-(3(«_i-i-SÖ„_,)aUi+6«8i» 
S»«  =  («•+i-ö«+i)P«+i+(a«-i+©«~i)ß'«,-i+(£.ei. 

5««  =  (S(„+,-lB«+i)T«n-^(««-i+33„_,)T;.-i+S„Cn 

(«  =  0,1,2...), 

aus  denen  successive  die  Größen  9»  9«f<Sf»  (if  =0,1,2)  be- 
rechnet werden  können.  Dadurch  sind  dann  die  Functionen 
G,  H  bestimmt,  und  die  Gleichungen  (10)  geben  uns  die 
vollständige  Lösung  des  Problems. 

Die  Determinante  der  Coefficienien  der  letzten  Gleichungen 
kann  nicht  vcrsciuv  indcn.  Man  kann  sich  davon  durch  eine 
etwas  lang\vierii;c  I^cchnun.i;  iibcrzcii^^'cn,  die  ich  hier  nicht  m;l- 
theilen  zu  müssen  glaube.  Der  Fall  v  —  o  ist  aiisgenominen; 
derselbe  bedeutet  aher  olTenbar  ein  einfacheres  Piobiem,  das 
sich  analog  der  Methode,  welche  Lord  Kcloin  bei  der  Kuge! 
anwendet,  behandeln  lässt. 

Zu  beachten  ist,  dass  hier  die  Argumente  aller  Cylinder- 
functionen  imaginär  sind.  Wollte  man  den  Fall  behandeln,  dass 
die  Spannungen  an  der  Oberfläche  verschwinden,  dass  also 
=  Mh'=  iVff  =  o  ist,  so  hätte  man  für  F,  G,  i/-Functionen 
von  der  Form 

cos  ^  ' 

einzusetzen.  Denn  bei  reellem  Argumente  der  Cylinderfunctionen 
lässt  sich  die  erwähnte  Determinante  zum  Verschwinden 
bringen. 
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von 

Karl  Stanzel. 

Aus  dem  physikalmch-chemischen  Institute  der  k.  k.  Universttit  in  Wien. 

Mit  'Z  TexUiguien.) 

(Vorgelegt  in  der  Sitmng  mm  4.  Juli  1001.) 

1.  Unter  Difl'usion  in  sich  selbst  versteht  man  den  speciellen 
Fal,  der  hilTiisu Ml,  uupci  die  beiden  diffundicreiiden  Substanzen 
gleichl^c-ichalicn  sind.  Man  kann  sich  etwa  denken,  dass  sie 
voneinander  durch  ein  Merkmal,  das  auf  die  Bewegung  keinen 
Eintluss  hat.  imterschieden  werden  können. 

Wir  denken  uns  den  ganzen  unendlichen  Raum  von  einem 
Gas  oder  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  von  durchaus  gleich- 
artiger und  von  der  Zeit  unabhängiger  Beschaffenheit  erfüllt. 
In  dem  Räume  sei  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem 
festgelegt.  Ein  einzelnes  Molecül  wird  nun  vermöge  der  Stöße, 
die  es  erleidet,  eine  vielfach  gebrochene  oder  gekrümmte 
Linie  beschreiben,  je  nachdem  wir  uns  die  Beschaffenheit  und 
gegenseitige  Einwirkung  der  Molecüle  vorstellen.  Ohne  dass 
wir  uns  darüber  genauere  Rechenschaft  zu  geben  brauchen, 
können  wir  sagen,  dass  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit  dafür 
be^tehe,  dass  ein  Molecül,  das  im  Zeitpunkte  0  sich  im  Ursprung 
befindet,  im  Zeitpunkte  /  sich  innerhalb  eines  Abstandes 
zwischen  r  und  r-hJr  vom  Ursprünge  betinde.  i)ann  besteht 
auch  eine  Wahrscheinlichkeit,  dass  dieses  Molccui  im  Zeit- 
pimkte  /  ( Oordinaten  zw  ischen  v  und  x+Jx,  y  und  y-\-dy^ 
z  und  z-\rdz  bcbiize,  welche  Wahrscheinlichkeit 

h\U  V  »• ' -*v> '  +^0  -äx.dy.dz 


Digitized  by  Google 


Oilfusion  in  sieh  selbst. 


1039 


sein  möge.  Integriert  man  diesen  Ausdruck  nach  r  von  — oo 
bis  H-oo  und  dann  nach  z  von  — oo  bis  -hoo.  so  erhält  man 
einen  Ausdruck,  der  die  Wahrscheinlichkeit  angibt,  dass  ein 
Molecül,  das  zur  Zeit  0  sich  im  Ursprünge  befindet,  zur  Zeit  / 
eine  ^-Coordinate  zwischen  x  und  x-^dx  habe,  womit  also  die 
Existenz  dieser  Wahrscheinlichkeit  dargethan  ist;  wir  wollen 
sie  mit  f{i^x)dx  bezeichnen.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das 
Molecül  außerdem  im  Zeitpunkte  /-h/|  eine  jr>Coordinate  habe, 
die  noch  um  eine  Zahl  zwischen  und  x^-^äx^  größer  ist  als 
seine  ;r-Coordinate  zur  Zeit    ist  dann 


Diese  Wahrscheinlichkeil  ist  zwar  nicht  identisch,  aber 
bis  auf  unendlich  kleine  GröÜen  h<>herer  Ordnung  als  gleicli  zu 
betrachten  mil  der  Wahrscheinlichkeil,  dass  ein  Molecül,  das 
zur  Zeit  0  die  ^r-Coordinate  0  hat,  zur  Zeit  t  eine  :r-Coordinate 
zwischen  *  und  x+äx  und  zur  Zeit  i+t^  eine  solche  zwischen 
jrH-^i  und  x-hx^+dXi  habe.  Da  aber  ein  Molecül,  welches  die 
erste  und  dritte  dieser  eben  genannten  Bedingungen  erfUUt,  zur 
Zeit  t  jede  ;r-Coordinate  von  — oo  bis  +ao  haben  kann,  so 
xnuss,  wenn  wir  x+x^  =:  i  setzen,  die  Function  f(i,  x)  die 
Bedingung 


für  alle  Werte  von  i  und  von  0  bis  +oo  und  alle  Werte  von 
i'=z  — eobis€=+oo  erföllen.  Aus  der  Natur  des  Vorganges 
ergibt  sich  weiter,  dass  sie  für  zwei  entgegengesetzte  Werte 
von  X  denselben  Wert  ergeben,  dass  sie  für  ein  constantes  /, 
wenn  x  von  0  bis  ±oo  sich  ändert,  abnehmen,  fQr  jr  =  db«> 
Null  werden  muss,  dass  sie  ferner  für  ein  constantes  x  ^  0, 
wenn  /=0,  Null  sein,  wenn  t  wächst,  erst  zunehmen,  dann 
wieder  abnehmen  und  für  4-cx3  Null  werden  muss.  Alle 
diese  Bedingungen  erfüllt,  wie  ich  durch  Probieren  fand,  die 
Function 


fiUx),dx,f(t^,x^)äx, 


f{t,x),dx.f{l^,i~-x),dx^  =J\t+i^,i),dXt^  .,.(1) 


/  A  -V) 


(2) 
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wo  A  zunächst  eine  beliebige  CunsLanle  ist.  Wie  der  Vergleich 
mit  einigen  lixperimenten.  die  ich  später  anführe,  zeigt,  scheint 
die  Function  den  thiitsächlichen  Verhältnissen  zu  entsprechen; 
es  ist  jedoch  mü<^lich.  da<>s,  wenn  wir  uns  die  Be>^chatTcriheit 
und  L^ci;ci^seiti.t^e  Kii  Wirkung  der  Mrilccüle  anders  vorstellen, 
als  sie  wirklich  sind,  eine  andere  Function  statt  der  genannten 
ZU  wählen  ist,  die  aber  natürlich  allen  früher  aufgezählten 
Bedingungen  genügen  muss. 

i4  1 

Setzt  man  anstatt  y  "j"         wobei  /  jetzt  constant  sein 

soll,  so  erhält  man  die  Function,  welche  die  Wahrscheinlichkeit 
einer  Geschwindigkeitscomponente  zwischen  »  und  x-^dx 

angibt,  und  zwar  in  der  Form,  wie  sie  Maxwell  ursprünglich 
schrieb.  Da  nun 

- — >_  ,  r^.e  .dr 

die  Wahrscheinlichkeit  einer  Geschwindigkeit  zwischen  r  und 

r-i-dr  ist,  so  braucht  man  nur  wieder  statt  ~  ^  zusetzen, 

um  die  Wahrscheinlichkeit  zu  erhalten,  dass  ein  Molecül,  das 
zur  Zeit  0  sich  im  Ursprünge  beflndet,  zur  Zeit  /  in  einem 
AbStande  zwischen  r  und  r-^dr  vom  Ursprünge  sei. 
Der  früher  mit 

H^f  \/x*+y+^,dx,dy.dz 

oder  wenn  man  x^-^y^-hz^  ~  r^,  äx.äy.dz  —  do  setzt  (wobei 
die  Gestalt  des  Volumelementes  äo  beliebig  ist),  mit 

Fit,  r),do 

bezeichnete  Ausdruck,  welchen  man  erhält,  wenn  man  in 


an  Stelle  der  ivUL^elschalc  ^r'^r.  .dr  das  Volumelemeni  do 
setzt,  ertüllt  übrigens  eine  der  Gleichung  (1)  ganz  analoge 
Bedingung: 
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f  I       I  F{t,r).r^,smX,dX,d9.dr. 

\/R*+r*— 2 Rr, cos  X,do  =  F(i-hii,R),do, 

wo  r  statt  ;y,  das  Volumelement      .sinX.äX.d^.är  statt 
V/i?«  +  r^— 2/?r  cosX  statt  i~x,  do  statt  liar,  und  R  statt  ; 
auftritt.  Die  Bedeutung  dieser  Größen  ist  aus  untenstehender 
Figur  1  ersichtlich»  wobei  noch  f  den  Winkel  der  Figur  mit 
einer  fixen,  durch  R  gelegten  Ebene  bedeutet. 

II.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  viel  Molecüle  steh 
aus  der  einen  Hälfte  eines  geraden  Cylinders  während  einer 
Zeit  /  in  die  andere  bewegen. 


t 

T 

r 

2 

1 

n 

u 

Fig.  l. 


Fig.  2. 


Von  den  n.äu  Molecülen,  welche  sich  zur  Zeit  0  in  der 
Schicht  du  (siehe  Figur  2)  befinden,  wobei  der  Querschnitt 
des  Cylinders  =  1  sein  soll,  sind  zur  Zeit  /  in  der  Schicht  dx 

m  - 

n,du,\;T"e    ^    ,dx  Molecüle,    welche   während  dieser 
Vi« 

Zeit  weder  an  die  Wand  II,  noch  an  die  Wand  I  angestofien 
sind.  Nun  werden  sich  aber  in  dieser  Schicht  auch  solche 
betinden.  die  ein-  oder  mehrmals  an  die  Wand  II,  aber  niclu  an 
die  Wand  I  angestoßen  sind:  für  diese  ist  statt  .r  L — x+2n 
zu  setzen:  ferner  solche,  die  erst  an  die  Wand  II,  dann  an  die 
Wand  I  ein-  oder  mehrmals  angestoßen  sind.  u.  s.  f.  Um  alle 
Molecüle  aus  der  Schicht  du  zu  erhalten,  die  sich  im  Zeit- 
punkte t  in  der  rechten  Hälfte  des  Cylinders  betinden,  haben 
wir  den  obigen  Ausdruck  von  x^u  bis  x=:u-hL,  dann  von 
bis  «-^3I>  allgemein  von  xzzU'h2i.t  bis  «+(2<+l)I, 
zu  integrieren  und  diese  einzelnen  Integrale  zu  addieren; 
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i  bedeutet  dabei  alle  ganzen  Zahlen  von  — oo  bis  +00.  Die 
Summe  sei  durch 

,    Ä  '  -4^  , 

\  tiC     .  ^  Jx^n+2i.L 

bezeichnet.  Integriert  man  dies  nach  u  von  »  =  0  bis  «  =  ^ , 

öü  erhält  man 

«i.v  —  /        du,    /     \  e   *    .dx  ...(4) 

I  SS  —  00 

als  Anzahl  der  Molecüle,  welche  sich  während  der  Zeit  /  aus 
der  linken  in  die  rechte  Hälfte  des  Cylinders  bewegt  haben. 

III.  Bisher  hat  alles  altgemein  für  Gase  und  tropfbare 
Flüssigkeiten  gegolten.  Wir  wollen  nun  die  Bedeutung  der 
Constante  A  unter  der  Annahme,  dass  sich  die  Molecüle  wie 
stoßende  Kugeln  verhalten  und  keine  sonstigen  Kräfte  unter 
ihnen  wirksam  sind,  ermitteln.  Denkt  man  sich  in  dem  eingangs 
besprochenen  Kalle  alle  Molecüle  dieses  ideellen  Gases  mit 
der  ^Machen  lieschwinUigkeit  bewegt,  während  alles  andere 

i 

ungeändert  bleibt,  so  wird  nach  der  Zeit      derselbe  Zustand 

eingetreten  sein,  als  in  dem  ursprünglichen  Falle  nach  der 
Zeit  /.  Die  Constante  A  wird  also  der  mittleren  Geschwindig- 
keit ?  \  erkehrt  proportional  sein. 

Die  Größe  A  enthält  außerdem  im  Zähler  hs*,  y/o  s  den 
Durchmesser  eines  Molecüls  und  n  die  Anzahl  aller  Molecüle 
in  der  Volumsetnheit  bedeutet.  Mag  dies  auch  von  vorneherein 
einleuchtend  erscheinen,  so  dürfte  es  doch  eines  ausführlichen 
Beweises  bedürfen. 

Wir  betrachten  einmal  jene  Molecüle,  welche  in  einem 
beliebigen  Zeitpunkte  zwischen  /  und  innerhalb  eines 

Vdlumcljmentes  äo  zum  Stoße  gelangt  sind  (l^jedingung  1) 
(wir  vernachlassicfcn  jetzt  die  Ausdehnung  der  Molecüie);  tcrner 
jene,  welche  sich  ui  einer  Richtung,  die  mnerhalb  ^  und  '^-hä^, 
X  und  X-i-JX  (auf  ein  räumliches  Polarcoordinatensystem  be- 
zogen) liegt,  mit  einer  Geschwindigkeit  zwischen  c  und  c+äc 
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bewegen  (Bedingung  II);  dann  jene,  welche  vom  Zeitpunkte 
des  letzten  Stoßes  ab  gerechnet,  nach  einer  Zeit  zwischen 
und  f'-hdf'  wieder  zum  StoL!  gelangen  (Bedini^unc:  III). 

Wir  denken  uns  nun  jene  Molecüle,  welche  zu  dem  be- 
stimmten innerhalb  /  und  t-\-dt  gelegenen  Zeitpunkte  T  in 
einem  bestimmten  Punkte  P  innerhalb  äo  zum  Stoße  gelangt 
sind,  im  übrigen  die  Bedingung  II  erfüllen  und  nach  der  Zeit  i', 
von  T  ab  gerechnet,  wieder  zum  Stoße  gelangen.  Der  Ort 
aller  dieser  Molecüle  im  Zeitpunkte  des  letzteren  Stoßes  heiße 
das  Volumelement  do^  Alle  Molecüle,  welche  in  einem  Zeit- 
punkte  innerhalb  /'  und  i'-k-dt'  im  Volumelement  do^  zum 
Stoße  gelangen,  mögen  die  Bedingung  IV  erfüllen. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  einsehen,  dass  die  Anzahl  der 
Molecüle,  welche  die  Bedingungen  I,  II  und  III  erfüllen,  sich 
von  der  Anzahl  derer,  welche  die  Bedingungen  I  und  IV 
erfüllen,  nur  um  unendlich  kleine  Grölien  höherer  Ordnung 
untei  scl'ieidet. 

Wir  denken  uns  jetzt  nehst  dem  eingangs  besprochenen 
Falle,  welcher  mit  (1)  bezeichnet  werden  soll,  enien  l-\'ill  Cl): 
dabei  soll  5'^'  =  a.s^''  sem,  dagegen  m'-'  —  m<^\  A'-*  =  /i^'^  und 
#f<2>  =  if<*l  (Die  Bezeichnung  ist  nach  Be)Uzmann's  Gas- 
theorie I  gewählt.)  Die  mittleren  Geschwindigkeiten  sind  also 
wegen  ff<(^>.A<'>  =  m^^KhS^^  gleich.  Setzen  wir  in  den  Bedin- 

/  i-^dt 

gungen  1  bis  IV  überall  statt  /        statt  i+dl  — =— ,  statt  äo 

'ä  d 

—  und  statt  do^  so  gelangen  wir  zu  den  Bedingungen  1', 
«•  « 

U',  III',  IV'. 

Wir  wählen  nun  aus  beiden  Fällen  je  ein  Molecül»  welches 
die  Bedingung  II,  beziehungsweise  II'  erfüllt.  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  das  Molecül  (1)  nach  einer  Zeit  zwischen  t  und 
i-^di  anstoße,  ist  nach  den  Gleichungen  (6)  und  (8)  des 
Anhanges  so  groß  wie  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Molecül 

t  i-hdt 

(2)  nach  einer  Zeit  zwischen  —  und    anstoße.  Die 

beiden  Molecüle  erlullen  jetzt  Bedingungen  von  der  Art  I. 
beziehungsweise  I'.  Die  Wahrscheinlichkeit,  bei  diesem  Stoüe 
eine  Geschwindigkeit  innerhalb       und  c^  +  äci  und  eine 
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Bewegungsrichtung  innerhalb^,  und  <p, 4-f/«p,,  X,  und  X,-i-JX, 
zu  erhalten,  ist  für  beide,  da  von  der  Oöße  der  Molecüle 
unabhängig,  dieselbe.  Die  Molecüle  erfüllen  riun  auch  Bedin- 
gungen von  der  Art  H.  bezieiiungsweise  Ii'.  Die  Wahrschein- 
liciikeiten,  dass  beide  nun  wieder  Bedingungen  von  der  Art  III, 
beziehung-^^wei^^e  III'  cituilcn,  sind  nach  (6.)  und  (Si  wieder 
gleich.  Daher  sind  auch  die  Wahrscheinlichkeiten,  Bedingungen 
von  der  Art  IV,  beziehungsweise  IV'  zu  erfüllen,  gleich.  Wir 
können  nun  diese  wieder  als  Bedingungen  von  der  \:t  I, 
beziehungsweise  I'  auffassen  und  so  weiter  schließen.  Wir 
können  also  sagen:  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dasMolecül  (1) 
innerhalb  der  Zeitelemente  t^-häi^;  i^,  i^+di^;^ . in-^äU 
innerhalb  der  Volumelemente  do^^  do^, .  »dOn  eines  Systems 
anstoße,  ist  so  grofi,  wie  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Mole- 

cül  (2)  innerhalb  der  Zeitelemente      ,  ^'  "^.^'^^ ;      ,  ; 

«•       a*       a"  «* 

i»      tn-^äta    .  .     ..     ^  .         ,  .     dO*     dOm  äo^ 

•     7/  ,    -     -  innerhalb  der  Volumelemente  — ^,  — /  •..  — s- 

eines  ähnlichen  Systems  anstoße,  dessen  lineare  Ausdehnungen 
zu  den  entsprechenden  de.s  c;  sieren  sich  wie  1 :  verhalten. 
Endlich  ist  die  Wahrscheiniiciikeit,  dass  das  Molecül  (1)  in 
einem  Zeiipuukie  7",  nach  dem  letzten  in  Betracht  gezogenen 
StoI3e  sich  in  einem  \  '»lumelemente  äo„+i  betinde,  so  groß 
wie  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Molecül  (2)  im  Zeit- 

punkte     l    sich  in  einem  Volumelemente  — '-^^^  betinde, 

welches  sich  zu  dOnJrx  so  verhält  wie  do^^  do^.  *  ,dOn  zu 

keit,  dass  das  Molecül  (1)  nach  einer  Zeit  /  sich  um  eine 

Strecke  zwischen  r  und  r+dr  vom  Ausgangspunkte  entfernt, 

ist  ebenso  groß  wie  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Molecül  (2) 

/  r 
sich  nach  der  Zeit    ,  um  eine  Strecke  zwischen  ~,  und 

7~  OL 

r+dr 

enttcrnt.  Da  also  der  Ausdruck 


»  .    iT  •••  — T'  Aus  dem  Ganzen  folgt:  Die  Wahrscheinhch- 


*  A 


^  I  ;  I  ,rKe   '  .dr 

\/r  ^  i  1 
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r  dr 

ungeändert  bleiben  soll,  wenn  statt  r  -j,  statt  -y,  statte 
/  a  a 

—  und  in  Ay  das  ja  eine  Function  von  s  ist,  statt  s  as  gesetzt 

wird,  so  muss  A  eine  Function  von  der  Art  sein,  dass 

d.  h.  es  muss  A  proportional  dem  Quadrate  von  s  sein.  Nehmen 
wir  nun  einen  Fall  (20  an,  wo  «<2>  =;  ß.ii<'*,  dagegen  :=  s<*), 
h^')  —  ^(1)  und  m^^>  =  m<^>  ist,  so  lässt  sich  auf  demselben 
Wege  zeigen,  dass  A  proportional  n  ist.  Wir  können  also  für  A 

wo  K  für  alle  Gase  dieselbe  Constante  ist.  Darnach  ist  A  direct 

proportional  dem  Druck,  der  Quadratwurzel  aus  dem  Molecular- 

gcvviclu  und  ucMTi  Quadralc  des  Durchmessers  und  verkehrt 
proportional  der  V,^*^"  Polenz  der  absoluten  Tempei-atur. 

IV.  V.  Obermayer'  hat  nun  Stickoxydul  und  Kohlen- 
säure, zwei  Gase  von  fast  gleichem  Moiecular^ew  ichte,  diffun- 
dieren lassen;  L  war  86 •62  cm.  Bei  Versuch  (öü)  war  bei 
80  Minuten  Diffusionszeit,  747 tum  Druck  und  10-8^  C.  der 
Bruchtheil 

0-71719  0-286Ü9 
0*28359  0*71567 

in  der  oberen  und  unteren  Hälfte.  Bei  Versuch  (57)  war  bei 
2  Stunden  Diffusionszeit,  748*7        Druck  und  10*1°  C. 

NtO  CO, 

0*66018  0*34620 
0-34471  0*65722. 

iici  Versuch  (08;  war  bei  80  Minuten  Diflusionszeit, 
754  •  9  mtn  Druck  und  61  •  5*  C. 

0*66974  0-33298 
0*33518  0*67016. 

i  Diese  Sitsungsberiebte,  Bd.  81,  II,  1880,  S.  U22. 
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Bei  Ver<;uch  (09)   war  bei   80  Minuten  Uittusiünszeit, 
754*7  mm  Druck  und  61  '5*0, 

N,0  CO« 
0-66796  0-33340 

0-33345  0-67160 

Man  kann  annehmen,  dass  diese  Beispiele  von  Diffiision 
steh  angenähert  wie  solche  einer  Diflusion  in  sich  selbst 
verhalten.  Aus  den  Mittelwerten  der  Angaben  des  Versuches 

(56)  0*28370  und  0-71630  fand  ich  Kns*  für  diese  beiden  Gase, 
wenn  man  cm,  gr,  sec  als  Einheiten  wählt,  =  93070.  Für  Versuch 

(57)  fand  ich  hieraus  durch  Rechnung  0*3408  und  0-6592 
gegenüber  den  Mittelwerten  «lus  den  V'ersuchszahlen  0'84.'i38 
und  0-65GfV2.  für  die  Versuche  m)  und  (59)  0*3184  uud 
0-6816  gegenüber  0*33194  und  0  üb8Uü. 

In  derselben  Abhandlung  von  Obermayer  finden  sich 
auch  die  Ergebnisse  von  Dillusionsversuchen  mit  Saiicrsinff 
und  Stickstiiff.  Obwohl  hier  die  MoleculargewiclUe  nicht  mehr  * 
gleich  sind,  so  stimmen  dennoch  die  Versucbsresultate  gut  mit 
denen  überein,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Formel  (4) 
anwendet;  wahrscheinlich  wird  hier  der  aus  der  Verschiedenheit 
der  Moleculargewichte  sich  ergebende  Untei-schied  durch  einen 
anderen  aufgehoben.  Im  folgenden  gebe  ich  die  Resultate  an. 


Versuchs- 
nuintner 

DifTusionszeit 

in 

Minuten 

Druck 

Temperatur 

Ergebnis 

des 
Versuches 

j 

Ergebnis 

der  [ 
Rechnung;  j 

68 

60 

740  0 

13  0"  <;. 

0 • 34002 

^: 1 

70 

80 

734  0 

14  3 

0 • 384 1 9 

0-3834 

71 

40 

736-7 

ÖI-5 

0-321 18 

0-3153 

82 

eo 

745-3 

61-5 

0  382&S 

0-3739 

Ich  berechnete  aus  der  Angabe  des  ersten  dieser  Versuche 
die  übrigen.  Es  zeigt  sich  bei  allen  diesen  Versuchen,  dass, 
wenn  der  Temperaturunterschied,  wie  bei  Versuch  (56)  und  (58), 
sowie  bei  (68)  und  (71),  (68)  und  (82)«  bedeutend  ist,  die 
Angaben  des  Versuches  bei  höherer  Temperatur  gröfier  sind. 
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als  die  durch  Rechnung  aus  den  Angaben  des  Versuches  bei 
der  niedrigeren  Temperatur  berechneten  Zahlen:  sind  dagegen 
die  Temperaturunterschiede,  wie  bei  Versuch  (56)  und  (57), 
sowie  bei  Versuch  (68)  und  (70)  unbedeutend,  so  ist  auch  der 
bezeichnete  Unterschied  in  den  Ergebnissen  unmerklicher. 
Nimmt  man  jedoch  an,  dass  der  Durchmesser  eines  Molecüis 
bei  steigender  Temperatur  abnimmt,  so  lassen  sich  die  Unter- 
schiede aufheben;  die  Größe  A  wird  dann  kleiner  und  die 
Diffusion  geht  somit  rascher  vor  sich.  Stefan  meint,*  die  Ver- 
kleinerung; des  Durchnicssers  bei  steigender  Tcinperatur  sei 
eine  scheinbare,  indem  bei  höherer  kinetischer  lüiergie  sicii  die 
Molecüle  bis  zu  kleineren  Entfernungen  nähern,  der  Durch- 
messer also  kleiner  er>cheine.  Doch  scheint  dies  bei  der  Diffu- 
sion von  keinem  luntUisse  zu  sein,  indem  es  nicht  darauf 
ankommt,  wie  weit  sich  die  Molecüle  nähern,  sondern  nur 
darauf,  wie  viel  Molecüle  innerhalb derWirkungssphäre  gelangen; 
je  mehr  dies  geschieht,  desto  langsamer  geht  die  Diffusion  vor 
sich.  Dagegen  kann  man  vielleicht  annehmen,  dass  die  Wirkungs* 
Sphären  bei  steigender  Temperatur  kleiner  werden,  dadurch, 
dass  die  Anziehungskräfte  zwischen  den  Atomen  eines  MolecUls 
so  beschaffen  sind,  dass  sich  die  Atome  bei  höherer  Temperatur 
nähern.  Diese  Annahme  würde  sich  mit  den  Beobachtungen, 
die  Bädeker'  Uber  die  Abhängigkeit  derDielektricitätsconstante 
von  der  Temperatur  gemacht  hat,  in  Übereinstimmung  bringen 
lassen.  Derselbe  fand  nämlich,  dass  sich  aus  der  Chiusius- 
Mossüti'schen  Formel,  wenn  man  sie  mit  den  Versuchen,  die  er 
an  einer  Anzahl  von  Gasen  anstellte,  in  Cbereinstinmnmg 
bringen  will,  ein  kleineres  leitendes  Volumen  erLjibt.  Schließlich 
kann  die  Abweichung  theiiweise  auch  auf  der  Wirkung  der 
Cohäsionskräfte  beruhen. 

Wenn  wir  nämlich  Cohäsionskräfte  annehmen,  so  werden 
auch  Molecüle,  welche  ohne  solche  an  einem  bestimmten 
Molecüle  ohne  Stol3  vorübergegangen  wären,  in  die  Wirkungs- 
sphäre dieses  Molecüis  gelangen  und  einen  Stoß  erfahren;  der 
Durchmesser  erscheint  also  größer.  Wird  nun  die  kinetische 

«  Diese  SiUuag:>bcnchtc,  Bd.  05,  Ii.  Abth.,  S.  339,  1872. 

«  Zeitschrift  für  physik.  Chemie,  36.  Bd.,  3.  Heft,  S.  334,  1901. 
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Energie  der  Molecüle  größer,  so  werden  weniger  M<:»lccülc  in  die 
Wirkungssphäre  hmtingczoi^en,  der  Durchmesser  erscheint  also 
bei  höherer  1  emperatur  kleiner,  wenn  beidemal  Cohäsions- 
kräfte  angenommen  werden. 

Unter  der  Annahme»  dass  sich  die  Molecüle  thalsächltch 
bei  steigender  Temperatur  zusammenziehen,  würden  sich  Con« 
tractionen  des  Volumens  eines  Motecüls  pro  1 '  C,  berechnet 
aus  den  Versuchsangaben  v.  Obermayers  und  Bädekers, 
ergeben,  die  in  der  nachfolgenden  Tabelle  enthalten  sind 


1 


Gasart 


Contraction  pro 
l"  C.  in  Fro- 
centen 


TemperÄtuf- 
inUnrnll 


Stickoxydul  N*0  ( 

Kühlunsiiure  CO^  \ 

Sauerstoff  O  / 

Stickstoff  N  \ 

Svlnvclli^c  Säure  SOg  , 

Ammoniak  NH<<  

Mclhylalkühol  CIl^OM  

Äthylalkohol  C^H^OH  


0-2722 

aus  V.  (71)0- 1U3 
«US  V.  (82)  0-1365 


10-8—  61-5* 


0-244-I 
0-3478 
0-3329 
0-3565 


I  13-0— 


61*5 


c 

3 

in 


-3 

S 
< 


10-0—  GO-0 
18-4—  62-  1        ^  = 
93-2— 149-5 
U2-4— 144-8 


-J  tS 


5±  o 


V.  Wir  denken  uns  jetzt  statt  eines  einfachen  ideellen 
Gases  ein  ideelles  Gasgemisch.  Jedem  Bestandtheile  kommt 
bei  bestimmter  Temperatur  und  bestimmtem  Drucke  ein  be> 
stimmtes  A  zu.  Wir  können  nun  so  wie  in  III  einen  Fall  (2) 

untersuchen,  wo  die  Durchmesser  siimmthcher  Molecülgattun- 
.anial  so  groI3  sind  wie  die  entsprechenden 
im  Falle  (\).  Nur  ist  stall  n..,.Hc. 


gen  . 
Durchiiicsser 


.<i) 


1(2) 


/  -+-5 

l  -2-  ) 


ZU  setzen.  iJabei  bedeutet  z.  B. 


m 


-4-1    r<:\  "  >"i 


...(5) 


(Boltzmann,  Gasthenrie,  I,  S.  66)  die  mittlere  Stoßzahl  eines 
Molecüls  der  ersten  Gattungvon  einer  Geschwindigkeit  zwischen 
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c  und  c-hdc  mit  den  Molecülen  der  zweiten  Gattung  in  der 
Zeiteinheit.  Es  ergibt  sich,  dass  z.  B.  für  den  Bestandtheü 
1         eine  Function /(ß^t  5,. . .)  sein  muss,  so  zwar,  dass 

Desgleichen  können  wir  einen  Fall  (2*)  untersuchen,  wo 
die  Anzahlen  nj^',  Wg*'. .  .ßmal  so  groß  sind,  als  .  «g".,,. 
Darnach  muss  A  eine  Function  F{n^,  n^. . .')  sein,  so  dass 

Aus  all  dem  folgt,  dass      die  Form 

haben  muss.  Setzt  man     =  ifg  = . .      0,  so  muss  A^  in 

übergehen;  also  muss 

z=  K   und     jg  :=      m . . .  =  0 
sein.  Setzt  man  »,  =:     = . . .  =  0,  so  muss  Ay^  die  Form 

^1 

annehmen,  da  es  von  5,,  5^,.,  unabhängig  sein  muss.  Die 
übrigen  CoefHcienten  b  müssen  sämmtlich  Null  sein.  £benso 
Iftsst  sich  zeigen,  dass  außer  r^j,  ^i,, r,,,  dy^^  d^^  ^u-  *  *  sämmt- 
liehe  übrigen  Coefficienten  c^d, Null  sein  müssen.  Die  Coef- 

ficienten  b  smd  Functionen  von  — ~ ,  die  Coeflicienten  c  Func- 

tionen  von  — -  u.  s.  f. 

VI.  Wir  nehmen  nun  speciell  an,  dass  die  Molecüle  aller 
Gattungen  gleiche  Massen  haben.  Zunächst  seien  nur  zwei 
Bestandtheile  vorhanden.  Setzt  man  =  5g,  so  muss  der  Zähler 
von  A^  in  K  i^^-^n^^^  übergehen,  also  muss 

Ä'  =  ^  j  j  -+■    «+■  b^. 

Slttb.  d«r  in«ai«in.-a«tttrw.  Ol. ;  CX.  Dd.,  Abth.  IL  a.  70 
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Wir  untersuchen  nun  den  ideellen  l  all,  dass  ein  Moiecü! 
von  unendlich  kleinem  Durchiiicsscr  sich  unter  lauter  Muk  ciilen 
vom  Üurchniehser  bewege,  während  die  Masse  des  ersteren 
und  der  letzteren  gleich  sind,  setzen  also  «j  —  0.  s^  —  0.  Der 
Fall  lässt  sich  dem  Falle,  wo  das  betrachtete  Molecül  auch  den 
Durchmesser  5^  hat,  ebenso  gegenüberstellen,  wie  in  III  der 
Fall  (2)  dem  Falle  (1).  Nur  ist  statt  Gleichung  (6)  die  Gleichung  (ö) 

niaügebcnd  und  slatt      ist  überall     zu  setzen.  Es  ergibt  sich, 

K  * 
dass      =z  —  ist. 

Ebenso  folgt,  wenn  wir  «j  —  0  und  s,  =  0  setzen, 

btt  =  — ;  ^t-  ist  also  =  ^ , 
"      4     "  2 

Sind  mehr  Bestandlheile  von  gleichem  Moleculargewichte 

vorhanden,  so  erhält  man 


^  Ji. 


2  J 


2  / 


Anhang. 

Im  folgenden  seien  unter  den  Molecülen  nur  solche  ver* 
standen,  deren  Geschwindigkeiten  zwischen  c  und  C'¥dc  liegen. 
Ihre  mittlere  Stoßzahl  in  der  Zeiteinheit  ist 


ZZ.  HS 


m 


.-  h  tn  t  • 


cs/hfK 


'-f 


...(6; 


(Boltzmann,  (iastheoric,  1.  S.  07).  Von  diesen  Molecülen  wird 
nach  einer  sehr  kleinen  Zeit  t  der  Bruchtheil  «c.t  einen  Stoß 
erfahren  haben,  also  wird  der  Bruchtheil  1  —  n^.t  keinen  Stoß 

erfahren  haben.  Nach  der  Zeit  2t  werden  es  (1 — »<:.t)*»  nach 

i 

der  Zeit  /  (1  — //,  .t)  sein.  Der  Grenzwert  dieses  Ausdruckes 
für  lim  t  =  0  ist  aber 

...(7) 


a 


wo  o  die  während  der  Zeit  t  zurückgelegte  Wegstrecke  be* 
deutet.  Dieser  Ausdruck  stellt  die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass 
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«in  Molecül  sich  während  einer  Zeit  t  fortbewege,  ohne  an- 
zustoßen. Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Molecül  eine  Zeit 
zwischen  /  und  t-hdt,  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ab 
gerechnet,  bis  zum  nächstfolgenden  Stoß  brauche,  Ist 


— — •«  do 

■t.n^   MM.  At  —  *     c  e 


,nf,dtz=.e       ^  .»tf.-^,  •••(8) 

c 

Das  Mittel  der  dabei  zurückgelegten  Wege  ist  — . 

Es  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  einige  mit  den  vor- 
siehenden eng  verwandte  Begriffe  zu  erläutern.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, vor  einem  Zeitpunkte  eine  Strecke  zwischen  o 
und  Q-^dfi  und  nach  demselben  eine  Strecke  zwischen 
und  y+^o'  vom  nächstvorhergehenden,  beziehungsweise  bis 
zum  nächstfolgenden  Stoße  zurückzulegen,  ist 

e  ^    c  .!tE.,aaf  zze    '        >  ^.do.daf,  ...{9) 

c  c  {?•  ^  ' 

Sie  ist  bis  auf  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung  gleich 
•der  Wahrscheinlichkeit,  von  dem  diesem  Zeitpunkte  vorher- 
gehenden Stoße  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  eine  Strecke  zwischen 
<s  und  a-l-</o,  und  von  diesem  Stoße  bis  zum  nächstfolgenden 
eine  Strecke  zwischen  o4-a'  und  a+a'+rfty  zuriickzulegen. 
Integriert  man,  wenn  /  =:  a-f-a'  und  dl  — dz'  i^esctzl  wird, 
obigen  Ausdruck  nach  a  von  a  =  0  bis  o  =  /,  so  erhält  man 


e--i  ^'~,Ldl  —  e     '  A,dL-j  ...(10) 
c  c 


9    -.  0 


als  Wahrscheinlichkeit,  in  einem  Zeitpunkte  ein  Molecül  an- 
zutreffen, welches  eben  eine  Strecke  zwischen  l  und  l-^-dl  vom 
vorhergehenden  bis  zum  nächstfolgenden  Stoße  zurückzulegen 

c 

\vci  Begrifte  ist.  Das  Mittel  dieser  Wege  ist  2  — . 

Bezeichnet  '^ij'j.dl  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Weges 
zwischen  /  und  /-f-J/  von  den  Wegen,  die  von  den  früher 
bezeichneten  Molecülen  während  der  Zeiteinheit  zurückgelegt 
'Werden,  so  ist 

70* 
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c 

die  vorhergenannte  Wahrscheinlichkeit  (10),  so  dass 
und 

Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  also  gleich  der  Wahrschein- 
lichkeit (8). 
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Empirische  Untersuchung  über  den  Verlauf 

4f  =  »t 

der  zahlentheoretischen  Function  3(/f)  =  y  »jifjr) 
im  Intervalle  von  150000  bis  500000 

von 

Dr.  R.  Daublebsky  Sterneck, 

Frfvatdocent  in  WU». 
(Mit  1  Tafel.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  20.  Jtini  1901.) 

Die  folgende  Arbeit  schließt  sich  als  unmittelbare  Fort- 
setzung an  die  von  mir  im  Jahre  1897  verötTentlichte  Abhand- 
lung^ an,  in  welcher  der  Verlauf  der  Function  o(ii)*  im  Intervalle 
von  0  bis  150000  untersucht  wurde.  In  dem  genannten  Inter- 
valle hat  sich  das  Gesetz 

\<j{n)\<\/H, 

<lessen  allgemeiner  Beweis  bisher  noch  immer  nicht  erbracht 
werden  konnte,  als  strenge  richtig  erwiesen,  ja  es  konnte  sogar, 
von  einigen  Stellen  in  der  Umgebung  von  n  =  200  abgesehen, 

das  Gesetz 

in  dem  untersuchten  Intervalle  als  allgemein  giltig  nach- 
gewiesen  werden. 

Um  nun  das  empirische  Materiale  möglichst  umfassend  zu 
gestalten,  habe  ich  mich  entschlossen,  das  Verhalten  der 

t  Diese  Sitzungsberichte,  Hd.  106,  Abth.  lU.  S.  835. 

^  Die  Function  }t(«),  durch  deren  Summieninrf  entsteht,  ist  gkich  0, 
wenn  n  durch  das  Quadrat  irgendeiner  Pi  im  z  ahl  thcilbaristi  sonst  gleich  (  I  >*, 
wenn  v  verschiedene  Primaiahten  in  n  aufgehen. 
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R.  Daubicbsky  v.  Sterneck, 


Function  9{n)  bis  zur  Grenze  öi 


zu  untersuchen,  und  hat 


mir  die  hohe  Icaisediche  Akademie  der  Wissenschaften  für 
diesen  Zweck  eine  Subvention  zur  Entlohnung  eines  Rechners 
bewilligt 

Die  Resultate  dieser  Untersuchung  sind  in  der  folgenden 
Tabelle  wiedergegeben,  allerdings  nur  auszugsweise,  indem 
nur  jeder  50.  Functionswert        in  die  Tabelle  aufgenommen 

wurde;  die  Bt'nüt/.ui\L;  derselben  wird  dadurch  allerdini;s  etwas 
erschwert,  da  niaa,  um  einen  bestiminten  I'  iinctionswert  ^(m) 
mit  Hilfe  der  Tabelle  zu  linden,  die  Werte  uah)  für  die 
zwischen  n  und  dem  näch^ti;ele,i-;enen  V'iellachen  von  50 
liegenden  Argumente  sämmtlich  erst  berechnen  muss;  es 
konnte  aber  wegen  des  ungeheuren  Ümfanges  der  Tabelle  an 
einen  vollständigen  Abdruck  derselben  nicht  gedacht  werden. 

Bei  der  Herstellung^  der  Werte  \k{n),  beziehungsweise 
wurde  vollständig  nach  der  bereits  früher  verwendeten  Methode 
verfahren  und  kann  in  dieser  Hinsicht  auf  die  Einleitung  zu  der 
genannten,  das  Intervall  von  0  bis  150000  betreffenden  Arbeit 
verwiesen  werden.  Die  ganze  Tabelle  wurde  wieder  unabhängig 
in  zwei  Exemplaren  hergestellt,  durch  deren  Vergleichung  die 
entstandenen  Fehler  richtiggestellt  werden  konnten.  Immerhin 
blieben  aber  auch  nach  Vergleichung  der  beiden  Exemplare 
cii.if^c  l^'ehler  m  der  Tabelle  zurück,  welche,  wie  sich  zeigte,  in 
Druck tehlern  im  Chernae'schcn  »Cribrum  arithmeticum«  ihre 
Ursache  hatten,  und  zu  deren  Behebung:  sehr  umfan,ureiehe 
Controlrechnunuen  erforderlich  waren,  über  welche  hier  einige 
ßemerkun.uen  i;cstattet  seien. 

Vor  allem  wurden  nach  der  Formel 


5  Bei  der  Durchführung  der  Arbeit  leistete  mir  Herr  Joscf  AUmayer,  der 
mir  auch  beim  1.  Theile  derselben  behilflich  gewesen  war,  wu  der  ausgezeichnete 
Dienste.  Seinem  ausdauernden  Fleiüf  hnbe  ic!i  es,  vor  allem  zu  danken,  dass  die 
ungeheure  Kechcnarbeit  überhaupt  bewältigt  werden  konnte. 


^P-C»)  [y]  +  I^C"^) 


n 


i 
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in  welcher  g  =  [\/n  ]  gesetzt  ist,  folgende  Functionswerte 
ermittelt: 

0(200000)=-  1 
a(220000)  =  -  30 
0(240000)  =  —  24 
0(250000)  =  -  39 

(280000)  =4-48 
ofi-iOOOüO)  =  -4-220 

Of4(J(H  KjOj  -z.  -i-  9 
rj  i  4  4(1000 j  —  _  6 

a(48':)00U)  =  +40 
0(500000)  =  —  6. 

Um  ferner  zu  constatieren,  ob  a(;/)  an  einer  bestiniiTUcn 
Stelle  gerade  oder  ungerade  ist,  wurde  die  Formel  verwendet 


(mod.  2). 


ZeiLTte  sich  nun  Modulo  2  ein  Widerspruch  zwischen  der 
Tabelle  der  Werte  o(}t)  und  dem  nach  dieser  Formel  erhaltenen 
Resultate,  so  konnte  die  Stelle;  an  welcher  sich  der  unrichtige 
Wert  (t(ii)  befinden  musste,  durch  wiederholte  Anwendung  der 
eben  genannten  Formel  in  immer  engere  Grenzen  eingeschlossen 
werden,  was  endlich  zur  Auffindung  der  betreffenden  Stelle 
führen  musste.  Auf  diese  Weise  constatierte  ich  die  beiden 
folgenden  unrichtigen  Zerlegungen  in  Chernac*s  Cribrum: 

469273  =  7.7.61.157,   nicht  =7.61.157, 
494543  =  7.31,43.53,    nicht  =7.31,53.53. 

Endlich  machte  ich  zum  Zwecke  von  Controlrechnungen 
noch  von  folgender  Bemerkung  Gebrauch:  Ist  n  durch  keine 
3.  Potenz  (aufier  1)  theilbar,  so  besteht  offenbar  die  Beziehung 

l».(#i)  =  <j*o(«)    (mod.  3), 

wobei  ']>o(«)  d'c  Anzahl  der  Theiler  von  u  bedeutet:  denn 

besteht    aus  a  verschiedenen  Primfactoren,  so  ist  \l(hj  —  (— 1 
und  4>o(«)  =  2^,   also   \L{n)  ^  4»<,(«)   (mod.  3);   hat  aber  n 
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mindestens  einen  quadratischen  Primfactor,  so  ist  ^(n)  =  0 
und  1)10(11)  =  0  (mod.  3).  Es  besteht  also  die  Beziehung: 

z{in     "^'YaK^'i    (mod.  3), 

wobei     alle  Zahlen  des  Intervalls  1...»  zu  durchlaufen  hat, 
welche  durch  keine  3.  Potenz  (außer  1)  theilbar  sind. 
Bedeutet  nun  1  irgendeine  ganze  Zahl,  so  ist 


(^)  ^  £+.(*) 


(mod.  3), 


wobei  k  alle  Zahlen  des  Intervalls  1 . .  *  -n:  zu  durchlaufen  hat, 

welche  durch  keine  dritte  Potenz  theilbar  sind;  es  ist  nun  aber 
offenbar 

l»«!*)-*««''*)    (mod.  3) 

und  daher 


(mod. 


3). 


wobei  jetzt  i^k  alle  Zahlen  des  Intervalls  1 . .  .n  zu  durchlaufen 
hat,  welche  genau  durch  die  dritte  Potenz  f  *  theilbar  sind. 

Hieraus  lulgl  durch  Sumniieruiig  über  /; 

k  ^  1 

Für  die  rechte  Seite  haben  wir  aber  die  bekannten  Um* 
formungen: 


l  n 

-  \ 

_  2  V 

n 

k  =  \ 

k  , 

J 

wobei  g  —  [V  "  1  i^^- 

Es  ist  nun  nicht  allzu  umstiindlich.  den  Wert  der  rechten 
Seile  zu  berechnen,  und  man  erhält  somit  eine  Congruenz 
Modulo  3,  welche         mit  den  Fujictionswerten 


in  Beziehung  setzt.  Kine  solche  Ct>n;,Miienz  mod.  ?>  für  a(»») 
genügt  aber  in  den  meisten  Fallen  als  CuiUrole,  da  es  sieh  ja 
immer  nur  um  einzelne  fragliche  Einheiten  handelt. 
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Nach  Durchfüiirung  aller  dieser  Controlrechnungen  stellte 
sich  die  vollständige  Richtigkeit  der  in  der  Tabelle  enthaltenen 
Wette  i(n)  bis  zur  Zahl  n  =i  440000  heraus.  Die  Probe  für 
48ÜOUU  ergab  jedoch  eine  Abweichung  von  -»-4  Einheiten  von 
der  Tabelle.  £s  schien  mir  nicht  lohnend  zu  sein,  an  die  sehr 
mühsame  Eruierung  der  dieser  Abweichung  zugrunde  liegenden 
Druckfehler  des  »Cribrum  arithmeticum«  zu  schreiten,  sondern 
ich  begnügte  mich  damit,  die  Functionswerte  zwischen  440000 
und  480000  sämmtlich  um  2  Einheiten  zu  vergrößern,  so  dass 
also  die  jetzt  in  der  Tabelle  stehenden  Functionswerte  dieses 
Intervafles  eventuell  einer  Correction  von  ±2  Einheiten  zu 
ihrer  Richtigstellung  bedürfen,  was  auch  an  der  betreffenden 
Stelle  der  Tabelle  durch  eine  Anmerkung  ersichtlich  gemacht 
wurde.  Die  Functionswerte  für  die  Argumente  \un  480000  bis 
500000  sind  dann  wieder  vollständig  richtig,  da  bei  480000 
vom  richtigeil  Kunctionswerl  ausgei^angen  wurde. 

Was  nun  die  extremen  Werte  der  Function  o(«)  im  Inter- 
valle von  150000  bin  500000  betrißl,  so  zeigt  sich,  dass  diese 

dem  absoluten  Betrage  nach  die  entsprechenden  Werte  -  \/  n 

nicht  erreichen,  so  dass  das  Gesetz 

(von  der  erwähnten  Ausnahme  in  der  Umgebung  der  Stelle 
n  =  200  abgesehen)  in  der  ersten  Hälfte  der  ersten  Million 
strenge  richtig  ist.  Fs  seien  hier  wieder  die  auffallendsten 
Maxima  und  Minima^  der  Function  o{n)  in  ihrem  Verhältnisse 
zu  \/h  besonders  angeführt: 

3(169730) 
>/ 109730 

3(230399) 
\/23Ö399 


1  In  der  gekürzten  Tabelle  linden  sich  diese  einzelnen  Werte  natürlich 
nicht  vor. 
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a(300551)  240 


>/ 300501  300551 
a  (355733)  260 


=  -»-0-44, 


=  —0-44, 


V/  355733  \/  355733 

^(46:il39)   ^  ^  _242  (d=2)  ^ 
\/ 463139  \/ 463139 

Die  fast  vollständige  Constanz  dieser  Verhältniszahk  n  und 
deren  Übereinstimmung  mit  den  im  Intervalle  von  0  bis  15üO00 
vorgefundenen  analogen  Werten^  ist  zweifellos  eine  auffaUende 
und  sehr  beachtenswerte  Erscheinung. 

Am  Schlüsse  der  Arbeit  findet  man  wieder  eine  graphische 
Darstellung  des  Verlaufes  der  Function  Es  schien  vortheil- 
haft,  in  diese  Tafel  das  ganze  Intervall  von  0  bis  500000  auf- 
zunehmen. Natürlich  musste  auf  die  Wiedergabe  des  Details 
der  Curve  dabei  vollständig  verzichtet  werden.  Zur  Herstellung 
der  Curve  woirden  die  sämmtitchen  Kunctionswerte  von  50  2U 
50  EinlicitL-n  x'ciw'ciidcn:  di>ch  wiit\;cn  immer  10  auleinander- 
folgende  dcrarU^e  KunciJonbWcrLc  Jiurch  einen  einzigen  Punkt 
der  Curve  repräsentiert,  und  zwar,  damit  möglichst  alle  Schwan- 
kungen ziirneluing  kommen,  durch  den  exlremsten  Wert  (dem 
absoluten  Betrage  nach  gröliten  mit  dem  betreffenden  Zeichen), 
der  sich  unter  den  bezüglichen  10  Functionswerten  vorfand.* 
Durch  dieses  Verfahren  dürfte  die  Curve  ein  ziemlich  richtiges 
Bild  von  dem  Verlaufe  der  Function  o{h)  geben  Zum  Vergleiche 

wurde  die  Curve  dz  ^  V eingezeichnet. • 
1  A.     0..  S.  837  und  838. 

>  Es  stellt  daher  z.  B.  der  Ordinatenwert  an  der  Stelle  432000  nicht  etwa 

den  Function^^wcrt  a( 432000),  sondern  den  extremsten  der  Functiorswcrtc  c  für 
die  Argumente  4;n5.'i0,  60^^.  n'n,  7W,  75n,  mo,  8r>0,  WO,  9hO.  4 :'.2'>0ü  dar. 

^  In  der  Tubcllf  der  Wcrie  o  (,«)  v*m  0  bis  150.00U  hat  sich  nachträglich 
eine  kleine  Unrichtigkeit  hernusj;estcllt,  die  ich  hiemit  corrigiere.  Die  in  der 
Tabelle  stehenden  Functiotiswcrte  für  die  Argumente: 

106.550,   51,   52,   5M,   54,   55,   5(),   57,   58.   59.   60,   61.  62,   63,  64,    65,   66,  61 

sind  durch  die  folgctidun  richtigen  Weite  zu  crsclzen: 

-  27,  -27,  -27,  -26,  -27,  -28,  -28,  -2Ü,  -28,  -2Ü,  -29.  -30,  -2»,  -28,  -28,  -27,  -28.  -21 
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M 

0(1») 

M 

0(1»)  j 

1 

1 

\ 

«(«) 

150000 

—  SO 

153000 

—  00 

154000 

—  95 

156000 

—  S9 

050 

—  47 

050 

—  65 

050 

—  93 

050 

iL  _ 
—  65 

100 

—  47 

100 

-  74 

ICD 

—  96 

too 

bi 

150 

—  52 

150 

-  76 

150 

—  99 

150 

-  59 

200 

—  55 

200 

-  74 

200 

96 

200 

54 

250 

-  t>2 

250 

-  78 

250 

—  103 

250 

-  55 

300 

—  59 

300 

-  78 

jUO 

— 100 

300 

DO 

—  69 

350 

—  75 

350 

— 100 

350 

5(1 

400 

—  DO 

400 

—  80 

400 

—  95 

400 

-  54 

4SO 

—  66 

450 

—  87 

450 

—  93 

450 

"  5« 

500 

—  5' 

500 

—  «3 

500 

—  87 

■  500 

—  50 

—  48 

SSO 

78 

550 

—  84 

550 

-  44 

000 

—  51 

000 

—  74 

600 

—  •>? 

000 

—  39 

050 

—  47 

650 

—  81 

050 

fix  1 
—  87 

050 

—  37 

700 

-  39 

700 

—  83 

700 

—  80 

700 

—  41 

750 

—  41 

750 

—  85 

750 

—  81 

750 

43 

900 

—  40 

800 

—  88 

800 

—  ÖÖ 

49 

850 

—  40 

850 

—  97 

8so 

—  90 

850 

—  54 

900 

—  40 

900 

—  95 

900 

-  91 

900 

—  57 

950 

—  39 

950 

—  98 

950 

—  89 

950 

—  52 

151000 

—  39 

15JOOO 

—  98 

155000 

—  85 

157000 

—  54 

050 

—  37 

050 

—  91 

050 

—  83 

050 

—  SS 

100 

~  32 

100 

—  96 

100 

—  ao 

100 

53 

150 

-  23 

150 

— 100 

•50 

-  -  Oö 

150 

-  53 

200 

—  28 

200 

—  90 

200 

—  64 

200 

^  52 

250 
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System  der  Sensitometrie  photographiseher 

Platten 

(IIL  Abhandlung) 

von 

•  J.  M.  ßder  in  Wien. 

Aus  dem  photoehemisehen  Laboratorium  der  k.  k.  Graphischen  Lehr-  und 

Versuchsanstatt  in  Wien. 

(Mit  8  T«xtriguren.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  «m  11«  Juli  1801.) 

In  meiner  Abhandlung  »System  der  Sensitometrie  photo- 
graphischer Platten«'  erwähnte  ich,  dass  die  sensito- 
metrische  Bestimmung  der  relativen  Farbenempfind- 
lichkeit orthochromatischer  Platten  gegenüber  dem  «blauen« 
Spectralbezirk  einerseits  und  der  roth-gelb-grünen  Zone  ander- 
seits mit  Hilfe  farbiger  Lichtfilter  einen  Rückschluss 
auf  die  Art  der  Farbensensibilisieriing  gestattet.  Solche  Bestim- 
mungen sind  wohl  kein  Ersatz  für  exacte  spectrophoto- 
metrische  Bestimmungen  und  für  diu  Conslruction  der 
Schvvärzungscur\  en  im  Spectriim.  wie  ich  sie  genau  mittels 
des  Gitterspectriims  durchgeführt  habe  (siehe  a.  a.  0.1,  u-olil 
aber  geben  sie  eme  gute  Orientierung  über  die  relative 
Farbenempfindlichkeit  orthochromatischer  Platten, 
welche  recht  brauchbare  Anhaltspunkte  zur  Bestimmung  der 
erforderlichen  Belichtungszeit  für  photographische  Zwecke 
bietet 

Die  Lichtfilter  (gelb  und  blau)  wählte  ich  derartig, 
dass  sie  das  Spectrum  im  Blaugrün  in  zwei  Theile  zerschneiden, 
wovon  der  eine  das  ganze  Roth,  Gelb  und  Grün  bis  zur  Grenze 

<  Diese  Sitsungsberichte,  Bd.  t08,  Abth.  IIa.,  Nov.  1899,  und  Bd.  109, 
Dec.  1900. 
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von  Blau  enthält,  der  andere  Blau,  Violett  und  lltraviolett 
durchlässt.  Letzterer  Bezirk  soll  der  Eigenemptindlichkeit  der 
Bromsilbergelatine  entsprechen,  ersterer  soll  von  der  Stelle  des 
durchschnittlichen  Minimums  ansteigend  die  Hauptwirkung 
der  gesammten  Farbensensibilisierung  umschließen,^  und  zwar 
bis  circa  X  =  500. 

Dieser  Anforderung  entspricht  die  von  mir  a.  a.  0.  ver- 
wendete Kaliummonochromattösung  (40^  zum  Volumen  von 
1  /  gelöst),  während  die  (siehe  a.  a.  O.)  Kupferoxydammoniak- 
lösuni;  i  Jf)  i.'  krystallisiei lei  Kupfervitriol,  Ammoniak  und 
Wasser  bis  zum  Gcsammtvolumcn  von  I  /)  einen  Spectral- 
bezirk  diirchlässt.  welcher  etwas  weiter  s^ei^en  Violett  liegt,  als 
der  durchschnittlichen  üigenemphndHchkeit  der  Hromsilbcr- 
gelatuie  entspricht,  was  nameniiich  bei  kurzen  Expositions- 
zeiten zur  Geltung  kommt.  Jedenfalls  trennt  dieses  Blaufilter  die 
Zone  der  Farbensensibilisierungen  eher  zu  viel  als  zu  wenig 
ab,  so  dass  die  Relation  der  Empfindlichkeit  hinter  diesem 
blauen  Kupferfilter  und  gelbem  Monochromatfilter  in  den 
meisten  Fällen  eine  genügende  Charakteristik  der  Gro6e  der 
etwa  vorhandenen  Farbensensibilisierung  für  Bromsüber  gibt. 

Dies  lässt  sich  nach  der  Lichtselection  in  diesen  Licht- 
filtern  beurtheilen,  welche  ich  mittels  quantitativer  Spectral- 
analyse  nach  Vierordt*  ausführte.  In  folgenden  Tabellen  gibt 
(im  Sinne  der  Vjcrordfschen  Nomenclatur)  die  erste  Rubrik 
die  Wellenlänfre  der  bcobachtcicn  Spectralregion,  die  zweite 
Rubrik  die  »Lichtstärke«  J'  an,  welche  übrig  bleibt,  wenn  Licht 


1  Das  Minimum  liegt  nicht  immer  an  derselben  Stelle  und  nicht  alle 
Furbcnsensibilisicrungcn  weisen  ausgesprochene  Minima  zwischen  Kigcu- 
empftndliefakdt  <tes  Bromiilbets  und  der  Senaibtltsientiig  auf  («iche  Eder, 
Verhalten  der  Haloidverbindungen  des  Silbeis,  Chrysanilinwiricuiig.  Diese 
Sitxtttigsberichte,  1884). 

s  Zu  meinen  Messungen  verwendete  ich  einen  Krüss'schen  Universel- 
spcctralapparat  mit  symmetrischem  Doppelspall  (siehe  Traube,  Phys  ehem. 
Methoden.  1893,  S.  192;  Krüss.  Colorimetric  und  quantitative  Spectralanalyse, 
1891;  Vierordt,  Anwendung  des  Spectralapparates  zur  Photometrie  der 
Absorptionsspcctren  und  zur  quantitativen  chemi'ichen  Analyse  Tübingen  1873; 
Vierordt,  die  quantitative  Spectralanalyse  und  ihic  Anwendung  aul  l^ay^iu- 
logie,  Physik,  Chemie  und  Technologie.  Tübingen,  1876.  —  H.VV,  Vogel, 
Praktische  Spectralanalyse  irdischer  Stoffe,  t.  Aufl.  1877,  S.  348). 
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von  der  Lichtstärke  =  1  durch  eine  Flüssigkeitsschichte  von 
lern  Dicke  hindurchgeht  Der  »Extinctionscoefficient«  (e)  nach 
Vierordt  ist  in  der  dritten  Rubrik  enthatten:  er  ist  der  negative 
Logarithmus  der  Lichtstärke  (J')y  ±le=i  —log  J', 


Absorptionsspectniin  von  Kupferoxydammoniak. 

(20  £  krystaltisierter  Kupfervitriol  in  Wasser  unter  Zusats  von  Ammoniak  sinn 

Gesammtvolumen  =  11  gelöst). 


Spectralbezirk 
(Wellenlänge) 

Uchtsarke  r 

Extinctionscoefficient 
(«) 

508—500 
500—402 
402—486 
486—480 

4bü — 4/o 
473—467 
467—461 
461  -457 
4ö7— 452 
452—447 
447—442 

442*-438 
438—433 
433—420 

Absorptionssped 

0-061 
0-120 
0-215 

0-275 
0  3Ü< 
0-410 
0-512 
O-öSO 
0-685 
0-762 
0-832 
0-872 
0-901 
0-960 

trum  von  Kaliumn 

V  Wrisser  G^^-rimm 

1-21468 
0*92082 
0*66757 
0*56067 

ü  0 1  *-o7 

0-38722 
0-29073 
0-23658 
0- 16431 
0-11805 
0*07088 
0*05949 
0*04528 
0  01773 

aonochromat. 

Spectralbesirk 
(WeUenlänge) 

Lichtstärke  /' 

ExtinctionscoelHcient 
(*> 

525—520 

520  516 
516—512 
512—508 
508—504 
504  -500 
500—496 
406—492 
492—489 
489—486 

0-932 

0-842 
0-740 

0-624 

0-520 

0-430 
0-347 
0-200 
0*120 
0*040 

0-03059 

0-07469 
0- 13077 
0-20482 
0-28400 
0-36654 
0-45968 
0-69897 

0-  92082 

1 -  39794 
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In  Fig.  1  und  2  stellte  ich  die  Absorptionscurve  der 
Chromat-  und  Kupferfilter  graphisch  dar;  hiebei  sind  die 
Wellenlängen  des  Lichtes  als  Abscissen,  die  Extinctions- 
coefficienten  als  Ordinalen  eingetragen.  Fig.  1  zeigt,  wie  die 


Flg.  1. 

Absorptionsspcctrum  (prismatisches  Spcctrum)  von  Kupferoxydammoniak, 
bezogen  auf  Weilenlängen  und  Fraunhofer'sche  Linien,  sowie  auf  dieExtinctior«- 

coefficicnten.  —  Die  L-cstrichclte  rurve  stellt  schemfttisch  die  Empfindlichkeit 
von  ßromsilbci^elatine  gegen  Sonnenlicht  im  prismatischen  Spectrum  dar. 


Fig.  2. 

Absorptionsspcctrum  von  Kaliummonochromat  (analog  dargesteilt  wte in  Fig.  Ij. 
—  Die  gestrichelte  Curve  stellt  die  photographische  Empfindlichkeit  von 
Erythrosin-Bromsilbergelatineplatten  gegen  das  Sonnenspectrum  dar. 


LichtdurchlässigkeitdesKupferoxydammoniakfiltcrs 

im  Blau  allmählich  steigt,  um  bei  X  =  430  voll  durchlässig  zu 
erscheinen.  Die  darüber  angebiachlc  punktierte  Curve  stellt 
schemalisch  die  Schwärzungscurve  der  gewöhnlichen 
Bromsilbergelatineplatte  im  Sonnenspectrum  dar.  Man 
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erkennt  daran,  dass  die  beiden  letzteren  Curven  einen  ähnlichen 
Verlauf  haben,  dass  jedoch  das  Hellblau  durch  das  Kupferlilter 
etwas  zu  stark  gedämpft  wird;  dies  hat  zur  Folge,  dass  in 
diesem  Bezirke  nicht  die  ganze  Eigenempfindlichkeit  des  Brom- 
silbers zur  Geltung  kommt,  was  sich  unter  Berücksichtigung 
dieser  Sachlage  vermeiden  liefie,  wenn  man  andere  intensiv 
absorbierende  blaue  Farbstoffe  benützen  würde,  deren  Ab- 
sorptionscurve  etwa  bei  X  =  492  steil  abfällt. 

Fig.  2  zeigt  die  günstigere  (weil  schroffer  abfallende)  Ab- 
sorptionscurve  der  vierproccntigen  Kaliummono- 
chrom atlösung  und  darüber  (als  punktierte  Linie)  die 
schematische  Darstellung  der  Sch wärzungscurve  einer 
Erythrosin-ßroms  ilbergelatineplatte  mit  ihrem  cha- 
rakteribtischcn  Maximum  und  Minimun>.  Den  Effect  derartig 
charakterisierter  Lichttilter  auf  die  sensitometrische  Bestimmung 
der  relativen  Farbenempfindlichkeit  orthochromatischer  Platten 
untersuchte  ich  zuerst  bei  einer  Reihe  von  ortliochromatischen 
Platten,  welche  für  Gelbgrün  mittels  Erythrosin,  Eosin  und 
ähnlich  wirkenden  Farbstoffen  sensibilisiert  waren  und  fand, 
dass  die  besten  Handelssorten^  solcher  Platten  bei  Amyi* 
acetatlicht  folgendes  Verhältnis*  der  Empfindlichkeit  hinter 
einem  Filter  von  reinem  Wasser,  Kupferoxydammoniak  und 
Kaliummonochromat  aufweisen. 

Eine  Benzinlampe  gibt  ähnliche  Relationen,  jedoch  weichen 

die  Zahlen  für  das  Empfindlichkeitsverhältnis  tim  einige 

Procentc  on  der  Relation  für  Amyllicht  ab  (circa  3  Procente[?], 
was  noch  genauer  zu  bestimmen  ist). 

Kür  die  besten  bis  jetzt  erzeugten  gelbgi  ünemplindliclien 
Platten  ist  die  relative  Empfindlichkeit  (bei  Amyllicht)  hinter 

1  Man  kann  sich  orthochromatische  Platten,  welche  den  besten  Handels- 
aorten dieser  Art  an  Gelbgrunempfindlichkeit  gleichkommen,  selbst  herstellen, 

wenn  man  Bromsilbcrgelalincphittcn  in  ammoniakalischer  Erythrosinlösung 
badet  (siehe  Edcr,  Recepte  und  Tabellen.  V.  AuHai^e.  lOnOi 

-  Der  Lichtverlust  bei  dieser  Bestimiiua;;;  rührt  davon  her,  dass  das  B!au- 
und  Gelbfilter  nicht  strenge  aneinandcrschlieücn,  boudern  eine  Lücke  lassen.  Bei 
direct  im  Spectralapparatc  vorgenommenen  spcctrometrischen  Messungen  streng 
aneinanderschließender  Strahlengebiete  tritt  diMCr  Verlust  nicht  auf. 
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Blaiifiiter  _  1  ^^.^  1  kommen  »gelbgrünempflnd- 

liehe  I'latten«  in  den  Handel,  welche  in  der  Praxis  noch  als 
recht  gut  verwendbar  gelten  und  die  ungünstigere  Verhältnis- 

zahl  für  Amyllicht  Empfindlichkeit  =  -qT^-  bis  1  auf- 

weisen. 


Empfindiichkeitsproben  gegen  Amyllicht  imt  Lichtfiltem. 


Wasser* 
filier 

Kupfcr- 
uxyd- 
«mmoniak 

Kalium- 
mono- 
ehromat 

Kclatjon 
Empfindlichkeit  Uiau 
Empfindlichkeit  Gelb 

Beste    Sorte  von 

l 

Erythrosinplatten 

1 

0-149 

0*68 

4*7 

Handelssorten 

1 

gelhLriinempfind- 

lichtr  l'iattcn .... 

1 

0-46 

0-34 

Schlechte  Eostn- 

1 

l 

0-71 

006 

008 

Benützt  man  das  elektrische  Bogenlicht  als  Licht* 
quelle,  so  ändern  sich  diese  Verhältniszahlen,  ebenso  bei  Proben 
am  Tageslicht  Einen  guten  Ruckschluss  flir  die  praktisch  viel* 
fach  in  Anwendung  stehende  Photographie  bei  elektrischem 
Lichte  gestattet  eine  durch  Bogenlicht  gleichmäßig  erhellte  weiße 
Papiertlächc.  L.isst  man  das  davon  rctlcctierte  Licht  durch 
eine  kleine  Ötfnung  unter  Vorschaltuni;  der  Lichlfilter  auf  das 
Schei ner-Sensit' »meter  fallen,  m>  kann  man  ohne  Schwierig- 
keit die  relativ'f  dclb-  und  PilauenipHndlichkcil  quantitativ 
bestimmen.  Die  hiebci  resultierenden  Verhältniszahlen  der 

Ge^bg^rürT  *^"^P*^"^^'^*'^®*^  weichen  vom  Amyllichte  stark  ab, 

nähern  sich  aber  mehr  jenen  für  diffuses  Tageslicht.  Meine 
Versuche  mit  Bromsilberplatten  ergaben,  da&s  die  elektrisch 
beleuchtete  weiße  Papierfläche  im  Blaubezirke  (Kupferoxyd- 
ammoniakfllter)  photographisch  3'lmal  heller  ist  (bei  gleicher 


Dlgitized  by  Google 


Senflitometrie  {Aotogrftphiscber  Platten. 


1109 


Gelbgrün-Empfmdiichkeil  zwischen  D—b^)  als  die  Aniyllampe. 
War  z,  B.  die  relative  Empfindlichkeit  bei  Amyllicht  =  ^ , 
so  war  sie  für  dieselbe  Plattensorte  bei  reflectiertem  weißem 

elektrischem  Bogenlichte  t=  ~-  •  Diese  Zahl  gilt  für  die  Sensi- 

1  "b 

bilisierungszone  im  Gelbgrün  (Typus  Erythrosin);  ist  die  Platte 
stärker  empfindlich  für  Blaugrün,  so  differieren  die  Werte 
weniger,  wenn  aber  eine  dominierende  Empfindlichkeit  für  Gelb 
oder  Orange  vorhanden  ist»  so  wächst  diese  Zahl. 

Zur  Controle  dieser  Zahlen  liefi  ich  zahlreiche  praktische 
photographische  Aufnahmen  im  Reproductionsatelier  der  k.  k. 
Graphischen  Lehr-  und  Versuchsanstalt  mit  derartig  voraus- 
berechneten Expositionszeiten  vornehmen  und  es  ergaben  sich 
stets  correci  exponierte  Negative.  Daraus  geht  die  Nützlichkeit 
derartiger  senbitomeirischer  Bestimmungen  für  die  Photo- 
graphie hervor. 


Die  Gesammtempfindlichkeit  von  orthochroma- 
tischen Platten  verglichen  mit  jener  von  gewöhn- 
lichen Bromsilbergelatineplatten  gegen  »weißes» 
Licht  (Tageslicht,  oder  dem  damit  einigermaßen  ähnlichen, 
aber  nicht  identischen  Bogenticht)  lässt  sich  nicht  ohneweiters 
aus  der  sensitometrischen  Bestimmung  ihrer  Gesammtempfind- 
lichkeit bei  Kerzenlicht  ermitteln.  Es  erscheint  somit  nicht 
praktisch,  die  sensitometrische  Empfindlichkeit  von  orthochro- 
matischen Platten  fiir  Aniyl-  oder  Benzinlicht  anzugeben,  wenn 
mar.  die  AnzeigL-n  Iii:-  Expositions-Berechnuiig  bei  weißem 
Lichte  (TagesiiciU,  elektrisches  Licht)  verwerten  will. 

Wie  die  relative  I^mpfindlichkeit  J^ewöhnlicher 
Bromsiibergclatine-  und  orthochromatischer  Platten 
gegen  Amyllicht  einerseits  und  anderseits  gegen  weißes 
Licht  schwankt,  zeigt  folgende  Tabelle: 
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Relative  Empflndlichkeit  verschiedener  photographischer 
Platten  bei  Amyl-  und  elektrischem  Lichte. 


Amyllicht 
(direct  wirkend) 

Weißes  Papier, 

erhellt 
von  elektrischem 
Bogenlichte 

1 

1 

2-3 

Handelssorte  gelbgrünempflnd- 

• 

1*6 

0-87 

Handelssorte  gelDgrüncmpfind- 

licher  Platten,  andere  Sorte. . 

1*2 

0'42 

Wie  man  sieht,  kann  es  so^ar  vorkommen,  dass  bei  Amyl- 
licht orthochromatisclic  Pl.ULcii  Lüipiinüliclier  als  gewöhnliche 
Bronisilbergelatineplatten  sind,  wahrend  bei  eleklrischem  Lichte 
das  Umgekehrte  eintritt. 

Man  erhält  jedoch  correcte  und  für  die  praktische  Photo- 
graphie verwertbare  Sensitometerangaben,  wenn  man  die 
Empfindlichkeit  einer  gewöhnlichen  Bromsilber* 
gelatineplatte  (z.  B.  ich  benützte  u.  n.  die  Schleußner-, 
Schattera-,  Lumiere«,  Apolloplatte)  mit  der  Benzin^Normal- 
lampe  oder  Amyltampe  im  Scheiner-Sensitometer  auf 
Empfindlichkeit  (Schwellenwert)  misst,  diese  Platte  den 
photographischen  Empfindlichkeitsproben  von  ortho* 
chromatischen  Platten  mit  »weißem«  Lichte  alsStand- 
ard  zugrunde  legt  und  dann  angibt,  z.  B.:  »Die  ortho- 
chromatische Platte  ist  bei  elektrischem  Bogenlichte  um  27% 
oder  1  °  Scheiner  emphndlicher  als  eine  Bromsilberplatte  von 
10°  Scheiner«. 

Neubestimmung  der  Empßndlichkeitsmaxima  für  Bromsilber« 

gelatine,  Jodsilbercollodion  und  Chlorsilbergelatine. 

Die  Bedeutung  des  Empftndlichkeitsmaximums  des  Brom- 
silbers gegen  das  Spectrum  für  sensitometrische  Versuche 
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veranlasste  mich,  die  nicht  ganz  übereinstimmend  angegebene 
Lage  dieses  Maximums  neuerdings  zu  untersuchen.  Hiezu 
bediente  ich  mich  nicht  nur  des  Gitterspectrographen,  sondern 
auch  eines  für  Violett  sehr  gut  durchlässigen  Glasspectro- 
graphen  Stein  hei  Ts  mit  einem  Compoundprisma  und  nicht- 
achromatischen,  dünnen,  einfachen  Glaslinsen.^ 

Bei  diesen  Untersuchungen  berücksichtigte  ich  nur  jenen 
Theil  des  Spectrums,  welcher  bei  der  praktischen  Photographie 
mit  Glaslinsen,  sowohl  bei  Tages-,  als  elektrischem  Lichte 
(reflectiertes  Licht)  zur  Geltung  kommt. 

Üer  Glasspectograph  mit  einem  ^uten  dreilach  verkiitclcn 
Glas-Compoundprisma  oder  mit  Wernil^eprisma  ist  genügend 
durchlasse;  für  Ultraviolett,  um  Untersuchungen  über  Wirkung 
von  Lichtiiltern  zu  photo^urapliischLMi  keproductiunszweckcn  in 
diesem  Strahlengebiete  vornehmen  zu  können.  Bei  fünitach 
verkitteten  Glasprismen  ä  Vision  directe,  welche  Schwerflint 
enthalten,  würde  sich  dagegen  die  Lichtabsorption  im  Violett 
stark  und  störend  bemerklich  machen,  was  bei  vergleichenden 
Versuchen  zu  berücksichtigen  ist. 

Der  Gitterspectrograph  gibt  auf  Bromsilbergelatineplatten 
weiter  gegen  Ultraviolett  eine  kräftigere  Schwärzung  als  der 
Glasspectrograph,  aber  gegen  Grün  und  Blau  zeigt  sich  die 
Wirkung  bei  beiden  sehr  ähnlich  der  von  gut  durchsichtigem 
Glase.  Vergleicht  man  die  im  sichtbaren  Spectrum  liegenden 
Maximalwirkungen  des  Sonnenspectmms  auf  Bromsilber- 
gelatine einerseits  beim  Gitter-,  andenseits  beim  einfachen  Glas- 
Prismenhpectrographen,  so  ergibt  sich,  dass  die  entschieden 
nachweisbaren  Verschicbungen  hiebei  nicht  größer  sind.  a!s 
sie  überhaupt  nach  H.  W.  Vogel  auch  bei  verschiedenen 
Sorten  von  Brom  silberplatten  (unabhängig  von  der  Art  der 
Spectrographen)  vorkommen  können. 

Man  kann  bei  Berücksichtigung  dieser  Thatsachen  gute 
Glasspectrographen  für  derartige  Arbeiten  sehr  wohl  ver- 
wenden, und  man  ist  keineswegs  ausschliefilich  auf  den  Gitter- 


1  Naher  beschrieben  bei:  Fder  und  Valentn.  >Die  vcr^chic Jenen 
Spectrcn  des  Quecksilbers«.  Wien,  Dctikschr.  der  kais.  Akad.  der  Wissensch., 
IÖÖ4,  S.  29. 
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spectrographen  (welchen  ich  bei  metner  1.  Abhandlung  über 

SensitomcLiic  benützt  hatte)  angewicbcn,  um  cxacte  Studien 
über  den  Veiiaul  der  Sensibilisierung  bei  photographischen 
Platten  machen  zu  können,  wie  in  letzterer  Zeit  mehrfach 
behauptet  wurde. 


Variable  Lage  des  Empflndlichkeitsmaiuiiituiis  verschiedener 
Sorten  von  Bromsilbergelatineplatten  gegen  das  Sonnen- 
spectrum,  im  Gitter-  und  GUsprismea*^pectrographeQ. 


Maximum 

der 
Wirkung? 
im  Spectrum 

Beiläufiges  Hand 
der 

Hauptwirkung 
bei  kürzerer 
lielichtunc' 

Erstreckung  des 
Bandes  bei 
längerer  Beliehluag 

G  i  tterspectrogr  nph 
(Schl«tt6iierplatte) 

von 
k  447—445 
Mittel  446 

von 
X  458^20 

(E-  über  H/l gegen!) 
von  X  500  oder  476 
bis  Ende  des  Sonnen* 

spcctrums,  starke 
Wirkung  bis  weit  tos 
Ultraviolett 

Giasspeclrograph 
^SchleuÖnerplattc) 

von 

).  453—449 
Mittel  451 

von 

X  400  425 
oder  bis  400 

von  X  402—400 

Glasspecirograph 

(Deutsche 
»ApoHoplatte«  1 

Mittel  X  SS  455 

von  X  468^430, 

fast  ebenso  bis 
X»  300 

Glasspectrograph 

(Etigliäche 
»ImpemlplAtte«) 

von 
X  462 --455 

von 
X  468—440 

von  k  486—425, 
ziemlich  stark  bis 
X  =  400 

Vorstehende  Tabelle  gibt  die  Zusammenstellung  der 
Resultate  meiner  Untersuchungen  über  die  Lage  des  Maximums 
der  Empfindlichkeit  von  Biomsübergelatine  gegen  das  Sonnen- 
spectrtim  sowohl  im  Gitter-,  als  im  Gla'=;spectrü^'raphen. 

Während  bei  kurz  exponierten  Platten  und  harter  Ent- 
wickelung  das  Maximum  sich  bei  diesen  Platten  in  der  Sonne 
(Glasspectrograph)  von  X  =  451,  455,  458  ergibt,  so  liegen  die 
Mittel  der  Maxi  mal  Wirkungen  etwas  länger  belichteter 
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(immernoch  unterexponierter)  Bromsilbergelatineplatten  (Sonne) 
nicht  genau  an  derselben  Stelle. 

Das  Maximumband  solcher  etwas  länger  belichteter  Platten 
verläuft  im  Gtasspectrographen  (Sonne)  bei  verschiedenen 
anderen»  als  in  der  Tabelle  angegebenen  Bromsilbertrocken- 
platten  des  Handels  durchschnittlich  von 

X  468  bis  X  435,        Milte  X  =  443, 

oder  von  X  460  bis  X  425,       Mitte  X  =  452, 

was  von  rascherer  Ausbreitung  der  Wirkung  gegen  Ultraviolett 
herrührt.  Solche  sch e i nbare  Maxima  wurden  ferner  von  X445 
bis  540  gefunden,  Folgende  Zusammenstellung  macht  dies 
klarer: 


Wahre  und  scheinbare  Maxima  der  Wirkung  des  Sonnen- 
spectrums  auf  ein  und  dieselbe  Bromsilbergelatine-Sorte. 


■ 

Art  des  Spectrographen 

Wahre  > 
Maximum  bei 
kurser 
Belichtung 

Scheinbares 
Maximum  (Mitte 
des  Bandes)  bei 
längerer 

Belichtung 

Gitterspectrograph 

1 

X  446 

X  436 

Giasspectrograph 

).  451 
(bis  458) 

).  443 
(bis  454) 

Künstliche  Lichtquellen  ändern  die  Lage  des 
Empfindlichkeitsmaximums  auf  photographischen 
Platten  entsprechend  der  spectralen  Zusammen- 
setzung des  ausgesendeten  Lichtes,  und  zwar  fand  ich  bei 
einer  Versuchsreihe  mittels  des  Glasspectrographen  folgende 
Schwankungen: 

Maximum 
der  Empfindlichkeit 

Bromsilbergelatine,  Sonnenlicht   bei  X  =:  451 

»  Auer-Gasglühlicht   454 

»  Gas-Argandbrenner   456 

»  Petroleuni-Machbrenufr ...  .  457 

Silzb.  d.  roalhcm.-naturw.  Cl  ;  CX.  Hd.,  Abth.  Jl.a.  74 
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Die  photographischen  Maxima  auf  Bromsilber  treten  stets 
als  breite  Bänder  auf  und  sie  lassen  sich  demzufolge  nicht 
genau  festlegen,  jedoch  entsprechen  die  obigen  Zahlen  gut 
der  thatsächlichen  Verschiebung  des  Maximums  des  photo- 

ciiemischen  ElTccLcs  dieser  Lichtquellen  aut  Bromsilbergelatine.^ 
Vielfach  werden  in  der  orthochromatischen  Photographie 
Ervthrosin-Gelatineplatten  verwendet,  welche  den  gebräuch- 
lichen Typus  der  gelbgrüivemptindlicheii  Platten  abgeben. 

Das  Sensibilisierungsmaxiniuni  aul  Erythrosni- 
Bromsilberplatten  liegt  in  meinem  Glasspectrographen 
für  Sonnenlicht  bei: 


Em  tust  ebenso  dichtes  Band  sclilieüt  sich  beiderseits  von 


an,  gegen  Orange  sinkt  es  mittelstark  bis  circa  X  =  580,  ver- 
läuft schwach  bis  über  die  Fraunhofer'sche  Linie  D  und  verliert 
sich  bei  X  =  600,  obschon  es  sich  bei  sehr  langer  Belichtung 
ins  Orangeroth  schwach  erstreckt;  in  letzterem  Falle  sind  die 
Stellen  des  Sensibilisierungsmaximums  schon  unmäfiig  über- 
exponiert. Gegen  Grün  sinkt  die  Wirkung  mit  abnehmender 
Wellenlänge  weniger  rasch,  so  dass  bei  längerer  Exposition  das 
Sensibilisierungsband  sich  unsymmetrisch,  d.  i.  mehr  gegen 
Blaugiun  als  geilen  Gelb  erweitert;  mittelstarke  Wirkung  lässi 
sich  bis  circa  X  —  540  oder  545  verfolgen.  Das  Minimum  der 
VV'irkung  liegt  bei  X  502  bis  495. 

Im  Gitterspectr u in  ermittelte  ich  bei  meinen  Erythrostn- 
ßromsilberplatten  das  Sensibilisierungsmaximum  (Sonnenlichlj 
bei  circa  X  —  558,  also  etwas  weiter  gegen  das  stärker  brech- 
bare Ende,  jedoch  sind  bei  diesen  breiten  Sensibilisierungs- 

i  Das  photographirte  Spectrum  dieser  Lichtquellen  eifUirt  an  der  starker 
brechbaren  Seite  gegen  Ultraviolett  eine  stark  merkliche  VeikQrsung  je  nach  der 
Lichtart. 


Sensibilisierungsmaximum 


Ery th  rosi  n-Bromsilber-Gelatine,  kurze 

Belichtung  

Mitte  des  Sensibilisierungbbandcs  circa 


von  X  565  bis  5ü0 
bei  A  üG2. 


X  :=  570  bis  548 
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bändern  im  Gitterspectrum  die  Btötimmungen  dieser  Maxitna 
keineswegs  genau. 

Die  Bestimmung  der  relativen  Farbenempflndlichkeit  photo- 
graphischer  Platten  (respective  ihrer  photographischen  Schwär- 
zung, der  relativen  Belichtungszeit,  welche  zum  Eintritte  gleicher 
Schvvärzuni;cn  im  rothgclbcn  und  blauvioletten  Spcctralbczuk 
notiuvcndig  ist)  wird  bei  Quarz-  oder  Glas-  oder  Gitterspcctru- 
graphen  nicht  nur  durch  die  Absorptionserscheinungen  beein- 
flusst,  sondern  auch  durch  die  verschiedene  Dispersion,  weil 
beim  prismatischen  Spectrum  der  rothgelhe  Bezirk  auf  eine 
kleinere  Fläche  zusammengedrängt  ist,  als  beim  Gitterspectrum 
und  demgemäß  intensivere  photographische  Schwärzungen 
entstehen.  So  muss  man  z.  B.  für  £rythrosinplatten  im  Gelb 
relativ  zu  Blau  länger  belichten,  wenn  man  das  Gitterspectrum 
anstatt  des  prismatischen  Spectrums  benützt,  selbst  wenn  man 
sich  von  der  Violettdämpfung  durch  Anwendung  von  Quarz- 
prismen oder  Linsen  gänzlich  unabhängig  macht.  Für  Unter* 
suchungen  dieser  Art  bleibt  das  Gitterspectrum  als  Standard 
vorzuziehen,  während  man  in  vielen  anderen  Fällen  mit  dem 
prismatischen  Spectrum  sein  Auslangen  vollkommen  finden 
kann. 

JodsübercoUodlon. 

Für  die  angewandte  Photographic  kon-mt  das  Verhalten 
des  Jodsilbercollodions  im  »nassen  Verfahren«  mit  Silberbad 
und  saurer  Eisenvitriol-Entwicklung  sehr  in  Betracht;  im  Drei- 
farbendruck benützt  man  solche  Platten  ohne  Lichtfilter  zur 
Erzeugung  jener  Theil-Negative,  welche  den  blauvioletten 
Strahlen  entsprechen  und  die  Druckplatte  für  Chromgelb  liefern. 
Die  dominierende  Wirkung  des  Sonnenspectrums  auf  Jod- 
silbercoHodion  beginnt  kräftig  bei  circa  X  =:  437  einzusetzen, 
sowohl  beim  Gitter-,  als  Glasspectrographen  und  geht  mit 
fast  gleicher  Kraft  ins  Ultraviolett  hinein.  Die  Mitte  der 
Maximalwirkung  liegt  bei  X  =  425  bis  420  (Glasspectrograph 
oder  Gitterspectrograph  mit  farblosen  Spiegelglas-Lichtfiltern), 
Dieses  Spectralgebiet  (von  X  437  bis  zum  Beginn  des  Ultra- 
violett) kommt  also  bei  dem  oben  genannten  photographischen 
Processe  mit  Gias-Linsen  und  -Filtern  besonders  zur  Geltung. 

74* 
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ChlorsUbergelatine. 

Stellt  man  Gelatineemulsioiien  inittels  Chlorsilber  und 
überschiissigein  l(")slichen  Chlorid  her.  so  erhalt  man  Chlor- 
silbertrockenplatten,  welche  sich  iihnlich  wie  ßromsilberplattcn 
entwickeln  lassen,  teinköriger  (aber  viel  unempfindlicherj  als 
letztere  sind/  und  an  Farbenempfindlichkeit  stark  von  Brom- 
und  Jodsilber  abweichen. 

Im  Gitterspectrum  hat  Chlorsilbergelatine  das 
Maximum  der  Empfindlichkeit  (Sonnenlicht)  hinter  der  Fraun- 
hofer^schen  Linie  K  zu  Beginn  des  Ultraviolett;  vor  den  Linien 
fr(Xc=396)  und  Jir(X=:393)  beginnt  die  starke  Wirkung, 
steigt  rasch  an,  erreicht  bei  circa  X  =  380  das  Maximum  und 
bleibt  auf  gleicher  Höhe,  soweit  das  Sonnenspectrum  krallig 
die  Atmosphäre  passieren  kann,  d.  i.  bis  circa  X  =  320.  Die 
Mitte  des  Empfindlichkeitsbandes  der  Chlorsilbergelatine  bei 
normaler  Belichtung  liegt  unter  diesen  Verhältnissen  circa  bei 
X  =  355. 

Durch  farblose  Glasprismen  wird  das  Maximum  der 
photographischen  Wirkung  de?  Sonnenspeclrums  vom 
Ultraviolett  gegen  die  Grenze  von  Violett  ii;.d  Ultraviolett 
(gegen  die  Linien  HK)  gedrängt.  Dieser  Effect  entspricht  der 
absorbierenden  Wirkung  von  Glasmassen,  wie  sie  gewöhnlich 
in  Aplanaten  und  anderen  Objectiven  mit  gut  durchlässigen 
Gläsern  vorkommen;  würde  ein  Objectiv  schweres  Flintglas 
enthatten,  so  würde  die  Maximalwirkung  sogar  bis  zur  Fraun- 
hofer*schen  Linie  h  (X  =  410)  gedrängt  werden  und  die 
Wirkung  gegen  HK  schwächer  werden. 

Fig.  3  zeigt  den  verschiedenen  Verlauf  der  Empfindlichkeits- 
curve  von  Chlorsilbergelatine  gegen  Sonnenlicht,  je  nachdem 

1  Vcrgl.  Edcr-Pizzi{';heIIi,  Die  Photographie  mit  Chiorsilbergelatine, 
Wien  1S8I.  Kcrncr  Kdcr,  Ai  <r  !1  „n  !bi:ch  der  Photographie,  Rd.  III.  1  Aull.. 
S.  :^95.  —  Derartige  ChiorMlbcrgclutiaepiaftpn  stellt  in  sehr  f?uter  Qualität 
A.  Herzka  in  Dresden  her.  Als  Entwickler  beuulxle  ich:  Kösung  I.  60^  Kalium- 
üxülut,  2>;^^  Chlorammonium,  1  ^  Bromkaliura,  500 <rM^  destilliertes  Wasser. 
Lösung!!.  16/ Eisenvitriol,  8^  Citronensäure,  8^  Alaun,  500 dastilHertes 
Wasser.  Vor  dem  Gebrauche  werden  die  Lösungen  I  und  II  su  gleichen  Theilen 
gemischt.  Siehe  auch  Eder,  »Reeepte  und  Tabellen  für  Photographie«,  V.  Aufl., 
1900,  S.  40. 
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man  sich  des  Gitter-  oder  eines  gut  durchlässigen  Glas-Spectro- 
graphen  bedient.* 

Ich  glaube  nach  meinen  Beobachtungen  zu  lolgendem 
batze  berechtigt  zu  sein: 

»Zeigt  ein  optischer  Glasapparat  gegenüber  dem 
Sonnenspectrum  eine  so  gute  Durchlässigkeit  für 
die  stärker  brechbaren  Strahlen,  dass  die  Spectrum- 


A * 0 0     c      c»     r  •      Ii     wK     t     w          N  c 


Fig.  3. 


I.  Wirkung  des  Sonnenspectrams  auf  Chlorsitbergeletine  (stark  geadohnate 
Curve:  Glasspeetrograph;  dünn  linieite  Curve:  Coneavgitter). 

II*  VoU  ausgesogene  Curve:  Eoaln^Badeplatte  auf  Bronuilbergelatine;  punk- 
tierte Curve:  Eosin  auf  Chlocsilbergelatine. 

III.  Voll  ausgezogene  Curve:  Glycinroth  auf  Bromsilbergelatine;  punktierte 
Cur\'e:  Glycinroth  auf  Chlorsilbergelatine. 

IV.  Voll  ausgezogene  Curve:  Kose  bcnpal  auf  Bromsilbergelatine;  punktierte 
Curve:  Rose  bengal  auf  Chlorsübergelatinc. 

Photographie  auf  Chiorsilbergelatine  eine  Maximal- 
wirkung bei  den  Fraunhofer'schen  Linien  HK  an 
der  Grenze  de?  Violett  und  des  Ultraviolett  auf- 
weist, so  entspricht  er  bezüglich  Lichtdurchlässig- 
keit des  gesammten  sichtbaren  Spectrums  allen  An- 
forderungen für  Zwecke  der  gewöhnlichen  Photo- 


>  Ober  den  Effect  von  Spectrographen  mit  Schwerflint  schrieb  ich  bereits 
vor  17  Jahren  in  meiner  Abhandlung  »Ober  das  Verhalten  derHaloidverbtndungen 
des  Silbers  gegen  das  Sonnenspectrum« j  diese  Sttsungsber.,  4.  Dec.  1884. 
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graphie  farbiger  Objecte,  ohne  irgendwelche  störende 
Farbendämpfungen  mit  sich  zu  bringen.« 

Dementsprechend  kann  man  sich  auch  rasch  durch  eine 
Photographie  des  Sonnenspectrums  auf  Chlorsilbergetatine  ein 
Urtheil  verschaffen,  ob  die  Glasprismen  eines  Spectrographen 
für  derartige  Versuchsreihen  genügen  oder  nicht.  Gitter-  oder 
Quarzspectrographen  sind  selbstverständlich  in  diesen  stark 
breclibiircn  Spectral<;cbieten  stets  au  Helligkeit  überlegen,  uuJ 
es  sind  derartige  \  orproben  für  letztere  Apparate  überflüssig. 

Variable  Sensibillsierungswirkung  von  Farbstoffbn  auf  Brom- 

und  Chlorsilber. 

Für  die  vorliegenden  sensitometrischen  Versuche  ist  eine 
genaue  Kenntnis  der  Lage  der  Sensibtlisierungsmaxima  der  für 
Gelbgrün  sensibilisierenden  Farbstoffe  von  Belang.  Deshalb 
untersuchte  ich  neuerdings  die  Wirkung  gleicher  Farbstoffe 
auf  verschiedene  photographische  Schichten,  insbesonders  auf 
Bromsilbergelatine-,  Chlorsilbergelatine -Platten^  und  Brom- 
silbercollodion-Emulsion,*  und  zwar  benützte  ich  Eosin  (Tetra- 
bromfluorescein),  Erythrosin  (Tetrajodfluorescein)  und  Rose 
bengal. 

Die  durch  den  betreffenden  Farbstoff  bewirkten 
Sensibiiisicrungsmaxima  liegen  hei  kurzen  Belichtungen 
sowohl  bei  Br»>m  und  ('hiorsilbergelatine,  als  nuch 
bei  der  Collodionemulsion  in  der  Regel  an  annähernd 
derselben  Stelle,  mitunter  sind  sie  gegeneinander 
etwas  verschoben  (um  ±1  bis  ö  Angström'sche  Einheiten). 

Bei  ganz  kurzen  Belichtungen  liegt  das  Sensibilisierungs- 
maximum  von  Tetra  bromfluorescein  (Eosin)  bei  Brom- 


1  Von  mir  zuerst  untersucht  1884  (a.a.O.«  wo  sich  auch  eine  gezeichnete 
Curve  der  Spectraiwirkung  aufChtorsilber+Eosin  vorfindet,  welche  im  wesentp 
lieben  mit  meinen  neuerlichen  Beobachtungen  übereinstimmt.  Jedoch  den  Ver- 
lauf der  Sensibilisierung  weniger  genau  wiedergibt,  als  die  dieser  Abhandlung 

in  Fig.  3  beipegebcne  Curve  ). 

2  Gewaschene  Albcrt'schc  Bronisilbcrcollodionemulsion,  welche,  mit  dem 
betroffenden  Farbstoffe  pt  Carbi,  im  Silberbade  1  :  500  gebadet  und  dann  mit 
alkalischem  Glycin-Entwickier  hervorgerufen  wurde. 
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Silber-  und  ChlorsUbergelatine  fast  an  derselben  Spectralstelle, 

jedoch  erscheint  bei  mehreren  meiner  Spectrumphotographien 
das  Eosinmaximum  beim  Broinsilbcr  ein  wenig  weiter  gegen 
Gelb  liegend,  als  beim  Chloisilber.*  Zusatz  von  Ammoniak 
zum  Farbbade  beeinflusst  die  Farbenempfindlichkeit  günstig, 
ist  aber  nicht  ohne  Rückwirkung  auf  den  Verlauf  des  Sensi- 
bilisierungsbandes. 

Bei  Chlorsilber  und  Br^msilbergelatine  sind  die 
Minima  der  Empfindlichkeit  viel  mehr  voneinander 
verschieden,  als  ihre  Maxtma^  wie  folgende  Zusammen* 
Stellung  meiner  Messungen  zeigt: 


Glasspcctrograph  (Sonnenlicht) 

Senstbilisierungs*       ....        .  . 

.  .     1     Minimum  bei 

mnxfmum  bei 

Chlorsilbergelatine  mit  Eosin  und 

X  =  457 

Bromsilbergelatine  mit  Eosin  und 

X=»513 

Bromsilbergelatine  mit  Eosin  ohne 

\  SS  546—542 

Xs52d 

Während  die  Sensibilisterungsmaxima  so  ziemlich  (nicht 
genau)  an  derselben  Stelle  im  Gelbgrün  sich  befinden, 
schwanken  die  Minima  viel  mehr,  weil  bei  längerer  Belichtung 
und  starker  Entwickelung  sich  das  Sensibilisierungsband 
unsymmetrisch  beiderseits  verbreitert  und  anderseits  das  photo* 
graphische  Band  im  Blauviolett,  welches  der  photographischen 
Eigenempfindlichkeit  des  reinen  Broinsilbers  (oder 
Chlorsilbers;  entspricht,  nach  steigender  Belichtung  sich  seiner- 
seits Je  nach  der  Belichtun.^sdaiier  bald  mehr,  bald  weniger  weit 
gegen  Blaugrün  ausbreitet;  hiebei  rückt  bald  das  letztere  Band, 

1  Vei^l.  Ac Worth,  Annal.  Physik. 

*  lOOcwi^  Wasser,  Zern'  Eosinlösung  (1 :  500),  O'Scm'  Ammoniak,  Bade- 
seit  1  bis  2  Minuten. 
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bald  das  erstere  Band  rascher  vor,  je  nachdem  die  relative 
Gelbgrün-  oder  die  Blauempfindlichkeit  überwiegt. 

Die  erwähnte  unsymmetrische  beiderseitige  Ausbreitung 
des  eigentlichen  Sensibilisierungsbandes  ist  auch  die  Ursache, 
warum  bei  längerer  Belichtung  und  Entwickelung  die  Mitte 
dieses  Bandes  nicht  mit  dem  eigentlichen  SensibiÜsierungs- 
maximiiin  /.u>amnienr;illt.  sondern  allmählich  ^egen  Blaugrün 
zu  sich  \  crschiebl.  llierui  iic,<;i  der  (»rund  der  Unsicherheit  der 
Besiimniung  der  Sensibili^ierungsfnaxnna. 

Die  Emplindhciikcii  einer  l'lri-s  j  n  -  F^romsi i b e rgel atine- 
piatte  reicht  bei  circa  lOOtacher  Überexposition  (d.  i.  lOOmal 
längere  Belichtung,  als  zur  Entstehuni:  eines  guten  Sensibili- 
sierungsbandes nöthig  ist)  weit  über  die  Fraunhofer'sche  Linie 
D  gegen  C.  —  Das  auf  Eostn-Chlorsiibergelatine  photo* 
graphierte  Spectrum  rückt  mit  entsprechender  photographischer 
Schwärzung  langsamer  gegen  Roth  und  schneller  gegen  Blau- 
grün vor;  es  erscheint  bei  kurz  belichteten  Platten  zuerst  nur 
Gelbgrün  (Sonnenspectrum),  dann  nach  circa  viermal  längerer 
Belichtung  erst  ein  photographischer  Effect  im  Bezirk  zu  Beginn 
von  Ultraviolett  {HK);  bei  Eosin^Bromsilbergelatine  ist  es  um- 
gekehrt. 

Eosin  -  Bromsilbercollodion  mk  chemischci  Erd- 
wickeluiig*  gibt  ein  Sensibilisicrungsmaximum  bei  X  =:  542 
bis  ööO,  bei  anderen  Platten  bei  548  bis  549.  und  zwar 
er^clieint  (rd;is.specU"ograph.  S«»nnenlicht)  im  Gelbgrün  die 
Wirkung  l ruher  als  die  Blauvvukung.  Dagegen  gab  mir  Brom- 
salzcoliodion,  gefärbt  mit  Eosin,  gesilbert  im  starken 
Siiberbade  und  entwickelt  mit  sauerer  Eisenvitriollösung, 
wie  man  dies  zu  orthochromatischen  Gemäldereproductionen 
verwendet,*  kein  so  deutliches  Sensibilisierungsmaximum, 
sondern  bei  einigermaßen  reichlicher  Belichtung  erstreckt 
sich  das  Band  der  photographischen  Wirkung  von  der  Fraun- 
hofer'schen  Linie  D  continuierlich  bis  an  die  Grenze  Ultra- 

1  Bromsilbercollodion,  welches  mit  Eosin  gefärbt»  dann  im  Siiberbade 

sensibili-icrt,  j^ewaschcn  und  alkalisch  entwickelt  wird. 

Kilo  IS  HanJbuch,  II.  Th.,  d.  i.  Collodion  mit  Bromcadmium  und  Eosin, 
i^c'^Ubcrt  im  starken  Silberbade  und  mit  20procentiger  Eisen vitrioUösung 
licivoigeruleii. 
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violett  bei  HK,  wobei  ohne  Anwendung  irgend  eines  Dämpfungs- 
fllters  die  Wirkung  allmählich  gegen  Blauviolett  sinkt  und 
kaum  ein  Minimum  der  Spectralwirkung  irgendwo  bemerkbar 
ist  Wird  Chlorsilbercollodion  ganz  ebenso  behandelt,  so 

erhält  man  ein  kräftiges  Sensibüisierungsniaximum  gleichfalls 
bei  A  =  512  bis  550,  bei  fiJerer  Platte  bei  548  bis  549;  die 
Wirkung  erstreckt  sich  ins  X'iolett,  wobei  sie  jedoch  im  Blau 
durch  eine  Art  Minimum  unterbrochen  wird.  Ks  ist  sehr 
bemerkenswert,  dass  im  großen  und  ganzen  die  dominierende 
Wirkung  der  Farbensensibiüsierung  von  Eosin  trotz  der  sehr 
verschieden  präparierten  photographischen  Schichte  nicht 
stärkere  Abweichungen  gegen  das  Spectrum  aufweist. 

Bei  Versuchen  mit  Rose  bengal  auf  Bromsilber-  und 
Chlorsilbergelatine  (Farbbad  mit  etwas  Ammoniak)  fand 
ich  die  Sensibilisierungsmaxima  übereinstimmend  an  derselben 
Stelle  bei  X  =  568  bis  566,  dagegen  sind  die  Minima  stark  ver- 
schieden (für  Chlorsilber  bei  kurzen  Belichtungen  X  r=  469  bis 
468,  bei  Bromsilber  bei  \  =  509),  ohne  dass  diese  Minima  eine 
besonders  gute  Charakteristik  abgeben  würden.  Chlorsilber- 
platten mit  Kose  bengal  ohne  Ammoniak^  zeigen  die 
Sensibilisierungscurve  steiler,  prägnanter  (m'xX.  dem  Maximum 
bei  circa  475  bis  471,  also  etwas  verschieden  vom  Maximum 
ohne  Ammoniak),  Minimum  bei  48ü  bis  481.  Der  Grund  der 
Verschiebung  des  Minimums  dürlte  seinen  Grund  im  Sinken 
der  relativen  Gelbgrün-Empfindlichkeil  und  Vorwalten  der 
Violettempfindlichkeit  (siehe  oben)  haben. 

Ahnlich  verhält  sich  Glycinroth.  Die  merkwürdigen  Unter- 
schiede in  den  Sensibilisierungsbändem  von  Farbstoffen  auf 
Bromsilber-  und  Chlorsilbergelatine  zeigt  Fig.  3  (Curven,  welche 
die  Wirkung  des  Sonnenspectrums,  Glasspectrograph,  auf  diese 
Schichten  darstellen). 


1  Auch  bei  Chlorsilbeigelattne-Emulstoneu  wirken  schon  ganx  klein« 
Mengen  von  Ammoniak  (s.  B.  0*1  bis  0*5%  im  Farbbade)  sehr  günstig  auf 
Heraustreten  des  Sensibilisieningsbandes,  z.  B.  Chorsilbergelatine+Rose  bengal 
gibt  ohne  Ammoniak  in  meinem  Compoundspectrogniplten  das  Sensibilisierungs- 
maximum  im  Gelb  erst  bei  5  bis  7mal  längerer  Belichtung  als  das  Violett  hei  HK\ 
mit  Ammoniak  kehrt  sich  das  Verhältnis  um. 
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Ftuorescein  erzeugt  aiil  Chlorsilbergelatine  ein 
Sensibilisicrungbiiiaxiiiuim  ungefähr  bei  X  465,  bei  Rrom- 
silber^clatine  aber  bei  X  406,  d.  h.  das  Maxiniuni  ist 
bei  Chlorsilber  weiter  gegen  das  weniger  brechbare  Ende 
gerückt  (nur  bei  kurzer  Belichtung  und  harter  Entwickelung 
nachweisbar,  bei  normaler  Belichtung  und  Entwickelung  ver- 
schwinden diese  Unterschiede).  Sehr  gut  sensibilisiert 
Fluorescein  das  Bromsilbercollodion,  wenn  man  mit 
einem  schwachen  Silberbade  (1 : 500)  sensibilisiert,  exponiert, 
gut  wäscht  und  dann  alkalisch  (mit  Glycin  etc.)  entwickelt 
Die  Grünempflndlichkeit  ist  sehr  gut.  Monobrom fluores- 
cein wirkt  unter  analogen  Verhältnissen  im  Broni- 
Sil bcrcollodion  besonders  gut;'  es  sensibilisiert  sehr 
kräftig  für  Grün  und  das  Maximum  des  Sensibilisicrungs- 
bandes  liegt  zwischen  jenem  vom  Fluorescein  und  Tetrabrom- 
fluorescein,  bei  vortrefflicher  Gesammtcmptindlichkeit  der 
Schichte.  Ein  Zusatz  von  Monobrom  fluorescein  zu  Athylviolett- 
collodion*  verbessert  dieses,  gibt  bei  Steigung  der  Empfindlich- 
keit gute  panchromatische  Schichten.  Da  ich  mit  Monobrom« 
fluorescein- Bromsilbercollodion,  sowie  mit  dessen  Combination 
mit  Athylviolett  vorzügliche  Resultate  hinter  GrünfiHer,respective 
Rothfilter  .erhielt,  so  führte  ich  dies  Verfahren  für  directe 
Dreifarben-Autotypie-Aufnahmen  ein;  die  Erfolge  waren 
besser  als  mit  anderen  bisher  bekannten  Methoden. 

Da  die  KigencmpfindlichUcil  des  Chlorsilbers  im  Ultra- 
violett stets  weitab  vom  Sensibilusicrungsmaximum  Hegt,  so 
eignet  sich  die  Chlorsilbers:elatineplatte  besser  zum  Studium 
der  typischen  Sensibilisatoren.  namentlich  der  als  Rlau^ensibili- 
satoren  wirixcnden  gelben  I'\irbstoffe;  ihre  Wirl<ung  tlieüt  häufig 
mit  der  Bromsilberempfindlichkeit  zu  sehr  zusammen,  um  in 
ihrer  Eigenart  sich  präcise  erkennen  zu  lassen. 

Vergleicht  man  die  Lage  der  Maxima  und  Minima  in  diesen 
Curven  und  wirft  die  Frage  auf,  ob  derartige  orthochromatische 
Chlorsilbergelatineplatten  durch  sensitometrische  Bestimmung 

1  Auf  ßromsilbcrgclatine  bringt  Monobromfluoresceln  keinen  so  guten 

Effect  als  Sensibilisator  hcrvr.r. 

Athylviolett  als  Sensibiüsaior   für  Roth   und  Gelb   eingeführt  von 
l..  Vuienta,  siehe  Phot.  Corresp.,  1901,  S.  37. 
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ihrer  Empfindlichkeit  hinter  blauen  und  gelben  Liehtfiltem  sich 

ebenso  entsprechend  charakterisieren  lassen,  wie  Bromsilber- 
platten, so  ergibt  sich  Folgendes: 

Wollte  man  die  Grr>IJe  der  Wirksamkeit  der  l*'arbensensi- 
bilisaloren  bei  Chlorsilbergelatincplalten  durch  Vor.schalten  von 
farbigen  Lichtfiltern  vor  ein  Sensitometer  messen,  so  müsste 
man  das  Spectrum  durch  violette  Filter  an  der  Stelle  der 
approximativen  Grenze  der  Eigenempfindlichkeit  des  Chlor- 
silbers abfiltrieren  und  den  anderen  passenden,  weniger  brech- 
baren Theil  für  sich  wirken  lassen,  um  die  Methode  dem 
analogen  Verfahren  für  Bromsilber  anzupassen.  Durch  dieses 
.  Beispiel  sind  die  Grenzen  der  allgemeinen  Anwendbarkeit  der- 
artiger Methoden  überhaupt  gekennzeichnet  Keinesfalls  aber 
wird  die  Sensitometrie  mit  farbigen  Lichtfiltern  die  spectro- 
photometrische  Methode,  wie  ich  sie  in  meiner  Abhandlung 
über  »System  der  Sensitometrie«  beschrieb,  ersetzen  können, 
welclic  .-.owohl  die  pliot( >L;rapliische  Rinzeiwirkung,  als  auch 
die  Summenwirkung  der  Speciralbezirke  zu  messen  gestattet. 

Vergleichimg  der  chemischen  Helligkeit  der  Walrathkerze 

mit  der  Amylacetatlampe,  bezogen  auf  Bromsilbergelatine. 

In  England  wird  bei  verschiedenen  photometrischen  photo- 
graphischen Arbeiten  noch  immer  die  Wairathkerze  benützt 
und  in  neuerer  Zeit  bedient  sich  Chapman  Jones  für  seinen 
Plattenprüfer  ^  wieder  dieser  Normalkerze.  Da  die  Beziehungen 
der  chemischen  Helligkeit  der  Walrathkerze  zur  Amylacetat- 
lampe noch  nicht  näher  bestimmt  wurden,  so  stellte  ich  eine 
Reihe  von  Versuchen  hierüber  an.  Es  wurde  von  mir  dieselbe 
Methode  angewendet,  welche  ich  in  meiner  Abhandlung 
(»System  der  Sensitometrie«,  II.  Abhandlung)  beschrieben  habe: 
als  lichtemplindlichc  Schichte  wurden  Bromsilbergelatmc 
platten  von  Schlcußner  benützt  und  die  chemische  Wirkung 
einer  Walrathkerze  von  4b  min  Plammenhöhe  bei  1  in  und  3f« 
Abstand  mit  der  Wirkung  einer  1  lelner'schen  Amyllampc  ver- 
glichen. Die  photoi^raphischen  Platten  wurden  5  bis  7  Minuten 
lang  unter  völlig  gleichen  Verhältnissen  entwickelt,  fixiert  und 


*  Photogr.  Corresp.  1901,  S.  430. 
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1 124         J.  M.  Eder,  Sonsitometrie  photogrmphiscbor  Platten. 

der  pbott)L;raphische  Schwärziingseftect  mittels  Harimanns 
Mikrophutonieier  und  zahii  Vergleiche  mit  Martens'  Polah- 
sationsphotometer  gemessen.* 

Aus  meinen  Versuchen  ergab  sich  die  chemische 
Helligkeit  (für  Bromsilbergelatine)  einer  Walrath- 
kerze  (46mm  Flammenhöhe)  im  Mittel  =  0*93  Hefner- 
Einheiten. 

Nach  den  Berichten  der  Ltchtmesscommission  (Krüss^ 
München  1897,  S.  73*)  wurde  die  optische  Helligkeit  der 
Walrathkerze  =  1*129  bis  1*144  Hefner-Einheiten  gefunden, 

d.  i.  als  Mittelwert  rund  =  1  •  14  Hefner-Einheiten. 

NcnnL  iium  nach  Schwarzschild  ^  »relative  Actinität 
zweier  Lichtquellen  das  Verhältnis  ihrer  photographischen 
Helligkeit  s  (Tür  Broinsilber),  dividiert  durch  das  Verhältnis 
ihrer  optischen  Helligkeit  (5,)«,  so  ergibt  sich  die  Actinität  der 
Walrathkerze  relativ  zur  Hefner'schen  Amyllampe  = 

Chemische  Helligkeit  (s)   _  0-93 

optische  Helligkeit  (s^)  1*14 

Es  verhält  sich  somit  die  Walrathkerze  betreffs  relativer 
Actinität  ähnlich  wie  die  Benzinlampe,  bei  welcher  sich  nach 
meinen  Vorversuchen  die  relative  Actinität 

0-0756 
^1  0-089 

ergibt. 

Nach  Kenntnis  dieser  Zahlen  im  Sinne  der  in  meinem 
»•Systeme  der  Scn.sitoinelrie<-  aufuestellten  Fordcriini^en  ist  die 
Reduction  der  mit  Hilfe  einer  Walrathkerze  ermittelten  Sensito- 
meter-Angaben  für  Bromsilbergelatine  auf  die  stets  als  primären 
Standard  zu  benützende  Amyllampe  leicht  ermöglicht. 

1  Martens,  siehe  Phologr.  Corre^^p.,  1901,  S.  .'>2S. 

3  Krüss  H.,  Bericht  über  die  Arbeiten  dvr  l.ichtnicsscommission  des 
deutüchen  Vereines  von  Gas-  und  Wasser-Fachmännern.  Münctu  n  1807. 

•  Schwurzsch  ild.  Über  die  phutoj^raphisclie  Vergietchung  der  Hellig- 
keit verschiedenfarbiger  Sterne.  Diese  Sitzungsber.»  Wien. 
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XX.  SITZUNG  VOM  17.  OCTOBER  1901, 


Erschienen:  Monatshefte  für  Chemie,  Bd.  XXIf,  Heft  Vlii  (August  IdOl). 

Von  dem  Leiter  der  botanischen  Forschungsreise  nach 
Brasilien,  dem  w.  M.  Herrn  Prof.  R.  v.  Wettstein,  sind  folgende 
zwei  Telegramme  eingelaufen: 

I.  de  dato  Teneriffa,  8.  Oclober:  »Tenerifla  angekumnien; 
alles  wohlauf.  Weltsiein.« 

II.  de  dato  Genua,  16.  October;  »Eben  in  Genua  ein- 
getroffen, kommen  Dienstag  oder  Freitag  nach  Wien.  Wett- 
stein.« 

Das  w.  M.  Herr  Höfrath  Skraup  legt  drei  im  chemischen 
Institute  der  Universität  Graz  ausgeführte  Arbeiten  vor: 

1.  »Notiz    über   Cinchonifin,   Cinchotin    und  Cin- 
chonin-^,  von  Zd  H.  Skraup. 

2.  »Über    einige    physikalische  Eigenschaften  von 
a-  und  ^-/-Cinchonin«,  von  Zd.  H.  Skraup. 

3.  »Über  die  Oxydation  von  a-i-Cinchonin«,  von  Zd. 
H.  Skraup  und  R.  Zwerger. 

I-ierr  Prof.  Dr.  Friecirich  Bervverth  überreicht  eine  im 
Laboratorium  der  mincralogisch-petrographischen  .Abtheilurig 
des  naturhistorischen  Hofmuseums  von  ihm  in  Gemeinschaft 
mit  Dr.  Jan  de  Windt  ausgeführte  Arbeit,  betitelt;  »Unter- 
suchungen von  Grundproben  des  (»stlichen  Mittei- 
meeres«.  Gesammelt  auf  der  L,  Iii.  und  IV.  Reise  von  Sr.  M. 
Schiff  «Pola*  in  den  Jahren  1890,  1892  und  1893. 

Das  w.  M.  Herr  Director  E.  Weiß  erstattet  einen  vor- 
läufigen Bericht  über  die  Beobachtungen  des  Laurenliusstromes 
während  der  Nächte  des  9.  bis  12.  August. 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Ad.  Lieben  überreicht  eine  in 
seinem  Laboiatorium  ausgeführte  Arbeil  des  Herrn  Dr.  AJ, 
Franke:  »Über  ein  dem  Pinakon  isomeres  Glycol  aus 
Aceton«. 

I^erner  überreicht  Herr  Hofrath  Lieben  die  folgende 
Arbeit  aus  dem  I.  chemischen  Universitätslaboratorium:  »Ober 
Carbonsäureester  der  Phloroglucine«  (II.  Abhandlung), 
von  J.  Herzig  und  F.  Wenzel 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akaacinie  üisher  nicbt 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Berthelot  M.,  Les  carbures  d'hydrogene  1851-- 1901.  Re- 
cherches  experimentales.  Tome  t — III.  Paris,  1901. 8^. 

Bigourdan  M.  G.,  Annales  Celestes  du  dix-septieme  siecte. 
Paris,  1901.  4^ 

Bourlet  Carlo,  Cours  de  Math^matiques  ä  Tusage  des  Äleves- 

architectes  et  ingenteurs.  Paris,  1900.  8®. 
kabot  Ch.,  Les  vanations  de  longueui  des  glaciers  dans  les 

regions  arctiques  et  boreaies.  Gencve  et  Rale,  1900.  8". 
Ministere   de   rin:3iructiün  publique   et  des  Beaux- 

Arts  in  Paris   Carte  phoiographique  du  Ciel.  Zone  -f-3, 

feuilles  llö.  130;  Zone  -f-5,  teuilles  125,  126,  175;  Zone 

-f-7,  feuilles  139,  151,  165,  166,  Zone  +9,  feuilles  118, 

135,  139, 155.  179;  Zone  +  ?2.  feuilles  103»  163;  Zone  +24, 

feuilles  02,  109,  110,  1 1 1,  1 13,  133. 
—  Atlas  photographique  de  I  i  I.une,  publie  par  l'Observatoire 

de  Paris,  execute  par  M.  M.  Loewy  et  M.  P.  Puisseux. 

Fascicule  5,  planches  XXIV— XXIX.  Paris,  1900. 
Wiesner  Julius,  Karl  Freiherr  v.  Hügel,  Histologe,  Geograph 

und  Staatsmann.  Gedenkrede.  Wien,  1901.  8*. 
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XXL  SITZUNG  VOM  24.  OCTOBER  1901. 


Ersebienen:  Donksehri ften»  Bd.  LXXIII  (JuMband  sur  Feier  des  SOjlbrigen 
Bestandes  der  k.  k.  CentraUuistalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetisinus). 

Der  Vorsitzende,  Herr  Prof.  E.  Sueß,  begrüßt  den  Leiter 
der  von  der  kaiserlichen  Akademie  entsendeten  Forschungs- 
reise nach  l^rasilien,  w.  M.  Herrn  Director  K.  v.  Wettstein,  bei 
seiner  Kückkehr. 

Der  Secretfir-Stellvertreter»  Herr  Prof.  F.  Becke,  legt 
einen  von  dem  Stadtrathe  der  königl.  Residenzstadt  Prag  Über- 
sandten Bericht  über  die  Auffindung  und  Untersuchung  der 
Gebeine  Tycho  Brahe's  in  der  Marienkirche  vor  dem  Theine 
in  Prag,  erstattet  vom  Architekten  J.  Herain  und  Universitäts- 
doeenten  Dr.  H.  Matiejka,  vor. 

Die  Societe  nationale  des  Sciences  naturelles  et 
m athematiques  de  Cherbourg  zeigt  das  bevorstehende 
Fest  ihres  50jähngen  Bestehens  an. 

Die  Herren  Prof.  Dr.  Josef  Seegen  in  Wien  und  Prof.  Dr. 
Philipp  Forchheim  er  in  Graz  sprechen  den  Dank  für  ihre 
Wahl  zum  inländischen  correspondierenden  Mitgliede  dieser 

Classe  aus. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Guido  Goldschmiedt  übersendet 
eine  im  chemischen  Laboratorium  der  k.  k.  deutschen  Univer- 
sität Prag  ausgeführte  Arbeit  von  Dr.  Hans  Meyer:  »Über 
Arecolin  und  ArecaTdin«. 

Herr  Prof.  Dr.  Hans  RabI,  Assistent  am  histologischen 

Institute  üci  Wiener  Universität,  überreicli:.  on.e  AbnandlüiiL;, 
betitelt:  »Über  orceinophiies  Bindegewebe«. 
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Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periudica  sind  eingelangt: 

Barata  M.,  A  proposito  dei  »Mistpoefiers«  italiani  Rom. 
1901.  8». 

General-Commissariat,  k.  k.  österreichisches:  Berichte  Qber 
die  Weltausstellung  in  Paris  1900.  Band  III  bis  XII,  Wien 
1901.  4". 

Schwarz  Thtemu,  P.,  Resultate  aus  den  im  Jahre  1900  aul 

der  Sternwarte  zu  Kremsmünster  angestellten  meteoro- 
lü^^isclici^  Beobachiuiigen.  VVels),  1901.  8°. 


i 
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SITZUNGSBERICHTE 

DER 

KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN. 


MATHEMATlSCH-NATURWiSSEMSCHAFTUCUE  CLASSE. 


CX.  BAND.  IX.  HEFT. 


ABTHEILUNG  U.a. 

ENtHALT  DIB  ABHANDLUNGBN  AUS  DEM  GBBIBTB  DER  MATHEMAtIK,  ASTBONOMB, 
PHYSIK,  MBISOROLOCIB  UMD  DSR  MECHAHK. 
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XXIL  SITZUNG  VOM  7.  NOVEMBER  1901. 


Die  oststbirische  Section  der  katserL  russischen 
geugraphischen  Gesellschaft  in  Irkutsk  zeigt  die  am  17. 

(30.)  November  I.  J.  stattfindende  Feier  ihres  fünfzi^ährigen 
Bestandes  an. 

Die  Herren  Alexander  Kowalevvski  in  St  Petersburg, 
Gustav  Retzius  in  Stockholm  und  Dr.  Karl  v.  Linde  in 
München  sprechen  den  Dank  für  ihre  Wahl  zum  ausländischen 
correspondierenden  Mitgliede  dieser  Classe  aus. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Zd.  H.  Skraiip  in  Graz  legt  zwei 
im  chemischen  Institute  der  Universität  Graz  ausgeführte 
.Arbeiten  vor: 

i.  »über  den  Heptacetylchlormilchzucker«,  von  Albert 

Bodart. 

11.  »Über  Heptacetylchlormaitose«,  von  Richard  Foerg. 

Herr  Prof,  Johann  Matuschek  in  Trautenau  übersendet  ' 
eine  .Abhandlun^^,  betitelt:  »Beiträge  zur  Kenntnis  des 
Ferriferrocyanides«. 

Das  w.  M.  Herr  k.  und  k.  Intendant  Hofrath  F.  Stein- 

da  Clin  er  libcrrcicht  eine  vorläiifiLie  Mittiicilun^  von  Herrn 
Cii.--Lü5  {■"riei.lrich  Sieb  c  n  ruck,  bctiLclL;  »Beschreibung  e  i  n  e  i 
neuen  Scinldkrötenß:attiing  aus  der  Famihe  Cheljäidat 
von  Australien:  Pseuäcmydtira*. 
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Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
sugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Alleghany  Observatory,  Miscellaneous  scientific  papers. 

New  series,  No  1,2,  3. 
Comitato  per  le  onoranze  a  F.  Brioschi:  Opere  matematiche 

di  Francesco  Brioschi.  Tomo  I.  Mailand,  1901.  4° 
MaLiugka  Heinrich,  Dr.,  ßciichi  über  die  Untersuchung  der 

Gebeine  Tycho  Brahe's.  Prag,  1901.  8^ 
Neupert  Karl,  Mechanik  des  Himmels  und  der  Molecüie. 

RambciK.  8*. 

Studnicka  K.J.,  Dr..  I^■ofp^sor,  Bericht  über  die  astrologischen 
Studien  des  Keformators  der  beobachtenden  Astronomie 
Tycho  Brahe.  Prag,  1901.  P>'\ 

Universität  in  Zürich,  Aicademische  Schriften,  1900  bis 
1901. 

Universidad  Nacional  de  Buenos  Aires,  Anales  de  U 

Universidad,  1901.  8« 
Watzof  Spas,  Narodna  meteorologija.  Sophia,  1900.  8<*. 
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XXIII.  SITZUNG  VOM  14.  NOVEMBER  1901. 


Herr  Prof.  Dr.  Otto  Drasch  in  Graz  dankt  für  die  ihm 
bewilligte  Subvention  zur  Herausgabe  seiner  Untersuchungen 
über  die  Entwicklung  des  Hühnchens. 

Das  c.  M.  Herr  Prof.  Dr.  Hans  Moli  sc  h  in  Prag  über- 
sendet eine  Arbeit,  betitelt:  »Über  den  Goldglanz  von 
Chromophyton  Rosanojfii  Woron.« 

Herr  Adolf  Faidiga,  Referent  der  Erdbeben-Commission 
der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften,  übersendet  eine 
Monographie  unter  dem  Titel:  »Das  Erdbeben  von  Slnj 
am  2.  Juli  1898«. 

Herr  Dr.  Victor  Hammerschlag  legt  eine  im  physio» 
logischen  Institute  der  Wiener  Universität  ausgeführte  Unter- 
suchung  vor,  betitelt:  »Die  Lage  des  Reflexcentrums  für 
den  Musculus  tensor  tympani«. 


Selbsttndige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
mgekoDimene  Periodica  sind  eingelangt: 

Haeckel  Ernst,  Kunst  formen  der  Natur.  Sechste  Lieferung, 

Leipzig  und  Wien.  4". 
Naturhistorische  Gesellschaft  in  Nürnberg,  Festschrift, 

1901. 

Universität  in  Preiburg  (Schweiz),  Akademische  Schriften, 
1900—1901. 
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XXIV.  SITZUNG  VOM  21.  NOVEMBER  1901, 


Der  Vorsitzen  de,  Herr  Präsidcni  Siieß,  macht  Mit- 
theilung von  dem  X'erluste,  weichen  diese  Classe  durcii  Ja< 
am  20.  November  l.  J.  zu  Wien  erfolgte  Ableben  ihres  inländi- 
schen correspondierenden  Mitgliedes,  Herrn  Hofrathes  Prof. 
Johann  Edlen  v.  Radinger,  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  K.  Rabl  in  Prag  dankt  für  die  ihm 
bewilligte  Subvention  zur  Herausgabe  setner  Arbeit  über  die 
Entwickelungsgeschichte  des  Gesichtes  der  Wirbelthiere. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  G.  Goldschmiedt  übersendet  eine 
im  chemischen  Institute  der  k.  k.  deutschen  Universität  in  Prag 
ausgeführte  Arbeit  des  Herrn  Rudolf  Götz,  betitelt:  »Ober  die 
Condensation  von  Diphensäureanhydrid  mit  Benzol«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  A.  Lieben  überreicht  folgende 
zwei  Arbeiten  von  Herrn  G.  Billitzer: 

I.  ^1^1ektrochen1i  che  Studien  am  Acetylen.  I. Katho- 
disch c  I)  e  p  o  1  a  r  I  s  a  t  ]  <  >  n.  * 
iL  »IJber  die  saure  Natur  des  Acetylens.« 

Herr  Dr.  C.  MillehranJ.  Docenl  an  der  k.  k.  Universita; 
III  Wien,  legt  eine  Mittheiluni,'  vor,  betitelt:  »Über  die  gleich- 
zeitige Si  eil  *  barkeit  der  Sonne  und  des  total  ver- 
tinstertcti  Mondes  im  allgemeinen  und  speciell  bei 
den  zwei  Mondesfinsternissen  des  Jahres  t902«. 
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Herr  Dr.  J.  Holetschek.  Adjunct  der  k.  k.  Universitäts- 
Sternwarte  in  Wien.  üben  eichL  cu-e  Abhandlung,  betitelt:  »Über 
Uen  H eliigkeitseindruck  von  Sternhaufen«. 


oelbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodjca  sind  eingelangt: 

Brühl,  Ju).  Wilh.,  Roscoe-Schorlennmer*s  ausführliches  Lehr- 
buch der  Chemie.  IX.  Band,  Vit.  Theil:  Organische  Chemie. 
Braunschweig,  1901.  8^ 

Cooke,  Theodore,  The  Flora  of  the  Presidency  of  Bombay. 
London,  Part  I,  1901.  8^ 

Meteorologisches  Bureau  in  Sarajevo,  Zusammenstellung 
der  in  den  Jahren  1896,  1897,  1898  in  Bosnien  und  der 
Hercegovina  stattgefundenen  Beobachtungen.  Wien,  4*. 

V'erson,  E.,  SulParmatura  delle  zampe  spurie  nella  larva  del 
tilugellü.  XIV.  Padua,  19Ü1.  8^. 


SITZUNGSBERICHTE 

DER 

KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAfTEN. 


MATHEMATlSCH-NATÜRWiSSEWSCHAFTUCHE  CLASSE. 
CX.  BAND.  X.  HEFT. 

ABTHEILUNC  II.  a. 

ENTHALT  DIB  ABHiOfDLiniGEN  AUS  DSM  GEBIfflB  OBS  MATiUtMATIK»  ASTRONOMIE^ 
PHYSIK,  METEOROLOGIE  UND  DER  MECHANIK. 
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XXV.  SITZUNG  VOM  5.  DECEMBER  1901. 


Bfsehienm:  Sitzungsberichte,  Bd.  110,  Abtta.  IL«,  Heft  V  und  VI  <Mei 
und  Juni  1901).  —  Mon*t8hefte  für  Chemie,  Bd.  XXII,  Heft  IX 
(Ntirvember  1901). 

Der  Vorsitzende,  Herr  Prof.  E.  Sueü.  macht  Mittheiluiig 
von  dem  Verluste,  welchen  die  kaisciHciie  Akademie  durch 
das  am  22.  November  1.  J.  erfolgte  Ableben  des  ausländischen 
correspondierenden  Mitgliedes  der  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Qas&e,  Herrn  Dr.  Alexander  Kowalewski  in 
St.  Petersburg,  sowie  durch  das  am  30.  November  1.  J.  erfolgte 
Hinscheiden  des  ausländischen  Ehrenmit<;liedes  der  philo- 
sophisch-historischen Ciasse,  Herrn  Prof.  Dr.  Friedrich  Albrecht 
Weber  in  Berlin,  erlitten  hat. 

Die  anwesenden  Mitglieder  geben  ihrem  Beileide  durch 
Erheben  von  den  Sitzen  Ausdruck. 

Das  ausländische  Ehrenmitglied,  Herr  Geheimrath  Prof. 
Albert  v.  Koelliker  in  WUrzburg,  übersendet  eine  vorläufige 
Mittheilung:  »Über  einen. noch  unbekannten  Nerven- 
zellenkern im  Rückenmark  der  Vögel«. 

Der  Secretär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  legt  folgende 
eingesendete  Abhandlungen  vor: 

I.  »Chemische  und  spectralanalytische  Unter- 
suchungen über  den  gelben  Farbstoff  des  Endu- 
sperms  der  Cerealienfrüchte«,  von  Herrn  Dr.  Ernst 
Kramer  in  Laibach. 
II.  »Über  /-grediente  Verwandtschaften  im  Rr*  c^uf 
Af/^i  und  auf  Curven«,  von  Herrn  S.  Kantor. 

76» 
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Herr  Eugen  Freund  in  Wien  übersendet  ein  Manu- 
script,  betitelt:  »Einer  hochlöblichen  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  gewidmete  Denkschrift  über  das  natür- 
liche Plugprincip«. 

Herr  Dr.  Fei\iniaiid  Ku  tu  leid  in  Wien  übers;endet  ein 
versiegeltes  Schreiben  behufs  Wahrung  der  Priorität  mit  der 
Aufbchrift:  »Verhütung  der  Schwindsucht«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Dr.  R.  v.  Wettstein  erstattete  einen 
vorläufigen  Bericht  über  die  Ergebnisse  der  sÜd- 
brasilianischen  Expedition. 

Herr  J.  Klimont  in  Wien  überreicht  eine  Abhandlung 
unter  dem  Titel:  »Über  die  Zusammensetzung  von  Oleum 
cacao«. 

Das  vv.  M.  Herr  i^rof.  Franz  Fxner  Icl;!  eine  Abhandlung 
des  Herrn  Prot.  G.  Jä^er  \'or;  Die  Energie  der  fort- 
schreitenden Bewegung  der  Fiüssigkeitsmolekeln«. 

Der  Präsident,  Herr  Prof.  E.  Suefi,  überreicht  eine 
Abhandlung  von  Herrn  Prof.  J.  Cvijic  in  Betgrad  mit  dem 
Titel:  »Die  tektonischen  Vorgänge  in  der  Rhodope- 
niasse«. 
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Die  Energie  der  fortsehreitenden  Bewegung 

der  Elüssigkeitsmolekeln 

von 

Prot.  G.  Jäger. 
(Vorgelegt  in  der  Siuung  am  B.  Dccerober  1901.) 

In  den  folgenden  Auseinandersetzungen  soll  in  einfacher 
Weise  ein  neuer  Beweis  des  Satzes  geliefert  werden:  Die 
mittlere  kinetische  Energie  der  fortschreitenden  Be- 
wegung der  Fiüssigkeitsmolekeln  und  der  Molekeln 
des  zugehörigen  gesättigten  Dampfes  ist  ein  und 
dieselbe  Größe. 

Die  Clapeyron-Clausius'sche  Gleichung,  welche  man  ge- 
wöhnlich in  der  Form: 

rJ=T(v--v')^  (1) 

schreibt»  gewährt  uns  die  Möglichkeit,  eine  angenäherte  Formel 
für  die  Beziehung  zwischen  Temperatur  und  Spannung  eines 
gesättigten  Dampfes  herzustellen.  Wir  verstehen  hier  unter 
r  die  Verdampfungswärme,  J  das  mechanische  Wärmeäqui* 
valent,  p  den  Druck  des  gesättigten  Dampfes,  v  das  speci fische 
Volumen  des  Dampfes,  l-' jenes  der  zugehörigen  Flüssigkeit, 
T  die  absolute  Temperatur.  Nehmen  wir  an,  die  Zustands- 
gieichung des  Dampfes  lasse  sich  in  der  Form  des  Boyle- 
Charles'schen  Gesetzes  schreiben: 

pv  =  liT,  (2) 

was  ja  mit  großer  Annäherung  thatsächlich  für  viele  Dämpfe 
innerhalb  nicht  zu  grofier  Temperaturgrenzen  zutrifft,  so  können 
wir  in  Gleichung  (1)  den  Wert  für  v  aus  Gleichung  (2)  ein- 
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setzen  und  erhalten  nach  Trennung  der  Variablen,  wenn  wir 
gleichzeitig  v'  gegen  v  vernachlässigen,  was  ebenfalls  eriaubt  ist, 

RT*  P 


Die  partielle  Integration  ergibt  weiters: 
—  rJ     CJ     1  dr 


RT 


J  R    T   dT  ^ 


(3) 


wenn  wir  unter  C  eine  willkürliche  Canstante  verstehen.  Nach 
Regnault  lässt  sich  nun  die  Verdampfungswärme  einer 
Flüssigkeit  in  erster  Annäherung  darstellen  durch: 


wobei  a  wieder  eine  Constante  bedeutet,  /  die  Temperatur  in 

dr  dr 


Celsiusgraden.  Da  nun: 


dt  dT 
so  folgt  für  Gleichung  (3) 


RT      RJ  T 


üJer 

RT      R  ^ 
was  wir  schließlich  noch  umformen  können  in 


In  dieser  Formel  trägt  zur  starken  Veränderung  der  Dampf- 

Spannung  mit  der  Temperatur  hauptsächlich  das  Glied  e 

C 

bei,  währcuü  der  Factor  — y,-  nur  in  geringem  Grade  den 
Wert  der  Spannung  des  gesättigten  Dampfes  beeinflusst 
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Wir  sind  nun  in  der  Lage,  durch  rein  mechanische 
Anschauungen,  wie  sie  zuerst  von  Stefan^  entwicicelt  worden 
sind,  eine  ganz  ähnliche  Formel  abzuleiten.  Schreiben  wir 

namlich  die  hydrostatische  Grundgleichung 

vdp  =  dA^ 

wobei  wir  U'-iter  .4  die  Arbeit  verstehen,  welche  die  Kräfte,  die 
auf  die  Flüssigkeit  einwiri^en,  bei  deren  Bewegung  leisten,  so 
können  wir  in  der  Integralgleichung 

jvdp^A  (5) 

unter  A  die  Verdampfungswärme  verstehen,  multipliciert  mit 
dem  mechanischen  Wärmeäquivalent,  also  A^rJ  setzen, 
wenn  wir  die  Masseneinheit  Dampf  in  Flüssigkeit  überfQhren. 
Dabei  soll  die  Zustandsgi  eichung  gelten 

p(v-b)  =  RT, 

woraus  folgt,  dass 

ist  Dies  in  Gleichung  (5)  eingesetzt,  ergibt 

wobei  wir  das  specilische  \'olumen  der  Flüssigkeit  v',  was  wir 
ja  in  großer  Annäherung  thun  können,  wieder  als  constant 

angesehen  haben.  Beachten  wir  wiederum,  dass  wir  —7^ 

gegen         .    vernachlässigen   können,   dass   wir  ferner 

RT 

v—b  =  setzen  können,  so  lässt  sich  Gleichung  (6)  schließ- 
lich schreiben: 


1  J.  Stefan,  Wied.  Ann.,  S.  658  fT. 
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yJ      .  RT 
Ip  —  hl 


oder 

p  —       -  •  c      *  e 

v'-b 

Wir  haben  also  hier  abermals  dasselbe  Glied  welches 

den  Gang  des  Druckes  des  gesättigten  Dampfes  mit  der 

Temperatur  wesentlich  darstellt,  multipliciert  mit  dem  Factor 

PT       ^  C 

g»'-»»  welcher  ebenso  wie  der  Factor — —s-  in  Glei- 

chung  (4)  von  geringem  Einfluss  auf  die  Dampfspannung 

ist,  so  dass  uns  thatsächüch,  so  weit  bei  den  ^'cmachten 
Voraussetzungen  zu  erwarten  ist,  beide  Glciciiuni^en  dasselbe 
Ergebnis  liclern. 

In  meiner  Abhandluns:  7Air  Theorie  der  Dampfspannung* 
habe  ich  auf  Grund  der  Clausiiis'schen  .Anschauung  -Über  die 
Art  der  Bewegung,  wclclie  man  Wärme  nennt«,  mit  Zuhilfe- 
nahme des  Maxwell'schen  Vertheilungsgesetzes  der  Geschwin- 
digkeit  der  Molekeln  für  die  Spannung  des  gesättigten  Dampfes 
folgende  Formel  abgeleitet: 

OP 

pzzC(l+yt)Je-''äx. 


3  a 


Das  Integral  lässt  sich  durch  Reihenentwickelung  bestimmen. 
Und  wenn  man»  was  hier  mit  großer  Annäherung  erlaubt 
ist,  die  EntWickelung  auf  das  erste  Glied  beschränkt,  so 
erhalten  wir: 

p=H'm,-^.  (7) 

Hier  bedeuien  <  tuid  y  Constanten,  ü  ist  die  Arbeit,  welche 
geleistet  werden  muss,  um  eine  Molekel  aus  dem  Inneren  der 


1  Wiener  Berichte,  Bd.  99,  S.  679  fS, 
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Flüssigkeit  in  das  Innere  des  Dampfes  überzuführen,  m  ist  die 
Masse,  ist  das  mittlere  Quadrat  der  Geschwindigkeit  einer 
Molekel.  Bezeichnen  wir  mit  n  die  Zahl  der  Molekeln  in  der 
Masseneinheit  Flüssigkeit,  so  ist  na  eine  Arbeit,  welche  der 
Verdampfungswärme  entspricht.  Es  ist  also 

na  —  rJ, 

Es  ist  nun  weiter 

da  na 


3 

wobei  nach  der  kinetischen  Gastheorie  — - —  z=zpv  =  RT  ist. 

Wir  erhalten  daher  auch  in  der  Formel  (7)  für  den  Druck 
des  gesättigten  Dampfes  als  wesentlich  maßgebend  die  Gröfie 

rJ 

e       während  wiederum  der  zugehörige  Factor       ^/^^  von 

geringem  Einfluss  ist.  Es  ergibt  sich  also  auch  auf  diesem 
Wege  dasselbe  Resultat,  welches  die  Clapeyron-CIausius'sche 
Gleichung  und  die  Auffassung  des  Gleichgewichtszustandes 
zwischen  einer  Flüssigkeit  und  ihrem  gesättigten  Dampfe  als 

hydrostatisches  Pipoblem  liefert.  In  der  letzten  Gleichung  ist 

aber  dabei  ein  äußerst  wichtiges  Resultat  cntlialLcn,  dass 
nämlich  die  Vertlieilung  der  Geschwindigkeiten  der 
Molekeln  in  der  Flüssigkeit  genau  so  beschaffen  sein 
muss  wie  im  Dampf.  Wir  müssen  für  das  mittlere 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit s-  und 
der  Dampfmoleiceln  ein  und  dieselbe  Grolle  annehmen. 
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Ober  einen  neuen  Gesichtspunkt  in  der 

Theorie  des  PfafT'schen  Problemes,  der 
Functionengruppen  und  der  Berührungs- 
transformationen 

von 
S.  Kantor. 

(Vorgeltsc  in  der  Sitcung  am  11.  Juli  1901.) 

Analytisch-geometrische  Untersuch  Iii  iL,cn  iibei'  die  Systeme 
Pfafl'scher  Gleichungen  haben  mich  auch  zu  einer  neuen  Art 
geführt,  wie  man  das  Problem  der  Transformation  einer  Pfaff - 
sehen  Form  auf  eine  Normalform  angreifen  könnte.  Wichtiger 
aber  noch  ist,  dass  dieser  neue  Gesichtspunkt  sogar  emen 
besseren  Einblick  in  die  von  Sophus  Lie  geschaffene  Theorie 
der  Functionengruppen  gewährt,  als  es  überhaupt  durch  seine 
eigene,  an  sich  so  vollendete  Theorie  geschehen  kann.  Ich 
gestatte  mir,  diese  beiden  Punkte  hier  in  Kürze  darzulegen. 

Man  kennt  die  Ausdehnung,  welche  Riemann's  Unter- 
suchung über  die  quadratischen  Differentialformen,  die  durch 
Punkttransformationen  auf  Formen  mit  constanten  Coefiicienten, 
also  in  letzter  Linie  auf  Zdxf  gebracht  werden  können,  ohne 
dass  dazu  eine  Vermehrung  der  Variabein  nöthig  wäre,  weiter- 
hin erhingt  hat  und  Arbeiten  von  Christoffel,  I.ipschitz, 
Henri ci,  Ricci.  Lie  haben  reiche  Beiträge  geliefert  zu  dieser 
Theorie,  welche  die  Grundproblenie  unserer  Raumanschauung 
in  sich  fasst. 

Nun  ist  es  sicher  eine  durch  die  natürliche  EntwickeLung 
berechtigte  Forderung,  in  ähnlicher  Weise  wie  die  symmetri- 
schen biiinearen  Differentialformen  auch  die  alternierenden 
bilinearen  Differentialformen  zu  untersuchen.  Hier  erweist  sich 
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dann,  dass  ebenso  wie  die  Transformation  von  ^antdxidxf.  auf  die 
Normalform  S  und  die  Bedingungen  hiefür  die  ganze  Theorie 
unserer  gewohnten  Maßbestimmung  enthalten,  die  Transforma- 
tion von  XaikäXi^k  auf  die  Normalform  ^»{dxihxk — dx^tx,)  oder 
in  letzter  Linie  2cat '^{dxilxi^n — dxf^ntxij^  1  =  l,...if  und  die 
Bedingungen  hiefür  die  ganze  Theorie  des  PfafTschen  Pro- 
blemes  und  also  in  weiterer  Folge  die  ganze  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen in  sich  enthalten.  Die  Theorie  der  Berüh- 
rungstransformationen erscheint  dann  beinahe  als  ein  Corollar. 

I.  Die  bilincare  CovariaiUe.  Wir  stellen  also  dem  von 
Riemann  angeregten  FunUatiientalprobleme '  über  die  sym- 
metrischen biMnearen  Differentialformen  das  andere  Problem 
an  die  Seite:  Unter  welchen  Bedingun^ren  kann  die  alter- 
nierende bilineare  Form  ^a,i.dXiOXt,  ii,k  —  — ^ki  in  eine  Form 
mit  Constanten  CoeftK icnten,  also  in  letzter  Linie  gemäß  den 
Resultaten  der  Algebra  in  die  Form 


durch  Transformation  der  Variabein  x^,,.Xn  und  die  zuge- 

hörige  lineare  Transformation  der  Differentiale  dx,  Sjt  ver- 
wand e!i  werden?« 

Die  Antwort  auf  diese  Fr.ige  können  wir  aus  der  durch 
Pfaff,  Jacobi,  Natani,  Clebsch,  Darboux  und  ganz 
besonders  Frobenlus  zur  Vollendung  gelangten  Theorie  des 
Pfaff 'sehen  Problemes  herauslesen. 

Denn  ein  Fundamenia1theorem(cf.v. Weber:  »DasPfaff'sche 
Problem«,  1900)  dieser  Theorie  sagt  aus,  dass  jede  Pfaff 'sehe 
Form  ^afdxi  ((  =  1,...»)  durch  die  erwähnten  Transforma* 
tionen  auf  eine  Normalform  gebracht  werden  könne, 


'  »über  die  I[yp  thescn,  welche  der  Geometrie  zugrunde  liegen«  (1854), 

Riemann,  Gauss' Werke,  S  272  und  »Commentatio  mathematica,  qtia  respon- 
dcrc  tcntatur  qunestioni  ab  II!'"'^  Aciademia  Pari-^icnsi  propositae.  .  .  (1061), 
ibidem,  p,  391,  nebst  den  wicliligen  Aumerlcungen  des  Herausgebers. 


1  =  1 


x^dxp^i-+-  . . .  -t-Xpdx2i 
dx^-hx^dXp^i^- ...  '^Xpdx2 


'•p 


N) 
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je  nachdem  die  Frobemus  sehe  Invariante  gerade  oder  ungerade 
ist  und  wo  2p  oder  2/7  4-1  auch  <  n  sein  kann. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Determinante  R  =  |a,*i  nicht 
verschwindet,  so  gilt  die  erste  Normalform  für  n  gerade,  die 
zweite  für  n  ungerade' 

Durch  dieselben  Transformationen  geht  simultan  die  zur 
Pfafr*schen  Form  gehörige  biüneare  Co  Variante 

in  die  bilineare  Covariante  der  Normalform  über. 

Dieser  Übergang  ist  jedenfalls  für  die  einzelne  Pfaff'sche 
Form,  .il-^u  wenn  man  nicht  Jen  ganzen  eingliedrigen  PtaU  ;>chcn 
Modul  m.^Luidx,  im  Auge  hat,  ein  absoluter.  Man  schließt  dieses 
aus  Lipschitz,  Cr.  J.,  Bd.  LXX,  p.  73  und  Frobenius,  Cr.  J., 
Bd.  LXXXII,  p.  234. 

Stellen  wir  aber  die  bilinearen  Covarianten  der  beiden 
Normalformen  N)  auf,  so  finden  wir  in  beiden  Fällen 

Somit  schließen  wir  aus  der  Theorie  der  PfafT'schen  Form: 

Theorem  1.  Die  bilineare  Covariante  jeder  Pfaff- 
schen  Form  ist  eine  alternierende  bilineare  Diffe- 
rentialform von  der  Art  jener,  die  durch  Punkttrans- 
formationen in  Formen  mit  constanten  Coefficienten 
verwandelt  werden  i<ünnen. 

Ich  werde  der  Kürze  halber  solche  alternierende  Formen 
als  »lüikhdische '  bezeichnen.  Ich  setze  mir  nun  die  Aufgabe, 
die  Umkehrung  zu  beweisen,  also: 

Theorem  II.  Jede  Punkttransformation  verwandelt 
die  Normalform  N^)  in  eine  alternierende  biüneare 
Differentialform,  welche  als  bilineare  Covariante  zu 
einer  Pfaff'schen  Form  gehören  kann. 

Wir  setzen  die  Formeln 


J  Cf.  Darboux,  Huilclin  Jcs  scicnceb  math.  et  astron.  1882. 
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in  N)  ein  und  erhalten 


_  Y/V/'^^'  ^^'+/' 

/,  m  ^  I 


Diese  Form  gehört  als  bilineare  Covariante  zur  Pfaff*schen 
Form 

S(Z*»'öef')^^  =      ..,2/7;  /  =  !,.,.,  2/7.  i?; 

Bemerken  wir  nun  noch,  dass,  wenn  eine  und  dieselbe 
Form  C)  zu  zwei  PfafF*schen  Formen  gehört,  steh  dieselben  nur 
durch  ein  vollständiges  DtfTerentlal  df  unterscheiden  können; 
denn  ihre  Differenz  muss  eine  identisch  verschwindende  Co- 
variante besitzen;  und  aber  auch  alle  PfafTschen  Formen, 
welche  sich  nur  um  ein  vollständiges  Differential  df  unter- 
scheiden, haben  dieselbe  bÜincare  (  (»Variante. 

Ferner  hindert  nichts,  die  Transformalion  T)  von  weniger 

auf  mehr  Variabein  durchzuführen,  al>o  i  —  \  «;  /  —  I  w, 

fn  >n  zu  nehmen.  Hiemit  erledigen  sich  die  Fälle  mit  \  er- 
schwindender Determinante  !^7,it  ,  denen  eigentlich  Frobenius 
seine  große  Arbeit  in  Cr.  J.,  Bd.  LXXXIi  gewidmet  hat. 

Die  obige  Umkehrung  können  wir  auch  so  aussprechen: 

Theorem  III.  Jede  alternierende  bilineare  Diffe- 
rentialform, welche  durch  Punkttranisformationen  in 
eine  Form  mit  constanten  Coefficienten  verwandelt 
werden  kann  (also  jede  »euklidische«  Form),  ist  eine 
bilineare  Covariante. 

Dies  will  sagen,  dass  aus  ihren  Coefficienten  a,*  sich 
n  I'unctionen  finden  lassen,  die  den  m(«  — 3}:2 

Differentialgleichungen 

8a/ 


S) 


inügen.  Eliminiert  man  au«^  diesen  die  öj,  ...ya«,  so  findet 
man  die  Integrabilitätsbedingungen 
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Diese  sind  also  hinreichend,  damit  die  alternierende  Form 
laa(dxihx]t—äxii^xi)  in  eine  Form  mit  constanten  Coeflßcienten 
verwandelt  werden  könne^  eiiie  »Euklidische«  Form  sei. 

Aus  ihnen  die  nothwendigen  herauszusuchen,  ist  ein  ähn- 
liches Problem  mit  demjenigen,  das  Herr  Coli  et  in  Annales 
de  ritcolc  Normale,  1870  gelöst  hat,  nämlich  aus  den  hin- 
reichenden Integrabilitätsbedingungen  einer  Pfafl'schen  Form 
die  nothwendigen  hcraiiszAisuchen. 

Man  kann  übrigens  auch  hier  die  Frage  stellen,  analog 
dem  eigentlichen  Collet'schen  Probleme/  nach  den  Bedin- 
gungen, damit  eine  alternierende  bilineare  Differentialform 
durch  Mültiplication  mit  m  in  eine  bilineare  Covariante  ver- 
wandelt werden  könne  und  in  weiterer  Entwickelung  das 
Problem,  die  in  einem  Modul  von  bilmearen  DifTerentiaU 
formen  C,  also 

absolut  oder  relativ  enthaltenen  Euklidischen  Formen  (btlinearen 
Covarianten)  zu  untersuchen,  ein  Problem,  das  dem  der  Integra- 
tion eines  Systemes  Pfaffscher  Formen  parallel  läuft 

II.  Das  Pfaffsche  Problem.  Die  letzten  Folgerungen 
der  Nummer  I  leiten  jedenfalls  darauf  hin,  die  sämmtlichen 
Untersuchungen  von  Christoffel,  Lipschitz,  Ricci  und  Lie 
auf  alternierende  bilineare  Differentialformen  auszudehnen 
und  also  auf  demselben  Wege  l.  die  Aquivalenzbcdingungen 
zweier  solcher  Formen,  2.  das  System  der  Invarianten,  Co- 
varianten und  Contravarianten  (Differentialparameter),-  3.  die 
Bedingungen  für  die  Coeföcienten  einer  Euklidischen  Form 
und  4.  für  die  Coefficienten  einer  Form  von  einer  Classe  ä  >0, 
die  also  als  eine  Summe  von  u+h  Quadraten  integrabler 
Pfaffscher  Formen  darstellbar  ist«  zu  erforschen. 


1  Auch  For sy  th's  vortreffliches  Buch:  »Theory  of  difTerential  equations«, 
part  first,  ist  £u  consultieren. 

*  Von  Diireientiatp«raineteni  bilinearer  Formen  spricht  vor&bergehend 
auch  Herr  Frohe nius  in  Cr.  J.  Bd.  110. 
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Ich  kann  natürlich  diese  ParaHeluntersuchung  hier  nicht 
durclilühren.  Aber  das  Resultat  niüsste  eben  »ein,  da.ss  wahrer^ 
bei  den  symmetrischen  Formen  alle  Vierersymbole  verschwinden 
müssen  (Riemann,  1.  c).  hier  ^-chon  die  obigen  Functionen 
unter  D)  verschwinden  müb?.en,  damit  die  Form  euklidisch  sei. 
Dies  ist  infolge  von  Theorem  II)  zu  erwarten.  Aber  lur  die 
sogleich  zu  machende  Anwendung  mif  das  Pfaft"sche  Problem 
genügt  e^,  wenn  diese  Christofferschc  Theorie  uns  liefert,  dass 
die  Bedingungen  D)  die  hinreichenden  sind. 

Die  Bedingungen  D)  sind  aber  die  vollständigen  Integrabili- 
tätsbedtngungen  für  das  simultane  Bestehen  der  Gleichungen  5/ 
also  für  die  Existenz  der  covarianten  Form  A  =  Zaidxi. 

Daher  hätten  wir  dann  auf  dem  von  Christof  fei  und 
Lipschitz  betretenen  Wege  direct  bewiesen,  dass  dieGesammt- 
heit  derbilinenren  Covarianten  mit  der  Gesammtheit  der  Euklidi- 
schen alternierenden  Differenlialfürnien  identisch  ist  oder  im 
1  alic  \^ir  uns  [lut  jenem  »hinreichend-  begnügen,  dass  sie 
in  die«?er  Gesammtheit  enthalten  ist.  liiezu  ist  die  folgende 
ergänzende  Scliiussfolgerung  nothwendig:  Wir  hätten  durch 
die  gewünschte  Äquivalenztheoric  bewiesen,  dass  es  Punkl- 
transformationen  gibt,  welche  die  Form  C)  in  die  Normalform 
Überführen.  Also  verwandeln  dieselben  Punkttransformationen 
gemäß  einer  Bemerkung  des  Art.  I  die  Form  A  =  ILaiäXi  in 
lauter  PfafTsche  Formen,  welche  dieselbe  Form  N^/zm  ihrer 
bilinearen  Covariante  besitzen.  Es  ist  damit  noch  nicht  sofort 
bewiesen,  dass  in  dieser  Schar  von  Transpositionen  auch  stets 
eine  Transformation  enthalten  sein  müsse,  welche  A  gerade  in 
die  als  jy^  aufgeschriebene  Form  verwandelt  oder,  um  eine  seit 
Lie  i^eläu(ii;e  'reirninologie  zu  gebrauchen,  dass  die  Gruppe 
\on  'rranstonnaiiunen,  welche  CJ  in  sich  selbst  venvandelt,  in 
Bezug  auf  die  zu  O  gehörigen  Pfaff 'sehen  I'ormen  transitiv 
sei.  Aber  dieser  Beweis  kann  leicht  auf  folgende  Art  geführt 
werden. 

Führt  die  Transformation 

die  Form  LaiäXf  in  Lbiäxi  über,  so  heißt  dies,  dass  die 
Gleichungen 
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ein  Lösungssystem  <pp...,7f(  gestatten.  Die  Integrabilitäts- 
bedingungen  werden  vollzählig  erhalten,  indem  man  diese 
ff  Gleichungen  differentiiert  und  die  Resultate  subtrahiert,  so 

dass  -5  ä —  entstehen.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so 

9Xi  ■      9Xk  g 

sind  sie  sicherlich  auch  erfüllt,  wenn  zu  hk  ein  Glied  .  ~  addiert 
wird,  also  zu  A  ein  Glied  äf.  Es  gibt  also  auch  für 

ein  Lösungssystem     •  •  • ,  4^rf  w.  z.  b.  w. 

Die  Transformation  Xi  =  ^i(x')  ist  dann  diejenige,  welche 
A  in  die  Normalform  verwandelt,  und  das  in  Art.  1  erwähnte 
Fundamentaltheorem  von  Pfaff  ist  direct  mittels  der  Riemann- 

ChriölotTel-Lipschitz'schen  Theorie  der  Euklidischen  Formen 
bewiesen. 

Noch  eine  BcincrkLing.  Für  den  Redarf  der  Pfaff'schen 
Normalform  allein  können  wir  der  ChiistotTel-Ltpschitz'schen 
Äquivalenztheorie  auch  eine  Betrachtung  surrogieren,  die  an 
die  Form  R)  hier  oben  anknüpft.  Wenn  wir  also  imstande  sind, 
die  Form  A  =  lajäii  in  der  Form  RJ  zu  schreiben,  so  ist  damit 
nicht  nur  die  Transformierbarkeit  bewiesen,  sondern  gleich- 
zeitig die  Transformation  gefunden.  Die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen 

Xi  —55  0'      +  •  •  •  +'*^2i'  V-i     =  «iW 

^Xp^]  ZXp    . 

welche  die  Identität  von  A  und  R)  aussprechen,  liefert  die 
Transformationsformeln,  wenn  sie  möglich  ist. 

III.  Die  Berührungstransformationen.  Sophus  Lie 
hat  als  Berührungstransformationen  solche  Transformationen 
«  =  Z,  Xi  =  Xif  pi  =:  Pi  in  den  2r4- 1  Variabein  2,  Xj, . . .,  Xr, 

Sitxb.  d.  innihcin.-natorw.  Cl.:  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  77 
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jPj, . . . ,  py  oder  wie  ich  es  immer  mit  !  I  ii\ve,t;lassung  der  Unter- 
scheidung unter  den  Buchstaben  x,p  bezeichnen  werde,  Trans- 
formationen unter  den  2p -^X  Variabeln 

(also  .i>+ !,..., *^2j»  statt  Pi,.-.,Pr  gesetzt)  bezeichnet,  welche 
die  Form 

äz — X^iiXpj.  i  —  ...  — XpdX'Zp 

durch  die  Einsetzung  und  Ausrechnung  gleich 

^{äi!  --x[äx'p^x—  ...  —Xpäx-ip) 

machen. 

Hiebei  hat  man  sich  z  als  FiinctiDn  von  x,  p  zu  denken, 
was  durch  das  Bestehen  einer  Relation  F{ZfX,p)z^O  aus- 
gedrückt werden  Icann. 

Lie  hat  nie  während  seiner  ganzen  Thätigl^eit, 
weder  in  den  Abhandlungen  der  Math.  Ann.,  noch  in 
dem  Buche  über  dieTransformationsgruppen,  noch  in 
den  sächsischen  Berichten  von  der  bilinearen  Covariante 
jener  PfafT'schen  Form  Pldx^  +  . . .  4-  präxt,  die  sich  als  rother 
Faden  durch  mehrere  seiner  Theorien  zieht,  gesprochen,  obzwar 
zu  Beginn  seiner  Wirksamkeit  der  Begriff  dieser  Covariante 
längst  entdeckt  war. 

Und  dennoch  gestaltet  sich  die  Theorie  der  Berührun,^-^- 
transformationen  sehr  einlacii,  und  viele  Entwickelungen  von 
Lie  und  Adoil  Mayer  werden  überflüssig,  wenn  man  sich  der 
Covarianz  der  bilinearen  Form  bedient. 

Wir  betrachten  zunächst  diejenige  wichtige  Ciasse  von 
'rrnnsformationen,  welche  alle  Functionen  von  Jfj, . . . ,  X2p  wieder 
in  Functionen  von  x[,...,  x[p  verwandeln.  In  diesem  Falle  ent- 
halten sicherlich  die  P  das gar  nicht  p  sei  constant,  indem 
der  Fall  eines  functionalen  p  weiter  unten  behandelt  wird. 

Durch  die  Transformation  Xi  =  Xit  t  =  1,...,3/»  muss 
dann  die  Form  genau  in  sich  selbst  übergehen,  denn  wir 
können  einen  etwa  zugelassenen  Factor  p  in  die  transformie* 
renden  Functionen  X^,...X2p  aufnehmen,  und  es  muss  also 
die  bilineare  Covariante  A', y  genau  in  sich  selbst  übergehen 
(Frobenius,  Cr.  J.,  S.  234).  Zu  ihrer  Verwandlung  bedurleii 
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wir  der  zur  Transformation  Xi  •=  Xi»  pt  ^  Pt;  i  ^  l, , , ,  ^ p  oder 
Xi=:  Xi9i=il,...,2p  gehörigen  DifferenUaltransformation 


TZr^i'^'-'^-Tzf^^p     1  =  1,..., 2/1  AJ 


Da  es  sich  aber  hier  um  eine  Form  N^),  also  mit  con- 
stanten  Coefflcienten,  handelt,  so  föllt  die  t.  a.  noch  nöthige 
Parametertransformation,  nämlich  die  Ausführung  von  Xt  =  Xt 
auf  die  Coefficienten  weg,  und  wir  haben  mit  jeder  Berüh- 
rungstransformation (der  erwähnten  Classe)  eine  lineare  Trans- 
formation einer  bilinearen  Form  mittels  cogredienter  linearer 
Substitutionen  A)  verknüpft. 

Solche  Imcaic  I  ransformatioiien  treten  aber  luci  nicht  das 
erstemal  auf.  Sie  sind  lange  vor  Lie  in  der  Theorie  der  Trans- 
formation der  Abel'schen  Functionen  zum  Vorschein  gek(»mmen 
infolge  der  von  Ii  i  e  m  a  n  ii '  entdeckten  Relation  unter  den  beiden 
Reihen  von  Periodenintegralen  ^(Af^Bf^'—A,^'B^^)  =  0,  und  ihre 
Eigenschaften  sind  von  Hermite,*  von  Clebsch  undGordan,* 
von  Heinrich  Weber^  und  anderen  untersucht  worden.  In 
anderem  Zusammenhange  erscheint  ihre  Theorie  wieder  bei 
Probe nius.'^  Wir  setzen  zunächst  fest: 

Theorem  IV.  Jede  lineare  Differentialtransforma- 
tion in  2/7  Variabein,  welche  cogredient  die  bilineare 
Form 

in  sich  transformiert,  bestimmt,  wenn  sie  integrabel 
ist,  also  die  Form  hat 


eine  Lie'sche  Berührungstransformation. 

1  Riemann's  »Theorie  der  Abel'scheii  Functionen«,  Oesajnmeite  Werke, 
S.  131. 

2  Hermite,  C.  R.,  t.  XL,  Paris.  1853. 

8  Clebsch  und  Gordan,  Theorie  der  Abcr.schen  Functionen,  18Ü5. 
♦  Ann.  di  Mat.,  Serie  II«,  Vol.  IXo,  p.  140. 

&  Frobenius,  Cr.  J.,  Bd.  LXXXIX  und  XCV,  auch  Laguerre,  J.  de 
rgcole  polyt.,  cah.  XUI»  p.  215. 
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Die  endliche  Transfurmation  leiiet  sich  aus  der  dißeren- 
lialen  solorl  als  x,  —  X,  (i  =  ]  2p)  her. 

In  der  That  miiss  nach  einer  l^jemerkin^fT  in  Art.  I  diese 
Transformation  in  Verbindung  mit  der  I'unkttransformaüon 
Xi  Xi,  der  sie  zugehört,  die  sämmtlichen  Pfaff 'sehen  Formen 
der  Schar 

untereinander  transtormieren.   Hier  ist  /  eine  willkürliche 

Function  von  v,  X'_>^. 

Wir  können  nun  die  Ergänzung  der  Transfürmaiiün, 
welche  Lie  immer  anbringt,  z' =  Az-i-U  oder  (mit  ^  =  1) 
äz  •=.  dz' '^dlVix'y  p')  für  unsere  differentiale  Transformation 
dazu  verwenden,  um,  indem  wir  H—f  machen,  die  Trans- 
formation  von 

dz  —  {X.ydXnp^\  H-  . . .  -^-XpdXzp 

genau  in  sich  selbst  herzustellen.  Unsere  differentiale  Trans- 
formation wird  dann 

dz  =.  äz'-hJj 


I       1, . . . ,  2p 


woraus  die  Berührungstransformation  z-rz  Z(z',x'tp')f  jr/  = 
—  Xi(XfP),  pi  —  P,{x,p}  (in  Ue*scher  Schreibung  diesmal) 
hergestellt  werden  kann. 

Man  sieht  nun  auch  leicht,  wie  es  sich  mit  der  Lie'schen 

Constaiucn  .1  \crhalL  i^MaLh.  Ann.,  Bd.  \'Ill;  >•  Begründung  elcs 
§.  4).  worauf  ich  nicht  einzugehen  brauche. 

Üic  kelationen.  Für  die  Matrix  (a,>),  wenn  die  zuge- 
hörige lineare  bubsutution  die  alternierende  Form 

X  <^0't+p-Xi^pyi)        I  =  1, . . ,  ,p) 

in  sich  uberführen  soll,  sind  die  Relationen  von  C  leb  sc  h  und 
Gordan  angegeben  worden.  Diese  Relationen  sind 
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V 

2_, »^A+i»«*,*)  =  Ö   für  h—i^p    i  = 
k 

V  _  _ 

* 

Identificieren  wir  nun  unsere  Substitutionen  A)  mit  denen 
zur  Matrix  (a,ik),  so  haben  wir  zu  setzen,  indem  wir  momentan 
die  Lie'sche  Gleichung  beibehalten, 

-= —  oder  --z —  für 
wenn  #  =  1, . . . ,  p  und  ifc  =  1, , . , ,  p  oder    + 1, . , . ,  2p, 

Oder  für 

wenn  i  =  p  +  I,...,  2/?  und  Ä  =  1,  •  ,    oder    +  2p, 

und  die  Relationen  G)  gehen  sofort  über  in 

(A,A*)  =  0;  (P.P*)  =  0;  (A'.P*)  =  0,  dieses  letztere  für  i'^k, 

iXiPi)  =r  1, 

womit  das  Hauptiesiiltat  der  eben  citierten  Lic'^chen  Abhand- 
lung in  den  Math.  Annalen  mit  einem  Schlage  erreicht  ist.  Es 
können  also  die  Ableitungen  Lie's  durch  Ersetzung  der  end- 
lichen Transformationen  mittels  der  differentialen 
Transformationen*  höchst  einfach  zusammengefasst  werden. 
Dasselbe  gilt  von  der  Ableitung  des  Herrn  Adolf  May  er  in  der 
Abhandlung:  »Directe  Begründung  der  Theorie  der  Berührungs- 
transformationen« im  selben  Annalenbande,  S.  304. 

Der  Lie'sche  Fundamentalsatz.  Ebensowenig  hat 
Sophus  Lie  bemerkt,  dass  sein  Fundamentalsatz,  den  er  Math. 
Ann.,  Bd.  Allgemeine  Theorie  der  parliellen  Differential- 
gleichuHLjen  1.  Ordnung««  §.  3  an  die  Spitze  stellt,  nämlich, 
dass,  wenn 

1  Ich  muss  hervoiiieb«n,  dass  die  differentiaten  Tr«nsfo«tnation«n  emras 
total  Verschiedenes  sind  gegenüber  den  infinitesimalen  Transformatioiieii  Lie*s. 
In  der  wetteren  Durchführung  dieses  Gesichtspunktes  ist  man  t.  B.  genöthtgt, 
Dtfferentialtrattsförmationen  infinitesimaler  Transformationen  au  bilden. 
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t  er  1 ...  |;  i  —  l...  p 

sein  soll,  dieselben  Relationen  wie  vorhin  unter  den  JC^P 
auch  unter  den  4»,  F  stattfinden  müssen  und  umgekehrt»  eine 
ganz  selbstverständliche  Folge  der  Existenz  der  bilinearen 
Covariante  ist. 

Denn  aus  L)  dürfen  wir  sofort  sciüiclicn,  du'^s  die  bilinearen 
Co\  arianten  beider  Seilen  genau  gleich  sein  müssen,  also  muss 

sein  oder  in  meiner  Schreibung 

V  \^ 

{  -\. ..  p  i  —  l...  p 

und  hieraus  folgen  gleich  den  Relationen  für  die  «canonischen 
Deteitninanten«  der  9-Lehre  sofort 

(4>,0»)=:O.  (F,i?»)  =  0,  (F,4>,)  =  1,  {Fi^k)^0  für  i^A. 

Aber  die  Herleitung  von  L^J  aus  L)  besteht  auch  zu  Recht, 
wenn  die  Anzahl  derTerme  auf  den  beiden  Seiten  von  L)  nicht 
dieselbe  ist  Und  hieraus  ergibt  sich  dann  sofort  ein  weiterer 
Fundamen tatsatz  von  Lie,  den  er  erst  in  Bd.  XI  der  Math.  Ann. 
gegeben  hat. 

Was  es  für  diese  und  die  vorhergehende  Ableitung  bedeutet, 
wenn  (XiPi)  p,  respective  {Ft^i)  —  f»  gesetzt  werden,  darauf 
habe  ich  wohl  hier  nicht  nöthig  einzugehen. 

Diejenigen  Transformationen  endlich  betreffend,  welche  in 
den  Xi,  l\  auch  in>ch  die  l'  unction  *  enthalten  und  welche 

dz' — ^pidi^i  =:  dz — ^pidXi 

machen  (dasp  von  S.  Lie  gleich  1  gesetzt),  so  zeigt  die  Bildung 
der  bilinearen  Covariante  von  den  beiden  Seiten  dieser  Gleichung» 
dass  wieder 

^idx'iox'i^p—dx'i+phx'i)  =  Z{dXilxi^p—dXi^plXi) 
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(in  meiner  Si:hrcibui\i;j  sein  muss  und  dass  man  also  hier  vor 
der  —  in  der  Algebra  allerdings  weniger  gewohnten  - —  AliI- 
gabe  steht,  eine  bilineare  Form  in  je  2/»  Variabein  durch  eine 
cr»gredicnte  Substitution  in  diesen  und  jener  weiteren,  darin 
nicht  vorkommenden  V'ariabeln  in  sich  selbst  zu  transformieren, 
nämlich  iVi>  durch 


äx.  =         dz'-^  4^  dx[-{- .        -~-  dx2p 

Dieser  Fall  ist  nun  freilich  bei  Clebsch  und  Gordan  oder 
bei  Frobenius  nicht  vorgesehen,  aber  man  beweist  mit  einer 
Leichtigkeit,  die  gar  keiner  Andeutung  bedarf,  dass  zu  den 

charakteristischen  Relationen  des  Falles       =  0  (1  =  l,...,2p) 

nur  noch  die  Relationen  \ZXi\  =  0,  i  —  \  , . . . ,      \ZP^  = 
(/  =    H-  ! .  .  . ,  2/»)  hinzutreten  miissen.  wiihrend  in  jenen  selbst 
die  runden  Klammern  durch  die  (eine  partielle  Difl'crenliation 
nach  z  fordernden)  eckigen  Klammern  ersetzt  werden  müssen. 

Der  Fall,  wo  p  eine  Function  von  z^x^^.^^^tX^^  sein 
können  soll  und 

zu  bewirken  ist,  kann  auf  den  vorigen,  wo  p  =  1  ist,  gestützt 
werden.  Ist      eine  Transformation,  welche  dem  nunmehrigen 

Probleme  genijgt  und  Jp  eine  zweite,  so  ist  Tp(T^)~^  eine  Trans- 
formation 7j,  welche  dem  vorhergehenden  Probleme  gciUigt, 
also  p  —  1  bewirkt.  Kennen  wir  eine  Translormation  T^^  so 
können  wir  alle  anderen  durch 

berechnen,  indem  wir  T^  ihre  ganze  unendliche  Gruppe  durch- 
laufen  lassen. 
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Eine  Transtormation     ist  nun 
Z  =  Jp<fe,        —  p,*„...,    Xp  —  p^Xp,    mit        =  0, 
Xp^i  =:  p,Jf„ . . . ,  A2p  =  f^X2p,  PiP,  ==  p 

und  vvü  ,0^  durch  die  Gleichungen 

f  ==  1,  ...,2p 

nebst  ~~  —  0  bestimmt  werden  muss.  —  Denn  es  ist 
oz 

82  hZ  , 

dXi^p  —  Xt^p^dz-^iJ^dXi^p-\- 

und  die  Einsetzung  liefert  die  Bedins^ungsgleichunj^en  für  o^. 

Nimmt  man  aberdirect  von  beiden  Seiten  der  Gleichung  iW) 
die  bilineare  Covariante,  so  erhält  man 

^{dXi^Xi^p — äXi+p^XI)  ~  p^(äxitxi^p — dXi^ptXi)'^' 

-f  Sp .     —  1  Xi  dxi^p) — i/p .  (5c  —  1  .V,  ^jXi^p), 

und  man  stünde  vor  der  Aufgabe,  eine  alternierende  bilineare 
Form  in  eine  andere  alternierende  bilineare  Form  durch  (inte- 
grable)  Scharen  linearer  Substitutionen  überzuführen.  Auch 
hiefür  sind  von  Herrn  Frobenius  in  Cr.  J.,  Bd.  LXXXIV 
Formeln  präpariert  worden. 

Indessen  vereinfacht  sich  auch  dieser  Fall,  wenn  man 
bedenkt,  da.s->  es  sich  in  Jer  Thenrie  der  Berührungstranstorma- 
iionen  doch  nur  darum  handelt,  dass  die  DifTerenliale  die 
Gleicliung  äz  —  'Lp,Jx,  =0  befriedigen  sollen,  indem  /in  unserer 
Schreibun«!!;'!  z  stets  als  Function  von  x^, . .. ,  Xp  gedacht  ist.  al^<> 
kann  man  in  der  Ictz.ten  Gleichung  die  Factoren  von  t/,o  und 
als  verschwindend  annehmen  und  behält  die  Aufgabe,  die 
Gleichung 
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durch  cogredicntc  lineare  Substitutionen  Sj  für  die  ÜilYei eiuiaie 
zu  criüllen,  wobei  aber  jetzt  wegen  der  Natur  von  p  wesentlich 
ist,  dass  nicht  einzelne  lineare  Substitutionen,  sondern  Scharen 
von  solchen  mit  den  Parametern  z^x^,...,  Xp,  Xp^\, . . • ,  ^2;»  zu 
suchen  sind. 

IV.  Neue  Theorie  derFunctionengruppen.  Ich  nehme 
für  die  Functionengruppen  einen  von  dem  Lie'schen  noch  viel 
mehr  verschiedenen  Ausgangspunkt,  so  dass  ich  wohl  sagen 
kann,  dass  die  Theorie  dadurch  auf  eine  ganz  neue  Basis 
gestellt  wird.  Dieser  Gesichtspunkt  auch  ist  es  allein,  der  die 
weiteste  Verallgemeinerung  der  Theorie  in  Aussicht  stellt.  Lie 
benützt  zur  Definition  einer  Functionengruppe  die  Forderung, 
dass  sie  mit  irgend  zwei  ihrer  Functionen,  <l>2,  stets  auch 
die  Function  X-^  (<!>,,  <J>«),  wo  dieses  das  Poisson'sche  Sym- 
bol gerechnet  für  <l>j,  *t>^  ist,  enthalte,  icli  gehe  dagegen  von 
folgender  Betrachtung  aus. 

Die  Dtfferentialquotienten        verhalten  sich  contragre- 

dient  zu  den  DilTerentiaien  dxi  und  da  die  reciproke  Form 
zur  Form 

{^iyi-^p-^i^p  yd 

dieselbe  Form  hat,  also 

V 

i  ~l,...p 

ist,  so  ist  als  die  reciproke  Form  von  N^)  die  Form 


,  \  ZXi    hxt+p       hxi+p    hxi  J 

.iiitzutassen ;  und  dies  ist  uenau  das  Poisson'sche  Symbol, 
wenn  man  statt  Xp^\ , . . . , x-2p  wi eder  wie  bei  L i e  setzt  Pi,-",Pr 

/  dz  hz  \ 

\  die  Dtfferentialquotienten  ^ — , . . . ,       J .  Also 

Theorem  V.  Das  Poisson'sche  Symbol  ist  die  reci- 
proke bilineare  Form  zur  bilinearen  Covariante  der 
Pfaffschen  Normal  form  <fo— ^jdbr,— ...  — pr^r- 
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fSophus  Lie  erwähnt  weder  in  den  Mathem.  Annalen, 

imch  in  seinem  Buche,*  noch  in  den  Leipziger  Berichten  die 
bilineare  C<.\anante  und  nun  gar  nicht  im  Zusammeniiange 
mit  dem  Poisson'schen  Symbole.] 

8^ 

Es  verhalten  sich  nicht  nur  die  äxi  und  die  -7—  dual. 

Sündern  auch  die  Coefficienten  einer  Gleichung  It?  ^/r  .  also 
einer  Piaff'schen  Form  und  die  Coefficienten  einer  Gleichuni: 

2-4,'"=- —  sind  contragredieni. 

Infolge  dessen  können  wir  in  Bezug  auf  die  Gleichung 
und  simultan  in  Bezug  auf 

_^  8F  af^  34^  _Q 

^Xp   ^X2p       dX'tp   ^Xp  ^ 

nichi  nur  ein  System  von  Ditierentialen  J.\\  :  . . .  :  Jx-ip  uder 

öF  dF 

ein  System  von  Differentialquotienten       . . . . :        in  eine 

PlatT  sche  Form 

/i  ^^^r  - 1  -^fr-r  1 -f* . . .        ^X2f  —fip 
oder  in  eine  Differentialgleichung 

Ö4»  3<I>  ^  ^ 

OXp^l  *^      ÖA'j  0X2p  CXy 

ZF  aF 


(wenn  äx^: . . . :  dx2p  =z  f^if^: . . .  :/2p  oder   ^ 

=r  G| : . . . :  Gjp)  umsetzen,  transformieren  oder  correiativ  ver- 
wandeln oder  wie  immer  wir  es  nennen  wollen,  sondern  wir 
können  auch  jede  Pfaff'sche  Form  "LatdXi  umsetzen  in  eine 
Differentialgleichung 


>  Theorie  der  Transrormationsgruppeiif  II.  Abschnitt. 
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und  jede  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  um- 
setzen in  eine  PfafT'sche  Form 

Für  die  Theorie  der  Functionengruppen  bedürfen  wir 
einzig  und  allein  dieses  letzteren  Transformationsvorganges. 

Ich  gehe  von  einem  vollständigen  Systeme  homogener 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  (vollständig  im  Sinne 
von  Jacobi-Clebsch) 


As) 


aus  und  setze  jede  der  r  Basisgleichungen  in  Bezug  auf  die 
Form  A''^^  in  ihre  reciproke  Form  um.  So  entsteht  ein  System 
von  r  Pfaff 'sehen  Gleichungen,  und  zwar  genau: 

Ay      o.i ,  -h .4^+0  ,     H-  . . .  —  .4 j  j  ox,,^ I  ~ ...  —     1  Zxop  —  0 
 Bj 

Ap+ ^,r^X^  -^Ap+z, rS^, -I-  . . .  —  i4i ,r 1  — . . .  —Ap, r^X2p  =  0 

Zu  diesem  Systeme  mögen  auch  alle  linearen  Combi  na- 
tionen  der  r  Gleichungen  gerechnet  werden.  Dann  sind  diese, 
wie  leicht  zu  erkennen,  das  Umsetzungsresultat  der  linearen 
Combinationen  von  AgJ  nach  der  Gleichung  NJ,  so  dass  Bs) 
als  das  reciproke  System  zu  As)  bezeichnet  werden  kann. 

Nach  den  classischen  Arbeiten  von  Boole  (cf.  Frobenius, 
Cr.  J.,  Bd.  82,  >Über  das  PfaflTsche  Problem,  §.  13)  ordnet  sich 
jedem  Systeme  (oder  Modul)  Pfaff'scher  Formen  ein  adjun- 
giertes  System  linearer  partieller  UilTerentialgleichungen  zu, 
dessen  Gliederzahl  zunächst  2p— r  ist.  Dieses  System  sei  aut 
eine  Basis  B^, ...»  Bzp^r  bezogen. 
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und  nun  will  ich  der  Kürze  wegen  die  beiden  Systeme  linearer 
partieller  Differentialgleichungen  As)  und  als  reciproke 
Systeme  bezüglich  der  bilinearen  Differentialform  N^) 
bezeichnen. 

Im  allgemeinen  werden  nicht  beide  Systeme  vollständig 
sein;  wird  von  einem  vollständigen  Systeme  Aa)  ausgegangen, 
so  ist  das  reciproke  i.  a.  unvollständig. 

Jene  vollsi.tiiüigcn  Systeme  Aj  also,  deren  rezi- 
proke Sysien^e  bezüglich  N^)  wieder  vollständige 
Systeme  sind,  nehmen  in  Bezug  auf  A^,^  eine  ganz 
besondere  Stellung  ein. 

Das  System  A  J  besitzt  2 p  —  r  unabiiiin^nge  Integrale,  und 
das  System  Bs)  besitzt  in  diesem  letzten  Falle  gerade  r  unab- 
hängige Integrale;  seien  diese  *^„...,^2^«r  und  V^, . . . , Vr. 
Dann  können  wir  auch  die  Functionensysteme,  die  bestimmt 
sind  durch  je  ^  ^ 

Vj, . . , ,  Vy, 

als  reciprok  bezüglich  der  Form  N^)  bezeichnen.  Jede  Function 
von      . . . ,  <I*2,,-r  gehört  zum  ersten,  jede  Function  von  V„ ...» Tr 

zum  zweiten  Systeme.  Jedes  solche  Functionensystem  wird 
durcfi  em  bestunnUes  v<tliständiges  System  linearer  parueiler 
ÜiHereniialglcichungLn  A<;)  oder  B[)  vertreten,  dessen  Integral- 
äquivalent es  bildet,  und  wir  definieren  daher  geradezu: 

Definition.  Als  zwei  reciproke  Kunctionengruppen 
(bezüglich  A^,)  werden  <I»,, . . . ,  *2j»-r  und  Jann 
bezeichnet,  wenn  die  beiden  sie  vertretenden  voll- 
ständigen Systeme  homogener  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  zwei  in  Bezug  auf  die  Form 

I  =a  1, . . .  1»  • 

reciproke  Systeme  (nach  der  obigen  Erklärung)  sind. 
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Um  die  vollständige  Identität  dieser  Functionengruppen 
mit  den  von  Sophus  Lie  definierten  festzusetzen,  verbleibt 
noch  die  Nothwendigkeit,  das  folgende  Theorem  zu  beweisen: 

Theorem  VI.  Sind  A^)  und  Bf^)  zwei  reciproke 
vollständige  Systeme  von  r  und  2p — r  Gliedern,  so 
ist,  wenn  <J>^  zwei  Integrale  von  A,)  und  V«,  U^*) 
zwei  Integrale  von  B's)  sind,  stets  auch 

^  \  cXi    cXpj^i      oXp^i   oXi  I 
ein  Integral  von  und 

ein  Integral  von  BjJ. 

Die  hier  zugrunde  liegende  Idee,  stets  Pfaffsche  Systeme 
und  Systeme  partieller  Differentialgleichungen  gleichzeitig  zu 
betrachten,^  führt  mit  Leichtigkeit  zum  Beweis. 

Die  directe  Umsetzung  von  Bs)  nach  NJ  muss  nämlich  das 
zum  Systeme  A,)  adjungierte  System  PfafTseher  Gleichungen 
liefern,  und  da  A^}  vollständig  integrabel  ist,  ist  es  auch 
dieses,  und  als  seine  Basis  können  wir  gerade  die  Differen- 
tiale von  4>|, . . . ,  <^2f»-r  verwenden; 

  A's) 

^^'-äx,-4^  ...  +  ^'^'^-^dx.p  =  0 

Werden  diese  Formen  nach  F^J  umgesetzt,  so  entstehen 
die  Gleichungen  [conf.  H^)] 


5  Im  Texte  werden  gleichzeitig  reciproke  Paare  von  Formensysteiiien 
(bezüglich  iVj  )  oder  f,  und  adjungierte  oder  wie  in  Anlehnung  an  die  Geo- 
metrie gesagt  werden  ktmnic,  duale  l^aare  vun  Formensystemen  in  Betracht 
gezogen.  D«r  in  den  geometrischen  Autoren  der  Keuaseit  kundige  Leser  wird 
sich  einer  Arbeit  Reye's  erinnern,  wo  gleichseitig  reciproke  Paare  von  Fliehen- 
Systemen  (bexüglieh  einer  Correlation  im  Gesammtraume  aller  Flächen  der* 
selben  Ordnung,  z.  B.  2}  und  conjugierte  oder  sich  stützende  Paare  von  Flächen- 
Systemen  in  Betracht  gezogen  werden  (Cr.  J.,  Bd.  LXXXII)»  Gerade  dieser 
Hinweis  führt  seinerseits  zu  neuen  Verallgemeinerungen. 
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welche  ciiie  }jasis  des  Sysiemes  Bg)  bilden  müssen.' 

Das  System  B^J  ist  gemäß  Voraussetzung  im  Theoreme 
vollständig,  also  folgt  aus  dem  Donkin'schen  (oder  Jacobi'schen) 
Theoreme,  dass  auch  die  Gleichung 

^Xp      9^3p  ^p 

im  Systeme  B's)  enthalten  sein  muss,  solern 

— 

also  ist  die  Pfaff'sche  Gleichung,  w€ikhe  reciprok  zu  X)  ist, 

im  Systeme  A't)  enthalten,  was  bedeutet,  dass  A^p  ein  Integral 
von  As)  ist,  also  eine  Function  der  Gruppe  . . . ,  In 
gleicher  Weise  kommt  der  Beweis  für  die  V^, . . . ,  zustande. 

Die  Verallgemeinerung  der  Theorie  von  der  speciellen 
Form  A^i^  auf  eine  allgemeine  bilineare  Differentialform  ist  bei 
dieser  Grundlegung  ganz  natürlich. 

^  Sei  explicite  bemerkt:  Sind  zwei  Systeme  PfalT'scher  Fennen  und 
Differentialgleichungen  einander  reciprok  nach  N^),  so  sind  auch  ihre  wSg^m- 
gierten  Systeme  Differentialgleichungen  und  Pfaff'scher  Formen  einander  reci- 
prok nach  Ni)  oder  im  allgemeineren  Falle  nach  der  adjungierten  bfltnearen 

Form. 
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Theorie  der  vollständig'en  Systeme  linearer 
Differentialgleichungen  mit  einer  unab- 
hängigen Veränderliehen 

von 

S.  Kantor. 

(Vo^elegk  in  der  Sitsung  «m  11.  Juli  1901.) 

^        Aiist.  Etil.  I. ;. 

In  der  Entwickelung  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen ist  bisher,  namentlich  in  betreff  der  mehr 
formalen  als  functionentheoretischen  Kapitel  der  Theorie,  die 
Analogie  mit  den  algebraischen  Gleichungen  maßgebend 
gewesen.  In  dieser  Arbeit  soll  zum  erstenmale  dagegen  die 
Analogie  mit  den  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  zur 
Kichtschnur  L^enommen  und  \  erfolgt  werden. 

Das  Symbol  (AB),  das,  von  Jacobi  vorläufig,  von  Clebsch 
dann  mehr  sy^^tematisch  in  die  Tlicorie  der  linearen  partiellen 
DirYcrcntial;L;!cichLingen  eingclührt,  in  der  Mechanik  und  neuer- 
dings wieder  in  Sophus  Lie's  Gruppentlieorie  wichtige  An- 
wendung findet,  ist  eigentlich  eine  Resultante  der  Differential- 
(i^leichungen 

Ai/)  =  0   und   ß(J)  =  Ö. 

Au  die  hieniii  i^e.setztc  Analogie  mit  der  Resultante 
zweier  linearer  Differentialgleichungen  «tcr  Ordnung  mit  einer 
Unabhängigen,  wie  sie  von  Herrn  v.  Escherich  aufgestellt 
und   untersucht  *   wurde,   lässt   sich   eine   durchaus  nicht 


1  G.  V.  Es  che  rieh,  Ober  die  gemeinsamen  portieuliren  Integrale  zweier 
linearer  Differentialgleichungen  Ordnung.  Denkschriften  der  kai«^.  Akademie 
der  Wissenischalten,  1883, 
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oberflächliche  Analogie  mit  allen  Punkten  der  Theorie  der 
linearen  und  sogar  der  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen knüpfen,  soweit  dieselben  von  formaler  und  nicht 

functionuntheoretischer  Natur  sind.  Die  Theorie,  die  mir  daraus 
entstanden  ist,  werde  ich  im  folgenden  in  ganz  genetischer 
Weise  vorführen.  Man  mag  über  den  Nutzen  oder  die  Gefahr 
einer  um  ihrer  selbst  willen  betriebenen  Analogie  in  der  Mathe- 
matik oder  anderen  exacten  Wisvenscliaften  imeins  ^ein;  wo 
aber  die  Analogie  sich  bis  zu  einer  solchen  Übereinstimmung 
durchsetzen  lässt,  wie  hier  die  zwischen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  und  linearen  gewöhnlichen 
Ordnung,  ist  ohne  Rücksicht  auf  praktische  Resultate  an  der 
Berechtigung  einer  solchen  Durchführung  nicht  zu  zweifeln. 
Jeder  Mathematiker  wird  eine  wahre  Freude  empfinden,  wenn 
er  in  der  Gegenüberstellung  ihm  bekannter  Lehren  über 
partielle  Gleichungen  und  neuer  Lehren  über  gewöhnliche 
Gleichungen  in  Wahrheit  zwei  Spiegelbilder  erkennt.  Und  aber 
die  Art.  .X.XVIIl  bis  XX.XII  führen  zu  Resultaten,  wie  man  sie 
sich  praktischer  nicht  wünschen  kann. 

I.  Das  vollständige  System.  Als  ein  r-gliederiges 
vollständii^es  System  von  nicht  liuinogenen  lineare!!  par- 
tiellen Difterentialgicichungen  definiere  ich  ein  System  von 
r  Gleichungen  in  n  Variabein,  die  gerade  n — r  gemeinsame, 
fuiictional  unabhängige  Integrale  besitzen.  Seien 

Ai(/)  =z  ;  Aa   Aiof  (f  =  l,...,r;*=:l....,«)*  1) 

k 

die  Gleichungen  und 

die  Integrale,  an  deren  Stelle  auch  die  willkmiichcn  Functionen 
11,(7.,.. .  .a„  nur  dann  treten  können,  wenn  alle  .4,0  ver- 
schwmden. 

I  Man  kftnn  sogar  vollsUndige  Systeme  von  Gleichungen  Xi  untersuchen, 
wo  außerdem  ein  von  /  ganz  freies  Glied  -  -A^  vorhanden  ist.  Nur  mus.«;  man 
auf  die  functiimalen  Eigenschaften  der  Integrale,  virie  sie  Jacob i  (ur  homogen« 
gegeben,  verzichten  oder  sie  stark  umändern. 


^  kjui^uo  i.y  Google 
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Dem  analog  \\  ci\lc  ich  mm  ein  System  von  r  linearen 
Dinerentialgleichungen  n^<^^  Ordnung 

Ai(u)z=z  \  a,k^^—dt^Ot    f  =  =:  1,...,«,  3) 

wo  die  atkf  di  Functionen  von  x  sind,  die  in  einem  abgrenz- 
baren Bereiche  als  eindeutig  und  besonders  als  difTerentiierbar 
angesehen  werden,  als  vollständig  bezeichnen,  wenn  es 
gerade  n — r+2  den  r  Gleichungen  gemeinsame  Integrale 

gibt,  welche  linear  unab'nängig  sind  und  auch  die  Gleichungen  3) 
es  sind.  Hiebei  heilit  lineare  Unabhängigi<eit  lür  integrale  «, 
dass  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten,  für  Gleichungen 
A{u\  dass  keine  lineare  Abhängigkeit  mit  von  x  abhängigen 
Coefficienten  unter  ihnen  bestehe. 

Im  Falle  aber,  wo  alle  =  0  sind  und  überhaupt  nur 
solche,  also  homogene  lineare  Gleichungen  in  Betracht 
kommen,  kann  das  System  selbst  als  homogen  bezeichnet 
werden  und  ein  solches  heißt  vollständig,  wennn— r+1 
gemeinsame  Integrale  vörhanden  sind. 

Wir  werden  übrigens  auch  alle  I )ilTerenlialgleichungen, 
welche  durch  lineare  Combination  mittels  Functionen  von  x 
aus  den  r  Gleichungen  3)  entstellen,  als  einem  Systeme  oder 
Modul  3)  angehörig  bezeichnen  und  nennen  dann  die  r  (ilei- 
chungen  eine  Basis  des  Systems  oder  Moduls.^  Es  ist  klar, 
dass  die  Integrale  4)  allen  diesen  unbegrenzt  unendlich 
vielfach  unendlich  vielen  Gleichungen  genügen  und  im  Falle 
des  homogenen  Systems  {di  —  0)  auch  ebenso  alle  Integrale 
CiM|(a)+ . . .  »K^r-f  1  {x).  Als  Basis  können  wir  irgend  r 

unabhängige  Gleichungen  des  Moduls  ansehen.  Da  durch 
#f— r4'2,  respective  «— r+1  Integrale  «— rH-2,  respective 
M — r+ 1  Bedingungen  der  Form 

a(,»!'"+  •  •  •  -hanUi—di  0 

'  Dedckind  und  Weber:  Cr.  J.  liJ.  Xi  II,  p.  19ö:  Dedekiiid.  Zahlcn- 
theone.  Frobcnius,  Cr.  J.,  Bd.  LXXXVi:  Theorie  der  linearen  Formen  rai} 
ganzz.ihlipen  C oeffi : ii.  n t c n . 

Sjt2b.  d.  mathem.-n  tturw.  Cl.;  C\.  BJ.  Ablh- H.  a.  78 
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fiir  die  //4-2  oder  //+  1  ('"Lincicnten  der  nicht  homogenen  oder 
homogenen  Gleichung  cni^tchcn.  ^«  >  !a»en  sich  alle  Gleichung<^ii 
dieses  ModuN'  sicher  aus  nicht  mehr  als  r  Gleichungen  linear 
cf)mbinieren  und.  sind  die  «,  unabhängig,  auch  nicht  aus  weniger. 
Der  M>iJiii  hrlV'i  r-gliederig. 

Sollen  r-Hl  Gleichungen  « — r+1  unabhängige  Integrale 
gemeinsam  haben»  so  genügen  diese  auch  den  Gleichungen 
(ff— r+l)^<|^  Ordnung,  weiche  sich  aus  jenen  linear  combinieren 
lassen,  und  diese  Gleichungen  müssen  also  bis  auf  einen  Factor 
übereinstimmen.  Hieraus  folgt,  dass  die  (r+i).  gegebene 
Gleichung  durch  die  anderen  linear  darstellbar  ist. 

In  einem  r-gliederigen  voll«:tändigen  Modul  sind  stets 
Gleichungen  (//— 0'«-^.  («—2)'^!,  .  .,  {u—r+l)^^r  Ordnung;  vor- 
handen. 

Gleichungen  nicht  hi>herer  als  {ii  —  iY'^f  Ordnung,  die 
im  voUständsgen  Modul  vorhanden  sind,  bilden  für  sich  ein  voll- 
ständiges System  '.  Ks  gilt  aber  nicht,  dass,  wenn  man  irgend 
eine  Anzahl  von  Gleichungen  aus  dem  Systeme  3)  nimmt  und 
diese  zu  einem  vollständigen  Systeme  ergänzt,  diese  ebentalls 
in  3)  enthalten  sein  müsste. 

IL  Das  Analogon  zum  Symbole  (i4J9).  Aus  der  Basis 
des  Systemes  I)  lassen  sich  außer  durch  lineare  Combination 
Gleichungen  1.  Ordnung,  welche  dieselben  Integrale  4)  gestatten, 
auch  noch  dadurch  herstellen,  dass  man  die  Operation  (^,.4^ 
— A^Aijif)  ausführt,  welche  für  ist: 

^ {A^{A'>o-A^iAun -  {A^{A^J-A^{A^^))j: 

Von  der  Üelinition  in  Art.  I  ausgehend,  schließen  wir.  dass 
diese  Gleichungen  {AfAk)  =  0  nothwendig  im  Module  3)  ent- 
halten sind. 

Ich  stelle  nun  dem  Symbole  (AB)  hier  bei  den  gewöhn- 
lichen DifTerentialgleichungen  ein  anderes  Symbol  gegenüber. 


'  Die  Bezeichnung:  »vollständiger  .Moilul-  ist  nun  m  perfecter  Cber- 
cinslimniun^  mit  der  gleichen  Hezeichnunj^,  die  ich  für  die  .\lgebra  in  »Theonc 
der  Elementartheiler  holicrer  Stufen«,  Monatshefte  für  Mathcm.  und  l^hy>ik, 
lOOO,  benütztc. 
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das  bisher  nicht  beachtet  ist  und  aber  den  Kernpunkt  dieser 
Arbeit  bildet«  nämlich  (A^^  A^)xf  wo 


f 


Oies  gibt  eine  Differentialgleichung  (^,,  0,  welcher 

die  Integrale  4)  auch  genügen,  die  also  dem  Systeme  3)  ange- 
hören muss,  da  sie  fft«r  Ordnung  ist. 

Wird  für  irgend  zwei  Gleichungen  ^aiAi  und  ^biAi  das 
Symbol  gebildet,  so  entsteht 


=  ZI (-^^ .  -^*)-  II  -'0  (*<  ^) 


und  alle  so  entstehenden  Differentialgleichungen  drücken  sich 
ebenso  wie  die  einzelnen  (^,-,  Ak)x  durch  die  Aj{u)f. . Ar(u) 
aus. 

Von  jeder  im  Modul  3)  enthaltenen  Gleichung  («— j)ter  Ord- 
nung B(tt)  sind  auch  die  Differentialquotienten 

JB     ä'B  d'B 
dx  '  'ä^ dx^ 

im  Modul  enthalten.  Sie  entstehen  auch  durch  Bildung  des 

Symbols  für  zwei  Gleichungen  verschiedener  Ordnung.^ 


t  Bildet  man 

dia^oA^—ai^Af)        da^^  da^^^  dA^  dA^ 

 — A^-t-a^—  — — t 


dx  dx  dx  dx  dx 

so  sieht  man,  dass  sich  Uies  aus  Ai,  Az  und  A^x  linear  zusammensetzen 
lässt. 

78* 
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HI.  Andere  Definition  des  vollständigen  Systeroes. 
Wir  gehen  hiebet  von  dem  folgenden  wichtigen  Theoreme  aus: 

Theorem,  a.  Wenn  (A,  B),  sich  linear  durch  ^4, 5  aus- 
drücken lässi.  so  haben  A  und  B  mindestens  «—1  unabhängige 
Integrale  gciucinsam. 

Denn  ist 

.    äA  A  n 

Sü  ist 

und  aus  den  Gleichungen 

C  =  c^A-^-c^B, 

können  A  und  B  in  der  l'unn 

äC 

Po  ^-  -^^^^^ 

berechnet  werden,  sie  haben  also  alle  integrale  von  C=:0 
unter  ihren  Integralen. 

ß.  Wenn  {A,  B),  und  (.4,  sich  durch  A,  B,  C  aus- 
drücken lassen,  so  haben  v4  =  Ü,  Ä  =  0,  C  =  0  mindestens 
u — 2  unabhängige  Integrale  gemeinsam. 

Wir  bilden  einen  Ausdruck  Ordnung 

y„_2  —  h^{b^^A-'aQB)+h^^CQA—a^C) 

und  hieraus  für  ~-  einen  Ausdruck  oü4-Hß-ß+^C'  wegen  Vor- 
aussetzung. Dann  ist  nach  Art.  II  (V,  i4)ji  =  a,i4+?|J?+Ti^ 
dA 

also  auch  —  =  a^A-^-^^B-k-t^C,  Demnach  folgt  aus 
für        eine  lineare  Combination  von  A,  B,  C. 


Güogl 
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Aus  den  Gleichungen 

y  ~  Ci   -i-   i5  +  Cg  C 
dY 


dx 


berechnet  man  -^4,  /J,  C  jede  in  uer  Korm 

J'Y  dY 

also  besitzen  alle  drei  Gieicliungen  die  Integrale  vor.  y«_2  =  0 
unter  iiiren  Integralen. 

Y.  Wenn  tA^,A.,)^.,...,(A^,A,)x  sich  linear  durch 
-4,,...,  A,  darstellen  lassen,  so  haben  ^4,  =  0,...,  -4^  =  0, 
falls  sie  nicht  homogen  sind,  mindestens  n — r-i-2, 
und  falls  sie  homogen  sind,  mindestens  n—r+1  un- 
abhängige Integrale  gemeinsam. 

Man  kann  einen  linearen  Ausdruck  (ii—r+ l)ter  Ordnung 
bilden 

hieraus  (Y,  A),  nach  Art.  II  als  eine  Cornbination  von  >!„..., -<4r, 
aber  auch  durch  DitTerentiation 

=         i4,)x+ . . .  +  Ar-i  Ml,  -4r)jr+  Hn.  Comb.  (.4p ... ,  Ar) 

also  gleich  einer  linearen  Cornbination  Ait».,Ar,  daher  aus 

(Y,A),  folgt,  dass  auch       eine  solche  ist  und  hiemit  wiederum 
/  dY  \ 

aus  — .  i4  ,  welches  nach  Voraussetzung  aus  der  letzten 

\äx  I 

Gleichung  als  lin.  Comb.  {A^^. . .,  Ar)  entsteht,  auch  .  ^  eine 
solche  lineare  Cornbination  und  so  bis  zu  -  t  .  Aus  den 
Gleichungen 
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z=  o^jj  .4j  H-  . . .  ■i-%j,  A,  , 

äV 


dx 


r» 


berechnet  man  i4|,. .  ,Ar  als  lineare  Combinationen  von  >*,..., 

 ,  also  jede  in  der  t'  orai 

dx^-^ 

und  es  besitzen  also  alle  Gleictuingen  die  Inlegrale  von  }' r=  0 
zu  Integralen.  Deren  sind  aber,  wenn  Y  nicht  homogen  ist, 
H — r-f-2,  und  'Acnn  es  homogen  \M,  u  —  r-l-1  unabhängige. 

Wir  können  nunmehr  so  dehnieren: 

Ein  System  von  r  linear  unabhängigen  linearen 
Differentialgleichungen  ;/ter  Ordnung  (homogen  oder 
nicht)  ist  ein  vollständiges,  wenn  die  aus  irgend 
zwei  Gleichungen  i4,*  =^  0,  i4t  =  0  gebildete  Gleichung 
(Ai^  At)r  sich  linear  durch  die  sämmtlichen  gegebenen 
Gleichungen  ausdrücken  lässt.^ 

Nach  Art.  II  gilt  dies  dann  auch  für  irgend  zwei 
Gleichungen  la,A,,  ^biA,  des  ganzen  Moduls. 

Damit  .4,..  .  .A,  ein  vollständiges  System  bilden,  ist  noth- 
wcndiu  und  hinreichend.  Jass  (,1,,  .4^,>,.,  (A^j  A,}jf  sich 
durch  A^,. .  .Ar  linear  au.sdrückcn  lassen. 

Statt  dieser  /' -  1  S\'mb')lc  können  n^eh  in  vielfältiger 
Weise  andere  linear  unabhängige  r—  1  Symbole  (Aj^  Ak)x  ge- 
setzt werden. 

IV.  Der  Fall  r  z=z  1.  Hier  tritt  ein  Unterschied  gegenüber 
den  partiellen  Differentialgleichungen  ein.  Haben  zwei  Glei- 
chungen ^(»)=0,  B(u)z=:0  alle  Integrale  gemeinsam»  so 


>  Dies  ist  das  Analni^'t.n  zur  Definition,  die  von  Clebsch  in  l"r.  J 
I3d.  I^XV,  an  den  .Au>gang-(nu,kt  gestellt  worden  ist.  Ks  gibt  auch  noch  andere 
schemati&ch  gebildete  Difli-rcniialformen  von  A^,  Aj^,  welche  im  .Systeme  cai- 
h«]ten  sind. 
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kimnen  sie  sich  nur  durch  einen  Factor  unterscheiden.  Es 
müssen  also  nur 


daher 


( 


^0  ^'  ^0 


sein.  Es  ist 

also 

(J,  B).  -  ^  [a^,  —  -do  ^-  ;  -  -^  [^0  -ä^) ,  8) 

d.  h.  stimmen  alle  Integrale  überein,  so  muss  (A,B)x  = 
=f.B  sein»  wo  aber/  eine  ganz  bestimmte,  aus  ^^o^^'o 
gebildete  Function  von  x  ist. 

Bei  den  partiellen  DifTcrcntialglcichun^cn  ^inJ  bekanntlich 
für  {A,  B)  z=  0  alle  Integrale  von  A  ~  0  oder  B  —  0  auch 
Integrale  von  B  ~  0  oder  A  z=.  0.  Hier  findet  dies  nicht  statt. 

Ist  (Af  B)x  =  0,  so  folgt  wegen         — —  0  nur,  dass 

dA 

die  Integrale  «p. . .  itn  von  B  =  Ü  auch        =  0,  also  .4  gleich 

Constanten  Cp...»CM  machen.  Dann  sind  aber  diejenigen 
Functionen,  welche  durch  die  Determinanten  der  Matrix 

Cj, .  •  *  >  Cfl»  I 

dargestellt  sind,  Integrale  von  .4  ~  0.  Denn  aus  i4(«,)  =  C,, 
j4(ii,)  =  C,  folgt i4(Q«,— Ci«,)  =  0.  Von  ihnen  sind  nurm  — 1 
linear  unabhängig  und  da  sie  auch  Integrale  von  B-=0  sind, 
so  zeigt  sich,  dass  im  Falle  {A,  B)jr  =  0  die  Az=,0,  =  0 
nur  «»— >t  gemeinsame  Integrale  haben,  mit  Ausnahme  des 
Falles,  wo  a^^b'^—h^a'^     0,  also     =  Const.  b^. 

Hierin  ist  «<i=«  +  l  oder  v,  je  nachdem  A,  B  nicht 
hnningen  oder  homogen  sind.  Dass  aber  ja  doch  für  (-4,  jB)^  =  0 
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das  (A,B)  eine  lineare  Combination  von  A^B  ist,  darf  nicht 

beirren,  da  wir  in  unserer  Definition  In  Art.  III  auch  die  lineare 
Uniibiumgi^kcii  der  GlciLiiunL;en  mit  aufgenommen  iiaben, 
welche,  weil  -1  -i^  fß  ist,  nicht  stattfindet. 

V  Defect  der  Vollständicfkeit.  Sowohl  für  das 
System  1 ).  als  für  das  System  'A)  bieten  sich,  wenn  sie  ein  voll- 
ständiges System  nicht  bilden,  worüber  mittels  Art.  III  ent- 
schieden werden  kann,  zwei  IVobleme  dar 

1.  Das  vollständige  System  möglichst  niedriger  Glieder- 
zahl  zu  finden,  unter  dessen  Gleichungen  die  des  gegebenen 
enthalten  sind. 

2.  Ein  vollständiges  System  möglichst  grofier  Gliederzahl 
zu  finden,  dessen  sämmttiche  Gleichungen  in  dem  gegebenen 
Systeme  enthalten  sind. 

Das  erste  Problem  kann  wegen  der  Unabhängigkeit  der 
Gleichungen  auch  so  fornuiUert  werden,  dass  man  zu  den 
gegebenen  möglichst  wenige  hinzufüge,  um  sie  zu  einem  voll- 
ständigen Systeme  zu  ergänzen.  Es  wird  gelöst,  indem  man 
alle  Symbole  {AiAk),y  bestimmt,  jene,  die  sich  durch  A^,.  ..Ar 
ausdrücken  lassen,  beiseite  Ifisst.  die  anderen  zu  .  .,-4,  als 
Ar+\,»,»  hinzufügt  und  so  fortsetzt,  bis  man  keine  Symbole 
{Ai,  Ait)x  mehr  erhält,  die  nicht  durch  die  schließlich  ange- 
sammelten A  ausdrückbar  wären.  Ist  deren  Anzahl  so  kann 
man  s—ry  falls  die  i4i,. . ^4^  an  sich  schon  linear  unabhängig 
waren,  als  den  Defect  der  Vollständigkeit  des  Systemes 
A^,..  .,Ar  bezeichnen.* 

Auch  für  partielle  Gleichungen  ist  das  zweite  Problem  von 
Bedeutung,  weil  es  zur  Integration  eines  Systemes  Pfaft'scher 
Cileichungen  führt. 

Ist  s-r  der  Defect,  so  haben  .4i,  ..,.4,  gerade  «- 
(oder  n—s-h\)  gemeinsame  Integrale.  Es  ist  also  die  Bildung 
des  vollständigen  Systemes  aus  A^,...,Ar  thatsächlich  eine 
Art  von  Resultantenbüdung  für  r  gegebene  Gleichungen. 

^*  Die^e  Zahl  lieUe  sich  ganz  wulil  in  -\nalo^^ic  mit  einer  Hezcichmmiz^- 
weise  des  Herrn  Frobenius  beim  Pfuff'schcn  Systeme  (Cr.  J.,  iiJ.  LXXXII 
und  LXXXVI),  cf.  auch  v,  Weber:  »Das  Pfaffsche  Problem«,  Leipzig,  Teubner 
1900,  als  C  lasse  des  Systemes  bezeichnet. 
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VI.  Resultantenbildung.  Ich  werde  nun  zeigen,  dass 
die  Bildung  der  Resultantenform,  wie  sie  zuerst  von  Herrn 
V.  Escherich  durchgeführt  wurde,  durch  die  Bildung  eines 
vollständigen  Systemes  geleistet  werden  kann  und  so  ist  die 
voltständige  Obereinstimmung  zwischen  der  Theorie  der 
Resultante  und  der  der  vollständigen  Systeme  hergestellt.  Ich 
bediene  mich  des  folgenden  primitiven  Verfahrens  zur  Her- 
stellung der  Resultante.* 

Seien   A^,         zwei  nicht  homogene  Gleichungen  der 
Ordnung,  indem  w  ir.  falls  eine  der  /«t»-""  Ordnung  vorgelegt 
war,  diese  (» —  »/nnal  diUerenziert  voraussetzen,  was  auf  die 
Gemeinsamkeit  von  Integralen  l^einerlei  Wirkung  hat, 

i4|  =:  <i,<j«t«>H-tijj«('i-i)+  , . .  +ainU—d^  =  0, 

Durch  Elimination  von  steilen  wir  eine  Gleichung  her» 
der  die  gemeinsamen  Integrale  wieder  genügen  müssen.  Eine 

andere  solche  Gleichung  entsteht,  wenn  Hf^^^ — 

gebildet  wird,  was  eben  unser  Symbol  ist  und  aus  dieser 
nebst  i4,  oder     das  ff<'»>  eliminiert  wird.  Seien 

diese  heulen  Gleichungen.  Haben  .1,.  A  ,  in  1  gemeinsame 
Integrale  (wo  /;/  die  Anzahl  der  unabhängigen  integrale  von  A^ 
oder  sei,  also  n  +  1  für  nicht  homogene,  u  für  homogene),  so 
müssen  diese  auch  den  A^\A^^^  genügen,  diese  müssen  bis  auf 
einen  Factor  identisch  sein,  also  (cf.  die  Bemerkung  am  Ende 
des  Beweises): 


10) 


1  In  Königsberger's  »Lehrbuch  der  gewdhnlichen  Differentialglei- 
chungen«, Leipzig  1889,  findet  sich  eine  Art  der  Resultante  nbilJun::  welche 
nach  einem  ersten  dem  obigen  ähnlichen  AnsatT-.e  eine  total  andere  Wendung 
nimmt  und  statt  dessen  ganz  ähnlich  jener  Methode  für  die  al-tebraischc  Resul- 
tante wird,  welche  HerrÜarboux  in  H o u e Ts  Bulletin  IS77  ausführlich  dar- 
ge&ti;lU  hat. 
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sind  die  Bedingungen,  welche  nothwendig  und  hinreichend 
sind,  damit  w — 1  gemeinsame  Integrale  da  seien.'  Sind  diese 

mein  ci  tulll,  so  vertahrcn  wir  mit  A\^K  A)^^>  wie  mit  A^,  ^4^  und 
bilden  durcli  Elimiimlion  von  /<"*~'^,  sowie  durci) 

zwei  Gleichungen  (« — 2)^*^r  Ordnung.  Diesen  müssen  die  gemein- 
samen Integrate  von  A\^\  also  auch  jene  von  A^^A^  ge- 
nügen. Seien 

Af  =  a',;i'«^"--'-Ha^,-;'«'"-^'+  . . .  -4-öi:«_2«— =  0  /  ^ 
Af  =  flä>«^«-2>H-<ig>«^«-a>+ . . .  +flg;,_2«-</{2>  =  0  (  ' 

diese  Gleichungen.  Hätten  A^,A^  iff^2  gemeinsame  Integrale, 
so  müssten  A^}\  A!^>  bis  auf  einen  Factor  übereinstimmen,  so 
müsste 

sein,  welches  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür  sind.  Sind  sie  nicht  erfüllt,  so  können  wir  auf  A^* 

wieder  dasselbe  Verfahren  anwenden,  erhalten  zwei  Gleichungen 
(«  — 3)t»-'r  Ordnung  und  eventuell  so  weiter,  bis  wir  etwa  zu 
zwei  Gleichungen  Ii«-'«  Ordnung  gelangt  sind: 


9") 


Dies  war  nur  möglich,  \^■c:^u  die  Gleichungen  A^^  A^  nicht 
«+1  gemeinsame  Integrale  hatten. 

Sind  die  Gleichungen  homogen,  also  t/p  </g,  also  auch  alle 
ä[%  ä<0  und  J{"-»>,         gleich  Null,  so  ist 

'  Die  Bedingungen,  damit  eine  Gleichung  i»tcr  Ordnung  mit  einer 
(f/— Dien  Ordnung  alle  Integrale  gemeinsam  haben,  sind  von  Frohenius  zum 
AuNgangspunktc  einer  Entwicklung  gemacht  worden,  die  m  die  liieonc  der 
adjungierten  Differentiatausdrücke  einläuft.  Cr.  J..  Bd.  LXXX. 
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die  Bedingung  für  die  Gemeinsamkeit  eines  Integrales  von 

A["-'^>,  A'J'-^\  also  auch  von  denn  bis  zu  an  —  O, 

bu  "=2  0  können  wir  die  lLlimin;Ui(»n  nicln  treiben. 

Sind  die  Gleichungen  niciu  hnmogen,  dann  müssen  wir 
auf  A\"~'^\  A^'~^>  nochmals  das  Verfahren  anwenden  und 
erhalten 

und  hieraus  als  die  Bedingung  für  die  Gemeinsamkeit  nur  eines 
Integrales,  das  dann  aber  keine  willkürliche  Cunstanle  enthält,^ 
die  Gleichung  (wo  kurz  ä^"*  gesetzt  ist): 

für  deren  Form,  wenn  man  bedenkt,  dass  ä\"\  di"^  homogene 
lineare  DitTerentialfunctionen  von  Jj,  sind,  man  durch  eine 
Ausrechnung  findet; 

Rä„a,     n,id,)^il^{d^)+c,  +r,ieo,a,  12) 

was  die  Resultante  für      A^  ist. 

Bemerkung.  Ich  habe  in  der  Ableitung  immer  aus  der 
Identität  zweier  Gleichungen  eines  Paares  auf  die  Gemeinsam- 
keit der  Integrale  geschlossen.  Dies  ist  zulässig,  weil  die  eine 
Gleichung  stets  (A^^  A^'>)x  war,  es  sich  also  eigentlich  um  die 
Anwendung  des  Theorems  aus  Art  III  und  des  Verfahrens  aus 
Art-  V  handelt. 

Nehmen  wir  von  jedem  Gleichungspaare  (A^,A.,  inclusive) 
jedesmal  nur  die  erste  .Gleichung,  so  erhalten  wir,  falls  die 
Resultantenbildung  bei  A\'''^K         abgebrochen  ist,  ein  System 

von  /  unabhängigen  Gleieluingen  .4,.  .4\'^  ^V~'^ 

diese  bilden  ein  vollständiges  System,  weil  eben  dieses 
Abbrechen  anzeigte,  dass  w  — /h-2  oder  («— /-l-l)  gemeinsame 
Integrale  vorhanden  seien.  Die  Resultantenbildung  ist  also  that- 
sächlich  identisch  mit  der  Lösung  des  1.  Problemes  aus  Art.  V, 


1  Solche  gemeinsame  Integrale  kommen  häufig  bei  Königs  berger  vor. 
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das  niederste  vollständige  System  zu  tinden^  in  dem  A^^A^  ent- 
halten sind. 

VII.  Differentiaimoduln.  Ist  f,Af=£A^\  so  gibt  es 
uns  dtrect  die  sämmtlichen  gemeinsamen  Integrale  und  es  lässt 
sich  also  jedesmal  die  Gleichung  G  =  0  für  diese  durch  reine 
Differentialquotienten  aus  A.,  herstellen«  was  ein  wichtiger 
Umstand  ist.  Der  Erfolg  der  Operationen  zeigt  uns  sogar  genau, 
dass  mit  Dp  als  Bezeichnung  für  homogene  lineare  Diffe- 
rentialoperationen 

G  =  D^{A^)-i-D^i^A^) »  13) 
und  wenn  gar  kein  gemeinsames  Integral  vorhanden  ist: 

wo  die  Coefticienten  von  D^,D^  beidcinale  aw-  ganzen  rationalen 
DiffereiUialoperationen  der  Coetlicienten  i^i,u,. .  .til,»;  a-i^Of-'* 
a2,u  entstehen. 

Da  nun  nach  Brassinne^  jede  Differentialgleichung, 
welche  alle  Integrale  mit  G  gemeinsam  hat,  in  der  Fnnn 
dargestellt  werden  kann,  so  kann  also  jede  Differentialgleichung, 
welche  die  gemeinsamen  Integrale  von  A^,  A^  enthält,  in  der 
Form  Z)j(^i)-l-Z>,(>4j)  erhalten  werden.  Setzen  wir  unser  Ver- 
fahren von  A^  weiter  fort  auf  A^,  A^y  A^  etc.,  so  erhalten  wir 
einen  Beweis  für  das 

Theorem.  Jede  lineare  Differentialgleichung 
die  alle  gemeinsamen  Integrale  von  i4|  =r  0, .4^  =  0 
enthält,  lässt  sich  in  der  Form 

R,H  =  •  •  •  -^DriAr)  15) 

darstellen,  woZ>i,...Z>r  lineare  homogene  Differential- 
functionen  bedeuten,  deren  Coefficienten  ebenso 
wie  R  ganze  rationale  Differentialfunctionen  der 
Coefficienten  von  i4j,...,i4r  sind. 

1  Cf.  G.  V.  Escherich,  1.  c.  Dort  findet  sich  bewiesen,  dass  irgend  vmä 
Formen  .4,,  ohne  gemeinsamen  Fnctur  für  alle  DifTerentialausdrücke  als 
Bftsis  Jiencn  können,  wenn  man  gebrochene  Coefficienten  zulässi. 

2  lirassinne,  in  den  Noten  zu  Stiirm's  Cour«.  d'Anaiysc.  Sein  Ver- 
fahren überträgt  ^ich  auf  nicht  homogene  Gleichungen. 


^  kjui^uo  i.y  Google 


Lineare  Differentialgleichungen.  1181 

Die    Gesammtheit    aller   DifTerentialformen,    die  durch 
D^(Aj)-h  1),  (A,)   sich    darstellen    lassen,   wo  D^,...Dr 

homogene  lineare  Differentialfiuictionen  sind,  möp,e  ein  iJiffe- 
rentialmodul  heißen.    Dann  ist  .4, ...... 4,  eine  Basis  des 

iModuls,  den  wir  mit  [A^,.  .  .,  -4,]  bezeichnen  werden.  Bilden 
A^,. . A,  ein  vollständiges  System  gemäß  I.  oder  III.,  so  heiße 
[A^,. . Ar]  ein  vollständiger  .Modul.  Lässt  man  gebrochene 
Dilferentialfunctionen  als  Coefficienten  der  Di  zu,  so  genügt  es, 
r  ^  2  zu  nehmen. 

Unter  den  vollständigen  DifTerentialmoduln  und  den  Idealen 
der  Körpertheojie  besteht  eine  enge  Analogie  und  es  lassen 
sich  auch  die  Theilbarkeitsgesetze,  um  derentwillen  die  Ideale 
geschaffen  wurden,  hieher  Überträgen.  Nur  bei  der  Ptoduct- 
bildung  tritt  hier  die  Unterscheidung  des  Sinnes  hinzu.* 

Auch  lässt  sich  der  BegritT  des  DitTereiUialmoduls  sofort 
aul  Differentiallunctionen  A^^. .  .,Ar  von  mehreren  Argumenten 
ausdehnen. 

VI!!.  Die  /^^"  Resultanten.  So  sehr  das  Verfahren  in 
Art.  VI.  hinter  dem  der  Determinantenbildung  an  Eleganz  und 
Symmetrie  zurücksteht,  so  hat  es  doch  einiges  für  sich.  Bei 
jenem  erhält  man  wie  in  der  Algebra  zuerst  die  Resultanten- 
form für  ein  gemeinsames  Integral  und  muss  daraus  durch 
Infinitesimalprocesse  oder  anderweitig  die  Bedingungen  für  die 
Gemeinsamkeit  von  2,  3,. . m — /  (m  hat  die  Bedeutung  wie 
oben)  Integralen  herleiten.  Aber  es  ist  in  diesem  und  ähnlichen 
Fällen  immer  schwierig,  wie  Kro necker  hervorgehoben,  die 
gerade  nothwendigen  Bedingungen  unter  ihnen  anzugeben.* 
Das  primitiv  erscheinende  Verfahren  aus  Art.  V!  hat  1.  den 
ei,^ciiLnüml!chen  \'orlheil,  dass  es  ziicrst  die  Bcdingimgen 
für  m— 1,  oder  m — 2,  3,.  . . »/  — /  gemeinsame  Integrale 
liefert  und  erst  zuletzt  die  Bedingung  für  die  Gemeinsamkeit 
eines  einzigen  Integrales,  2.  dass  es  für  jedes  /  die  gerade  noth- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen  liefert,  3.  dass  man 

'  Man  wird  rccluslaiitige  und  linksläutige  Factoieii  zu  unterscheiden 
haben,  ähnlich  wie  Hurwitz,  oöttinger  .N'acluichtcn,  1897,  es  Tür  Quatcrnioncn 
macht 

<  In  Cr.  J.,  Bd.  XCVIf,  hat  Kronecker  einem  solchen  Falle  eine  müh- 
same Arbeit  gewidmet 
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den  Ausdruck  für  die  gemeinsamen  Integrale  in  factischen 
Fällen  direct  durch  A^,     dargestellt  erhält. 

Die  Bedingungen  für  m—i  Integrale  sind  den  10),  \(/) 
analog  in  dem  Verschwinden  alter  Determinanten  der  Matrix 

"lO*  "ll  "\,u—i*     l  I 

enthalten.  Hievon  sind  (Jacobi)  nur  — /-Hl  unabhängig.  Man 
kann  sie  als  den  i^^  Resultantenmodul  bezeichnen.  Ver- 
schwinden die  it«n  Resultanten,  so  verschwinden  auch  die 
(1  +itcn)  und  alle  folgenden.  Die  wirkliche  Ausrechnung  zeigt 
thatsächlich,  dass  sie  alle  QifTerentialfunctionen  der  i^«»  Resul- 
tanten sind,  dass  sie  also  im  it«n  Resultanten modul  (nach 
bekannter  Terminologie)  enthalten  sind. 

Das  Verfahren  in  Art.  VI  und  das  eben  Gesagte  gelten 
entsprechend  für  die  Algebra.  Dort  kann  man  aber  die  f'*«"  Re- 
sultaiUcii  auch  crscizcn  durch  eine  der  eine  der  i;-4-l)ten, 
eine  der  (/-4-2)t*^n  und  endhch  die  letzte  Resultante.  Hier  ist 
dies  nur  mit  Heschränkunu  müghch,  weil  eben  die  Re^uUanten 
sich  durch  Ditierentiation  aus  den  jedesmal  vorhergehenden 
entwickeln. 

IX.  Einige  Eigenschaften  der  Resultante.  Ro„  kann 
sich  von  der  Escherich'schen  Determinante  nur  durch  einen 
Factor  unterscheiden. 

Aus  12)  ist  ersichtlich,  dass  i?«^,,^,  von  der  Ordnung  n  ist 
Es  ist  in  Bezug  auf  d^,  je  eine  lineare  nicht  homogene 
Gleichung.  Fasst  man  =  0  als  Differentialgleichung  in  Bezug 
auf  a\i  auf^  so  definiert  sie  jene  Gleichungen  der  Schaar 
-4, +ai, z=  0  mit  der  Parameterfunction  aj,.  welche  ein 
Inlcgral  :nit  .4g  =  0  gemeinsam  Ivaben.  Nun  kann  die  ülcichiing 
für  dieses  Integral  rational  und  differential  aus  den  Coefticienten 
von      bestimmt  werden,  also  besteht  eine  Gleichung 

u  =  i?(ai  /), 

wo  F  Differentialfunction  ist,  welche  die  Resultante  in  d;e 
Gleichung  A.,  transformiert,  denn  jedem  Integrale  aj,  vun  A'  =  0 
muss  ein  Integral  von  .4^  —  0  entsprechen.  Insbesondere  ist 
wenn  «i,  das     ist,  ein  linearer  Ditlerentialausdruck;  daher; 
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Theorem.  Die  Resultante  von  A^^  als  Diffe- 
rentialgleichung in  Bezug  auf  einen  Coefficienten 

von  oder  A.,  aufgufasst.  ist  eine  rationale  (Vessiot'- 
sche)  Transformierte'  der  Differentialgleichung  A.^  —  0, 
respective  .'l,  —  0,  und  insbesondere  in  Bezug  auf 
ä^.  d_,  eine  K' 1  cmann'sche  Transformierte  von  .4,.  .4,. 
Sind  A^,  A^  homogen,  so  ist  R  eine  Transformierte 
der  logarithmischen  .Tran  sformierten  von  .4,  oder  A^. 

Überhaupt  stein  die  Bildung  der  Resultante  mit  der 
Riemann'schen  Transformierten  in  genauer  Beziehung.  j4|(«)=:0 
mittels  ^  =  D(u)f  wo  D  und  A  auch  homogen  sein  können, 
transformieren,  heifit  eben,  aus  ^|(»)  und  D(u)^y  die  Re< 
sultanle  bilden,  wobei  man  also  sieht,  dass  die  Resultante  Rd„dt 
doch  nicht  zu  umgehen  ist.  Sie  wird  nach  1 2)  eine  nicht  homo* 
gene  lineare  Gleichung  in  v,  welche  die  Transformierte  ist. 

Das  vorige  Theorem  gilt  allgemeiner  auch  dann,  wenn  die 
Coefficienten  von  A^  lineare  Functionen  einer  Function  f  und 
sogar,  wenn  sie  lineare  Diflcrentialfunctionen  von  /  sind.  Gibt 
es  ferner  in  dieser  Schaar  eine  GleichunL;.  welche  mit  A.j  —O 
jj,  gemeinsame  Integrale  hat,  so  haben  die  Gleichungen 
RO}  r=  0.. . ^„'1,^,  =  in  Bezug  auf  /  ein  Integral  gemein- 
sam. In  der  Algebra  hat  in  diesem  Falle  i?  =  0  als  Gleichung 
für  /  eine  |i,-fache  Wurzel.  Es  wäre  nützlich,  einige  Klarheit 
über  den  Sachverhalt  auch  im  vorliegenden  Falle  zu  gewinnen. 

X.  Vollständige  Structur  eines  Systemes.  Seien 
««-r+2i'.M      irgendwelche  Functionen  oder 
Functionenzweigc  von     Wir  bilden  die  Gleichungen,  die  je 

Wj, .  .  . ,  Itn-r+St  «ii-r+3» •  •  •  i  W«  -1 » 


zu  Intci^ralen  haben.  Diese  r  Gleichungen  bilden  ein  voll- 
ständiges Sybtem  nicht  homogener  Gleichungen,  das  überdies 

i  Ann.  de  l'Ecolc  Norm.  1892. 
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die  Eigenschaft  hat,  dass  irgend  zwei,  also  auch  irgend  /  Glei- 
chungen dieser  Basis  ein  vollständiges  System  bilden.  Eine 
solche  Basis  soll  eine  von  vollständiger  Structur  heißen. 

Ich  möchte  an  ein  Beispiel  erinnern,  das  in  der  Theorie 
der  Adjungierten  vorkommt.  Bezeichnet  man  nach  Darboux 
den  begleitenden  Differentiatausdruck  von  /(//  )  mit  T(m.  v)f  so 
bestehen  die  Gleichungen 

^•(«,-,  Vi)  =  0,         t;») ^ 0,. . I  ^  * 

für  die  Integrale  von  fi^ii)  und  semer  Adjungierten,  daher  bilden 

W(u,v^)  =  0,. ...        v„)  ~  0. 
i;)  =  0,. . .,  ^\u„,  v)  =  Ö 

je  ein  voltständiges  System  von  vollständiger  Structur. 

Im  Gebiete  der  partiellen  Gleichungen  entsteht  ein  solches 

System,  wenn  man  in  der  Kimctionaldeterminante  von  /j  / 

nach  x^,.  .  ..v,  je  eine  der  Functionen  als  unbekannt  nimmt  und 
die  r  Differentialgleichungen,  die  so  dargestellt  werden,  an- 
schreibl.^ 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  man  jedem  vollständigen 
Systeme  3)  eine  solche  Basis  geben  könne.  Man  nehme  r  weitere 
willkürliche  Functionen  f/,  und  bestimme  die  Factoren 

/J,. .  SO,  dass  /,>l,-4- . . .  4-/r-4r  einmal  durch  «,,. . Ur^u 
einmal  durch  . «,—2»  «r  u.  s.  w.  Null  wird,  d.  h.  wenn 
i4/(}iit)  r=  ai|.  gesetzt  wird;  man  bestimme  /i,...«/»-  durch  je 
r — 1  der  Gleichungen 

/l  »11  +/»«>l  +  •  ♦  •  +/r»rt  =  0 
/l«ia  +/t«8J  +/r«r2  =  0 

fl  *>r  -^fs  «2r      .  .  .  H-yrOiT^  0, 


*  Setzt  man  in  eine  Gleichung  wie  I  j  verschiedene  Funciiuiicii  ein, 

so  kAnn  man  die  Det«rniinAnte  dieser  n-t-l  Gleichungen  bilden.  Nimmt  m&n  j« 
eine  Zeile  als  unbekannt  an»  so  entstehen  ff4-l  verschiedene  Gleichungen, 
welche  eine  Basis  von  vollständiger  Structur  bilden.  Man  kann  daraus  r  Glei- 
chungen nehmen,  welche  wieder  ein  System  von  vollständiger  Structur  bilden. 
Ähnlichem  ^'ilt  für  vollständige  Systeme  von  linearen  partiellen  Gleichungen  mit 
K-HS  Gliedern. 


%  18» 
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dann  bilden  die  mit  diesen  r  Lösungssysteinen  J\,...yfr  con- 
struierten  Gleicluüiiien  eine  Basis  vuilständiger  Structur. 

XI.  Die  Jacobi'sche  Basis.  1.  Wir  halten  uns  an  die 
bekannte  weitere  Defiriition  bei  den  partiellen  Gleichungen, 
wonach  ein  System  i4j,...,  Ar  Jacobisch  ist,  wenn  alle 
(i4i, -4*)=:0  sind.  Solche  Systeme  gibt  es  auch  hier.  Ja,  wir 
können  das  von  Clebsch  in  Cr.  J.,  Bd.  LXV,  gegebene  Ver- 
fahren für  die  Ersetzung  der  Basis  A^^, .  .il^  in  eine  Jacobi'sche 
Basis  wörtlich  übertragen,  was  ich  wegen  des  großen  Inter- 
esses thun  will. 

»Wir  benützen  r  willkürliche  Functionen  u^ix\, . Ur(x) 
und  setzen  an 

  lö) 

Ar{u)  =  i4,(lfr)5i(«)-|.  .  .  .  '^Ar(Ur)Br{u\ 

woraus  auch  ersichtlich  ist,  dass  die  B^{ii),. .  .,Br{u)  nur  dann 
bestimmt  werden  können,  wenn  die  Gleichung,  welcher  die 
genügen,  nicht  dem  Systeme  angehört,  weil  aus  den 
Gleichungen 

das  Verschwinden  der  Determinante  |  At{Ut)  \  folgt. 

»Wird  In  den  Gleichungen  19)  statt  u  successive  u^,...,Ur 
gesetzt,  so  erhält  man  r  Systeme  von  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung von  Bk{Ui)  und  lindct 

»Nun  muss 

{Bi,B^,^h/^-bf^^^  ^c^B,^..,'¥CrBr  20) 

sein;  und  es  ist  direct  zu  sehen,  dass  (ß/,  Bh)x(»Ji)  =  0,  während 
aus  20)  folgt 

(Bi,  Bk)»{Uk)  =  Cky  also     = . . .  =    =  0  und  (5„  Bk)x  =  0«. 

1  Eine  ähnliche  einschränkende  Bemerkung  muss  wohl  auch  für  die  Wahl 
der  Functionen  f  |,. . bei  Clebsch,  1.  c.»  gemacht  werden. 

Silzb.  d.  matbeiD.'fiaturw.  Ct.;  CX.  Bd.,  Abtfi.  II.  a.  79 
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2.  Um  zu  A  die  Gleichungen  B  —  <d  zu  finden,  welche 
iß,  /1\  =  0  machen,  hat  man  die  Differentialgleichungen  mit 
den  Unbekannten  d^,  l^j,. . ^  2U  integrieren  {p  statt  i 
geschrieben): 


dV 

=  *. 

j 

W;r 

db,i-\ 
"»  Jx 

=  *. 

V  <te 

äx 

=  *» 

db 

"'-Jx 

=  ». 

dx  ' 

Im  Falle 

■) 


dbj 
dx  ' 


findet  man  einfach 

^1+1  =  — 
also: 

Ist 

so  hat  jedes  5,  das  {A,  5)^  =  0  macht,  die  Form 

B{u)  =  /M(«>-«^«(«-i)+/'/,j(«-2)  _ , , .  23) 

3.  Wenn  (X^,      =  0,        A)  —  0,  so  folgt  aus 


auch 


,    dA  JA',  .  A 

dx       ^  dx  dx       ^  dx 

.    dX^  dX^ 

^  dx  ~dr  -  ^' 


also  (X^,  A^.iv  =  0.  Also  bilden  alle  Lösungen  von  {X^jAjx^^O 
mit  A  selbst  ein  Jacobi  sches  System. 
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4.  Aus  (A,  B),  =  0  folgt 

dA  _  «0  dB 


dx       \    dx  '  ^ 

also  ist        ein  Lagrange'scher  Multiplicator  von  und 

dx 

bezeichnet  man  mit  B^{jn,  v)  den  begleitenden  DifTerentialaus- 

druck  von       (nicht  von  B),  so  muss  A^B,  in,  -~  )  sein. 

dx  \  bj 

Bildet  man  also  zu  -y—  den  Ausdruck  B^jitt^v)  und  setzt  v gleich 

dB 

den  Multiplicatoren  von  ~~ ,  1  ausgenommen,  so  erhält  man 

in  («,  t/j),  . . . ,  i?i  («.  f,,)  lauter  Ausdrücke  welche  der 
Bedingung  {X^  B)x  =  0  genügen. 

Also:  B{u)  und  die  n  begleitenden  Differential- 
dBin) 

ausdrücke*  von    ^     bilden  ein  Jacobi'sches  System. 

Und  dieses  ist  das  allgemeinste  Jacobi*sche  System;  denn  in 
jedem  derartigen  Systeme  gilt,  dass  jeder  der  r  Differential- 
ausdrücke begleitender  vom  Differentiaiquolienten  jedes  der 
übrigen  ist. 

5.  Jedem  Systeme  3)  kann  leicht  eine  Basis  gegeben 
werden,  die  aus  r  vollständigen  Differentialquotienten  besteht. 
Es  entsteht  nun  das  Problem,  das  als  Verallgemeinerung  des 
Lagrange*schen  Multiplicators  aufzufassen  ist:  »Für  die  r  Glei- 
chungen (»),...,  i4r(«)  sind  Multiplicatoren  fi,**»,fr  ZU 
finden,  so  dass  f^A^'i' , ,  *'h/rAr  ein  i ter  und  besonders  ein 
r^T  Differentiatquotient  wird  und  eine  Basis»  die  aus  solchen 
besteht« 

XII.  Die  Donkin*sche  Formel.  Stellt  man  das  Symbol 
(A,  B)x  dem  Symbol  (A^  B)  gegenüber,  so  liegt  es  nahe,  zu 
fragen,  welchen  Wen 

«.4,  B),,  Ch+{(B,  C)„  Ah+(iC,       B)x  24) 

besitze.  Die  Ausrechnung  ergibt 


1  Als  »die  begleitenden  Differentialausdrücke«  von  A(h)  bezeichne  ich 
hier  jene,  die  aus  der  begleitenden  Form  A(u,v)  dadurch  entstehen,  dass  für  v 
die  n  Multiplicatoren  gesetzt  werden. 

79» 
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dA 

äß 

dC 

dx  ' 

dx  ' 

dx 

^1 

a,{B,  Q,+ b^ifi,        cM*  ß)x  = 
so  dass  z.  B.,  wenn 

2,  flj  =:     =  f  j  =  0 

3.  (A,  B):c  =      C)^  =  (C,      =  0, 


,  25) 


oder 
oder 


die  Formel  identisch  den  Wert  0  hat. 

An  Punkt  2  knüpft  sich  noch  die  folgende  Bemerkung. 
Sind  alle  an  der  Basisformen  Null,  so  sind  auch  alle  an  des 
Systemes  nur  dann  Null,  wenn  aioakz—aiz^M,  also  a/o  =  p^Vft» 
p  unabhängig  von  i.  Bekanntlich  nennt  man  A  im  Falle  =  0 
eine  Lagrange'sche  Normalform.'  Daher: 

Wenn  alle  Basisformen  a/i  =  0  und  a,o  =  paiz  haben,  so 
haben  alle  Gleichungen  des  Systemes  die  Normalform  und  das 
Donkin*sche  Symbol  wird  Null  für  irgend  drei  Formen  des 
Systemes. 

Man  kann  leicht  jedem  Sy:>temü  3j  eine  Basis  versehaiTen, 
für  welche  die  oben  genannten  Bedingungen  erfülli  sind.  — 
Die  Form  25)  wird  von  der  (« — l/^n  Ordnung,  wenn 


also  z.  B.,  wenn 
da. 


dt. 


dc„ 


dx  dx 


also 


oder  auch,  wenn 


'  Besonders  Ha Iphc  n  macht  häufige  Anwendung  von  dieser  NonnaU'ortn. 
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Ebenso  können  die  Bedingungen  aufgestellt  werden,  da- 
mit  26)  von  der  Ordnung  2,  «—3,. . .  wird  und  auch  jene, 
damit  dies  für  alle  Tripel  des  Systemes  stattfinde. 

XIII.  Das  Analogon  zu  Lie's  invarianten  Opera- 
tionen. Wenn  auch  das  Substrat  der  Transformationen  hier 
mangelt,  die  formale  Analogie  zu  den  Operationen  A'(/), 
welche  A(f)  Oder  ein  System  solcher  in  sich  verwandeln, 
besteht 

Sei 

(ATj,  A)x  —  fx  A,  (X^ ,  A)x  =/^A, 

dann  folgt,  wie  Art.  X,  Punkt  4,  dass 

« 

(«1  X^  +  i^  X\ ,  A)  =  («i/i  +  Og/g)  A, 

wenn  a^,  Constanten  sind.  Für  die  directe  Bestimmung  aller 
Lösungen  erhalten  wir  ein  System  von  Differentialgleichungen 
analog  dem  in  Art,  X,  Punkt  3. 

Ist 

dA  _  dX 

so  ist  X  nur  dann  eine  Lösung  von  (X,  A)  =fAj  wenn 

* 

r,=:  Ist 

also  Vi  Multiplicator  von  A(n),  so  ist  A(u,  Vi)~A(n)  eine 
Lösung  von  {X,  A)x  =  fA  (mit  unbestimmtem  /).  Es  ist 

und  alle  Lösungen  von  (A^ii),  —  f^A  werden  erhalten,  indem 
man  zu  X^  alle  Lösungen  von      A),  zz  0  addiert 

Ist  Xi  eine  Lösung  von  (X,  A)^  B,  so  werden  alle 
anderen  erhalten,  indem  man  zu  Xi  alle  Lösungen  von 
(X,  A)x  =  0  addiert.  —  Ist  (^^  A)x = A,  so  ist  (Aj,  cA)^  =  g^A. 
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Ist 

1  =  1, , . .  r  1  =  1 ....  r 

SO  ist 
und 


i  « l7T..r 

femer 


wenn  fl4,.,.oip  Constanten  und  X^,,.,yXp Lösungen  wie  sind. 

Xiy.  Der  Jacob i*sche  Multiplicator.  Sind  n+l  In- 
tegrale einer  partiellen  Differentialgleichung 

A(/)  =     iZ-  +  . . ,  =  0 

bekannt,  so  kann  die  Determinante  von  A(/j),.  . .,  A(/„4^i)  sich 
von  der  Gleichung  nur  durcii  einen  Factor  unterscheiden. 
Diesen  »Mulliphcator-  hat  Jacobi  im  Falle,  wo  =.  0,  A  —  0 
sind,  mittels  einer  nicht  homogenen  linearen  partiellen  Gleichung 

bestimmt. 

Die  Analogie  der  Determinante  |  uf^{x)  |  mit  der  Functional- 

1  3  I 

determinante  -r      hatProbenius  bereits  erörtert^  und  hat 

schon  aus  dem  Verschwinden  jener  auf  die  linear-constante 
Abhängigkeit  der  Functionen  u  geschlossen»  wie  Jacobi  aus 

dem  Verschwinden  von  P^*^'"    "^l;    aul  die  functionale  Ab- 

hängigkeit  von  /|^. . 

Ebenso  kann  man  aus  dem  Verschwinden  der  Determinante 

von  a^/r'  +  .  .  .  -hauiti—d  =  0       =  1,. . n-h2) 

fi'")  u  1 


1  Cr.  J.,  Bd.  LXXVII. 
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auf  die  lineare  Abhängigkeit  von  n^,, .  ,,Un+z  schließen,  weshalb 
ich  in  Art.  I  von  der  linearen  Abhängigkeit  von  j»-f-2  Integralen 
der  A{ti)  =  0  spreche. 

Sind  »p. . «,  Un^i  unabhängige  Integrale  von  A(u)zzOtSO 
kann  sich  die  Gleichung 

«<">,...,«„  1 

von  A(n)  —  0  nur  durch  einen  Factor  unterscheiden,  den  wir 
auch  Jacobi'schen  Multiplicator  nennen. 

Er  bestimmt  sich  aber  hier  viel  einfacher  als 


1.-1) 


,  Wl,  1 


und  hat  alhu  den  Wert 


1  -fö.^/v 


:  ^7, 


28) 


Nämiich  die  Determinante 


wird  durch  Zeilensubstraction  «<*>|,  also  da  if<— un- 
abhängige Integrale  von  Aiu)-{-d-=0  sind,  nach  dem  Liou* 

ville'schen  Satze  c 

Im  Jacobi'schen  Multiplicator  liegt  der  Keim  einer  Verall- 
gemeinerung, die  vorübergehend  erwähnt  sei:  Ist  ein  voll- 
ständiges System  ^^(/)  =  0,. , =  0  gegeben,  so 
sollen  MuItipHcatorsy Sterne  nt^,, . m^^,  (f  =:  1,. .  .r),  gefunden 
werden,  so  dass  die  Gleichungen 

genau  Übereinstimmen  mit  r  Gleichungen,  die  aus  einer  De- 
terminante 


z 


1 


im  nicht  homogenen  Falle  und  aber  aus  einer  Functional- 

deteiminante  im  homogenen  Falle  daduicii  ;;ervorgehen,  dass 
man  in  je  einer  der  letzten  r  Zeilen  die  Function  durch  die 
Unbestimmte /  ersetzt. 
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Und  in  unserem  Falle  haben  w  ir  die  analoj^e  Aiifirahe;  Dem 
Systeme  3)  eine  solche  Basis  zu  verschaffen,  wo  die  r  Glei- 
chungen die  aus  Irt(«i"^«if"**^. .  .»ii+i  1)  durch  Ersetzung  je 
einer  der  letzten  r  Functionen  Ut  mittels  der  Unbekannten« 
entstehenden  sind. 

Zur  Ldsung  benützen  wir  eine  in  Art  IX  construierte 
Basis  vollständiger  Structur  und  multiplicieren  nur  noch  jede 
Gleichung  dieser  Basis  mit  ihrem  Jacobi*schen  Multiplicator' 

XV.  Die  Lte 'sehen  Systeme.  Sophus  Li e  hat  in  seiner 
Theorie  der  Gruppen  solche  vollständige  Systeme  angetroffen, 
welche  sich  nur  mittels  Constanten  linear  combinieren  und  wo 
insbesondere  auch  alle  Symbole  (.4,.  ^4*)  sich  hnear-cunblant 
aus  der  Pkisis  herstellen,  Sie  verhalten  sich  zu  den  Clebschischen 
wie  die  Dedckind-Webcr'sciien  Schaarcn  eines  Körpers  (Cr.  J, 
Bd.  XCII)  zu  ihren  Moduln. 

Obzwar  das  Substrat  der  Gruppentheorie  für  die  Systeme 3) 
mangelt»  so  können  doch  auch  hier  derartige  Systeme  unter- 
sucht  werden  und  es  ist  interessant,  wie  sich  ihre  Eigen- 
schaften formal  (ohne  Bezug  auf  eine  Gruppentheorie)  ganz 
analog  den  von  Lie  entdeckten  stellen.  Ich  werde  also  solche 
Systeme  3),  wo  die  lineare  Combination  aus  der  Basis  A^(u)t 
^. . Ar(u)  nur  mittels  constanter  Factoren  geschieht  und  wo 
alle  (Ai,  Ai)x  sich  als  \  («)-+- . . .  -^-KAriu),  wo  X,,.  ..X 
Constanten  sind,  darstellen,  als  Lie'sche  Systeme  bezeichnen. 

1.  Als  einfachste  tu  balle  begegnet  man  dem,  wo  A^{u), 
,..,Ar(tt)  selbst  constante  Coefficienten  haben,  dies  also  für 
das  ganze  Lie'sche  System  i^Wt  Die  Auffindung  solcher  Systeme 
erfordert  jene  von  Matricen  constanter  Elemente 


29) 


'  Snphus  I,ic  hat  im  XT,  HiDide  der  Math.  Ann.  ebenfalls  eine  \\Ta!l- 
gememci  un.u  di  s  Jacohi'schcn  Multiplicators  auf  voIist;in Jige  Systeme  gegeben, 
auf  die  er  mit  l\ccht  gii>üej>  (icwicht  legt  Ein  Analogon  dazu  ließe  sich  auch 
für  3)  formulieren,  ausgenommen  das  Functioncniheoretische. 
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WO  jene  Matrix,  weiche  durch  Hinzufügung  aller  Zeilen 

^■|*0,  Ciki,  i-'ilü,' '  ' }  ^ikm  0 

mit  dem  Werte 

Ciu  =  au  ajfo — ati  a  ,o  30) 

aus  29)  entstehen,  doch  nur  den  Rang  r  hat 

2.  Ist  nun  überhaupt  das  System  3)  ein  Lie'sches,  so  kann 
seine  Gliederzahl  r>n  sein.  Um  ein  unvollständiges  in  ein 
voHständi^^es  Lie'sches  System  zu  verwandeln,  kann  man  das- 
selbe X'cii'ahren  wie  in  Art.  V  anwenden,  indem  man  nur  jetzt 
als  discriminierend  die  Combinierbarkeit  mittels  constanter 
Factoren  erklärt. 

Man  beweist  leicht  die  Sätze:  Haben  zwei  vollständige 
Lie'sche  Systeme  Gleichungen  gemeinsam,  so  bilden  diese  alle 
wieder  ein  vollständiges  Lie'sches  System. 

Ist  in  einem  r-gllederigen  vollständigen  Lie*schen  Systeme 
ein  r^<r>gllederiges  enthalten,  so  kann  die  Basis  des  letzteren 
stets  durch  r—r^  Gleichungen  zu  einer  Basis  des  ersteren  er- 
gänzt werden. 

Irgend  zwei  vollständige  Lie^sche  Systeme  sind  in  einem 

ganz  bestimmten  dritten,  V,  von  möglichst  niederer  Gliederzahl 
entlialten.  Man  ergänzt  die  Basis  M  des  gemeinsamen  Systemes 
in  beiden  durch  0^,  0,;  ist  dann  das  von  M,  Op  gebildete 
System  ein  vollständiges,  so  ist  es  das  gesuchte  V;  wenn  nicht, 
so  ergänzt  man  es  nach  Art.  V  auf  dieses. 

Ein  Lie'sches  System  heißt  in  einem  anderen  X^,...,Xs 
invariant  enthalten,  wenn  alle  iXiAk)x  sich  durch  A^,.,.Ar 
linear-constant  combinieren  lassen.  Nach  Art.  XII  folgt  dann, 
dass  (XafXp)x=^iniAi,  wo  aber  die  «ff/  nicht  nothwendtg 
Constante  sein  müssen.  • 

Suchen  wir  ein  invariantes  Untersystem  von  möglichst 
grofier  Gliederzahl,  in  diesem  wieder  ein  derartiges,  u.  s.  w.,  so 
erhalten  wir  eine  Reihe  vollständiger  Lie*scher  Systeme,  die 
eine  Reihe  der  Zusammensetzung  des  gegebenen  heißt. 
Für  alle  Reihen  der  Zusammensetzung  eines  L.  S.  sind  die  Zahlen 
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WO  r^fr^fV^,,,,  die  successiven  Giiederzahlen  der  Unter- 
systeme sind,  der  Größe,  wenn  auch  nicht  der  Folge  nach,  die- 
selben.^ 

Zwei  eingliederige  Systeme  \A^{ü)  und  X^A^in)  heißen 
vertauschbar,  wenn  (.4^,  .4,,)^  =  0.  Nicht  jedes  Lie'sche  System 
kann  eine  Basis  Jftcobt'scher  Art  haben,  hat  es  eine,  so  sind 

alle  seine  Gleichuiir^cii  paarweise  vertauschbar. 

Die  säinintlic!iun  Symbole  (A',,  Xk).x,  gebildet  in  einem 
Lie  schen  Systeme,  erfüllen  entweder  dieses  Lie'sche  System 
oder  nicht.  Im  let/len  Falle  bilden  sie  ein  vollständiges  Unter- 
system, das  invariant  im  gegebenen  ist.  Denn  (A«,  (ATß,  A'-))^  ist 
gemäli  Definition  in  dem  üntersysteme  enthalten.  Man  kann  es 
auch  das  erste  derivierte  Lie'sche  System  heißen.  Innerhalb 
diesem  gibt  es  ein  deriviertes,  welches  in  Bezug  auf  das 
gegebene  Lie'sche  System  das  zweite  derivierte  Lie'sche 
System  heiße  u.  s.  w. 

Mit  einem  gegebenen  vollständigen  Lie*schen  Systeme 
heißt  A"  vertauschbar,  wenn  alle  (A,  A,)^  im  Lie*schen  Systeme 
enthalten  sind.  Alle  mit  ihm  vertauschbaren  X  bilden  ein  voll- 
släiidigcis  Lie'sche^  System,  das  das  gei^ebene  invaiiant  enthält. 

Zwei  voHstiindige  Lie'sche  S^'steme  heißen  vertauschbar, 
-4, ...... 4^  mit  B^,...,B,,  wenn  jedes  {Ai,  Bk)x  sich  sowohl 

durch  A^,. . .,  .4^,  als  durch  ß^,... .,  Bg  linear-constant  darstellen 

lässt.  Haben  zwei  solche  Lie'sche  Systeme  ein  drittes  gemein- 
sam, so  ist  dieses  invariant  in  jedem  von  ihnen  enthalten. 

Jedes  Lie'sche  System  ist  in  einem  bestimmten  voll- 
ständigen Systeme  3)  enthalten,  aber  es  kann  auch  bewiesen 
werden,  dass  in  jedem  vollständigen  Systeme  3)  auch  Lie*sche 
Systeme  enthatten  sind. 

3.  Ist  Ait***,Ar  eine  Basis  eines  Lie'schen  Systemes,  so 

wird 

(Ai,  Ai)x  =  aik{A^+  .  .  .  H-fllrtr^r.  31) 

Die  Zahlen  a,*/  sind  es,  welche  Lie  als  charakteristisch  fQr 
die  Structur  oder  Zusammensetzung  der  Gruppe  ansieht  und 

)  Der  Beweis  kann  genau  so  gefuhrt  werden,  wie  ibn  Vessiot  nach  An* 
deutungen  von  Sophus  Lie  in  der  Abhandlung:  »Sur  Tintegration  des  equations 
diffcrentielles«.  Annnies  de  l'Ecolc  Normale,  1892,  lur  den  Fall  partieller  Glei- 
chungen A,(/),. , Af(/)  durchfahrt. 
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die  wir  hier  als  charakteristisch  für  die  ZusammensclzunL;  des 
Lie  schen  Systenies  ansehen.  Haben  zwei  Lie'sche  Systeme, 
nachdem  man  zwei  Basen  A^,. . Ar  und  -öp. .  ,yBr  einander 
zugewiesen  hat,  gleiche  Zahlensysteme  so  sage  ich,  sie 
haben  gleiche  Zusammensetzung  oder  sie  seien  isomorph.  Es 
folgt  dann,  dass  jeder  Gleichung  des  einen  Lte*schen  Systemes 
eine  Gleichung  des  anderen  zugewiesen  werden  kann»  so  dass» 
wenn  A},  Xk  den  Yt,  Yt  zugewiesen  sind,  auch  (Xt,  Xk)x  dem 
(Yif  yji);r  zugewiesen  ist. 

Wenn  alle  A^,. .  ,Art  also  alle  Gleichungen  des  Lie'schen 
Systemes  die  Lagrange'sche  Normalform  haben,  sind  alle 
Donkin'schen  Symbole  Null,  wie  im  partiellen  unvi  die  Keiationcn 
unter  den  <xm  sind  dieselben,  wie  in  Lie's  Theorie  (S.  29ü), 
nämlich 

r 

^  <  {^iJh^yt'^^kß^^U  +  ^/it'^kll  —  0  32) 
1 

(/,  kj,l—  l,...,r). 

Wenn  einer  linear-constant  unabhängigen  Basis  des  ganzen 
Lie'schen  Systemes  hiebei  wieder  eine  linear-consiant  unab- 
hängige Basis  zugewiesen  erscheint,  so  ist  die  Isomorphie 
holoedrisch,  wenn  aber  eine  linear-constant  abhängige  Basis, 
so  ist  sie  meriSdrisch.^  Dies  gilt  dann  für  alle  möglichen  Basen 
des  ersten  Systemes,  von  dem  man  ausgeht,  weil  der  Determi- 
nantenfactor,  der  von  der  Zuweisung  abhängt,  jedesmal  der- 
selbe ist  und  die  beiden  Fälle  hervorruß,  je  nachdem  er  nicht 
verschwindet  oder  verschwindet.  Gleichzeitig  folgt,  dass  im 
zweiten  Falle  das  eine  System  überhaupt  keine  f •gliederige 
linear-constant  unabhängige  Basis  haben  könne,  so  dass  meri- 
edrische  Isomorphie  nur  zwischen  verschiedengliederigen  Lie- 
schen Systemen  besLciicn  kann.' 


J  Hier  sei  auch  erwähnt,  dass,  wenn  die  nicht  homogenen  Gleichunt^en 
Jli(u)  =  0,. .  .A^(ti)  =  0  ein  voüständif^es  Lie'sches  System  bilden,  auch  ihre 
reducierten  Gllichiingen  ein  solches  bilden.  Unter  den  beiden  Systemen  besteht 
menedrischc  Isomorphie. 

8  Sophus  Lie,  1.  c.  I,  S.  292. 
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Hervorzuheben  ist,  dass  hier  wie  auch  schon  in  der 
Gnippentheorie  ein  dritter  Fall  denkbar  ist,  nämlich  wo  swei 
linear-constant  abhängige  Basen  Aj^,,,Ar  und  B^.,.Br  in  den 
zwei  Ue'schen  Systemen  tnit  Gleichheit  der  Zusammensetzungs- 
zahlen in  den  beiden  Lie'schen  Systemen  einander  entsprechen. 
Es  ist  wenigstens  nicht  selbstverständlich,  dass  es  dann  stets 
auch  eine  linear-constant  unabhängige  Basis  im  einen  oder 
anderen  Systeme  p:eben  müsse,  dem  im  zweiten  I.ie'schen 
Systeme  eine  l^asis  unter  Gieicliheit  der  Zusammenselzun^s- 
zahlen  a,>/  entspricht.  Dies  steht  auch  in  Übereinstimmung  mit 
der  1  —  1-deutigen,  1  —  |x' deutigen  und  |t— |i'-deutigen  Iso- 
morphie  der  Cauchy'schen  Gruppentheorie. 

4.  Die  Definitionsgleichungen  nach  S.  Lte.  Auch 
hier  kann  man  verlangen,  die  n-h2  CoefRcienten  einer  allge- 
meinen Gleichung  des  Systemes  3),  nämlich 

als  Integrale  eines  Systemes  von  Differentialgleichungen  zu 
erhalten.  Von  diesem  sind  dann  alle  jene,  die  durch  Nullsetzung 
der  /  bis  auf  je  eines  entstehen,  particuläre  Lösungen.  Man 
erhält  diese  Gleichungen»  indem  man  die  a  hinreichend  oft 
differenziert  und  aus  allen  diesen  Gleichungen  die^,. .  .,/r  eli- 
miniert. Das  Resultat  werden  Gleichungen  der  Form 

AoK)+  •  •  •  +  A«(««)+A(S)  =  0  1 
  34) 

(a^,)  + , . .  +  A«(a,)    A(«)  =  0  \ 

sein.  Aus  ihnen  lassen  sich  viel  einfacher,  als  im  Lie*schen 
Falle  möglich  ist,  die  o,  t  bestimmen,  mittels  Elimination  aller 
übrigen  unbekannten  Functionen  bis  auf  eine.  Dann  bestehen 
nicht  homogene,  lineare  Gleichungen  der  Form 

\(«^)  =  0,. . A,(a,)  =  0,  A(8>  =  0. 

I3icse  Gleichungen  müssen  sämmtiich  von  derselben  Classe, 
im  Riemann'schen  Sinne,  sein.  Aber  sie  müssen  noch  eine 
anders  Bedingung  befriedigen,  damit  sie  als  Definitioos- 
gleichungen  gelten  können. 
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Mit  je  zwei  particulären  Lösungssystemen 


muss  auch  noch  ein  drittes  particuläres  Lösungssystem  vor- 
handen sein: 


Fasst  man  diese  Gl 'i  hungen  als  Transformation  der 
Functionen  d^^,.  .  ai„,  in  Functionen  aQ,...,a„,8  auf,  so 
sehen  wir,  dass  das  Gleichungssystem  33)  durch  eine  Gruppe 
von  DifTerentialtransformationen  in  sich  selbst  übergeht,  näm- 
lich durch  alle  Transformationen,  welche  entstehen,  wenn  man 
in  35)  statt  a^of. ,  ',a2n,  (Ij  particulären  Lösungen  einsetzt. 
Von  diesen  Transformationen  werden  nur  r  linear  unab- 
hängig sein. 

Die  Bedingungen,  welche  angegeben  wurden,  sind  auch 
hinreichend,  damit  IM)  oder  sein  iv'csuilanlensystcm  ein  System 
von  Detinjtiunsylciciiungen  für  ein  Lie'sches  System  sei. 

A(n)  kann  ebenso  wie  das  X(f)  von  Lic  von  der  ^tc"  Ord- 
nung heilien,  wenn  die  sämmtlichen  Coefticienten  entwickelt 
nach  Potenzen  von  (x—x^),  wo  eine  Steile  der  Variabein  x 
ist,  an  der  sich  die  Cocfficienten  von  34)  regulär  verhalten,  mit 
iceiner  niederen  als  der  ifeten  Potenz,  mindestens  einer  mit  der 
Jten  Potenz  anfilngt  Sind  -4i(«),  -4«(«)  von  der  k^^,  k^^n  Ord- 
nung, so  ist  (A^,A^)x  von  der  {ki'^k^—l)^n  Ordnung,  also 
bilden  die  sämmtlichen  A(n)  des  Ue'schen  Systemes,  welche 


d 
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nicht  von  niederer  als  k'^'-'^  Ordnung  sind,  ein  Lie'sches  Unter- 
system. Es  «^ibt  auch  hier  nur  eine  beschriinkte  Anzahl  von  A(u) 
der  k^^  Ordnung,  welche  die  Eigenschalt  haben,  dass  sich 
aus  ihnen  kein  A{u)  der  {k-^lj^n  Ordnung  zusammensetzen 
lässt. 

5.  Obzwar  hier  das  Substrat  der  Gruppen  fehlt,  kann  man 
das  Theorem  von  Sophus  Lie,  t^.,  S.  215»  hieher  übertragen 
und,  es  in  eine  Definition  verwandelnd»  sagen:  Ein  Lie'sches 
System  heißt  transitiv,  wenn  sich  unter  den  Gleichungen 
i4,,. . .,  A,  gerade  iiH-2  voneinander  unabhängige  befinden,  im 
entgegengesetzten  Falle  heißt  es  intransitiv.  Es  ist  dann  mög- 
lich, für  irgend  ;/+  1  Inle^ralc  eine  Gleichung  des  Systemes  zu 
finden,  der  sie  genügen.*  Im  primitiv  kann  man  nach  Analogie 
zur  Gruppentheorie  ein  Lie  sches  System  dann  heißen,  wenn 
es  ein  i^ÜLvicri^es  vollständiges  System  3)  gibt,  mit  welchem 
es  vertauschbar  ist,  oder  besser,  welches  für  das  Liesche 
System  invariant  ist  im  Sinne  von  Art.  Xll.  Auf  die  Imprimi- 
tivität  komme  ich  noch  in  Punkt  6.  zu  sprechen. 

6.  Die  adjungierte  Gruppe.  Wenn  auch  das  System  3) 
keine  Gruppe  zu  vertreten  scheint,  so  ordnet  sich  ihm  doch 
eine  Gruppe  zu.  Wendet  man  nämlich  auf  alle  Gleichungen 

des  Lie  schen  Systemes  eine  und  dieselbe  Gleichung 

mittels  (Af  B)x  an,  so  entsteht  nach  Art,  II  die  Gleichung 

S  {Ai,  Au),(Jigk-fHgi) 

und  hierin  gelten  3 1 ). 

So  entsteht  eine  r-g)iederige  lineare  Gruppe,  nämlich, 
wenn 

(LMi.ZgiAd^^'LcfgiAi 

ist 


*  Dies  würc  eine  .\rt  Analogie  zur  Transiüvität  der  Gruppe,  die  sonst 
hier  sehr  schwer  wieder  zu  erkennen  ist. 
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welche  die  zum  Lie*5chen  Systeme  adjungierte  Gruppe  heiOt. 

Das  LiVsche  System  und  die  adjungierte  Gruppe  sind  iso- 
morph, aber  holoedrisch  nur  dann,  wenn  keine  ausgezeichnete 
Gleicliung  A(ti)  ~  0  im  Lieschen  Systeme  vorhanden  ist;  sind 
deren  q  unabhängige  vorhanden,  also  oo'?-',  so  hat  die  Meri- 
edriedifferenz  der  Isomorphie  den  Wert  q.^ 

Jedes  Untersystem  kann  dadurch  charakterisiert  werden, 
dass  man  Relationen  unter /j,. .  .,/r  angibt.  Ist  das  Untersystem 
ein  Lie'sches,  so  müssen  diese  Relationen  erfüllt  bleiben»  wenn 
die /  durch  die  c  aus  38)  ersetzt  werden.  Also: 

Sollen  die  Relationen 

•  -/r)  =  0,.  .     Qj,(/,,.  .  fr)  =  0 

unter  den  Factoren  /  von  /ji4j4-. . .H-/;.i4r  =  0'  ein 
Lie'sches  Untersystem  herausheben,  so  muss  die 
Gesammtheit  dieser  Relationen  durch  die  linearen 
Substitutionen  36)  in  sich  selbst  ttbergehen. 

Wenn  die  adjungierte  Gruppe  an  sich  schon  eine  Schaar 
von  einzeln  invarianten  Functionen  unter  den  /p. .  .,/r  besitzt 


'  Benützt  man  die  nützliche  l-  tv-  t  i  che  Repräsentation  auf  den /Raum, 
die  .S«>phus  Lie  in  seinem  Falle  gegeben  hat,  auch  hier,  so  sieht  man,  dass  im 
Falle  q  ausE^czeichnete  A{u)  vorhanden  sind,  sfimmtüchc  Substitutionen  der 
adjungierten  (  iruppe  oo^~  *  Doppelpunkte,  die  cinL-n.  A'^^  cr(u!li.n.  i;emeinsam. 
Dann  ist  nach  einem  allgemeinen  Theoreme  noch  ein  invarianter  AV— </— 1  vor- 
handen und  die  Gruppe  besteht  in  einer  Vertauschung  der  Kq  durch  den  Ktj~i 
untereinander  gemSfi  der  unter  den  Punkten  dieses  Fr—q-t  entstehenden 
Gruppe. 

*  S.  Lie  nennt  die /  in  seinem  Falle  mit  Recht  die  Coordinaten. 
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(was  man  ihre  identischen  Covarianten  zu  nennen  pflegt),  so 
ist  das  Lie">che  System  ;  n  :  i  an  s  1 1 i  v. 

Ks  ist  iüipriiniti\',  wenn  es  zwar  keine  invariante  mono- 
grcdicnlc,  wohl  aber  eine  Schaar  invarianter  bigredienter 
Formen  ü(f^^\. .  .f<^>;  fp,, .  gibt,  die  durch  die  Sub- 

stitutionen 36)  cogredient  in  sich  selbst  übergeführt  wird,  oder 
mehrere  solche  Formen. 

Hiebei  entsteht  die  Frage,  wie  weit  die  Particulahsierung 
fUr  ein  Lie'sches  System  reicht,  wenn  es  weder  eine  mono-, 
noch  eine  bigrediente  invariante  Form  gibt,  wohl  aber  eine  tri- 
oder  mehrgrediente 

Q{/l'\...Jr'^;...;/;'\...Ji'^)=0  37) 

und  jene  andere,  wo  nicht  einzelne  bi-,  tri-,...,  /-gr.Jiente 
I''ormen  für  sich  invanant  sind,  sondern  nur  die  Sciiaar  der- 
selben durch  die  ganze  Gruppe  3b)  in  sich  übergeführt  wird, 
uib'O  der  Modul 

Lä,(/^>^;. .  .;/^^>);. . ö,(/^'^;. . 

wo  /  für  /j,. ,  ./r  geschrieben  ist* 

Ist  das  erste  derivierte  System  von  dem  Lie*schen  Systeme 
verschieden,  so  müssen  die  Substitutionen  36)  verschwindende 
Determinanten  haben.  Dann  gibt  es  eine  bestimmte  Relation 
unter  den  /,  welche  durch  eine  aus  36)  leicht  ableitbare  Gruppe 
in  sich  transformiert  wird. 

Nimmt  man  irgend  eine  Schaar  von  A(n)  in  dem  Lie'bchen 
Systeme,  so  können  alle  X(u)  derselben  bestinmit  werden, 
welche  die  Schaar  in  sich  überführen.  Ihre  (iesammtheil  bildet 
kein  Lie'schcs  System.  Aber  ihr  entspricht  in  der  adjunijierten 
uruppe  eine  Uniergruppe  und  so  entstehen  alle  Untergruppen 
derselben.  Die  linearen  invarianten  Räume  stellen  auch  hier 
wie  bei  Lie  die  invarianten  üntersysteme  des  Lie'schen 
Systemes  dar. 

1  K Illing  und  S.  Lie  benätzen  Ößers  mehigredieote  Form«»,  ohne  sie 
jedoch  in  Besiehung  zu  einem  der  ImprimitiviUt  ähnlichen  Begriffe  su  bringen. 
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7.  Em  Interpretationsversuch.  An  Stellü  von  Sophus 
Lie's  Darstellung  der  Gruppentheorie  wäre  eine  andere  Anord- 
nun.i^  mügHch,  in  der  man  die  TheoHe  der  \'o!!^tändi.Lren 
Systeme  ganz  an  den  Antang  stellt,  dann  als  einen  wichtigen 
Spezialfall  derselben  jene  vornimmt,  wo  die  {A,  B)  sich  durch 
iMeAjB,...  linear-constant  combinieren  lassen,  deren  Theorie 
ohne  alle  Rücksicht  auf  Transformationen  erledigt,  also  die 
Capitel  XIII,XV,XXI  u.a.  von  Li e*s Buche  (I.Abschnitt)  und  dann 
erst  nachträglich  als  Interpretation  dieser  Classe  vollständiger 
Systeme  die  Transformationsgruppen  aus  ihnen  genetisch  ent- 
wickelt.  Vielleicht  wäre  dies  sogar  eine  für  Vortragscurse 
geeignetere  Darstellung. 

Um  auch  im  vorliegenden  Falle  einen  Versuch  zu  machen, 
zu  den  I.ie'bchcn  Systemen  eine  Interpretation  iiiiizuzusuclien. 
kann  man  die  A(n)  als  OilTcrentialoperationen  auffassen. 
Wendet  man  alle  Adi)  eines  Lie'schen  Systemes  auf  irgend 
eine  Function  «  an.  so  erhält  man  ein  unendliches  Functionen- 
gebiet,  das  jedoch  durch  r  Functionen  (//)  —  7/^,  . , 
Ar(n)  —  Ur  linear-constant  darstellbar  ist.  Das  Functionen- 
gebiet  ist  also  das  gesammte  Integralgebiet  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  V{u)  ^  0.  Diese  Gleichung  muss 
die  Eigenschaft  haben,  dass  man  aus  zweien  ihrer  Integrale 

stets  ein  drittes  herstellen  kann  ^o'^  »  wo  jedoch 

^10  -^20  abhängen.  Hätte  man  das  Lie'sche 

System  mit  a,o  =  I  constmiert,  so  hätte  man  zu  je  zwei  In- 

tegralen  das  dritte  —  \ 

Für  intrarj^!ti\  c  Lic'sche  Sysieme  kann  man  auch  saj^en, 
dass  die  ( ücichung  G(u)  —  0,  welche  das  invariante  Integral- 
f^ebiet,  d.h.  die  gemeinsamen  Integrale  von  ^j(«)  =  0,..., 
Ar{n)  —  0  liefert,  durch  die  Differeniialtranslormationen 

A^{iL)+it  —  0,. . .4,  (//;  +  !!  =  0 

in  sich  übergeführt  wird. 

Ob  man  an  die  Lie'schen  Systeme  auch  Gruppen  von 
DifTerentialtransformationen  direct  knüpfen  könne,  ist  mir  nicht 
ersichtlich.  Solches  ist  aber  bei  einer  von  der  gegenwärtigen 

Sitzb.  d.  mathcm.-fvaturw.  CI  ;  CX.  Bd.,  Abil-.  II  a.  SO 
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ganz  verschiedenen  Theorie  \  ollständiger  Systeme,  die-  nämlich 
innerhalh  eines  gewissen  Kui'pers  sich  befinden,  möglich. 

XVi.  Das  Analo^^on  zur  Pfaff'schen  Gleichung.  Die 
Bedingung  unter  den  Coefßcienten  a^^  a^^, , , ^  a^t  d  des  Diffe- 
rentialausdruckes Itter  Ordnung  Aiu)  =  0,  damit  derselbe  durch 
eine  Function  u  als  Integral  befriedigt  werde,  ist 

ao«w-|-iijin"-i;4. . , ,  ^a„n—d  =  0.  39) 

Ist  aber  eine  lineare  Relation   unter  den  Coefticienten 
d  gegeben  mit  den  Coefficienten  C^,  Cj,...,  C«.  C, 
welche  Functionen  von  x  sind, 

A  :Ji  Qöo-»-  Q^i  4- . . .  +  C„a„~ =  0,  40) 

so  ist  sie  dann  eine  Relation  der  Art.  39),  wenn 

C,  ^-      ü,   ^  _  u,  . .  ^  ^  U.     4J ) 

In  diesem  Falle  kann  man  40)  einen  »vollständigen  Diffe- 
rentialausdruck«  nennen,  im  allgemeinen  aber  soll  40)  eine 
ä -Gleichung  heißen. 

Ich  sehe  aber  in  der  Gleichung  das  Anal  g  n  zur 

PfalT'schcn  GleichiMiL:  und  stelle  die  ü^^,...a„,J  in  Parallele 
mit  den  Differentialcii  J.i;,,  J.v,, ,  .  . ,  J.i»  i  i .  rein  formal  und  so, 
dass  in  i<einer  Weise  daran  zu  denken  ist,  üa-->s  etwa  zu 
. . .  w  */  Größen  gehören,  wie  die  x^,.,,,Xr^l  zu  den 
JjT^,. .  ,,äxt^.i.  Wenn  die  Coefficienten  in 

(]^  (i.x\,  +  . . .  +C,  XI  ä.Vt^i  z=  0 

die  vollständigen  Difterentialquotienten  einer  Function 

sind,  heißt  sie  eine  vollständig  integrierbare  Pfaffsche 
Gleichung, 

Dem  analopf  kann  man  40),  wenn  die  Bedingungen  41) 
befried'gt  sind,  eine  \  ollstandig  intcgrable  a-Gleichung  heißen. 

Ist  sie  CS  nicht,  so  icann  man  fragen,  ob  sie  durch  einen  l'ncurj 
dvi/iu  gemacht  werden  könne.  Dieser  wäre  das  Anaiogon  zum 
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£uler*schen  Integrabilitätsfactor.  Für  a^CQ+a^C^—d 0  hat 
man  für  /  die  Gleichung 

-^<^-/C„=0.  42) 
Ist  also  /  durch  Integration  von 

bestimmt,  so  ist 

Die  a-Gleichung 

gestattet  nur  dann  einen  Euler'scinen  Factor,  wenn 

_  d(fC,)  _  äHfC,) 

"'dir"      dx  ' 

also  wenn  die  beiden  Gleichungen 

^Tx'^^lii  di — ^\^«   ~^)-^'  ( 

(  43) 

ein  gemeinsames  Integral  haben,  worüber  die  Resultante  ent- 
scheidet. Ist  dies  der  Fall  und  /  bestimmt,  so  ist 

Die  Untersuchuni;  der  Integrabilitätsbcdinprimc^  des  ein- 
gliederigen Moduls  /.A  (siehe  Art.  XVIII)  stellt  sich  dann 
analog  den  entsprechenden  Untersuchungen  Col let's  in  Ann. 
de  TEcole  Norm.,  1870/  für  die  Pfaff'sche  Gleichung  und 
resümiert  sich  hier  in  der  Frage,  ob  das  aus  Gleichungen 

DC'iJ)  =  0.  D('^-'>i/)  -  0  D^'>{f  )  =  0. 


1  Collet:  »Du  facteur  intcgrant  pour  les  expressions  difTerentielles  du 
Premier  ordre,  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables  independantes«. 
Ann.  scient.  de  TEcoIe  Normale,  1870,  p.  59^88. 

80* 
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wo  2)"^  überhaupt  ein  homogener  linearer  Difterentialausdruck 
i'ter  Ordnung  ist,  ergänzte  vollsiändij::e  System  (gemäß  Art.  V) 
eine  Gliederzahl  <»  habe  oder  nicht. 

XVI.  Systeme  von  a-Gleichungen.  Diese  stehen  den 
Systemen  PfafTscher  Gleichungen  gegenüber.  Alle  Gleichungen, 
welche  aus 

A,  =€^0^0-1- . .  .  +  Ci«t/„  — C,i/ =  0  I 
  '  44) 

durch  lineare  Combination  mittels  Factoren,  w  eiche  Functionen 
von  X  sein  können,  entstehuMi,  nennen  wir  ein  System  oder 
einen  Modul  von  a-Gleichungen  und,  wenn  die  44)  unabhängig 
sind,  5  seine  Gliederzahl,  die  s  Gleichungen  eine  Basis. 

Hier  entsteht  die  Frage  nach  der  Anzahl  linear  unab- 
hängiger vollständig  integrierbarer  a-Gleichungen  des  Systemes. 
Ist  diese  Anzahl  5,  so  hei 0t  es  ein  vollständig  integrierbares 
System  oder  vollständig  integrierbarer  Modul  Dann  besitzt 
dieser  eine  Basis 


Für  jeden  anderen  Modul  entstehen  zwei  fundamentale 
Probleme: 

1.  Einen  im  Modul  enthaltenen  vollständig  integrablen 
Modul  von  möglichst  großer  Gliederzahl  zu  finden,  also  die 
Frage,  wie  viele  linear  unabhängige  integrierbare  a-Gleichungen 
sich  aus  den  Gleichungen  44)  im  Maximum  combinieren  lassen; 
sind  sie  etwa  A(tti)  =  0,  so  nennt  man  A(tii)  ein  Integral  des 
Systemes,  in  anderer  Auffassung  führt  auch  i<,-  diesen  Namen. 

2.  Einen  den  Modul  enthaltenden  vollständig  integrablen 
Modul  von  möglichst  kleiner  Gliederzahl  zu  finden,  also  die 
Frage,  aus  wie  vielen  linear  unabhanj^igen  integrierbaren 
i/-(ileichungen  sich  die  Gleichungen  44)  im  Minimum  eom- 
(Mnieren  las-^en  oder  anders  ausgesprochen  (Frobenius,  Cr.  J., 
^^11.  Bd.),  durch  wie  viele  a-Gleichungen  im  Minimum  das 
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System  44)  zu  einem  vollständig  integrierb.ucn  Systeme  er- 
gänzt werden  könne.  Diese  letztere  Anzahl  kann  der  Defect 
der  Vollständigkeit  für  41)  genannt  werden. 

XVn.  AdJ LI n gierte  Moduln.  Die  Systeme  3)  und  44) 
stehen  einander  dual  gegenüber,  wie  die  Clebsch'schen  und 
Pfaff'schen  Systeme.  Statt  eine  eigene  Darstellung  dieser  Ab- 
hängigkeit zu  geben,  die  doch  von  dem  Bekannten  wenig  ver- 
schieden sein  könnte,  glaube  ich,  ist  es  das  beste,  die  muster- 
giltige  Darstellung  des  Herrn  Proben ius  in  §.  13  seiner 
Abhandlung  des  82.  Bandes  vom  Cr.  J.  hieher  wörtlich  zu 
übertragen,  nur  mit  jenen  Änderungen,  welche  durch  die 
Verschiedenheit  des  Gegenstandes  geboten  sind.  So  wird 
die  vollständige  Analogie  in  die  Augen  springen. 

»Je  nachdem  sich  der  Ausdruck 

A{n)  =  . . .  -^anU—d  =  0 

linear  aus  den  Ausdrücken  44)  zusammensetzen  lässt  oder 
nicht,  verschwinden  in  dem  Elemcntensysteme 


«<«),,...  n,  1 

alle  oder  nicht  alle  Determinanten  (5+ Hten  Grades.  Damit  das 
erste  stattfinde,  ist  nothwendig,  dass  alle  Werte  v^,,**VntVf 
welche  den  Gleichungen 

C,QVQ-h  ...-+•  Ci„ v„—  C/i     0,    (/*  —  ,s) 
£fenügen,  auch  die  Gleichung 

betViedigen.  Sind  also  A^f  A,,.,  A.,,      =  1,...,  «H-2 — s) 

verschiedene  Lösungen  von  44),  so  sind 

^,0"^**^+  . . .  +-4«, «— i4,  =  0  47) 

ebensoviele  unabhängige  homogene  lineare  Differentialaus- 
drücke,  denen  jede  Function  u  genügt,  welche  i4(«)  =:  0  macht. 
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also  aile  Integrale  von  44*.  Daher  soll  47)  das  zum  i7-Gleichungs- 
System  44)  adjungierte  System  \on  Differentialgleichungen 
(der  Form  3)  genannt  werden,  ist  44)  vollständig  integrier- 
bar, so  ist  die  Anzahl  5  der  gemeinsamen  Lösungen  der 
Gleichungen  47)  gerade  die  Differenz  ii-i-2— (M--54-2),  also 
sind  die  47)  ein  vollständiges  System.« 

»Sei  jetzt  umgekehrt  ein  System  von  «-1-2—5  Gleichungen 
wie  3)  gegeben.  Gibt  es  ein  gemeinsames  Integral  f»|,  so  haben 
die  Gleichungen 

A^Vq+ *+A^Va — =  0    V     l,. .  .,«4"2--s  48) 

die  Lösung  i;^  =  uf\ . . v„  =  «j,  v  =  L  Sind  C^, . . Q«, 
C{\L  1,. .  ,s)s  unabhängige  Lösungen  von  48),  so  lässt  sich 
aus  ihnen  jede,  also  auch  die  soeben  geschriebene  linear 
zusammensetzen,  folglich  lässt  sich  der  Ausdruck 

aus  den  Ausdrücken  44)  linear  zusammensetzen  und  daher 
ist  nach  der  obigen  Definition  A(u^)  =  0  ein  Integral  des 

Moduls  44).  Da  dieser  gebildet  wird,  indem  jede  Lösung  der 
Gleichungen  48)  in  .  .  .  -i-a,tV,i  —  d  —  0  eingesetzt  wird, 

so  können  sie  auch  erhalten  werden,  indem  die  Determinanten 
{H — Grades  des  Elementensystemes 

Aint         •  •  •»  Aiitf 

An- 1+2. Of'i  Att—s+2, n ♦  An-s+'2 
^0»  •  •  • »  ^«»  d 

gleich  0  gesetzt  werden.  Die  aus  46)  und  49)  entstehenden 
Gleichungssysteme  sollen  zugeordnet  oder  adjungiert 
heißen.  Die  Anzahl  der  gemeinsamen  Lösungen  der  ersten  ist 
gleich  der  Anzahl  der  wie  oben  in  Art.  XVI  definierten 

,,Integrale"  der  zweiten". 

Beide  Systeme  sind  also  gleschzeitig  vollständig  oder 
unvollständig,  wenn  wir  bei  44)  vollständig  statt  vollständig 
integrierbar  sagen. 
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XVIII.  Die  Integrabilitätsbedingungen  nach  Jacobi 
in  Frobenius'scher  Darstellung.  Wir  gehen  von  den  beiden 
.  adjungierten  Systemen  44)  und  47)  aus.  Da  47)  vollständig 
sein  soll,  muss  auch  unser  Symbol  (Ap  A,);^  ihm  angehören, 
wenn  A,-  =  0  seine  Gleichungen  bezeichnen, 

/      dA  äA 


SO  müssen  alle  Wertesysteme,  die  das  Gleichungssystem 
AoJ'o+  • .  •  -^ArnVu—A^v  =  0    (y  =  1,, . «—2+5) 

befriedigen,  auch  diese  Gleichung,  wo  . i«,  1  durch 
^o««  •  •>  V  ersetzt  sind,  befriedigen,  also,  da  zu  jenen  Werte- 
systemen auch  die  C-Reihen  aus  44)  gehören,  müssen  auch 
diese  ihr  genügen.  Aber  aus 

A^ff  Cq+  . . .  ^A\n Ch — A^C  —  0 

A^Q    + ...  ~i~^iin  ^'/i    A^C  0 

folgen  durch  Dittereutiation 


>r,  tM^«      ^  dA.,   

Oj» — j  u  -  —   —  u 


und  werden  die  hieraus  resuliicrcnden  Werte  in  50),  wo  wiie 
..//,!  durch       Q,. . C„,  C  ersetzt  sind,  eingetragen,  so 
entsteht 
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.    /  .    dC.^      ,    dC,  .    dC„      .  dC\ 


(  .    dC^  dC^  dCn      .  dC\ 


■^{A^oAiu—AiQA>t,)C\,-i~ 

+  (Cn-i  —  -^J-j  (.4,oi4i«-i4,pi4a,)-  i4,<>il,)  =  0. 

Daher  entsteht  folgender  Ausdruck  für  die  IntegrabiHtäts- 
bedingungen  des  o-Gleichungen-Systemes  44): 

Man  bilde  das  adjungierte  System  von  Diff«- 

rentialausdrücken  47);  dann  muss  die  Gleichung 

sO,.  ...ff— 1 

bestehen,  wenn  für  Ca,Of<»  C^t»»  irgend  eine  der 
s  Reihen  aus  44)  und  für  A^o*  A,^if. . A^„,  A^;  ä^qj 
^v.i,     , ^v,«, -4v  irgend  zwei  Coefficientenreihen  aus 

47)  gesetzt  werden. 

Diese  bilmeate  Form  1'  ist  das  Analogem  zur  Inlinearen 
Covanante,  die  A  vertreten  die  Differentiale.  Aber  die  Form  31) 
hat  den  Rang  2  in  allen  Fällen. 

Stellen  wir  51)  Tür  die  allgemeine  Gleichung  von  44)  auf, 
so  entsteht  zunächst 


r(/A)  = 


i 


/     t^r.+, '  df 


( -4^0    1+ 1 — Ao4».i+i) 


und  weiterhin 

r( v*A/,)     r(A,)H- . . .  +/,r(A,),  mod  [A^,.  . .,  a,j. 
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r  ist  alternierend  und  es  Uige  nahe,  sich  die  Frage  zu 
stellen,  ob  nicht  gewisse  analoge  Probleme  für  die  symmetrische 
Form  existieren,  welche  entsteht,  wenn  i4,^oA,l+l^->l,o^^<+l 
geschrieben  wird.^ 

XX.  Das  IntegraläquivaUnt  einer  a-Gleichung. 

Jede  Pfaffsche  Gleichung  lässt  sich  als  die  Summe  von 

vollständig  tntegrabeln  Gleichungen  darstellen,  wo  u  die  Anzahl 
ihrer  Differentiale  und  []  das  bekannte  arithmetische  Zeichen  ist. 
Hier  verhält  es  sich  ganz  anders.  Soll 

Coa^H- ...  4-  C„a«—  Cä=zO 

als  Summe  von  5  integrabeln  ^j-Gleichungen  erscheinen,  so 
muss  mit  /p. . .,/,  als  Muitiplicatoren 


) 

  ^  53) 

werden.  Die  Elimination  der /  gibt  n-^s  Differentialgleichungen 
zur  Bestimmung  von  m^,.  . Diese  scheint  also  nur  möglich 
zu  sein  für  n^s^s  oder  SH-I,  je  nachdem  n  gerade  oder 
ungerade  —  wie  beim  Pfaff*schen  Probleme. 

Aber  in  diesen  Gleichungen  kommen  die  .  ..nW  in 
keinen  anderen  Verbindungen,  als  in  den  Determinanten  des 
Art.  Xl\'  vor.  Solcher  gibt  es  s(n  -s)  in  den  u  -s  Gleichungen. 
Diese  s{u—s)  lassen  sich  jedoch  sämmtlich  durch  nur  s  —  die 
s  ersten  —  und  ihre  « — s  successiven  Difterentialquotienten 


1  Der  PfafT'schcn  N'i^rmalform  entspricht  als  bilincarc  Covariantc  eine 
aJternicrende  Form,  deren  Coefficicnten  +1  sind.  Man  wird  daher  auch  hier 

daiu  geleitet,  jene  Fonn  51),  wo   »  t  sind  für  alle    genauer  zu 

dx 

untersuchen.  Eine  solche  a-Gleichung  hat  die  Form  Aiu)+aQ-\- .  ..-i-a,,  ~  0, 
also  bis  auf  vollständig  integrable  Ausdrücke  ist  sie  a„+ . . .  -t^n  ~  ^*  '^^ 
jedoch  nicht  su  erkennen,  ob  etwas  zur  Normalfonn  Analoges  vermöge  Art.  XX 
bestelle. 
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nach  X  ausdrücken.  So  bestehen  n  —  5  lineare  DirTerential- 
gleichungen  mit  5  unbekannten  Functionen  (Üeterniinamen). 
Die  Gleichung,  welche  die  u^,* .  .,Us  nebst  ^  liefert,  ist 

Bestinomen  wir  zu  diesen  54-1  Functionen  die  Ad- 
jungierten  s  (Frohe nius,  Cr.  J.,  Bd.  LXXVII),  so  zeigt  die 
Gegenüberstellung  von 

   I 

w,  ,  .  .      »»^',   er-  ,  5j      .  , 

dass  üie  üeterminaiuen.  zu  deren  Bestimmung  die  n-  s  Diffe- 
rentialgleichungen überhaupt  dienlich  sind,  proportional  sind 
den  «j, , 2^''*.  Gehen  wir  also  von  der  adjungiertcn 
Gleichung  aus,  so  haben  wir  von  dieser  nur  erst  ein  Integral 
und  außerdem  wegen  ^  einen  Multiplicator,  also  für  ihre 
Coefßcienten  nur  eine  lineare  Gleichung  und  eine  lineare 
Differentialgleichung,  Wir  können  also  5—  1  Functionen  z  noch 
willkürlich  wählen,  ohne  dass  die  am  weitesten  links  in  der 
ersten  Matrix  stehenden  5  Determinanten  geändert  werden. 
Wir  haben  daher  auch  für  die  Gleichung,  welche  die  «  liefert, 
nur  zwei  IjCvl;n,i;ir.^i;cn  und  auücrdeiii  noch  ,.tie  wegen  X y^- —  C 
er.l-itehcndc.  Wir  können  al.so  in  dieser  *  üeichung  alle  Coefti- 
cienten  bis  auf  4  als  Null  nehmen  und  erhalten 

sodass  dann  resuliieren  würde,  dass  jede  iz-GIeichung 
durch  drei  vollständige  Differentialausdrücke  zu- 
sammengesetzt werden  kann. 

Dieses  Resultat  wäre  nun  in  voller  Übereinstimmung  mit 
den  Integrabilitätsbedingungen  aus  Art.  XVIII.  Da  die  Form  51) 
vom  Range  2  ist,  so  können  wir  thatsächllbh  unter  den 
Gleichungen  47),  deren  Anzahl  nun  «+1  ist,  («-~l)-tupel 
Dnden,  welche  paarweise  die  Gleichung  51)  befriedigen.  Diesen 
O/  -l  i-tupcln  entsprechen  im  aJjun^^icrten  Systeme  44)  Tripel, 
aus  denen  die  ^i-Gleichung  sich  zusammensetzen  lässt. 
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XXL  Lineare  a-  und  C'-Substitutionen.  Differenlial- 

substitutiünen.  Zur  vollständigen  Analogie  mit  dem  l'fafl'- 
schen  Probleme  haben  wir  noch  die  linearen  Translbrnialionen 
derselben  zu  übertragen.  Man  pllegt  die  Flafi'sche  Form  durch 
lineare  Differentialsubbiiiuiionen  zu  transformieren.  Diesen 
würden  hier  lineare  a-Substitutionen  entsprechen.  Es  ist  also  die 
Wirkung  von  Substitutionen 

ZU  untersuchen,  durch  welche  aus  einer  o-Gleichung 

^0^0 •  •  •  +  Cn^n — Cd  —  0 

die  andere 

wird.  Ebenso  wie  bei  den  Plaff'schen  Gleichungen  die 
integrabeln  Differentialsubstitutionen  dadurch  definiert  waren, 
dass  sie  jede  vollständig  integrable  PfafTsche  Gleichung  wieder 
in  eine  solche  verwandelten,  fragen  wir  hier  nach  Jenen  a-Sub- 
stitutionen,  welche  jede  integrable  a-Gleichung  wieder  in  eine 
integrable  Gleichung  verwandeln. 
Ist 

'iO»»  .  ."Cmi  ^/,«  •  ♦         —  !»•  •  56) 

die  zu  55)  contragrediente  Substitution,  so  werden  mittels  56) 
die  Cq,.  • C»,  C  transformiert  und  es  muss  also  jedes  System 
Cot*  *  ,Cn,  C,  das  den  Integrabilitätsbedingungen  genügt,  in  ein 
ebensolches  verwandelt  werden,  es  muss 

sein  für  jede  Function  iL  Diese  Zeilen  müssen  also  durch 
successive  Differentiatit)n  aus  der  ersten  entstehen,  und  da 
«<"+^>, , . ,  nicht  wegtailen  können,  schlieüt  man,  dass 

sein  müsse,  w  ährend  der  Rest  von  56)  daraus  hervorgeht. 

Wir  haben  also  die  Laguerre'sche  Substitution,  indem  wir 

di 

noch  den  Fall  v(x)  ~  u{^)  und     (x)  =  n\i) . ,  woraus 
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v",...fA"''  durch  weitere  Differentiationen  entstehen,  hinzu- 
nehmen müssen.  Die  a- Substitutionen,  welche  aus  den 
Laguerre'schen  Substitutionen  entstehen,  sind  mehrfach  bereits 
(implicite)  verwendet,  so  in  Sturm's  »Cours  d*Analyse«  und 
aufgeschrieben  bei  Appell:  »Sur  les  invariants  de  quelques 
equatiens  diffiärentielles«,  Liouville's  Journal,  1889. 

Die  integrabeln  C-  oder  a>Substitutionen  transformieren 
jedes  vollständige  System  von  C-  oder  <i-Gleichungen  wieder 
in  ein  solches.  Die  a-Substitutionen  transformieren  also  auch 
G(h)  —  0,  welcher  die  ■;emeinsamen  Integrale  n^, .  .  .,  «„_r^:; 
genügen,  in  sich.  Die  Äqui\ alenzbcdinj^ungen  für  zwei  voll- 
ständige Systeme  3)  i^cL^cnüber  integrabeln  a-Substitutionen 
kommen  also  überein  mit  den  Aquivalcnzbedingungen  zweier 
linearer  Differentialgleichungen  durch  die  Laguerre 'sehen  Sub- 
stitutionen. Diese  Bedingimgen  sind  von  Laguerre,  Halphen 
zuerst  untersucht  und  dann  von  Porsyth^  systematisch 
behandelt  worden.  Neu  dürfte  es  immerhin  sein,  dass 
man  Differentialinvarianten  Forsyth*s  auch  dadurch 
finden  kann,  dass  man  das  System 

G(«)  =  0,  G'iu)  =  0,. . G<'>(»)  =  0 

mit  beliebig  hohem  Differentiationsindex  /  bildet  und 
dann  die  algebraischen  Invarianten  dieses  Systeme» 
von  -Clleichungen  gegenüber  den  aus  den  Lagueire- 
schen  Substitutionen  folgenden  linearen  a-Substiiu- 
t  i  0  n  e  n  bildet.* 

Ordnet  man  einem  .Ausdrucke  A(u)  ~  0  einen  anderen  zu, 
indem  man  die  Coefficienten  a<^^  dieses  als  Differentialausdrücke 
der  a  in  A{n)  ansetzt,  so  kann  man  dies  als  eine  Differential- 
substitution der  a  durch  die  äf^^  bezeichnen.  Eine  solche  ent- 
steht 2.  B.  dann,  wenn  A{it)  =  0  mittels^  =  D{u)  in  B(y)  =  0 
transformiert  wird. 

XXII.  Bilincare  a-  und  C-Formen.  Btlineare  Diffe- 
rential formen.  1.  Die  linearen  d-Substitutionen  können  wir 
auch  so  auffassen,  dass  ein  Functioncngebiet    ■  das  integral- 

^  Forsylh.  Phil.  Transnctions  i.f  thc  Royal  Society,  London,  Vol.  179 
-  er.  auch  Hazzidakis,  Cr.  J.  Bd.  CiV,  »Über  tnv«n«nte  Diff«rential- 

auhdrückc«. 
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.gebiet  von  55)  —  auf  ein  aiiocrcs  l'unctioncngebiet  —  das 
Iniegralgebiet  \'on  56)  —  eindeutig  bezogen  ist.  Man  kann 
eine  solche  Beziciiung  von  Funclionengebietcn  auch  durch 
eine  bilineare  Ditlercntialform  unter  den  DitTerentialquotienten 
zweier  Functionen  u  und  v  erreichen,  also  durch 


Es  entspricht  also  jeder  Function  u  ein  Functionengebiet  v, 
bestimmt  durch  eine  lineare  Differentialgleichung.  Mehreren 
Functionen  fi,,...,«,  entsprechen  also  r  Functionengebiete, 
bestimmt  durch  r  lineare  Differentialgleichungen.  Haben  die- 
selben gemeinsame  Integrale  so  nennen  wir  diese  die  den 
fij,...,f»r  entsprechenden  Functionen.  Es  muss  aber  solche 
nicht  geben. 

Wir  können  nun  dieser  Sache  eine  andere  W'endung  und 
g:rüßere  Einheit  geben,  indem  wir  die  u'^'^  allgemeiner  durch 
die  C  und  C>  ersetzen.  Wir  nennen 


eine  bilineare  C-Gleichung  und  wenn  die  letzten  drei  Terme 
fehlen,  ist  sie  homogen.  Wir  bezeichnen  sie  durch  *(C,  C<*>)  =  0, 
während  die  Differentialgleichung  durch  ^(tt,v)  =  0  bezeichnet 
wird. 

Ist  eine  a-Gteichung  44)  gegeben,  so  bilden  wir  eine  dazu 
bezüglich  ^  reciproke  C-Gleichung,  indem  wir  die 
Coefficienten  C  statt  der  einen  Reihe  in  ^  einsetzen.  Sind 
mehrere  a-Gleichungen  gegeben,  so  bilden  wir  eben  derart  die 

zu  ihnen  bezüglich  <^  reciproken  C-Gleichungcn  und  dann  ist 
das  ganze  System  jener  reciprok  nach  4>  zum  ganzen  Systeme 
dieser.  Zu  die.^ein  letzteren  Systeme  bilden  wir  nach  .Art.  XVII 
das  adjungieric  System  von  Gleichungen  und  nennen  auch 
dieses  zu  dem  gegebenen  Systeme  von  a-Gleichungen  bezüg- 
lich ^  reciprok. 

3.  Zur  Gleichung  4»  =  0  ist  eine  Form  A'(a,a^*^)  =  0 
adjungiert,  die  eine  bi lineare  a-Gleichung  heißen  möge.  In 
Bezug  auf  X  können  wir  in  eben  derselben  Weise  zu  einem 
Systeme  von  C- Gleichungen  ein  reciproUes  System  von 
C-Gleichungen  bilden.  Wird  zu  einem  a- Gleichungssysteme 


57) 


58) 


^  kj  i-L.-  i  y  Google 
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bezüglich  4»  und  zum  adjungierten  C-GIeichungssysteme 

bczu;4iich  A'  je  das  reciproke  ,^e^ucht,  so  sind  die  beiden  so 
erhaltenen  a-  und  T- Systeme  wieder  adjunuiert. 

\  t.-i schwindet  die  Determinante  \  rui  4»  oder  A'  nicht,  so 
vvervlcn  die  (ilicderzahlen  der  beiden  reciproken  Systeme  be- 
zügiicii  aut  <l>  oder  A'  zur  Summe  den  Rang  der  Determinante 
haben,  der  n  sei.  Auch  für  die  bilinearen  Differentialformen  ist 
die  Maximal  zahl  der  l  'unctionen  v,  welche  r  Functionen  u  ent- 
sprechen können,  die  soeben  angegebene. 

XXIIL  Functionengruppen.  1.  Einem  vollständigen 
C-Gteichungssysteme  oder»  was  nach  Art  XVI  dasselbe  ist» 
einem  vollständigen  Systeme  von  Gleichungen  3)  entspricht  als 
reciprokes  System  nach  X(a,  a^'O  =  0  nicht  immer  ein  voll- 
ständiges System  C-Gleichungen  als  reciprokes.  Jene  Paare 
vollständiger  Systeme,  welche  einander  recipr^k 
sind  iiezü:^iicl;  A'.  geben  zu  einer  Theorie  .Aniass,  deren 
Antiinge  hier  nur  angedeutet  werden  können.* 

In  dickem  Kalle  nämlich  haben  die  beiden  r-  und  iu  —  r)- 
gliedoriL^cn  Sy<[c]v.e  ilirc  Maximalzahl  gemeinsamer  integrale. 
Da  ich  die  i-'ormen  <l>,  A'  nicht  explicite  angeschrieben  habe,  so 
will  ich  genereil  diese  Maximalzahlen  mit  ^  und  bezeichnen. 
Seien  .fi,  und  r,,. .  .Vg  die  gemeinsamen  Integrale  dieser 
beiden  vollständigen  Systeme,  dann  heißen  uliese  Functionen 
zwei  bezüglich  A'  =  0  oder  auch,  wenn  wir  die  C  der  ad- 
juni;iciien  Form  durch  die  u  ersetzen,  zwei  bezüglich 
r=  0  reciproke  Functionengruppen. 

Setzt  man  ais<>  irgend  eine  der  Functionen  u  und  eine  ijer 
Functionen  v  für  die  zwei  unbekannten  Functionen  in 
ein,  so  wird  M'  annulliert,  also  die  //  sind  den  v  entsprechend 
im  Sinne  vow  An.  XXI,  wenn  die  sie  vertretenden  Diflerential- 
gleichungssysteme  reciprok  .^ind  bezüglich  A'. 

Ist  ein  ü-  oder  C- Gleichungssystem  sich  selbst  reciprok. 
sn  soll  CS  i  n  vo  1  u  lori  s c  h  heißen.  Ist  ein  involutorisches 
( -Gieichungssy^tem  vollständig,  so  definiert  es  eine  sich 
sLlb>[  reciproke  Kunclionengruppe,  die  auch  involutorisch 
hciüen  kann. 

1  Sic  liefet  eine  merk\vürdi>;«i  Anatogi«  zur  Theorie  der  Lic'Khen 
I'\incU«nen;;rupptfn. 
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Zwei  Funcliünen  u,v  sollen  conjugiei  L  licjUen,  wenn  mc 
erliillen.  Die  Begriffe  des  Cunjugiertseins  verschiedener  Stufen 
können  von  der  Algebra  her*  auf  die  a-  und  CGleichungs- 
systeme  übcrtrngen  werden,  aber  auch  auf  die  Paare  \on 
Functionengruppen,  insoferne  in  irgend  zwei  l'unctionen- 
gruppcn  ein  oder  mehrere  Paare  conjugierter  Functionen  vor- 
handen sein  können.  In  der  Algebra  heißen  zwei  voll  con- 
ju gierte  Räume  reciprok  (oder  polar),  hier  wollen  wir 
Functionengruppen  als  reciprok  nur  dann  bezeichnen, 
wenn  beide  die  maximale  Gliederzahl  haben. 

2.  Die  Fragen  über  die  maximale  Gliederzahl  involuto- 
rischer  Systeme  (ohne  Rücksicht  auf  Vollständigkeit)  erfordern 
Betrachtungen,  die  von  DiflFerentialrechnung  nichts  an  sich 
haben  und  ans  Jer  Theorie  der  algebraischen  bilinearen  Formen 
zu  eniMchrv.cn  --md  Sind  etwa  die  drei  biiinearen  Leit formen 
huniogen  und  von  der  DitTcrentiationsiirdnung  «,  so  steht  die 
,  Frage  nach  den  in  einer  Concl.itinn  des  /?,.  sich  selbst  con- 
jugierten  Ri  maximaler  Dimension  /.  Dass  in  einer  Mu^\  des 

« 

die  maximalen  lineaien  Räume  die  Dimension  ~  —I,  die 
maximalen  vollständigen  Räume  in  einem  Strahlencomplexe 

des  Rh  die  Dimension    '"2~   haben,  ist  bekannt.^  in  der  nicht 

singulären  Correlation  stimmt  die  Dimension  mit  der  ersteren 
Zahl  überein,  wegen  der  Af*-!»  welche  Ort  der  Incidenz- 
punkte  ist. 

Die  Gliederzahl  der  involutorischen  a-  oder  (  Systeme 
uiui  Functionengruppen  kann  jedoch  ^^rülicr  wci  Jcn,  wenn  die 
Determinante  der  btlinearcn  Leitform  (<l>,  M*  oder  X)  ver- 
?>eliwindct.  Hiehcr  t^ehören  die  Untersuchungen  über  die 
Dimensionen  der  A',,  die  m  Kegeln  des  R„  enthalten  sind  und 
Über  die  vollständigen  Ri  in  einem  singulären  Strahlencomplexe 
des  R„ . 


'  D'C)vidio:  »Lc  propricla  metriche  r< m Juinentalt  ne^U  spiizi  a  ^uaulc 
s.i  vtgliano  dimcnsicnu« .  Acc.  Jci  Lincci  1S77. 

Ctifford,  Phil.  Trau.s.  of  the  Roy.  Acadcmy,  London.  V«I.  159,  und 
Kantor,  Cr,  KM.  CXVm. 
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3.  Sind  mehrere  linear-constant  unabhängige  Functionen 
 Us  gegeben,  so  kann  nach  jenen  Diflerentialformen  V 

gefragt  werden,  in  Bezug  auf  welche  sie  involutorisch  sind. 
InaunUeiiiCit  können  entweder  nur  die  symmetrischen  ojcr 
nur  die  alternierenden  Leitformen  gesucht  werden,  m  Rezus 
auf  welche  eine  <xler  mehrere  involutori'^che  Funclioneii- 
gruppen  gegeben  bind.  Allgemein  kann  man  die  Dilierential- 
gieichung  ^*  =  0  bestimmen  durch  («  +  1)*  —  1  conjugierte 
Functionenpaare,  wenn  sie  allgemein  ist;  durch  (f»-*-l)(«  +  4):2, 
wenn  sie  symmetrisch;  durch  (»+3)«:  2»  wenn  sie  alter- 
nierend ist. 

4.  Für  W(Ut  i;)  :=  0  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die 
sämmtlichen  Gleichungen 

Ai(u)  =  S  aikU^^-hbk  =  0     *  =  OJ , . . . II 

.^emcins mie  Integrale  besitzen.  Hiezu  ist  zuvurJerst  nolhl^^ 
dass  die  Gleichungen  linear  abhängig  sind,  falls  die  DifTerentia- 
tionsorJnunc^en  für  it  und  v  bis  zum  «gleichen  Werte  geiien.'  In 
diesem  Kalie  kann  man  die  Ordnung  der  Form  4*  durch  Rie- 
mann'sche  Transf»  rniation  erniedrigen.  Ist  nämlich  G{h)=.0 
die  Gleichung,  welcher  die  s  gemeinsamen  Integrale  der  AkUi}. 
A(ii)  genügen,  so  schreiben  wir  einfach  die  Ait{u),  A(u}  in  der 
Form  Dk{G)y  D{G)  und  es  besteht  die  bilineare  Leitform 

oder 

welche  nun  in  v  eine  um  s  niedrigere  Ordnung  hat. 

XXiW  Canonische  ^^3rmen.  1.  In  der  Algebra  der 
bilinearen  Formen  hat  man  bekanntlich  zwei  Mittel,  um  die 
canoni>chen  Fnrnien  herzustellen,  die  lineare  Transformation 
oder  die  l>enützung  der  PoI-.s'-Fcke  und  dort  aber  sind  diese 
beiden  MeUujdcn  .so  eng  verbunden,  dass  die  eine  auf  die 
andere  zurückgeführt  werden  kann.  Hier  ist  es  etwas  anders. 

'  I)ic  gcn:iut;rc  tliscusslc»n  muss  übergangen  werden. 
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Allerdings  können  bilineare  C-  oder  a-Formen  durch 
die  linearen  Transformationen  der  C  oder  a  auf  dieselben 
canonischen  Formen  gebracht  werden,  wie  In  der  Algebra. 
Sehen  wir  aber  die  C  als  integrabel  an,  so  dürfen  wir  nur 
integrable  Substitutionen,  also  die  aus  den  Laguerre'schen  Sub- 
stitutionen  i;  =  ^  x  =  y  (;)  hervorgehende  a-  und  C-Sub« 

stitutionen  verwenden  und  wir  sind  somit  vor  das  hochwichtige 
Problem  gestellt: 

Die  Äquivalenzbedingungen  für  zwei  bilineare 
Differentiallormen  .i:^eü;enüber  Laguerre'schen  Trans- 
lorniationen  zu  finden,  llietur  lieircn  \'nrarbciten  in  einer 
die  symmetrischen  bilin-jaren  Differentiallormen  betreffenden, 
sehr  ideenreichen  Arbeit  Appell's  vor.^ 

Integrable  a-,  ('-Substitutionen  allein  sind  imstande,  eine 
bilineare  oder  C-Form  so  umzuwandeln,  dass  die  Paare 
reciproker  vollständiger  Systeme  von  C-  oder  a-Gleichungen 
wieder  in  solche  übergehen,  insbesondere  die  Involutorischen 
Systeme  wieder  in  solche. 

2.  Die  zweite  Methode  würde  sich  auf  die  reciproken 
Functionengruppen  stützen.  Es  sollen  hier  einige  Bemerkungen 
Platz  finden.  Lässt        f)  die  Darstellung  zu 


so  bilden  die  Integrale  von  A{u)  =  0,  =  0  und  C(»)  =:  0, 
B(v)  0  je  zwei  bezüglich  =  0  reciproke  Functionen- 
gruppen und  wenn  .4  -=  7>,  B  =  C,  hat  man  eine  involutorische 

Gruppe.  .A.llgemeiner,  wenn 


und  A^{n\* . Ai{u),  sowie  B^{v\. . .,  Bi{v)  je  ein  vollständiges 
System  bilden,  so  sind  die  gemeinsamen  Integrale  dieser  beiden 
Systeme  zwei  bezüglich  W(u,  v)  =  0  reciproke  Functionen- 
gruppen. Sind  keine  gemeinsamen  Integrale  vorhanden  und 
haben  aber  die  Systeme  vollständige  Sti  iiciur  (Art.  X),  so  bilden 


1  Appell  P..  Journal  de  Liouville  1889:  Sur  les  invariants  de  quelques 
cquations  differentielles. 

Sitxb.  d.  mathenu-nattirw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  U.a.  81 


60) 


V)  =  Ar{n) B,(v)+  . . .  -hAt(u)Bi{v) 


61) 
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die  Functionen  «,». .  -««^2  und  t;,,. .  .f/„+2  (im  Falle  h  die  Diffe- 
rentialordnung ist)  zwei  conjugierte  («  +  2>-tupel,  nämlich  so, 
dass  11,,  vt  conjugiert  sind,  wenn  i  z^k.  ^'  symmetrisch,  so 
gibt  die  Darstellung 

v)  =  i4,(»)i4,(v)+  . . .  ^'At(u)Mv)  62) 

unter  denselben  Voraussetzungen  eine  sich  selbst  conjugierte 
Functionengruppe  (Analogon  zum  Pol-(r-i- 1)-Eck  einer  ^r-t 
im  /?,  !.' 

All  dies  tässt  sich  umkehren:  Sind  die  reciproken  oder 
conjugiertefi  Functionengruppen  vorhanden,  so  hat  man  auch 
jene  Darstellung  von  W(Ut  v). 

Ist  M*(if»t/)  alternierend,  so  hat  man  stets  unendlich  viele 
Darstellungen  der  Form 

+i4/  (/< )  Bi  ( V) — Ai  (v)  Bi  ( /f ),  63) 

wo  das  Minimum  von  /  vom  Range  des  abhängt.  Die  gemein- 
samen Integrale  von  •  »^K'O  "nd  Bi(u\,,.yBt{u)  bilden 
je  eine  involutorische  Functionengruppe. 

Voraussichtlich  dürfte  besondere  Wichtigkeit  der  Fall 
erlangen«  wo  unter  den  in  63)  betheiligten  Gleichungen 

vl,(fi)  =  0,...M/(tt)  =  0;  Bi(tt)  =  0..,,B/(ii)  =  0  64) 

alle  Paare  nur  mit  Ausnahme  der  Paare  Ai{u)  =  0,  Bi{u)  =  0 
voltständige  Systeme  bilden,  wegen  der  Analogie  mit  der 
»canonischen  Form«  der  Lie*schen  Functionengruppen. 

In  62)  und  63>  kann  die  Zahl  auch  größer  als  es  gerade 

nothwendi.L,^  für  die  I);n--tcUiingsfähi,i;l<cit  \-on  ^*(//,  f)  i>t. 
genunimcn  werden.  Dann  erscheint  das  Analogon  zu  den 
höheren  Reye'schen  Pol-Reken  ^ 

XXV'.  Lagraiige  s  begleitende  bi  lineare  Diffe- 
rential form.  Die  Functionengruppen  und  die  canonischen 

i  Einen  derartigen  Fall  hat  Herr  Darboux  in  den  »Lct^ons  sur  tessur» 
fnces«,  II.,  CAp.  IV,  angetroffen  und  behandelt. 

*  Im  Gebtete  der  partiellen  Gleichungen  hat  Sophus  Lie  bereits  eine  auf 
diese  Art  zu  interpretierende  Idee  vorgelegt  in  Math.  Ann.,  Bd.  XI. 
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Darstellungen  sind  in  einem  ganz  speciellcn  Kalle  bereits  vor- 
gekommen, nämlich  in  der  Theorie  der  adjungierten  Differential- 
ausdrücke und  der  zweiten  Variation.  Dort  handelt  es  sich  aber 
um  eine  solche  bilineare  Differentialform,  welche  nicht  selbst, 
sondern  deren  Differentialquotient  eine  bestimmte  Dar- 
stellung gestattet  Ober  solche  Formen  mögen  einige  Be- 
merkungen folgen. 

1.  Ist  A'{u)  die  Adjungierte  von  A{n),  so  sind  die  beiden 
Integralgebiete  von  A{u)  —  0,  A*iiC)  —  0  conjugierte  (nicht 
ruciprokei  l'uncuonengruppen  bezüglich  des  beglcitcPiden  bi- 
linearen Dirfercntialausdruckes.  Delinilion  in  Art.  XXllI  (confer 
besonders  Darboux:  «»Lc9(»ns  sur  ies  siirfaces«,  II). 

Ist  eine  sich  selbst  adjungierte  Gleichung  P{u)  in  der 
Jacobi'schcn  Form  P{it)  —  AaA'itt)  dargestellt  (Krobenius, 
Cr.  J.,  Bd.  LXXXV).  >o  sind  die  Integrale  von  A{ii)  sowohl,  als 
jene  von  A'{u)  je  eine  involutorische  Functionengruppe 
bezüglich  der  Begleitform  v).  Durch  die  Integrale  von 
j4(»)  =  0  allein  ist  P{n,  v)  schon  bestimmt,  trotzdem  wir  doch 
eigentlich  nur  zwei  Involuttonsgruppen  kennen,  will  sagen, 
zwei  vollständige  Rq  eines  linearen  Strahlencomplexes  im 
Räume  i?2<7+i  (an  irgend  einer  Stelle  x  =  x^, 

Ist  .4  («,  i;)  eine  begleitende  DiflTerenttalform,  so  gehört  sie 
als  solche  zu  allen  Formen  A{u)-\-au  uikI  liLir  zu  diesen  (wo  a 
eine  willkürliche  Function  von  x).  Ist  specieli  Pitt,  v)  alter- 
nierend, so  entsteht  für  jede  Stelle  von  x  ein  linearer  Strahlen- 
c^mplex  Pitt,  V)  des  R-:^ .  j  und  ein  linearer  Raum  P{tt)  und  also 
wegen  des  Gliedes  ati  ein  Büschel  solcher  R2q.  Alle  voll- 
.ständigen  des  C^mpiexes,  die  in  einem  dieser  i^s^  enthalten 
sind,  dienen  für  Jacobi'sche  Darstellungen.* 

2.  Man  kann  ein  dem  Pfaff 'sehen  Probleme  in  merk- 
würdiger Weise  ähnliches  Problem  für  die  begleitenden  (auch 
die  nicht  alternierenden)  bilinearen  Differentialformen  stellen: 
Aus  wie  viel  begleitenden  Formen  lässt  sich  jede  bilineare 
Differentialform  ^*(//,  t)  des  Art.  XXIII  linear  in  der  Form 

A^  (tt,  . . .  '¥nts  As  (ti,  v)  combinieren?  Durch  wie  viele 
Formen  muss  man  ein  lineares  System 

>  Man  vcrgl.  besonders  die  Anmerkung  von  Krobenius  in  Cr.  J., 
Jb*i.  LXXXV,  p.  195,  unter  dem  Texte. 

81* 
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aus  /  bilinearen  DifTerentialformen  ergänzen,  damit  das  neue 
System  die  mdgliche  Maximalzahl  von  begleitenden  Formen 
enthalte,  also  etwa  eine  unabhängige  Basis  aus  lauter  solchen 
Formen  besitzen  könne. 

Gegenüber  passenden  Laguerre*schen  Transformationen  * 
sind  A(!t)  und  A{u,  vi  covariant  verbunden,  ebenso  wie  gegen- 
über intcgrabcin  Diffcrcntialtransfoiniauonen  ^u,J.i\  und  die 
bilinearc  Covariante  covariant  verbunden  siijd.  in  Verfolg  der 
. ijbcn  in  Art.  XXill  aiii^edeuteten  Aquivalenztheorie  wird  also 
auch  das  Problem  zu  lösen  sein:* 

Die  in varianienrelatione n  anzugeben,  die  erfüllt 
sein  müssen,  damit  eine  bilineare  Differentialtorm 
durch  Laguerre'sche  Transformation  und  einen  Multi- 
plicator  in  eine  begleitende  bilineare  Form  über- 
gehen könne. 

3.  Sind  femer  «j,. . .,«/;  t/j,. .  .,f//  zwei  Functionengruppen 
conjugierl  bezüglich  ^*(«,  v),  die  die  Gleichungen  Vk)  =  0, 
iz^k,  und  ^*(u{,Vi)  =.  Ci  geben,  so  gibt  es  eine  Gleichung 
Diji)  —  0,  der  die  Tj,.  . ^/  als  Integrale  genügen.  Dann  ist 

Z)[«l'(tt„t;,)]  =0  05) 

eine  bilincare  Dit^'erentialform,  bezüglich  welcher  die  »,  v  sogar 
reciproke  Functionengruppen  sind.  Hat  /  seinen  Maximal  wen 
»■4-2,  so  wird  65)  von  der  Ordnung  2 »-(-2  und  hat  reciproke 
(«4-2 )-gliederige  Functionengruppen. 

Sind  die  Ci  ganze  rationale  Functionen  von  x  eines 

Grades  /  <  /,  so  wird  statt  D  schon  ■  ,        benützt  werden 

können  und  diese  bilineare  Uiilerenliairorm  wird  höchstens 

*  Mittels  Jcr  .\ppi.!l'>chi.n  Mcth^sicn  {\.  c.)  kann  man  jevioutalls  die  Ik- 
din^uiiutn  linden,  d.imit  etnc  •^ymmelrisciic  I'i'rm  f  )  in  cihl' bcgleilenkle 

|-"tirtn  die  zu  L-incm  D.u bi >ux"-v-lKti  I »ift'crciUialausdruoko  fym  der  Kigei'- 

hcliuli  j\u\  --  /' KU  >  gcliörti  tiaii-rormiort  werden  könne.  Eine  .mdcrt  ir»:^'- 
esfiantc  Frage,  die  ich  nicht  unerwähnt  lassen  mag,  ist  die  nach  den 
Bedingungen,  damit  eine  bilineare  DüFercntiulform  sowohl  bezüglich  n  »U  r 
Mch  selbst  adjungiert  sei. 
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den  Rang  //  +  /+3  haben  können  immer  nicht  homogen 
vorausgesetzt). 

4.  Sind  aber  die  Ci  Constanten,  so  wird  65)  einfach 

-j—  =  0,  also  eine  Form  («-i-l/c«  Ordnung  mit  («-t-2)-gliede- 

rigen  Gruppen.  Dies  ist  nach  den  in  Art.  XXI  angezogenen 
Resultaten  der  Algebra  nur  möglich,  wenn  die  btlineare  Form 
vom  Range  2  ist,  also  ist 

-  A{ii)B{vj~hC{tt)D{v).  G6) 


dx 


Ein  solcher  Fall  tritt  thatsächlicli  ein,  wenn  U''  die  l:iegleit- 
torm  eines  Ausdruckes  P(n)  ist.  Denn  es  ist  ja  definitionsweise 
(F  r  o  b  e  n  i  u  s.  Cr.  J..  Bd.  LXXX V) : 

^  =  nP(v)-vFiu).  660 

Die  Begleitform  eines  Ausdruckes  ifter  Ordnung  ist  eine 
Form  nicht  verschwindender  Determinante  (i.  a.),  deren  DifTe- 
rentialquotient  doch  nur  den  Rang  2  hat'  Allgemein  kann  man 
mm  die  Bedeutung  jener  Formen  W(ii,v)  Ranges  ;;-f-2  tragen, 
deren  DifTcrtntialquotient  den  Kang  i/-4-2  oder  «  +  I  oder 
»,  //  -  1,.  .  .3,  2  habe. 

Überhaupt  knüpft  sich  an  eine  bihneare  Differentialform 
U'i//.  !M  eine  unendliche  Reihe  charakteristisciier  (und  be- 
schränkt invarianter)  Zahlen,  die  Rangzahlcn  derjenigen  bi- 
linearen Formen,  welche  die  successiven  DifTerentialquotienten 
von  V 

di^  -^F--  -       dx^         -  ^'^ 

sind. 

5.  Aus  zwei  bezüglich  ^'(u,  v)  einander  conjugierten 
Functionen-/-tupeln,  für  die  die  M'(//,,  t  /)  —  r,  Constanten, 
respective  aus  einem  sich  selbst  conjugierten,  können  zwei 

1-  Es  ist  freglicb,  ob  (ur  V  die  Bedingung,  dass  ihr  Differentialqaotient 

eine  hilineare  Form  vom  Range  2  sei,  hinreichend  sei,  damit  eine  I(t;em.inii*sche 
Transformalidn  von  1*,  etwa  mittels  y  =  A{ti),  in  eine  ßegleiU'orm 

möglich  sd,  also  66)  in  66')  übergehen  könne. 
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reciproke.  respectivc  eine  involutorische  Functionengruppe  in 

Idc/Aig  uL.i  4'  hergeleitet  werden  durch  ein  Verfahren,  das 
zuerst  von  Hesse  und  Clebsch^  lür  alternierende  Formen 
verwendet  wurde.  Ist  aligemein  ^'{Ui,  v^)  =  cim  constant,  so 
setze  man 

wo  die  «,  ß  wieder  Constanten  sind,  und  suche  für  das  Sub» 
stitutionsresultat  von  v  in  nämlich  für  die  bi  lineare  Form 
mit  Constanten  Coefficienten 

V(a,ß)=:i:arta,?t  =  0  69) 

die  Paare  rccipruker  Wcrtsysicmgruppen  oder  die  sich  selbst 
conj agierten  Gruppen  von  Wertsystemen  «.  ^i.  Jede  solche 
Lösung  von  69)  *^iht  eine  Lösung  für  r)  =  <>.  Involuto- 

rische FunctionenL;riippen,  die  auf  diese  Art  gewonnen  wcvicn, 
sind  dann  die  Grundlage  für  die  Umformung  der  zweiten 
Variation. 

Sind,  um  einen  Schritt  weiter  zu  gehen,  die  aui  —  W{Ui,vt) 

lineare  Functionen  von  x,  also  a,»  =:  sodass  die 

ff,  Ui;v^,..,vi  reciproke  Functtonengruppen  bezüglich  der 

d*^(UitVk)    .  ,  ■      ■  ^  .c. 

Bilmearlorni  ~ — -  smd,  so  setzen  wir  wieder  oo)  ein 

und  erhalten 

Da  die  Functionengruppen,  die  wir  suchen,  unabhängig 
von  dem  Variieren  des  x  bestehen  muss,  so  haben  wir  also  für 
die  beiden  bilinearen  Formen  mit  constanten  CoefRcienten 

das  im  allgemeinen  einzige  gemeinsame  Paar  conjugierier, 
respcctive  im  symmetrischen  oder  alternierenden  l''alle  da^  eine 
gemeinsaTtie  sich  selbst  conjugierte  /-tupel  von  Werte- 
systemen  a,  ß  zu  suchen. 

1  Cr.  J.,  üd.  LIV  und  LVl.  Der  altcimcicnJc  Faii  ist  von  Herrn  Frobcnius, 
Cr.  J..  Bd.  LXXXV  sehr  systematisch  und  verbessert  dai^estellt  worden.  Den 
symmetrischen  Fall  erledigt  Herr  Darboux  In  »Le9ons  sur  les  surfaces«.  IL 


Digitized  by  Google 


Lineare  DifTerentialgletchungen.  1 223 

XXV'I.  Bilinc;ue  (a,  C)-Formen.  Collineare  Func- 
tionengruppen.  Durch  eine  bilineare  Form 

(wo  die  Summenzeichen  einfacherweise  über  a^,. .  .a»,  a  und 
Co,Cp...Ct,  C  gedacht  sind)  mit  von  x  abhängigen  Coefß- 
cienten  pikt  pi,  pi\  p  kann  man  ebenfalls  eine  C-Gleichung 
(Art.  XVI II)  durch  Einsetzung  der  Coeffictenten  derselben  statt 
der  •  .a„,  a  in  eine  andere  C-GIeichung  verwandeln.  Wir 
erhalten  also  bezüglich  H  m  0  Paare  entspreciicndcr  C-Glei- 
chuHLjcn.  und  indem  v\ir  eine  Basis  in  eine  Basis  umscizen, 
Paare  entsprechender  T"- Gleichungensysteme.  Desgleichen 
können  wir  bezüglich  11—0  eine  ^7-Gleichung  durch  Ein- 
setzung der  Systeme  solcher  in  Systeme  verwandeln.  Wir 
sprechen  von  col linearen  Systemen  von  a-  oder  von  C  Glei- 
chungen oder,  indem  wir  uns  die  C  den  Bedingungen  41) 
genügend  denken,  auch  von  collinearen  Systemen  3),  die  gleiche 
Gliederzahl  haben,  wenn  II  nicht  singulär  ist. 

Auch  hier  wiederum  wird  durch  allgemeine  II  nicht  jedes 
vollständige  System  3)  in  ein  dazu  colli neares  System  ver- 
wandelt,  das  wieder  vollständig  ist.  Bei  solchen  Paaren  aber, 
die  beide  vollständig  sind,  können  wir  auch  die  beiden  Gruppen 
gemeinsamer  Integrale,  oder  anders  zu  sprechen,  die  beiden 
gemciri>anien  Intcgralgebiete  als  coUinear  durch  Fl  ansehen  und 
sprechen  demnach  von  collinearen  Functionengruppen 

»ti- •  und  t;„ . . . ,  t;„4.3_r. 

Im  allgemeinen  gibt  es  ;/-|-2  linc  n  p  DilTerentialgleicbungen, 
die  vermöge  n  =  0  sich  selbst  col  1  i near  sind.  Sollen  unter 
diesen  sich  verschiedene  f-tupel  finden,  die  ein  vollständiges 
System  bilden  oder  soll  in  extremo  überhaupt  das  System 
dieser  «+2  Gleichungen  ein  solches  mit  vollständiger  Structur 
sein  (Art.  X),  so  erfordert  dies  Relationen  unter  den  Laguerre*- 
sehen  Invarianten  der  bitinearen  Gleichung  II  =:  0.  Hiebei  ist 
die  Invarianz  gemeint  gegenüber  integrablen  a-  und  C- Sub- 
stitutionen, also  jenen,  die  imter  der  Wirkung  einer  Laguerre'- 
schen  Substitution  v  ~  fii-fl^,  x  — -/yi)  aul  die  u  und  die 
ihnen  contragredienten  GröUen  entstehen. 
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Inici;:able  bilincare  Kotnicn  II(<7,  C)  köniuc  man  j.^.e 
nennen,  die  jedes  vollständige  System  3)  wieder  in  ein  voll- 
ständiges System  umwandeln  Man  sieht,  dass  diese  Eigen- 
schaft keine  anderen  als  folgende  Formen  haben: 

Ist 

nebst 

eine  integrable  (Laguerre'sche)  a-Substttution,  so  ist 

i  =  (i 

eine  Form  II  der  verlangten  Art.  Gewisse  Appell'sche  In- 
variantenrelationen werden  sie  bezüglich  Äquivalenz  charakteri- 
sieren. Irgend  zwei  derartige  Formen  sind  stets  äquivalent 
gegen  integrable  Substitutionen. 

XXVII.  Nochmals  über  Functionengruppen.  Zu  der 
gegebenen  Definition  von  reciproken  und  colUnearen  Functionen* 
gruppen  gibt  es  ein  Analogon  bei  den  Lie*schen  Functionen- 
gruppen, worauf  ich  hier  nicht  eingehen  kann.  Man  kann 
aber  hier  auch  Functionengruppen  gemäß  der  ursprünglichen 
Lie'schen  Art  deßnieren.  Man  setze  nämlich  eine  Differential- 

* 

Operation  fest,  welche  sich  auf  I,  2  oder  mehr  Functionen  « 

beziehen  kann,  also  Diu).  D(n,  n.,^  oder  D{ii^  ///).  gehe 

dann  von  1,*J,...  Functionen  n  aus,  die  linear-constant  u.iab- 
hangig  sind,  bilde  aus  ihnen  vermöge  der  D  neue  Functionen, 
füge  diese  hinzu,  wende  auf  alle  so  entstandenen  Functionen, 
die  n<»ch  Imcar-constant  unabhängig  *^!nd,  die  D  an  und  so 
fort,  bis  man  nicht  mehr  Functionen  erhält,  welche  von  den 
bereits  angesammelten  linear-constant  unabhängig  sind.  Sie 
alle  genügen  dann  einer  linearen  Differentialgleichung,  welche 
etwa  von  unendlich  hoher  Ordnung  sein  kann  ^  und  man  merkt, 
dass  diese  Theorie  von  Functionengruppen  in  jener  der 
Gruppen  Appell'scher  Transformationen,  die  eine  lineare  Diffe- 
rentialgleichung in  sich  überführen,  enthalten  sein  wird.  Auf 

'  Mail  sieht  hier,  w  ie  es  nothwendi'.r  ist,  auch  für  die  unendlich  iioht- 
Ordnung  einer  DifTcreiiti:ilj;lcichung  die  ü.  Cantt>r'schen  Distinctionen  dvr 
Uncndlichs  zu  beachten. 
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Untersuchungen  dieser  Art  bezieht  sicli  eine  große  Anzahl  von 
Königsberger's  Arbeiten  in  Math,  Ann.  und  in  Cr.  J.  Aber 
seine  mit  grofiem,  manchmal  staunenswerten  Aufwände  von 
Methoden  und  Kunstgriffen  gefundenen  Resultate  sind  durch- 
wegs so  sehr  speciell,  dass  sie  nicht  als  Fundamente  einer 
Theorie  dienen  können. 

Nachdem  wir  jedoch  hier  in  den  voraufgehenden  Artikeln 
eine  Theorie  von  Functionengi  iippen  in  ganz  anderer  Weise 
begründe:  haben,  entsteht  d:e  Trage,  ob  schon  \'ermögc  jener 
Definition  jede  solclie  Functioncngriippe  eine  von  den  Coeffi- 
cienten  von  W  oder  II  (eventuell  auch  <l>,  X)  ablwiiigige  Difte- 
rentialtransfoi mati( 'n  in  sich  gestatte,  wie  solches  bei  den 
Lie'schen  Gruppen  die  beicannte  Transformation  —  (u,,.  it^)  ist. 
Die  Frage  kommt  in  letzter  Linie  auf  folgende  hinaus.  Hat  man 
ein  vollständiges  System  von  Di^ferentialgle^chungen  der  Form 

i4o(«JtK")+  . . .  +^„(//i)i^-+-.4(//J  =  0  ) 
  (  72) 

wo  die  A^y, .  .An^  A  lineare  DifTerentialausd rücke  sind,  ist  es 
dann  eine  nothwendige  Folge^  dass  das  gemeinsame  Integral- 
gebiet v^^»  *  *yVn^2-r  eine  Differentialtransformation  in  sich 
selbst  gestatte?  Diese  Frage  wird  ihrerseits  vollkommen  erschöpft 
durch  das  Problem,  die  linearen  Substitutionen  (mit  dem  Para- 
meter X  in  den  Coefficienten)  zu  bestimmen,  welche  eine  bi- 
lineare Form  (mit  dem  Parameter  r  in  den  Coefficienten)  in  sich 
seibi>:  \  er\\  andehi  und  unter  ihnen  jene  Untergruppen,  welche 
ein  bestimmtes  lineares  System  von  Gleichungen  in  sich  ver- 
wandeln. VüT  dieses  Problem  liegt  eine  große  Anzahl  alge- 
braischer \'( -rarbeiten  \*or,  in  die  dann  eventuell  nur  noch  die 
hier  nöthigen  Integrabilitätsbedingungen  einzutragen  sind. 

XXVIU.  Das  System  von  zwei  Differentialglei- 
chungen Ordnung  mit  einer  unabhängigen  Ver- 
änderlichen. Die  Resultante.  Die  Theorie  der  allgemeinen 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  der  eine 
ansehnliche  Zahl  von  Mathematikern  des  19.  Jahrhunderts  ihre 
Kräfte  widmeten,  hat  hier  ihr  Gegenbild  in  den  Gleichungen 
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oder,  wenn  wir  die  C. . ,  den  Integrabilitätsbedingungen  41) 

untei  w  erten,  iii 

<Pi  («<«\  »t*-"), . . . ,     II, =:  0,  74) 

die  allgemeinsten  DifTerentialglelchungen  mit  einer  Unab- 
hängigen. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  außer  der  Gleichung  74)  noch  eine 
zweite,  ebenfalls  willkürliche  Gleichung  =  0  gegeben,  und 
wir  hätten  die  Aufgabe,  unter  den  Integralen  von  «p,  =  0  jene 

zu  linden,  welche  aucn  ?pjj  =  0  erfüllen.  Während  wir  aus  zvvui 
Gleichungen  7;>)  nur  eines  der  eliminieren  können,  können 
wir  mit  Hilfe  der  41)  aus  zwei  Gleichungen  74)  alle  u  elimi- 
nieren. Wir  werden  im  füllenden  öfters  noch  Q|C|,...,  d 
statt  . tt',  u  schreiben. 

Das  Verfahren  aus  Art.  III  befolgen  wir  auch  hier.  Wir 
eliminieren  aus  =  0,  9«  =  0  das  n^^^  und  stellen  außerdem 
eine  dritte  Gleichung  <p$  =  0  her,  der  das  gemeinsame  Integral  u 
ebenfalls  genügen  muss,  indem  wir  bilden 


t  j  

dx  ~ 

»'+ 

^%  - 
dx  " 

.  ;5-  «f  >+ . . .  + 

und  hieraus  w"-^^*  eliminieren  durch  Bildung  von 


und  endlich  noch  aus  ^,  und  «3  oder,  was  dasselbe  ist,  aus 
und  9 3  das  »<">  eliminieren.  So  entstehen  uns  zwei  Gleichungen 
der  (II— l)tcn  Ordnung 

Auf  diese  können  wir  nun  genau  dasselbe  Verfahren 
anwenden,  indem  wir  «f-»>  eliminieren  und  nicht  nur  eine, 
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sondern  zwei  Gleichungen  (f/~2)ter  Ordnung  hersteilen,  denen 
das  gemeinsame  Integral  genügen  muss,  nämlich 

<pf  («(«-2), . . . ,  n',  u,  X)  —  0.  \  ^ 

Solange  diese  beiden  Gleichungen  nicht  an  einer  Stelle, 
etwa  der  iten,  bis  auf  einen  von  »  freien  Factor  übereinstimmen, 
solange  setzen  wir  das  Verfahren  fort,  bis  wir  etwa  zu 

9<-^)(i»',»,:r)  =  0  \  ''^ 

gelangen.  Eliminieren  wir  daraus  noch  u',  so  entstehen 

Jede  gleichzeitig  den  Gleichungen  cpj  =  0,  '^^'=.  0  ge- 
niigende  Function  ii  muss  auch  den  78)  genügen  und  auch 
umgekehrt,  wenn  n  die  Gieiciiungen  f^"*  =  0,  =  0  ertulU, 
so  erfüllen  »,  u'  die  Gleichungen 


,1-1)  -^«-D  —  Jl2'  -X8  ITi  "ti 


Die  Inmction  R  —  0,  welche  in  x  identisch  verschwinden 
muss,  damit  es  eine  78)  gemeinsam  befriedigende  Function  u 
gebe,  heiße  die  Resultante  von  -pj  =  0,  (pg  =  0. 

Kommt  an  einer  Stelle  jenes  Verfahrens  ein  Paar  Glei- 
chungen zum  Vorschein,  die  einen  gemeinsamen  effectiven 
Factor  besitzen,  so  kann  man  diesen  abtrennen  und  mit  den 
Quotienten  das  Verfahren  fortsetzen,  genau  wie  Kronecker 
in  Cr.  J.  Bd.  XCII  es  bei  der  allgemeinen  algebraischen  Elimi- 
nation macht. 

XXIX.  Das  Analogon  zum  An.  III.  Als  Grundlage  des 
Verfahrens  in  Art.  XXV III  haben  wir  das  Symbol 


^3  = 


hC^    dx       3Q  dx 


erkannt,  das  wir  nun  mit  l'f  p 'fa).r  bezeichnen  wollen.  Wir  be- 
weisen nun,  indem  wir  noch       9,),  =  —p-^i  ?• 

setzen : 
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X  Lässt  sich  (tpp  'f^)x  als  eine  gleichzeitig  mit  ^j,  ver- 
schwindende Function  von  'f,,  5^,  darstellen,  so  haben  rp,  =0. 
f 2  =  0  die  sämmtlichen  Integrale  einer  DifTerentialgleichung 
(«  — 1  ite«"  Ordnung  gemeinsam. 

Selzen  wir 

dY 

kann  man  ^p„     als  Functionen  von  y  und  berechnen, 

die  gleichzeitig  mit  Y  —  0  verschwinden. 

Ji.  Lassen  sich  i,'f folr, ••..(?,, 'f»)v  '^^^  gleichzeitig  mit 
^p.  .  .'f,  verschwindende  l-'unctionen  von  darstellen, 
so  haben  'f,  =:  0..  .  .rp,  —0  die  sammliichen  Integrale  einer 
DifTerentialgleichung  (//  -  i  H-  I  jtc"  Ordnung  gemeinsam. 

Es  gibt  sicherlich  eine  Kesultanie  Y  von 


<'fl •  -  il?!. 

welche  n*"\. . tt<''-''+2)  nicht  enthält  und  sich  als  Functionen 
^'^^^  9i)xf' "1  (9v  9r)xt  die  gleichzeitig  mit  allen  diesen 
Functionen  verschwindet,  darstellen  lässt,  also  auch  als  gleich- 
zeitig mit  f  i,  .  ,  fr  verschwindende  Function  dieser  Functionen. 
dY 

Bildet  man     — ,  so  erscheinen  als  Factoren  der  Differential- 

aX 

quotienten  von  Y  nach  den  ('fp  '5,)r  immer  Functionen,  die 
gleichzeitig  mit  fi,...,'fr  verschwinden.  Dann  folgt  wie  in 

Art.  III  aus  (y,^,)„  da.ss  auch         eine  solche  Function  isl 

und  infolge  dessen  wiederum  wegen  »?j  u*  s.  w.. 
sodass  \v*^  schließlich 
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dY 


äx 


^  80) 


dx* 


erhalten,  wo  die  Fp. . /v-i  mit  <p^  n  0,. . <pr  =  0  gleich- 
zeitig verschwindende  Functionen  von  tp,,. . ^ r  sind.  Hieraus 

können  ^j,. .  .<pr  als  h  unctionen  von  ■ '  be- 

rechnet werden,  welche  gleichzeitig  mit  Y=0  verschwinden. 

Es  wird  sogar  i.  a.  inri^^ich  sein,  ein  Wertesystem  der  <p,- 
(als  I'unctionen  von  Y,  Y\. . .)  von  den  ribii£»en  zu  separieren.' 

XXX.  Das  AnaloL^iMi  zum  Poi^  son'schen  Symbol. 
Neuerdings  Functionengruppcn.  Betrachten  wir  die  aus 
■fi'  ?2  gerechnete  Function  (^j,  ^^j^  näher.  Sie  lautet,  ausge- 
tühtt: 

■^Uq  ac„     »Co  ficj  '"^ 

ist  also  eine  alternierende  biiineare  Difterentialform  in  den 
beiden  Reihen 


8r\ 

8jr 

I 


81) 


1  Herrn  .^ppoH's  Nute  in  Jen  C.  R,  12.  Dtic.  1888.  und  seine  Abhand- 
lung im  Journal  de  Liuuvillc  Iö8U,  behandeln  einen  ähnlichen  Gegenstand. 
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ebenso  wie  das  Poisson'sche  Symbol  eine  alternierende  bi- 
lineare  Differeniiallorm  in  den  Reihen 


ist.  Nur  isi  nun  (^,.'p_.^v  vom  Range  2.  Wir  fassen  geradezu 
,  als  das  Analogen  zum  Poisson sehen  Symbole  auf. 
indem  wir  alle  Functionen  von 

  82) 

?p,(«"",. . .,  u',  n,  .v)  ) 

welche  gleichzeitig  mit  rp,  =  0,. . .,  'f^  =  0  verschwinden,  als 

das  aus  82)  gebildete  Kunclionengebiet  bezeichnen,  nennen 
wir  dieses  speciell  eine  runciionengruppe  bezüglich 
Cfp'fa^.v,  wenn  gleichzeitig  alle  Functionen  {'^,'/)x,  wo  / 
Functionen  de>  (lehicles  sind,  dem  Gebiete  antxehören,  und 
1)j,...,fp,.  nennen  wir  eine  Basis,  wenn  alle  Functionen  des 
Gebietes,  also  auch  alle  sich  durch  fi». . f*  ausdrücken 
lassen. 

Hiezu  genügt  es,  dass  sich  alle  (9/,  (pA)^  durch  die 
7ii>**><pr  als  mil  diesen  gleichzeitig  verschwindende 
Functionen  ausdrücken  lassen. 

Denn  es  ist,  wenn  Xi(fp- ■  •»  ^r),  Xa(?i,..M?r)  zwei 
Functionen  des  Gebietes  tp,, . . . ,  <pr  sind, 


und  nach  einem  bekannten  einfachen  Satze  über  die  Functional- 
determinante 
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und  es  ist  also  thatsächlich  (Xn  Xb)»  ^'"^  i^^^  •  •j?*'  gleich- 
zeitig verschwindende  Function  von       .  ,  -^r. 

Fasst  man  (/i,  y^)x  als  eine  lineare  Differentialgleichung 
in  ff  auf,  vermöge  der  Schreibung 

so  sehen  wir,  dass  alle  Gleichungen  u^^^  Ordnung,  welche  so 
entstehen,  indem  wir  für  Xi'X>  irgend  zwei  Functionen  der 
durch  9i,...,<pr  bestimmten  Gruppe  wählen,  ein  vollständiges 
System  im  Sinne  des  Art.  III  bilden,  das  r-gliederig  ist.  Hiebei 
sind  allerdings  in  der  Berechnung  der  {A^  B)x  aus  Art.  II 
die  Q  den  Integrabilitätsbedingungen  gemäß  zu  behandeln» 
aber  sie  sind  hiebei  von  denjenigen  welche  in  84)  in 
Evidenz  gesetzt  sind,  unterschieden  zu  halten. 

Folglich  lassen  sich  alle  ('/,,72).r  *^ls  DilTcrcnlialtLinctioncn 
einer  Function  y(n"'~''+'*, .  .  ..  n'.  11,  x)  darstellen  und  genauer 
als  lineare  homogene  Functionen.  Da  nun  die  (y^,  /g».,  i>icli 
durch  die  'fj..  .  .'f,  in  besprochener  Weise  ausdrücken  las«;en. 
so  entstehen  mit  Intervention  der  u'  oder  C  auf  den  rechten 
Seiten  Gleichungen  der  Form 

'  85) 


und  hieraus  berechnen  sich  'f^,. . 'f,  wieder  wie  in  Art.  XXIX 
als  Diflferentialfunctionen  von  Y,  welche  mit  Y  =  0  ver- 
schwinden. Und  dies  gilt  aber  auch  umgekehrt  für  jedes  Y—O, 
deren  siinuiilliche  Integrale  auch  '^^  zz  0, . .  'ir  —  0  erlüilen. 
Also: 

Die  Gleichungen      =  0  »p,  =  0  haben  stets  die 

sämmtlichen  Integrale  einer  Differentialgleichung 
(n—r-hl)*««"  Ordnung  gemeinsam,  wenn  fi,...,fr  eine 
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Functioncn^ruppe  bezüglicii  der  bilincaien  Form 
(•/j, bilden,  von  der  sie  die  Basis  ^ind. 

Es  scheint  aber,  da^>s  sich  durchaus  nicht  beweisen  lässt, 
mfissle   etwa  auch  jede  Dift'crentuii^leichung,   die  jene 
Integrale  gestattet,  ihre  linke  Seite  in  der  wie  vorhin  definierten 
Functionengruppe  haben,  denn  sonst  müssten 

darunter  enthalten,  also  fi  durch  diese  Ausdrücke  ohne  Inter- 
ventionen der  höheren  Differentialquotienten  von  u  darstellbar 
sein,  was  nach  dem  vorhergehenden  nicht  der  Fall  ist 

XXXI.  Involutionssysteme.  Reciproke  Functionen- 
gruppen.  Wie  in  der  Lie*schen  Theorie  im  partteilen,  nennen 
wir  zwei  Functionen 

^,(«<->,«<»-i),...,«',ii,  x) 

und 

involutorisch,  wenn  sie  der  Bedingung  (:p,,  o^)x  =  0  identisch 
genügen.  Um  die  zu  'fj  involulorischen  Functionen  zu  ündcn, 
haben  wir  die  Differentialgleichung 

mit  der  unbekannten  Function     zu  integrieren,  (p^  ist  bereits 

ein  iä^:cL;ial. 

In  jeder  Functionengruppe  r  >  2  wird  es  im  vorliegenden 
Falle  I''unctionen  geben,  welche  mit  ':pj,....'fr  und  infolge 
dessen  mit  allen  l'\inctionen  der  Gruppe  involiit<  in?ch  ^ind.  Sie 
können  die  ausgezeichneten  Functionen  der  Gruppe  heißen. 
Bestimmt  man  die  zu  allen  Functionen  einer  Gruppe  involuto- 
rischen,  so  erhält  man  wieder  Functionen  einer  Gruppe.  Diese 
ist  die  zu  jener  reciproke  Gruppe.  Da  die  Leitform  vom  Range  2 
ist,  so  ist  die  reciproke  Gruppe  stets  mindestens  ii-gliederig. 

Sind  alle  («p„  ^p^)  =  0,  also  auch  alle  (Xi,  Xi)  —  ^ 
Functionenpaare  der  Gruppe,  so  heißt  dieselbe  ein  Involutions- 
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System.  Da  die  Form  den  Rang  2  hat,  so  können  sogar 
(«-!- l)-tupel  von  Functionen  gefunden  werden,  welche  paar- 
weise die  Gleichung  80)  befriedigen. 

Sind  zwei  partielle  Differentialgleichungen  wie  86)  gegeben, 
und  setzt  man 

so  entsteht  nach  leichter  Rechnung 

~  "8(i  \  8Co  äx       Zq,  äx  J  dx 

und  hiemit  ist  ein  Analogen  zu  einem  bekannten  Satze  über 
das  Poisson*8Che  Symbol  gefunden.  Den  drei  Hauptsätzen  über 
das  Poisson*sche  Symbol  analog  gilt  also  auch  hier: 

1.  Sind  9p  9|  zwei  Lösungen  von  86),  so  ist  auch  ((p^,  ^g)« 
eine  solche. 

2.  Genügt  zwei  Gleichungen  cp^  =  0,  (p,  =  0,  so  genügt 
es  auch  der  (<pj,       —  0. 

3.  Ist  das  System  der  partiellen  Glcicluingen  wie  86): 
(cpj,  cp)j.  —  0,. . .,  (fr.  'f)A  =  0  ein  vollständiges,  so  ist  9^. .  .9^ 
eine  Functionengruppe. 

XXXII.  Übertragung  von  Li e's  integrationsmethode 
auf  den  nichtpartiellen  Fall.  Nach  allem  Vorhergehenden 
ist  zu  erwarten,  dass  die  bisher  kaum  angebahnte  Losung  des 
Problemes,  die  allgemeinste  Differentialgleichung 

9i(tt(»^,  K<"-'V         w,  x)  —  0 

zu  integrieren,  in  genauer  Analogie  mit  den  von  Jacobi 
Clebsch,  Adolph  Mayer,  S.Lie  gegebenen  Verfahren  entdeckt 
werden  kann,  nur  muss  in  allen  Dingen  das  Poisson*sche 

Symbol  durch  das  Symbol  ((pj,       ersetzt  werden. 

iJie  Integration  von  ^  z=.  0  könnte  also  geleistet  werden, 
wenn   wir  eine  zweite  Gleichung  rp^  =  0  dazu  bestimmen 

Sitzb.  d.  mathem.-afttttrw.  Ci.;  CX.  Bd.,  Abth.  U.a.  82 
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könnten,  von  der  wir  gemäß  ihrer  Herleitung  wQssten,  dass  sie 
mit  jener  ein  Integral  gemeinsam  haben  muss.  Um  dies  zu 

leisten,  würde  es  hinreichen,  eine  Functionengruppe  von 
weniger  als  üliedcrn  zu  bestimmen,  von  welcher  ^p,  einen 
f^estandtheil  bilde.  Diese  Bestimmung'  l.isst  siijh  duf  vielfache 
Art  durchführen,  aber  ebenso  wie  Lie  \m  partiellen  es  für  das 
einfachste  befunden  hat,  sich  die  Aufsuchung  einer  mvolu- 
toriscben  Functionengruppe  vorzusetzen,  so  ist  dies  auch  hier 
das  einfachste. 

Wir  suchen  also  eine  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleichung 86)  etwa  Dann  hat  :=  0  mit  f i  =  0  die  sammt- 
liehen  Integrale  einer  Gleichung  (n — l)t«i'  Ordnung  gemeinsam, 
die  durch  Elimination  von  f(<"^  bestimmt  werden  kann.  Um  die 
Gleichung  (»— l)t«?r  Ordnung,  zu  integrieren,  können  wir 
wiederum  so  verfahren. 

Aber  wir  können  statt  dessen  auch  gleich  von  ab  das 
Verfahren  vollständig  anlegen.  Haben  wir  rp^  bestimmt,  sodass 
(?p  'fi'^v  =■  0,  so  bestimmen  wu  nun  eine  Lösung  der  simultanen 
partiellen  Gleichungen 

=     (f«.?)*  =  0. 
Sei      eine  solche  Lösung.  Dann  bestimmen  wir  eine 
Lösung  von 

(Tp  9h  =  0,  (f,.     =  0,       <p)x  =  0. 
Sei  diese  «p^  und  nun  fahren  wir  so  fort,  bis  wir  ein  maxi* 

males  Invokitionssystem  bestimmt  haben. 
Eliminieicn  wir  aus  diesen  Gleichun^^cn 

=  0,      =0,.  .  .,  'f,,^.,  =;0 

die  so  bleibt  uns  eine  Gleichung,  welche  das  In- 

tegral M  bestimmt  Dieses  wird  dann  keine  willkürliche  Con- 
stante  enthalten.  Will  man  aber  ein  Integral  mit  einer  Con- 
stanten, so  wird  man  nur  ein  Involutionssystem  von  n  Gliedern 
bestimmen,  von  dem  f  ^  ein  Bestandtheil  ist. 

Allein  man  kann  zur  Gleichung  f ,  =  0  auch  die  Glei- 
chungen =  C^,. .  =  C„  hinzunehmen  und  erhält  dann 
durcii  Kinninali(i;i  \  on       .  n'"  aus 

ein  Integral  mit  m  willkürlichen  Constanten. 
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Man  sieht  nun  auch,  wie  übrigens  schon  aus  der 
I,ai;range-Jacobi  sehen  *  Umwandlung  eines  Systemes  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  (das  eine  Gleichung  rpj  =  0  ver- 
treten kann)  in  eine  partielle  Differentialgleichung  folgt,  dass 
eine  Gleichung  0  i.  a.  wirklich  eine  unendliche  Anzahl 
unabhängiger  Transcendenten  bestimmt,  deren  jede  ganz  wohl 
ff  willkürliche  Constanten  enthalten  kann,  ohne  dass  diese 
Transcendenten  aufeinander  zurückführbar  wären,  was  von 
verschiedenen  Verfassern  hervorgehoben  worden  ist  (Königs- 
berger, Acta  Math.  III,  Bohlmann,  Guldberg)* 

XXXlll.  Diftcrcntialtransrormalioncn.  Die  Intc';ration 
der  Gleichungen  mit  mehreren  abhäni^qgen  Functionen,  welche 
Hamburger  in  Cr.  J..  Bd.  LXXXI  und  XClIl.  vci sucht  hat, 
ktmntc  analog  auch  hier  vorgenommen  werden,  aber  hier  \  er- 
eintacht  sich  die  Sache  bedeutend,  weil  die  Elimination  gemäß 
An.  XXVIli  durchgeführt  werden  kann.  Aus 

»l"'^',-  •  M      . «tr*,. .  .,nr,x)  =  0,. . .; 

eliminiert  man  erst  durch  zwei  Gleichungen,  dann  fi,  aus 
der  erhaltenen  und  der  dritten  u.  s.  w.,  bis  man 

als  Endresultante  erhält.  Für  die  partiellen  Resultanten  gelten 
die  für  algebraische  von  Krön  eck  er  in  Cr.  J.,  Bd.  XCil,  ge- 
machten Bemerkungen. 

So  kann  man  aus  den  DifTerentialgleichungen 

Q{n^:. .  .;  u/,  x)  =:  0 

=  Di(i#j;. ..;  Ur;x) 
..«•........««..•.• 

>  Cr.  J.,  Bd.  Ii. 

*  Bei  K5aigsberger  linde  ich  auch  In  Cr.  J.,  Bd.  XCf,  p.  265,  die 
folgende  Bemerkung.  »Es  mag  noch  erwihnt  werden,  dass  der  Kernpunkt 

dieser  Überlegungen  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  einer  algebraischen  DiflTe- 
rentialgleichung  zugehörigen  selbständigen  Transcendenten  bildet  und  dass  in 
die  Classc  dieser  Untersuchungen  auch  jene  merkwürdigen  Sätze  von  Poisson 
undJacohi  gehören,  nach  welchen  man  aus  zwei  Integralen  eines  mecha- 
nischen Problemes  alle  [t)  hnden  kann«. 

82* 
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WO  in  diesen  Gleichungen  stets  U{  für  alle  vorkommenden 
Diflferentialquotienten  f»}**^  gesetzt  ist,  durch  Elimina- 

tion von  Mp. .  ,Hr  gemäfi  Art.  XXVIII  eine  Differentialgleichung 

herstellen,  welche  man  die  Transformierte  von  ß  =  0  niiUels 
der  Differentialtranslormation  v^  =  D^,,,.,  Vr='Df,  nennen 
kann. 

Aber  eben  diese  Transformationsgleichungen 

gestatten  die  Elimination  von  je  r^l  der  n  gemäfi  Art.  XXVUI, 
wodurch  man  die  Differentialgleichungen 

F^(i\\. . Vr\  u^,  x)  —  0  j 
  '  90} 

erhält,  welche  wiederum  eine  Transformation  feststellen,  die 

man  luin  als  die  Unikchrung  der  Transformation  89)  bezeicnnen 
kann.  Aber  dies  ist  keine  explicite  I )in'erciitialtrani»forniatu»r, 
da  inphcite  in  Differeniiallurni  \  nrkommt.  Übrigens  ist  d.e 
Transfonnatiun  '.toi  nur  eine  specielie  i^orm  eirier  allgemeineren 
Transformationsart,  die  durch  Gleichungen  wie 


üetiniei  t  ist,  wo  die  Zeichen  f,  nur  als  Vertreter  der  siimnit- 
liehen  Üirterentialquotienten  von  «,  v  bis  zu  einer  gewissen 
Ordnung  hin  (eventuell  bis  zu  unendlich  hoher  Ordnung) 
gesetzt  sind  und  durch  welche  man  sich  die  Functionen 
f»i . . i«r  in  die  &p. .  .Vr  umgewandelt  denkt. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  eine  Auflösung  von  90)  ohne 
Integration  möglich  ist,  wo  also  die  Umkehrung  die  Form  hat 
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und  F'p.  .  .Fr  Differentialformen  sind,  hat  man  in  der  Um- 
kehrunt^  wieder  eine  DifTercnlialtransformation  und  dann  kann 
man  in  Analogie  zu  den  bi  rationalen  K'aumtransformationen 
die  Transformation  89),  91)  als  eine  bidifferentiale  be- 
zeichnen.* 

Die  beiden  Gleichungen  Q,  W  von  oben  sind  in  allen  Fällen 
bidifferential  auf  einander  bezogen»  ebenso  wie  auf  alge- 
braischem Gebiete  auch  durch  eine  nicht  birationale  Trans- 
formation ein  bestimmtes  Paar  von  Gleichungen  in  birationale 
(eindeutige)  Beziehung  gesetzt  werden  kann. 

Man  wird  einsehen,  dass  sich  durch  solche  DifTerential- 
transformation  und  besonders  durch  bidifferentiale  Trans- 
formationen in  den  Differentialgleichungen  werden  Verein- 
fachimgen  bewirken  lassen.  Die  yroßlc  X'crcinfachung  ist  die, 
wenn  Jie  transtormierte  Gleichung  U'*  —  0  überhaupt  keine 
Differentialquotienten  mehr  enthält.  Denn  dann  kann  man  die 
Integration  als  geleistet  ansehen. 

Auch  die  Fälle,  wo  die  Anzahl  der  Functionen  ^  als  die 
Anzahl  der  transformierten  Functionen  v  ist,  sind  zu  beachten. 
Insbesondere  kann  der  Fall  eintreten,  da^s  die  Gleichung  S2  =  0 
identisch  erfüllt  wird  durch  Gleichungen  «/  =  Ff(y^,. .  *,Vp),  wo 
p<r  und  die  Ff  Differentialfunctionen  sind.  Man  kann  dieses 
unendliche  Functtonengebiet  mit  den  willkürlichen  Functionen 
fi„...,  t;|7  als  ein  in  Q  =  0  enthaltenes  Integralgebiet  bezeichnen, 
analog  den  in  einer  Mannigfaltigkeit  M{x^,. .  .,Xr)  ^0  ent- 
tialtenen  durch  die  Parameterdarstellung 

ausgedrückten  Mannigfaltigkeiten  niederer  Dimension. 


'  Den  ßet;rifr  der  DitTcTcutialtrnnsformation  hat  >.chiin  Herr  Bohlmann  in 
Cr.  J.,  Bd.  CXllI,  gelegentlich  semer  Untersuchung  der  (ilcichungen  mit  Funda- 
mentallösungcn  angetroffen,  sich  jedoch  nur  mit  der  Frage,  welcher  im  Alge- 
brwsetien  die  der  «ogenannten  Exceptionalttät  der  Transrormation  gegenüber- 
steht» beschäftigt  Von  bidifferentiaten  Transformationen,  auf  deren  Idee  ich  im 
Herbste  1807  kam,  ist  bisher  nirgends  Erwähnung  gethan. 
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Zur  Theorie  der  Seintillation  der  Fixsterne 

von 

Dr.  Egon  Ritter  v.  Oppolzer, 

a.  o,  Proftssor, 
(Mit  1  Textligur.) 
(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  10.  October  1901.) 

Tielstehentle  Sterne  zeigen  bei  gewöhnlichem  Luftzustnnde 
farbiges  Funkeln.  Montigny^  war  der  erste,  welcher  diese 
Erscheinung  auf  die  regelmäßige  Dispersion  der  Luft  zurück- 
geführt hat.  Um  dieser  Erklärung  die  nöthige  Beweiskraft  zu 
geben»  ist  es  nöthig,  den  Strahiengang  in  der  Atmosphäre  für 
die  verschiedenen  Farben  zn  studieren.  Es  ist  das  von  einem 
Fixsterne  auf  die  Grenze  der  Atmosphäre  fallende,  alle  Farben 
enthaltende  Lichtbündel  ein  nahezu  paralleles.  Die  violetten 
Strahlen,  die  in  der  Atmosphäre  stärker  abgelenkt  werden 
als  die  rothen,  müssen  nun  offenbar  von  der  Grenze  bis  zu 
dem  Beobachter  aut  der  l'jdüberiläche  einen  anderen  Weg 
zurücklegen  wie  die  rolhen,  und  zwar  offenbar  einen  stärker 
gekrümmten,  und  treffen  mit  den  letzteren  im  Auge  des  Beob- 
achters zusammen.  Die  verschiedenfarbigen  Strahlen  laufen 
getrennt  durch  die  Atmosphäre,  und  da  nach  den  Unter- 
suchungen Herrn  Karl  Exner's*  schon  Strahlen,  die  einige 
Centimeter  voneinander  getrennt  sind,  unabhängig  scintilliercn 
können,  so  bedarf  es  nur  des  Beweises,  dass  verschiedenfarbige 
Strahlen,  die  sich  dann  im  Auge  des  Beobachters  vereinigen^ 
in  der  Atmosphäre  um  mehr  als  einige  Centimeter  getrennt 
werden. 

1  Montigny,  I-a  cause  de  la  scnitiUalion,  Krüssel  1856. 

2  Kurl  Exncr,  Uic^c  Sitzungsberichte,  1881. 
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Es  liegt  nun  nahe,  die  Frage  zu  stellen:  Wie  weit  stehen 
zwei  Strahlen  von  bestimmter  Farbe  an  der  Grenze  der 
Atmosphäre  ab,  die  von  einem  Fixsterne  kommen  und 
sich  im  Auge  des  Beobachters  vereinigen?  In  dieser  Weise 
behandelten  das  Problem  Mossotti/  Montigny'  und  Lord 
Rayleigh.'  Die  beiden  letzteren  schlagen  den  rein  physikali- 
schen Weg  ein,  indem  sie  das  Gesetz  aus  den  physikalischen 
Beobachtungen  über  die  Dispersion  der  Luft  ableiten,  während 
Mossötti  auch  die  spectrale  Verbreiterung  der  Fixsterne  in 
klcinL'n  Ht)hcn  /lugrundc  legt.  Üa  die  Furmcln  Montigny's 
und  Kaylcigh's  unrichtig  sind,  so  mus«;  auf  den  Gegenstand 
nochmals  einc^egangen  werden,  umso  niciir  als  schon  die 
Fragestellung  über  die  Separation  an  der  Grenze  der  Atmo- 
sphäre eigentlich  für  die  Scintillation  bedeutungslos  ist,  da  doch 
infolge  des  dort  verschwindenden  Brechungsvermögens  über- 
haupt keine  anormalen  Ablenkungen  und  hiemit  Scintillationen 
platzgreifen  können.  Streng  genommen  muss  nach  der  Grofie 
der  Separation  in  den  Schichten  gefragt  werden,  wo  Zustands- 
änderungen  noch  kräftige  Störungen  verursachen.  Allerdings 
wird  man  behaupten  können,  dass  die  Separationen  an  der 
Grenze  gewisse  Schätzungen  zulassen,  da  man  ja  weiß,  dass 
die  Hauptkrümmung  der  Strahlen  schon  in  den  tieferen 
Schichten  erfolgt  und  in  höheren  Schichten  ein  mehr  oder 
minder  paralleler  Gang  eintritt.  Wir  wollen  zuerst  auf 

1.  die  Separation  an  der  Grenze  der  Atmosphäre 

eingehen. 

Vom  Beobachter  in  B  gehen  die  zwei  Strahlen  Bv  und 
Br  aus,  verlassen  schHe(3l(ch  die  Grenze  der  Atmosphäre,  die 
durch  eine  punktierte  Linie  angedeutet  ist,  und  werden  hier 
parallel.  Für  beide  Strahlen  gilt  das  Grundgesetz  der  sphärisch 
geschichteten  Medien: 


'  Mossottt,  Sur  la  scintillation  des  etoiles.  Nuov.  Cim.,  1.  Serie, 
Florenz  1855. 

3  Montigny  I.  c. 

^  Raylcigh,  On  the  tbeory  of  stellar  scintillation.  Phil,  mag.,  5»  Serie, 
London  1S93. 
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[ir  sin  /  =  constans  ~  [t^a  sin  z 
^r'  sin  i'  z=  constans'  =  sin 

Es  bedeuten  die  (a  die  Brechungsexponenlen  im  Abstände  r 
vom  Erdcentrum  O.  i  die  Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  r 
und  dem  Lichtstrahle,  \Iq  die  Brechungsexponenten  an  der 
Erdoberfläche,  a  den  Krdradius  und  z  die  scheinbaren  Zenith- 
distanzen,  also  die  Winkel,  weiche  die  Zenithrichtung  BZ  mit 


den  Tangenten  der  Lichtstrahlen  im  Punkte  B  bilden.  Die 
gestrichelten  Größen  beziehen  sich  auf  eine  andere  Farbe.  Wir 
woUen  der  Einfachheit  des  Ausdruckes  halber  die  ungestrichel- 
ten Größen  auf  einen  violetten,  die  gestrichelten  auf  einen 
rothen  Strahl  beziehen. 

Im  Punkte  A'  vertässt  der  rothe  Strahl  die  Atmosphäre; 
den  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Radiusvector  wollen  wir  mit 
bezeichnen  und  insoweit  verlängern,  bis  er  den  violetten 
Strahl  im  Punkte  A  trifft,  dessen  Radiusvector  H  sei.  In  beiden 
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Punkten  -4  und  herrscht  der  Brechungsexponcnt  des 
Vacuums  [i  —  l.  die  Winkel,  welche  die  beiden  Strahlen  mit 
dem  Radiusvector  n  1'  bilden,  sind  infolge  ihrer  Parallelität 
gleich  und  heißen  J.  Das  Grundgesetz  1),  auf  die  beiden  Punkte 
angewendet,  ergibt  sofort: 

H  sin  J  r=       sin  z 
H'  sin  J         sin  s'. 

Fällen  wir  von  A'  auf  den  violetten  Strahl  eine  Senkrechte  A'O, 
so  ist  diese  gleich  der  Separation  X  an  der  Grenze  der  Atmo- 
sphäre; aus  der  Figur  folgt  leicht: 

S  =  sin  7.  3) 

Und  weiter  durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen  2): 

£  —       sins— ji^a  sin  z'  —        sin  s— [i^  sin  s']. 

Der  Einfluss  der  verschiedenen  Farben  ist  infolge  der  äußerst 
geringen  Dispersion  der  Luft  ein  differentieller  zu  nennen, 
d.  h.  wir  brauchen  uns  nur  auf  die  ersten  Differenzen  zu 

beschränken  und  erhalten  nach  der  üblichen  Bezeichnungs- 
weise 

S  =  asinzAjj^+iiii^  coseAz,  4) 

wo 

As  zzi  z—z' 

ist. 

Die  Formel  4)  würde  es  bereits  gestatten,  die  Separ;.iion 
zu  berechnen.  A;j.,,  ist  ims  durch  die  physikalischen  Beobach- 
tungen der  Dispersion  der  Luft  gegeben,  As  durch  die  astro- 
nomischen Beobachtungen,  welche  ja  durch  die  Messungen 
der  Zenithdistanzen  in  verschiedenen  Farben,  d.  h.  durch  Ein- 
stellungen auf  verschiedene  Farben  des  sich  in  großen  Zenith* 
distanzen  darbietenden  Sternspectrums  unmittelbar  den  Unter- 
schied ergeben.  Es  liegen  diesbezügliche  Messungen  der 
Herrn  Henry*  vor.  Diese  Berechnung  der  Größe  S  wäre  aber 


1  Henry,  Sur  une  tnethode  de  mesure  de  ja  dispersion  atmosphaenque. 
CR.,  Vol.  CXII,  p.  377;  1891. 
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inconsequent,  weil  ja  offenbar  das  Az  eine  Function  der  Dis- 
persion AjjL,,  ist.  Es  wäre  dies  der  Wei;,  den  Mossotti  ein- 
geschlagen hat.  Wollen  wir  streng  physikalisch  vorgehen,  so 
werden  wir  die  A^t^  als  gegeben  betrachten  und  auf  diese  die 
ganze  Untersuchung  gründen. 

Es  ist,  wenn  und  die  Refractionen  für  den  Beob* 
achtungsort  bedeuten,  definitionsgemäfi: 

«'  =  «0— 

denn  die  wahre  Zenithdistanz  ist  für  beide  Strahlen  natürlich 
dieselbe.  Also  ist: 

Aus  der  Refractionstheorie  ergibt  sicla  mit  ausreichender  Ge- 
nauigkeit: 

Führt  man  diese  Gleichung  7)  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichung  6)  in  die  Gleichung  4)  ein,  so  ist  das  gestellte 
Problem  gelöst: 

L  1  J  • 

Diese  Formel  bleibt  für  alle  Zenithdistanzen  giltig, 
da  für  sehr  kleine  Zenithdistanzen  R^  zz  ({i^ —  1)  tg  z  ist,  und  gibt 
mit  Hilfe  der  Üblichen  Refractionstafeln  (es  genügt  die  mittlere 
Refraction  zu  nehmen)  die  verlangte  Große  S. 

Montigny's  Formel  lautet: 

S  =  a  sin  (Montigny),  9) 

ist  also  gerade  im  Horizonte  richtig,  aber  schon  in  kleinen 
Höhen  ganz  falsch,  da  der  Klamnierausdruck  in  der  Gleichung  8) 
rasch  mit  kleiner  werdendem  z  gegen  Null  convergiert. 
Lord  Rayleigh's  Formel 

£  =  7990^>|i,    (Rayleigh),  10) 
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die  nur  für  ^^80"  gelten  soll,  basiert  offenbar  auf  einer 
Heihenentw  ickelung;  wie  man  sieht,  kann  aber  die  Abhäni;i.iT- 
keit  von  der  Zenithdistanz  nicht  richtig  sein»  weil  man  ja 
bis  80"  mit  großer  Annäherung  die  Refraction  in  eine  nach 
ungeraden  Potenzen  der  Tangente  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln kann, 

—  oLq  tg  z—aL^  tg '  z-i-  .  .  .  lür  c  <:;80°, 
WO  überdies  der  Coefficient  Og  sehr  nahe 

genommen  werden  kann.  So  wird 

cotg a  =  1  ~  ^  tg«  «    für  z<c80^.  1 1) 


1^  —  1  «0 
Nachdem  wir  auf  die  Rayleigh'sche  Form  lossteuern 
wollen,  so  haben  wir  uns  bereits  Vernachlässigungen  erlaubt, 
die  allerdings  liir  die  Separation  selbst  im  Horizonte  nicht  über 
2  cm  betragen;  aus  diesem  Grunde  können  wir  in  8)  auch  das 
weglassen  und  erhalten»  wenn  nicht  die  größte  Genauigkeit 
(auf  Bruchtheile  des  Centimeters)  gewünscht  wird  (dann  müsste 
auf  die  strenge  Gleichung  8)  zurückgegangen  werden),  durch 
Einführung  der  Beziehung  11): 

£  =  a.^-— ^Au,    für0<ÖO%  12) 

cos*  2 

Ein  Vergleich  mit  der  Ra3'leiL;h'schen  Formel  zeigt,  dass 
statt  sin  z  die  dritte  Potenz  dieser  Größe  zu  setzen  ist,  wodurch 
die  Separation  in  großen  Höhen  noch  verringert  wird.  Der 
Zahlenfactor  ergibt  sich  aus  den  numerischen  Werten 

loga  =  6'8039i     (Krümmungsradius  der  Erde  unter  45' 

geogr.  Breite.) 

log  «0  =  1  -76413  j  nach  Oppolzer  bei  10"  C.  und  760 
log  04=  8-8278   i  Druck, 


zu  7372  m,  so  dass,  wenn  nicht  die  Centimeter  genau 

wünscht  werden, 

S  =  7372  •  ^/  A  yu  (in  Metern)  120 
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wird.  Auch  der  Zahlenfactor  erheischt  gegen  Rayleigh  eine 
wesentliche  Verkleinerung. 

Will  man  nun  für  zwei  Farben  die  Separationen  berechnen, 
so  bedarf  es  der  Kenntnis  von  Die  besten  Messungen  der 
Dispersion  der  Luft  rühren  von  den  Herren  Kayser  und 
Runge*  her.  Sie  finden  für 

die  B-Linie  (roth)  p^,  =  1-0002908 

*»    Z)    »  (gelb)  =  1-00029192! 

»   F    »  (grün)         =  t  -0002940 

•    G    •  (blau)  =10002959 

--^^ — Linie  (violett)       =  1  -0002967 

Wir  können  nun  auf  Grund  dieser  Werte  die  Separationen 
nach  der  strengen  Gleichung  8)  berechnen.  In  kleinen  Zenith- 
distanzen  wird  die  Formel  zur  Berechnung  unangenehm.  Mit 
Hitfe  der  Bessel'schen  Tafelform  jedoch,  welche  die  Refraction 
durch 

darstellt,  wo  a  mit  z  veränJcriicii  ist,  wird,  weiai  man  berück- 
sichtigt, das^ 

-^^"^ 

ist: 

£     a  sin      — Auu. 

«0  ^ 

Das  a  kann  man  den  Besserschen  Tafeln  für  jede  Zenith- 
distanz  entnehmen;  das     wird  für  mittlere  Verhältnisse 

log Oq  =  1  '76156    (in  Bogensecunden), 

so  dass  man  für  kleine  Zenithdistanzen  (s<70*')  mit  V'ortheil 
die  Formel 

S  =  1 10240(57-761— a) sin z   (S  in  Metern) 

anwenden  kann. 


1  KayscrundRu  nge.  Die  Dispersion  der  atmosphärischen  Luft  Monats- 
her.  Berlin.  S.  79;  1893. 
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Rechnen  wir  nun  z.  B.  für  \  iolclie  und  l  othe  Strahlen  die 
Separation  an  der  Grenze,  so  ist  nach  obigen  Zahlenwerten 

A[i^  =:  O-Ü0OUU59    (violett— roth), 

und  man  erhält  folgende  Tabelle,  in  die  auch  die  Rayleigh*schen 

VX'erte  aufgenommen  sind,  und  die  in  Ein.heitcn  des  Ccnti- 
meters  die  Separationen  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  ergeben. 


1 

j  Scheinbare 
Zcnithtiistanz 
z 

Separationen  £  an  der  Grenze 
derAtmosphilre 

nach 
Rayleigh 

nach 
E.V.  Oppolzer 

0« 

0-0  CiM 

0*0  cm 

10 

0-8 

00 

20 

1*8 

0-2 

30 

31 

0-8 

40 

5-2 

21 

50 

8-7 

4  \t 

60 

16-3 

11-7 

70 

37-9' 

■^\  •! 

80 

154  0 

128-3 

82 

192-8 

84 

313-9 

86 

576-2 

88 

1283  0 

90 

3756-3 

Natürlich  gelten  diese  Werte  für  Beobachter  an  der 
Meeresfläche.  Für  höher  gelegene  Stationen  wird  das  Ap^ 
kleiner,  und  zwar  proportional  der  Luftdichte  p,  es  ist: 

Api  =  ^iK,-  13) 
Po 

Man  ersieht,  dass  unter  80*  alle  Farben  sctntt liieren  können, 
hier  beträgt  die  Separatton  Über  einen  Meter  zwischen  Violett 
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und  Roth,  zwischen  Blau  und  Violett  (1[Lq  =0*0000008)  etwa 

/59\ 

den  siebenten  TheU  ( -3-  ,  also  über  einen  Decimeter.  Bei  50* 


dürtte  die  farbit^e  Scintillalion  wohl  bciiun  verschwinden  (nach 
Rayleigh's  I'ormel  erst  bei  40"),  besonders  weil  wir  ja  nach 
den  einleitenden  Bemerkunf^cn  auf  die  Separationen  in  stärker 
brechenden  Schichten,  welche  allein  scintiUierend  wirken 
können,  zurückgehen  müssen. 

Aus  der  Gleichung  13)  ergibt  sich,  dass  die  farbige  Scin- 
tillalion rasch  mit  der  Seehdhe  h  des  Beobachters  abnehmen 
muss,  da  ja  sehr  nahe 


gesetzt  werden  kann  und  der  Klammerausdruck  in  8)  von  derSee- 

höhe  unabhängig  ist.  Bei  2000  ni  Seehöhe  wird  —  =  0*78,  so 

Po 

dass  die  Separationen  an  der  Grenze  um  22%,  also  fast  um 
ein  Fünflei  herabgesetzt  werden.  Es  ist  dies  ein  Vortheil  der 
Bergstationen,  besonders  wenn  man  photometrische  Beobach- 
tungen in  großen  Zenithdistanzen  anstellen  will,  der  aber  noch 

dadurch  verstärkt  wird,  weil  auf  Rergstatinnen  die  Luft- 
schlieren, die  die  Ursache  der  unregelmäüii^en  Strahlen- 
brechungen sind,  von  weit  gioßeren  Dimensionen  sind,  w  ie 
die.  die  sich  an  den  erwärmten  Bodenschichten  bilden.  In 
hohen  Schichten  bedarf  es  daher  sicherlich  weit  größerer 
Separationen  als  von  einigen  Centimetern,  um  farbige  Scintilla- 
tion  beobachten  zu  können. 

2.  Die  Separation  in  beliebigen  Höhen  der  Atmosphäre. 

Dieses  Problem  erscheint  in  der  Behandlung  weniger 
einfach,  doch  führt  der  oben  eingeschlagene  Weg  auch  sehr 
rasch  zum  Ziele. 

Wir  kehren  wieder  zur  Grundformel  1)  zurück.  Das  Problem 
erfordert  nur  die  Mitnahme  des  ersten  Differentials,  und  so 
erhalten  wir  durch  Differentiation: 

r  sin  f  A{i4*it  sin  «Ar-htJtrcosf  Ai  =  a  sinsAfi^+^Aoa  cos  zAz.  14) 


0'      -  " 

r  0    >,  «üOU 


Po 
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Hier  ist: 

A{i  t=  der  Unterschied  des  Brechungsexponenten  im  Ab- 
stände r. 

Af  =:  der  Unterschied  der  scheinbaren  Zenithdistanzen,  unter 
welchen  ein  in  r  befindlicher  anderer  Beobachter  die 
verschiedenfarbigen  Strahlen  anlangen  sehen  würde. 

Man  darf  in  Anbetracht  der  durch  die  geringen  Separa- 
tionen verursachten  NiveaudiflTerenz  annehmen,  dass  analog 
der  Gleichung  6)  auch  hier 

A#  =  — — ^-Ä  15) 

ji-1 

ist,  wo 

R  —  die  Refraction  im  Abstände 
AI?  =  der  Unterschied  der  Refractionen  in  diesem  Abstände 
für  die  verschiedenfarbigen  Strahlen 

ist. 

Nach  der  Refractionstheorie  kann  für  dieses  l^roblem 
genügend  genau 

^»"^  Po 

und  analog  der  Gleichung  13) 

Ap.  =  ^[*"^A|io  =  ^Aji«  17) 

angenommen  werden,  wo  sich  alle  Gröfien  mit  dem  Index  0 
auf  den  Beobachtungsort,  die  ohne  auf  den  Abstand  r  beziehen. 
Die  Separation  a  im  Abstände  r  ist  offenbar  (siehe  Figur) : 

o  =  sin  I.Ar.  18) 

Führt  man  alle  diese  Relationen  in  die  Differentialformel  14) 
ein  und  auch  die  Glcichunu'cn  I),  6)  und  7)  zur  Elimination 
von  r,  sin  i  und  Az,  so  erhält  man  durch  leichte  Transforma- 
tionen: 

It . a  =  a  sm  z A ft, 1 1  - i!s  ± _         colg .- f  1 !- 4 • 

L    I»  Po   K»— •      \    p  ootg«(>,yj 


Seintillation  der  Fixsterne.  1240 

Nun  darf  man  sich  \'crnachlässi^?ungen  erlauben,  w  enn  keine 
größere  Genauigkeit  als  eine  lOprocentige  verlangt  wird,  und 

^  L  — 
Po  h 


1    COtg  /         1       r        I  /,        u^ni  \ 

—  —f-  =  —  ~  V  /  i  +tg^c  / 1—  laz^]  =  1 

setzea 

Da  der  Wurzelausdruck  in  der  Gleichung  19)  mit  cotg  z 
multipiiciert  erscheint  und  die  Klammer  in  der  Wurzel  höchstens 
0*02  werden  kann,  so  erscheinen  die  Vernachlässigungen 
gerechtfertigt. 

Übrigens  gestattet  die  Gleichung  19)  jederzeit  die  Weite 
strenge  zu  berechnen,  was  vorderhand  jedoch  nicht  der  MOhe 

wert  wäre. 

Man  darf  daher  blatt  der  Gleiciiung  19) 


a  sin  sA{ji^  1  —  — ^  i?^  cotg  z  (l  —  f-} 
L  *  J  Po' 


20) 


schreiben,  womit  die  Separation  in  beliebigen  Höhenschichten 
berechenbar  ist.  In  sehr  übersichtlicher  Weise  kann  man  die 
Gleichung  20)  durch  das  Gesetz  für  £  [Gleichung  8)]  darstellen, 
wie  folgt: 

arzSfl  — i!-).  21) 
V  Po/ 

Die  obigen  Tabcllenwerte  sind  daher  bloß  mit  dem  Klammer- 
ausdruck durchzumultiplicieren,  falls  man  die  Separation  lür 
eine  Höhe  h,  für  die 

A        _  -* 

_P_  —  ^  8000 

Po 

ist,  kci.iien  will  und  man  an  der  Meeresfläche  beobachtet.  Will 
man  die  Separationen  "j'  tür  Mühen  berechnen  über  einer 
Station  von  der  Seehöhe  //g,  so  ist 


Sitib.  d.  math«in.-Miurw.  Cl. ;  CX.  Bd.»  Abth.  11. «.  83 
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wo  sich  die  gestrichelten  Größen  auf  den  Beobachtungsort  m 
der  Seehöhe     beziehen.  Nach  der  Bemerkung  13)  wird  weiter 


welche  Formel  gestattet,  aus  der  Seehbhe  des  Beobach- 
tungsortes die  Separation  o'  in  der  Höhe  h  über  dem  Beob- 
achtungsorte zu  berechnen;  das  £  kann  der  obigen  Tabelle 
entnommen  werden. 

Die  in  der  Einleitung  ausgesprochene  Vermuthung  über 

das  rasche  Anwachsen  der  Separation  mit  der  Höhe  ist  also 
gerechtferiiat.  In  5545  im  ist  sie  schon  lialb  groß  wie  an  der 
Grenze.  Dies  ist  eir;cntlich  der  Grund,  weslialb  die  farbige 
Scintillation  schon  in  mäßigen  Höhen  eintritt;  denn  in  Höhen 
von  ökm  finden  noch  beträchtliche  Störungen  der  normalen 
Temperaturvertheilung  statt,  da  gibt  noch  die  Luftmischung 
mit  den  inhomogenen  tieferen  Schichten  zu  Schlierenbildungen 
Anlass. 


Vorn  Standpunkte  des  Physikers  hat  man  das  Piuinomen 
der  Lultuin'uhe,  das  sich  darin  äußert,  dass  die  punktförmigen 
Fixsterne  durch  Zitterbewegungen  in  eine  helle  Fläche  aus- 
gedehnt werden,  dem  Scintillationsphiinomen  unterzuordnen. 
Herr  Karl  Exner  bezeichnet  esalsNewton'sches  Scintilla- 
tions Phänomen.  Es  gehört  ebenso  wie  die  Scintillation  itn 
engeren  Sinne,  womit  die  Astronomen  Helllgkeits-  und  Farben- 
Schwankungen  der  Fixsterne  verstehen,  zu  der  Classe  der 
unregelmäßigen  Strahlenbrechungen.  Herr  Karl  Exner  be- 
zeichnet analog  zur  Foucaulfschen  Definition  des  optischen 
Vermögens  des  Instrumentes  mit: 


Po 


und  also: 


3.  Die  Luftunruhe. 


das  optische  Vermögen  des  Beobachtungsortes, 
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w  o  (0  die  mittlere  Amplitude  der  Zitterbew  e^uing  ist.  Ist  diese 
Zitterbewegiing  von  ihrer  Richtung  gegen  den  Verlical  des 
i-  ixsternes  unabhängig,  so  wird  sie  eine  kreisförmige  Scheibe 
'  '  dem  Radius  od  erzeugen.  Ich  glaube,  dass  dies  nur  im 
Zenithe  der  Fall  ist.  Die  unregelmäßigen  Strahlenbrechungen 
wirken  im-  Vertical  unverhältnismäßig  stärker  als  im  Almukan- 
tharat  (in  der  zum  Vertical  senkrechten  Richtung).  Das  Scheib- 
chen wird  also  in  eine  Ellipse  übergehen,  deren  große  Axe 
gegen  das  Zenith  gerichtet  ist  und  mit  der  Zenithdistanz  stark 
■anwächst,  deren  kleine  Axe  auch  mit  der  Zenithdistanz 
"Wächst,  jedoch  wohl  in  geringerem  Grade.  Schon  das  im  Verti- 
cale  liegende,  mit  der  Zenithdistanz  stark  an  Länge  zunehmende 
Spcclruni  verhindert  eine  kreisförmige  GestaU  des  Scheibchens, 
und  erst  wenn  man  im  monochromatischen  Lichte  beobachten 
würde,  so  würde  die  elliptisclie  I'orm  des  Scheibchens  zum 
Ausdruck  kommen.  Es  wird  sich  daher  empfehlen  die  Größe 
w  auf  eine  passende  Zenithdistanz,  etwa  75**  zu 
beziehen  und  dieselbe  nur  im  Almukantharat  zu 
messen. 

Es  ist  wohl  keine  Frage»  dass  o»  auch  mit  der  Seehöhe 
des  Beobachtungsortes  im  allgemeinen  abnehmen  wird,  weit 
<iie  Wahrscheinlichkeit  einer  Ablenkung  des  Lichtstrahles  von 
seiner  normalen  Richtung  mit  der  Anzahl  der  Schlieren  wächst 
Höher  gelegene  Stationen  werden  sich  also  meistens  durch 
ruhigere  Bilder  auszeichnen. 

Auch  das  Funkeln  der  Sterne  wird  im  allgemeinen  mit  der 
Erhebung  des  BeobachtungsorLes  abnehmen;  bei  sehr  starken 
Mischungen  der  Luftschlieren  jedoch  erscheint  es  mir  geradezu 
noihwendig,  dass  das  Funkeln  bis  zu  einer  i^ewissen  Seehöhe 
zunimmt.  Die  Ursache  des  Funkeins  liegt,  wie  ja  die  Unter- 
suchungen des  Herrn  Karl  Lxner  wohl  einwurfsfrei  darthun, 
darin,  dass  durch  die  unregelmäßigen  Strahlenbrechungen  die 
Homogenität  derStrahlenbünde!  leidet,  so  dass  sogar  das  Bündel, 
von  der  Dicke  eines  großen  Objectives  (über  10  cm  Öffnung),  in 
jedem  Momente  sehr  inhomogen  ist.  Je  mehr  störende  Schichten 
die  Bündel  zu  passieren  haben,  desto  mehr  wird  sich  nach 
Wahrscheinlichkeitsprincipien  Homogenität  einstellen.  Zieht 
man  eine  inhomogene  Glasplatte  zwischen  Stern  und  Auge 
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vorbei,  so  wird  man  Helligkeitsschwankungen  des  Sternes 
wahrnehmen;  man  kann  damit  leicht  die  Scintillationserscbei- 
nungen,  wie  Herr  Exner  zeigte,  künstlich  hersteifen.  Würden 
nun  mehrere  hundert  solcher  Platten  durcheinander-  und  hin- 
und  hergeschoben,  so  wird  sich  eine  merkliche  Constanz  der 
Helligkeit  herstellen.  Insofern  sind  also  tiefergelegene  Stationen 
vorzuziehen,  wenn  man  photometrische  Messungen  anstellt. 
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Über  den  Helligkeitseindruck  von  Sternliaufen 

von 

Dr.  J.  Holetschek. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  21.  November  1901.) 

In  dieser  Abhandlung  wird  an  einigen  mehr  oder  minder 
zerstreuten  Sternhaufen  untersucht,  wie  weit  die  beobachtete 
Gesammthelligkeit  eines  Sternhaufens  durch  die  Summierung 
der  Helligkeiten  der  einzelnen  Sterne,  welche  den  Cumutus 
bilden»  dargestellt  werden  kann,  wobei  sich  fast  durchgeh  ends 
das  Resultat  ergibt,  dass  der  beobachtete  Helligkeitseindruck 
schon  durch  eine  verhältnismäßig  geringe  Zahl  der  helleren 
Sterne  so  nahe  dargestellt  wird,  dass  die  schwächeren  gar 
nicht  in  Rechnung  gezogen  zu  werden  brauchen,  und  zwar 
genügt  es  im  allgemeinen,  nur  die  Steine  zu  berücksichtigen, 
welche  —  von  dem  hellsten  Stern  des  Cumukis  an  —  auf  ein 
Helligkeitsintervall  von  ein  bis  zwei  Größenclassen  \ertheilt 
sind.  Zum  Schlüsse  sind  noch  Untersuchungen  über  drei  sehr 
reiche  und  dicht  gedrängte  Sternhaufen  beigefügt. 

Um  die  berechnete  Gesammthelligkeit  mit  der  beob- 
achteten vergleichen  zu  können,  ist  es  einerseits  nothwendig, 
den  Heiligkeitseindruck  eines  Sternhaufens  durch  die  Beob> 
achtung  zu  bestimmen,  und  anderseits  sollen  bei  der  Sum- 
mierung gerade  diejenigen  Sterne  in  Rechnung  gezogen  werden, 
welche  den  Gesammthelligkeitseindnick  des  Cumulus  thatsäch- 
lich  bewirken.  Jede  dieser  beiden  Operationen  ist  aber  mit 
Unsicherheiten  verknüpft,  die  nicht  ganz  zu  beseitigen  und 
im  allgemeinen  umso  größer  sind,  je  zerstreuter  oder  je  aus- 
gebreiteter ein  Sternhaufen  ist;  man  niuss  daher  trachten, 
diese  Unsicherheiten  wenigstens  klein  zu  machen  oder  zu 
umgehen. 
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Zur  Bestimmung  des  Helligkeitseindruckes  eint;b  Siern- 
haulens  bietet  sich  die  bekannte  Wahrnehmung  dar,  da>s 
mehrere  Sterne,  falls  sie  einander  hinreichend  nahestehen, 
für  das  Auge  als  ein  einziges  Ohject  erscheinen  können,  zu 
welcher  noch  die  andere  hinzutritt,  dass  auch  schwächere, 
einzeln  nicht  sichtbare  Sterne  wenigstens  in  ihrer  Vereinigung 
gesehen  werden  können,  falls  sie  nicht  nur  hinreichend  nahe 
aneinander  stehen,  sondern  auch  genügend  zahlreich  sind. 
Diese  Erscheinung  lässt  sich  zur  Bestimmung  des  Helligkeits- 
eindruckes in  der  Weise  benützen,  dass  man  den  Cumulus 
mit  dem  schwächsten  optischen  Instrument,  in  .welchem  er 
noch  sichtbar  ist,  eventuell  auch  mit  bloßen  Augen  betrachtet 
und  diejenigen  Fixsterne  angibt,  welche  so  leicht  oder  so 
schwer  wie  der  Cumulus  i;ei>elicii  werden  kunnen.  Auch  die 
Verschiedenheil  der  Schälle  der  Augen  liefert  noch  eine  Fort- 
setzung der  Scala,  denn  was  vom  Fernrohr,  gilt  in  dieser 
Beziehung  auch  vom  Auge:  Ein  schäiferes  imterscheidet 
oder  trennt,  ein  schwächeres  unterscheidet  nicht,  sondern 
vermengt,  trennt  nicht,  sondern  vereinigt.  Infolgedessen  ist 
ein  schwächeres  Auge  imstande,  auch  von  relativ  weit  aus- 
gebreiteten Sternhaufen,  z.  B.  von  der  Plejadengruppe,  ja 
sogar  von  der  Coma  Berenices  oder  von  den  Sternen  im 
Kopfe  der  Hydra,  den  Gesammthelligkeitseindruck  —  wenn 
auch  nicht  sicher,  so  doch  wenigstens  angenähert  —  zu 
bestimmen. 

Es  braucht  aus  diesem  Grunde  auch  gar  nicht  zu  über* 
raschen,  dass  ein  schwächeres  Auge  emen  Sierniiaufen  i;n 
allgemeinen  größer  sieht  —  allerdings  minder  deutlich  —  als 
ein  scli;irferes.  Fs  zeigt  sich  hier  eben  dasselbe,  was  bei  der 
Betrachtung  eines  Kornetenkernes  mit  Instrunienien  von  ver- 
schiedener optischer  Kraft  beobachtet  wird.  Mit  einem  stärkeren 
Instrument  und  insbesondere  mit  stärkeren  Vergrößerungen 
kann  man  von  dem  Kern  mehr  Hüllen  trennen  und  sieht  ihn 
demnach  kleiner;  mit  einem  schwächeren  dagegen  sieht  man 
die  Hüllen  mit  dem  Kern  zu  einem  einzigen,  viel  ansehnlicheren 
Körper  vereinigt  und  gibt  daher  sowohl  die  Dimension  als  auch 
die  Helligkeit  des  Kernes  größer  an.  Hierin  liegt  offenbar  auch 
der  hauptsachlichste  Grund  davon,  dass  in  der  Harvard  Photo- 
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metry^  die  mit  blofien  Augen  geschätzten  Helligkeiten  von 
Sternhaufen  bedeutender  sind  als  die  mit  dem  Photometer 

beobachteten,  doch  lassen  diese  DifTerenzen  auch  vcrmuthen, 
was  übrigens  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  bei  den 
Messungen  nicht  alle  Sterne  in  die  Reobaclitung  einbezogen 
worden  sind,  welche  zur  Sichtbarkeit  des  betreffenden  Cumulus 
für  das  bloüe  Auge  beitragen,  sondern  nur  eine  beschränkte 
Partie  derselben. 

Bei  solchen  Beobachtungen  eines  Sternhaufens  mit  suc- 
cessive  schwächeren  Instaimenten  rücken  die  Sterne  optisch 
immer  näher  zusammen  und  vereinigen  sich  schließlich  zu 
einem  einzigen  Gestirn.  Aber  nicht  alle  Sterne;  denn  solche, 
die  zu  weit  abstehen  oder  zu  lichtschwach  und  zu  wenig  zahl- 
reich sind,  werden  bei  Betrachtung  mit  schwächeren  optischen 
Instrumenten  unsichtbar,  ohne  sich  früher  untereinander  oder 
mit  anderen  Sternen  zu  einem  einzigen  Object  vereinigt  zu 
haben.  Diese  Sterne  dürfen  also  bei  der  Berechnung  der 
Gesammiliclligkeit  eines  Cumulus  aus  den  einzelnen  Sternen 
nicht  mitgezählt,  sondern  müssen  aus^^eschieden  werden, 
indem  nur  diejenigen  in  Rechnung  zu  ziehen  sind,  welche 
zum  Gesammthelligkeitseindnickc  thatsächlich  beitragen.  Und 
das  ist  die  zweite  Aufgabe,  deren  Erledigung  nnthwendig  ist, 
wenn  die  berechnete  Gesammthelligkeit  mit  der  beobachteten 
vergleichbar  gemacht  werden  soll. 

Wie  weit  zwei  oder  mehrere  Sterne  voneinander  abstehen 
dürfen,  damit  sie  noch  als  ein  einziges  Object  erscheinen 
können,  trifft  mit  der  für  die  Erkennbarkeit  von  Doppelstemen 
wichtigen  Frage  zusammen,  wie  weit  zwei  Sterne  voneinander 
wenigstens  entfernt  sein  müssen,  damit  sie  für  ein  bestimmtes 
Auge  oder  für  ein  bestimmtes  Fernrohr  bei  einer  gewissen 
Vergrößerung  getrennt  erscheinen,  hängt  also  von  der  Hellig- 
keit der  Sterne,  von  der  Schärfe  der  Augen  oder  des  optischen 
Instrumentes  und  schließlich  auch  noch  vom  Luftzustand  ab. 
So  z.  B.  sind  die  zwei,  6  Minuten  voneinander  abstehenden 
.Sterne  oc,  und  Capricorni,  welche  die  Helligkeiien  4'"7, 
beziehungsweise  3"'8  besitzen,  von  Heis,  dessen  Auge  von 
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besundt-iei  Schärfe  war,  stets  getrennt,  \-on  Arge  1  ander 
dagegen,  dessen  Auge  nur  von  mittlerer  Schärte  war.  als  ein 
einziges  Gestirn  dritter  bis  vierter  Größe  gesehen  worden.  Die 
zwei  nur  3  Minuten  voneinander  abstehenden  Sterne  4  und  5 
Lyrae  sind  von  Heis  nur  bei  reiner  Luft  getrennt  gesehen 
worden,  sonst  aber  nicht. 

Es  können  auch  Sterne,  die  weiter  voneinander  abstehen, 
als  ein  einziges,  zusammenhängendes  Object  erscheinen,  wenn 
ein  zwischenliegender  Stern  von  hinreichender  Helligkeit  ge- 
wissermaßen eine  verbindende  Brücke  bildet  So  ist  in  der 
Uranometrie  generale  von  Houzeau,  S.  22  unter  den  mit 
bloßen  Augen  nicht  auflösbaren  Sternhaufen  nebst  anderen 
auch  die  Vereinigung  der  Sterne  4  und  5  Vulpeculae  angeführt, 
welche  beiden  Sterne  mehr  als  2(y  voneinander  abstehen  und 
in  der  Uranonietria  nnvn  von  Argelander  und  im  Atlas 
cuelesiis  nuvus  von  Heis  einzeln  angegeben  sind;  es  scheint 
hier,  das-,  die  Vereinigung,  also  eigentlich  das  undeutliche 
Sehen,  durch  einen  etwas  seitlich  von  der  Verbindungslinie 
stehenden  Stern  sechster  bis  siebenter  Größe  verursacht  worden 
ist.  Houzeau  führt  unter  mehreren  Sternen,  die  für  das  bloöe 
Auge  undeutlich  erscheinen,  als  ob  sie  durch  einen  Nebel 
gesehen  werden  würden,  auch  einen  Stern  sechster  bis  siebenter 
Größe  bei  «  =  11'»29'''5,  8  =  +11*  35'  (1880-0)  an;  dieser 
Anblick  ist  aber  wahrscheinlich  durch  das  Zusammenwirken 
von  drei  einander  relativ  nahe  stehenden,  ziemlich  gleich  hellen 
Sternen  verursacht  worden,  nämlich : 

(I8S5-0) 

Ii.  I).  a  9  H 

-h  II  *  2372        1 1  26"'  40'       +  U  '  50'       (6  "'50) 

28     2  59  (6-09) 

2377       11  28   13        +11  43  (6*54) 

Die  Helligkeiten  der  Sterne  sind  hier  nach  der  photo- 
metrischen Durchmusterung  von  £.  Pickering^  angesetzt 
Bei  Heis  findet  man  von  diesen  Sternen  den  ersten  und  den 
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letzten,  bei  Argelan  der  den  letzten,  und  dieser  ist  derjenige, 
dessen  Position  mit  der  von  Houzeau  angegebenen  überein- 
siimmt. 

Eine  genauere  Untersuchung  der  Distanzen  braucht  uns 
aber  hier,  wo  es  sich  nicht  um  zwei  oder  drei,  sondern  meistens 
um  sehr  viele  Sterne  handelt,  niclit  weiter  7A1  beschäftigen,  denn 
wenn  schon  wenige  Sterne  als  ein  einziges  Übject  erscheinen 
können,  so  wird  dies  bei  Sternhaufen,  die  zu  zahlreichen  Ver- 
bindungen Veranlassung  geben,  noch  eher  der  Fall  sein,  und 
zwar  umsomehr,  je  reicher  ein  Cumulus  mit  Sternen  von 
genügender  Helligkeit  besetzt  ist  Kommen  aber  doch,  wie 
insbesondere  am  Rand  eines  Cumulus,  Sterne  vor,  die  wegen 
ihrer  isolierten  Stellung  sich  mit  den  enger  stehenden  nicht 
summieren,  so  macht  sich  dieser  Umstand  meistens  von  selbst 
bemerkbar,  und  zwar  dadurch,  dass  sich  die  Gesammtheiligkeit 
aus  der  Berechnung  unter  Berücksichtigung  sämmtlicher  Sterne 
giößer  ergibt  als  aus  der  Beel  <uiuung.  Auf  besonders  i^rolie 
Abstände  wird  in  den  betreftenden  Fällen  eigens  hingewiesen 
werden. 

Was  nun  die  L'nsicfierheit  der  Aufgabe  anbelangt,  bei  der 
Summierung  überall  nur  diejenigen  Sterne  in  Rechnung  zu 
ziehen,  welche  den  beobachteten  Helligkeitseindruck  eines 
Cumulus  thatsächlich  bewirken,  so  erscheint  es  nach  diesen 
Bemerkungen  am  einfachsten  und  zweckmäßigsten,  sie  auf 
empirischem  Wege  zu  umgehen,  und  zwar  dadurch,  dass  man 
überhaupt  versucht,  durch  eine  naturgemäß  erscheinende  Aus- 
wahl der  Sterne  die  berechnete  Gesammtheiligkeit  mit  dem  beob- 
achteten Helligkeitseindruck  in  Übereinstimmung  zu  bringen. 

Ich  werde  nun  in  dieser  Weise  einige  mehr  oder  minder 
zerstreute  Sternhaufen  untersuchen,  möchte  aber  vorerst  noch 
angeb'en,  wie  icli  die  Helligkeiten  der  einzelnen  Sterne  berechnet, 
beziehungsweise  summiert  habe.  Ist  /  die  der  Größenclassc  H 
entsprechende  Intensität,  so  ist  für  jeden  Stern  zu  rechnen 

/=-^, 
2-512*' 

worin,  wie  jetzt  nahezu  allgemein  üblich,  das  Verhältnis  zwischen 
den  Fixsterngrößenclassen  so  gewählt  ist,  dass  der  Logarithmus 
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dieser  Zahl  genau  0*4  ist  und  /  so  gefunden  wird,  dass  die 
Intensität  eines  Sternes  von  der  Helligkeit  0"'0  Cder  also  um 
eine  Größenclasse  licllcr  ist  als  ein  Stern  erster  üroLSej  =:  1  ist. 

Ist  die  Zahl  der  Sterne,  deren  1  lelügkeiten  summiert  werden 
sollen,  eine  sehr  große,  so  empfiehlt  es  sich,  die  den  Größen* 
classen  H  entsprechenden  Intensitäten  7  der  einzelnen  Sterne 
aus  einer  zu  diesem  Zwecke  angelegten  Tabelle  zu  entnehmen, 
welche  mit  dem  Argument  H  die  Intensitäten  /  gibt  Eine 
solche  ist  in  abgekürzter  Form  hier  beigefügt,  und  zwar  ist  / 
auf  fünf  Decimalstellen  angegeben  und  das  Argument  H  in  der 
Strecke  von  H  =  4i'0  bis  10*^2  für  jedes  Zehntel,  sonst  aber  in 
größeren  Intervallen  angesetzt. 


H 

MM. 

H 

/ 

H 

1  1 
/ 

1 

OTO 

1 

1 

1  6n'() 

0 ■ 00398 

1  8';'5 

\ 

0  00040 

1  -0 

0*3981  1 

6-1 

0  -  00303 

8-6 

0  •  0003»^  ' 

\^       \f  V  \^  *■ 

2-0 

ü- 15849 

0-2 

0- 00331 

8-7 

0-00033 

3*0 

006310 

6-3 

0*00302 

8-3 

0-00030 

3-6 

0*03081 

0-4 

0*00275 

8*9 

0*00028  t 

4-0 

0  02512 

6*5 

0*00351 

9-0 

0-00025  ; 

4-1 

0-02291 

6-6 

0-00229 

91 

0-00023  , 

4-2 

0- 02089 

(5-7 

0- 00209 

9-2 

0- 00021 

4-3 

0  01 905 

()-8 

0-00191 

9-3 

0-0O019 

4-4 

0  01 738 

6-9 

0-00174 

9-4 

0- 0001 7 

4-5 

0  0158.^ 

70 

0  00)58 

9-5 

o  ■  t  )t  H  >  i  () 

4ß 

0  01 445 

7-1 

0 -00145 

9-G 

0-00014  . 

4-7 

0-0131Ö 

7-2 

0-00132 

9-7 

0*00013  1 

4*8 

0  01202 

7-3 

0-00120 

9-8 

0-00012  j 
0*00011 

49 

001096 

7-4 

OOOIIO 

9'9 

50 

0-01000 

7-6 

0-00100 

10*0 

0-00010 

51 

0*00012 

7-6 

0*00091 

10- 1 

0-00009  • 

5-2 

0-00832 

t  t 

0  -  00083 

10-2 

0-O0(>08 

5-3 

0 • 00750 

7-8 

0 -00070  ! 

10-4 

0 ■ 00007 

5-4 

1 

0-001.92 

7-9 

0  -  000(i9 

10-6 

5-5  1 

0  -  rnjiia  i  ' 

8-0 

OOOvKiß 

10-8 

u  ■  (axx)5  ; 

5  M)  1 

0  00575  ! 

8-  I 

0- 00058 

iro 

0  00004 

5-7 

0- 00525 

8-2 

0  00052 

113 

000003  ' 

5-8 

0-00479 

8-3 

0  00048 

11-8 

0*00002 

50 

0-00436 

8*4 

0*00044 

12*5 

0-00001 

i 
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Sind  die  Intensitäten  I  addiert,  so  kann  die  zugehörige 
GröSenclasse  H  entweder  aus  der  Tafel  genommen  oder  nach 
der  Formel  gerechnet  werden: 

i?:=B.logl. 
4  1 

Es  sollen  zunächst  diejenigen  Objecte  betrachtet  werden, 
welche  in  der  Uranomelria  nova  von  A  i  ge  1  ander  und  im 
Alias  coelestis  novus  von  Heis  als  Cumuli  verzeichnet,  aber 
keine  eigentlichen  Sternhaufen,  sondern  nur  Gruppen  von  sehr 
wenigen,  physisch  vielleicht  gar  nicht  zusammengehörenden 
Sternen  sind. 

Eine  solche  Gruppe  ist  im  Monoceros  bei  a  =i  6''17"^, 
8=  +11^3.  Sie  kommt  in  keinem  Katalog  von  Nebeln  oder 
Sternhaufen  vor,  und  zwar  offenbar  darum,  weil  die  Sichtbarkeit 
dieses  Objectes  für  das  bloße  Auge  nur  durch  das  Zusammen* 
wirken  von  vier  oder  höchstens  sechs  Sternen  entsteht,  deren 
Helligkeiten  nach  der  Bonner  Durchmusterung  (B.  D.)  sind:  7'''5, 
8-'0,  8-0,  9'-3,  7'-9,  7'"5.  Die  Summierung  derselben  ,<;ibt  6'^0. 

Zwei  ähnliche  Gruppen  sind  im  Sternbild  der  Jagdhunde, 
und  zwar  die  eine  bei  a  ~  12*" 28*",  o  —  -f-37^2,  die  andere  bei 
«=12"«"',  ^=:-h47-9.  Die  erste  kommt  bei  Argelander 
und  Heis  vor  und  ist  so  gut  wie  ein  Stern  sechster  Größe  zu 
erkennen.  Es  befinden  sich  hier  vier  hellere  Sterne,  deren 
Größen  nach  der  B.  D.  7'-(),  7 -'ö,  7 '"9  und  8'- 2  sind,  so  dass 
die  Summe  ihrer  Helligkeiten  6"'l  ist,  und  durch  diese  ist 
die  Sichtbarkeit  der  Gruppe  für  das  blofie  Auge  hinreichend 
erklärt.  In  der  Harvard  Photometry  ist  6'''4  angegeben.  Die 
zweite  dieser  Gruppen  kommt  bei  Heis,  aber  nicht  bei  Arge- 
lander vor,  ist  demnach  nicht  so  hell  wie  ein  Stern  sechster 
Gröfie,  aber  doch  heller  als  ein  Stern  siebenter  Größe.  Hier 
scheinen  nur  drei  Sterne  zusammenzuwirken,  deren  Größen 
nach  der  B.  D.  7"'3.  7 "'5  und  8 "'0  sind,  aber  durch  die  Heliig- 
keitssumme  derselben,  nämlich  6'"4,  ist  der  Umstand,  dass  der 
HelligUeitscindriick  der  Gruppe  zwischen  der  sechsten  und 
siebenten  Größe  liegt,  vr)11ig  erklärt.  In  der  Harvard  Photumetry 
ist  die  von  dieser  Helligkeit  nicht  wesentlich  verschiedene  6"'ö 
angegeben. 
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Während  nun,  wie  man  sieht,  die  Ericennbarkeit  dieser 
drei  kleinen  Sterngruppen  ganz  leicht  erklärt  werden  kann,  ist 
dies  bei  der  folgenden  weniger  der  Fall.  Im  Sternbild  Serpens, 
und  zwar  bei  «=  15'M8"\  8  =  4-9-7  ist  im  Atlas  von  Hcis, 

aber  nicht  bei  Ai  gclandcr,  ein  Cumulus  an^?e,^eben,  an  dessen 
Stelle  man  nur  drei  hellere  Sterne  mit  den  Mclligkciicn  7"'9,  8  3 
und  8"'ö  in  Abständen  von  4'.  bezielnin^sw  eise  !(y  anemander- 
gereiht  findet,  so  dass  die  Sum;ne  der  Heiliij;l<eiten,  selbst  wenn 
der  weiter  entlegene  Stern  niiigerechnet  wird,  nur  7'"0  ist.  Auch 
in  der  Harvard  Photometry  ist  eine  von  dieser  nicht  wesentlich 
verschiedene  Helligkeit,  nämlich  7'"09  angegeben,  die  sich  aber 
möglicherweise  nur  auf  den  hellsten  der  drei  Sterne  bezieht, 
da  für  denselben  in  der  photometrischen  Durchmusterung  von 
E.  Pickering  die  davon  nur  wenig  verschiedene  Helligkeit 
&^QB  angesetzt  ist.  Nimmt  man  auf  Grund  dieser  Angabe  für 
den  hellsten  Stern  7*'*0  an,  so  gibt  die  Vereinigung  der  Heilig* 
keit  dieses  mit  der  des  Sternes  8''*3  als  Helligkeitssumme  6'''7, 
und  diese  Zahl  macht  es  schon  eher  erklärlich,  dass  diese 
Sterne  in  ihrer  Vereinigung  von  Heis  mit  seinen  scharfen 
Augen  ohne  Fernroiir  erkannt  worden  sind. 

l-.ben.so  wie  die  Sichtbarkeit  dieses  '•Cunnikis-'  im  Sternbild 
Serpens  wird  man  aucli  die  des  lolgenden  »Nebels»  aul  ein 
besonders  scharfes  (iesicht  des  Beobachters  zurückführen 
müssen.  Houzeau  gibt  in  seiner  Uranometrie  generale,  S.  22 
und  23  unter  den  für  das  bloße  Auge  nicht  auflösbaren  Stern- 
haufen nach  Lacaille  bei  a  =  7''21"*6,  8  =  — SS'öö'  (1880-0) 
einen  Sternhaufen  sechster  Größe  an,  der  aus  acht  einander 
sehr  nahe  stehenden  Sternen  sechster  bis  siebenter  Gröfie 
gebildet  sein  soll.  Das  kann  aber  nicht  ganz  richtig  sein.  Ab> 
gesehen  davon,  dass  acht  Sterne  sechster  bis  siebenter  Gröfie 
in  ihrer  Vereinigimg  viel  heller  als  sechster  GrÖOe,  und  zwar 
nahe  so  hell  wie  ein  Stern  vierter  Gröfie  erscheinen  müssten, 
findet  man  an  dieser  Stelle  außer  einem  Stern  6"o  nur  einige 
schwächere  Sterne,  die  allerdings  ziemlich  nahe  aneinaiuc: 
stehen,  aber  nicht  sechster  bis  siebenter,  sondern  nur  achter 
bis  r.ehnter  Gr<>f.^e  und  überdies  zu  wenig  zahlreich  sind,  als 
da>^  -le  die  Helligkeit  des  Sternes  6"'r>  wesentlich  verstärken 
könnten.  Man  wird  daher,  um  hier  wenigstens  die  Sichtbarkeit 
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eines  Nebels  wahrscheinlich  zu  machen,  annehmen  müssen, 
dass  Lacaille.  der  sich  besonders  sein  rechtes  Auge  vlurch 
sorgfältige  Schonung  sehr  lichtcmptindlich  erhalten  hat  und 
damals  am  Cap  der  guten  Hoffnung  beobachtete,  emige  der 
schwächeren  Sterne  in  Verbindung  mit  dem  Sterne  6'^'5  als 
Nebel  gesehen  hat. 

Nach  diesen  stemarmen^  vielleicht  nur  zufälligen  Gruppen 
sollen  nun  einige  von  den  eigentlichen  Sternhaufen  bezüglich 
der  Berechenbarkeit  ihrer  Helligkeit  untersucht  werden.  Was 
die  Auswahl  derselben  betrifft,  so  habe  ich  hauptsächlich  die 
bei  Argelander  und  Heis  vorkommenden,  also  schon  für 
das  bloße  Auge,  wenn  auch  zum  Thetle  nur  unter  besonders 
günstigen  Umständen  sichtbaren  Sternhaufen  in  Betracht  ge- 
zogen. 

1.  W  ir  beginnen  zu  diesem  Zwecke,  indem  wir  dem  Zuge 
der  MilchbiralJe  in  der  Richtung  von  Nord  nach  Süd  folgen, 
mit  dem  nördlichsten  der  bei  Argelander  und  Heis  vor- 
kommenden Sternhaufen,  nämlich  mit  dem  im  Camelopard, 
G.C.  802  (W.  H.  Vll,  47)  [3''ö9"'4-62nj.i  Seine  Helligkeit  ist 
nach  den  Messunj^en  der  Harvard  Photometry  6'''15,  nach  den 
Schätzungen  5'''5.  Was  die  einzelnen  Sterne  anbelangt,  so  ist 
der  hellste  derselben  der  Doppelstem  S  485,  dessen  Gesammt- 
helligkeit  6^7  ist.  Dieser  gibt  in  Verbindung  mit  seiner  näheren 
Umgebung,  zu  welcher  nebst  mindestens  12  Sternen  neunter 
bis  zehnter  Größe  noch  ein  5'  abstehender  Stern  8^3  und  ein 
7'  abstehender  8*^0  gerechnet  werden  kann,  als  Helligkeits- 
summe 5'"9  und  noch  mehr,  also  schon  eine  zur  Erkennbarkeit 
für  das  bloße  Auge  hinreichende  Helligkeit.  Zieht  man  noch 
den  2(y  abstehenden  .Stern  B.  ü.  4-61'  669  (7"'0,  6"7.V)  m 
Rechnung,  so  erhält  man  5"'ö,  beziehungsweise  5'"5.  und  damit 
ist  die  aus  Schätzungen  abgeleitete,  größere  Heiligkeit  schon 
so  weit  erreicht,  dass  es  nicht  mehrnöihii^  erscheint,  auch  noch 
andere  Sterne  in  Betracht  zu  ziehen.  Die  Einbeziehung  dieses 
letzten  Sternes  erscheint  zwar  wegen  des  großen  Abstandes 
kaum  mehr  zulässig,  doch  hat  Houzeau  in  seiner  Uranometrie 

*  Die  in  eckigen  Klammern  [  ]  beigesetzten  genäherten  Positionen  der 
Sternhaufen  bestehen  sich  auf  das  Aquinoctium  1900-0,  die  anderen,  falls  nicht 
ausdrücklich  ein  Aquinoctium  genannt  ist,  auf  1855'0. 
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generale,  S.  9  noch  größere  Distanzen  angetüh.rt.  bei  denen  er 
zwei  Sterne  sechster  bis  siebenter  Größe  mit  bloßen  Augen 
vereinigt  gesehen  hat 

2.  und  3.  Eine  ausgedehntere  Untersuchung  erfordert  der 
große  Doppelcumulus  im  Perseus  h  und  x  Pei^^i*  Position 
pMa^+Se-?]  und  P'^lö'^+Se'?],  Distanz  der  beiden  Stern- 
haufen von  Mitte  zu  Mitte  ungefähr  25'. 

Nach  Ho  uze  au  liegt  die  Helligkeit  eines  jeden  dieser 
beiden  Sternhaufen  zwischen  der  fünften  und  sechsten  Größe, 
su  dass  also  in  dieser  Beziehunij;  zwischen  ihnen  kein  crhc;^- 
licher  Unterschied  wäre.  Nach  den  Schälzungen  in  der  Harvard 
Photometry  ist  die  Helhgkeit  des  vorangehenden  h  r>'''0,  die 
des  nachfolgenden  y  5"'3,  also  der  vorangehende  aiittäilender 
als  der  nachfolgende.  Diese  Differenz  zeigt  sich  besonders  hui 
ungünstigen  Sichtbarkeitsverhältnissen,  also  z.  B.  bei  tiefem 
Stande,  indem  hier  der  nachfolgende  mehr  geschwächt  erscheint 
als  der  vorangehende.  Übrigens  kann  für  jede  der  beiden 
Componenten,  namentlich  wenn  die  Randpartien  mitgerechnet 
werden,  so  dass  jeder  Cumulus  unter  einem  Durchmesser  von 
etwa  2(y  erscheint,  auch  eine  bedeutendere  Helligkeit  angesetzt 
werden,  und  die  beiden  Sternhaufen  erscheinen,  insbesondere 
bei  klarer  Luft  und  großer  Höhe,  durch  die  Angaben  4'"3  und 
4''7  noch  lUHiicr  nicht  zu  hell  .^c- chälzt. 

Es  soll  nun  untersucht  uerUcn,  durch  welche  Sterne 
und  durch  welches  Areal  diese  Helligkeitsangaben  dargestellt 
werden  können. 

Zu  dieser  Untersuchung  habe  ich  für  h  Persei  hauptsäch- 
lich die  Arbeit  von  O  e  r  t  e  1 für  y  Persei  die  von  Vogel  -  benützt. 
Die  erstere  erstreckt  sich  auf  126  Sterne,  unter  denen  2  Sterne 
6'»'5,  1  Stern  6'"6,  3  Sterne  von  7"'l  bis  7*7,  8  Sterne  von  8"1 
bis  8*^9,  51  Sterne  von  9''*0  bis  9'*'9,  41  Sterne  von  10"0  bi^ 
10*^8  und  20  Sterne  von  11 '"0  bis  12*^5  sind,  die  letztere  auf 
176  Sterne,  unter  denen  man  1  Stern  Ö'^Ö,  1  Stern  7*^7,  9  Sterne 


1  Neue  Beobachtung  und  Ausmessung  des  Sternhaufens  38  h  Persei  am 

Münchcner  ßicLien  Hcfractor  von  K.  Oertel.  Meue  Annalen  der  k.  Sternwarte 

in  licgciihausca  bei  iMütichcn,  2.  Bd. 

2  Der  Sternhaufen  y  Persei,  beobachtet  am  achtsöUigen  Rcfractor  der 
Leipziger  Sternwarte  von  H.  C.  Vogel.  I^ipzig,  I87li. 
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von  8"'0  bis  8-'0.  24  Sterne  von  9"'0  bis  9"'9,  .")9  Sterne  von 
10' '0  bis  10 -'9,  42  Sterne  von  1 1'"0  bis  1  l'-Q  und  40  Sterne  von 
J2"'0  bis  13'"2  findet.  Addiert  man  die  Helligkeiten  dieser 
Sterne,  so  erhält  man  als  Helligkeitssumme  für  k  Perset  4'"0, 
für  X  Persei  4%  und  damit  erscheint  zunächst  bestätigt,  dass 
der  letztere  Sternhaufen  weniger  hell  ist  ats  der  erstere.  Es 
lässt  sich  zwar  einwenden,  dass  die  beiden  Ausmessungen, 
insbesondere  was  das  Area)  und  die  beobachteten  schwächeren 
Sterne  betrifft,  nicht  durchgehends  miteinander  vergleichbar 
sind,  doch  Icann  dieser  Einwand  nicht  schwer  ins  Gewicht 
fallen,  weil  der  wesentlichste  Unterschied  zwischen  den  beiden 
Arbeiten  hauptsächlich  in  der  verschiedenen  Berücksichtigung 
der  schwächeren  Sterne  liegt  und  diese  in  der  IlcUigkciis- 
sumnie  nur  wenig  bemerkbar  sind.  Lässt  man  diese  Sterne 
w'gü;  imd  berücksicluiLjt  blnü  die  helleren,  so  erhalt  man  für 
h  Fer.sui  durch  Summierung  der  43  Sterne  von  6'''ö  bis  9''7  als 
Helligkeitssumme  4'"3  und  für  -^^  Persei  aus  den  30  Sternen  von 
6 "'6  bis  9''7  als  Summe  4"'9.  also  auch  jetzt  für  *  eine  größere 
Helligkeit  als  für  x  Persei.  Dadurch  ist  nun  von  den  zwei 
letzten  Helligkeitsangaben  die  für  h  Persei  vollständig  und  die 
für  X  Persei  bis  auf  0*^2  dargestellt. 

Es  soll  nun,  da  hier  wahrscheinlich  bei  dem  einen,  wie  bei 
dem  anderen  Cumulus  Sterne  mitgezählt  sind,  die  wegen  ihrer 
größeren  Distanz  oder  isolierten  Stellung  bei  der  Sichtbarkeit 
des  Cumulus  für  das  bloße  Auge  gar  nicht  mitwirken,  eine 
entsprechende  Einschränkung  dcb  ArcaU  ver.-.ucht  werden. 

Bei  //  Persei  bietet  sich  als  eine  inniger  zusammeiiliangende 
Cii  uppe  diejenige  dar.  welche  von  der  anscheinend  dichtesten 
Stelle  (etwa  \'  nordwestlich  von  dem  ersten  Stern  ()  ',')}  einer- 
seits bis  6',  anderseits  bis  zu  8'  absteht.  Sie  hat  einen  iJurch- 
messer  von  10  bis  14',  und  zwar  sind  die  äußersten  Grenzen 
durch  die  Rectascensionen  32°  37'  und  33°  0'  und  durch  die 
Declinationen  56**  33'  und  56**  44' (1890*0)  gegeben.  iMan  tindet 
hier  78  Sterne  mit  Helligkeiten  von  bis  12*^5,  und  die 
Summe  dieser  Helligkeiten  ist  nach  der  Rechnung  4*^6.  Berück- 
sichtigt man  nur  die  38  Sterne  von  6'''5  bis  9''8  (welche  Größen- 
classe  in  den  Helligkeitsangaben  von  Oertel  überhaupt  am 
häufigsten  vorkommt),  so  erhält  man  4'*'85  und,  wenn  man  nur 
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die  23  Sterne  von  6'''5  bis  9'''5  in  Rechnung  zieht,  den  noch 
immer  beträchtlichen  Wert  5^0.  Durch  diese  Zahl  erscheint  die 
in  der  Harvard  Photometry  für  h  Persei  angegebene  Helligkeit 
vollständig  dargestellt. 

Zu  einem  ähnlichen  Resultat  gelangt  man  durch  die  in 
der  Ausmessung  von  Krueger*  enthaltenen  43  Sterne,  die 
übrigens  im  allgemeinen  dieselben  sind,  welche  auch  in  der 
B.  D.  vorkonvincn,  und  auch  nicht  wesentlich  anders  geschätzt 
sind,  SD  dass  also  die  schwächsten  mit  9°'ö  bezeichnet  sind 
(nur  einer  mit  9"'6).  Die  Summe  der  Helligkeiten  dieser  Sterne 
ist  nach  der  Rechnung  4'''3.  Werden  die  an  den  Rändern 
stehenden  Sterne  ausgeschlossen,  so  bleiben  noch  35  übrig, 
deren  Helligkeitssumme  4''7  ist.  Will  man  als  Helligkeits- 
summe ö'"0  erhalten,  so  braucht  man  unter  diesen  nur  die 
20  helleren  Sterne^  nämlich  außer  den  zwei  hellsten  Sternen 
6"*5  nur  noch  die  Sterne  von  8''M  bis  Q^^l  in  Rechnung  zu 
ziehen. 

Übrigens  liefert  schon  die  dichtere  Partie,  nämlich  die  zwei 
Sterne  6'''5  in  Verbindung  mit  den  innerhalb  eines  Umkreises 
von  5'  Durchmesser  stehenden  Sternen,  unter  denen  drei  Sterne 

iieiinter  Größe  und  fünf  Sterne  9'''5  die  helleren  sind,  die  Hellig- 
keit eines  Sternes  5'"5.  also  eine  so  bedeutende  Helligkeit,  dass 
durch  dieselbe  die  allgemeine  Angabe,  dass  die  Helligkeit  des 
Sternhautens  h  zwischen  der  lüntten  und  sechsten  Grölie  liegt, 
dargestellt  erscheint. 

Ganz  anders  ist  es  in  dieser  Beziehung  bei  */  Persei.  Hier 
sind  die  Sterne  der  dichteren  Partie,  die  sich  —  nebenbei 
bemerkt  —  bis  auf  1'  oder  2'  Differenz  in  derselben  Declina> 
tion  wie  die  dichtere  Partie  von  h  Persei  befindet,  wesentlich 
schwächer,  indem  selbst  der  ansehnlichste  nur  die  Helligkeit 
S^S  hat  und  die  Summierung  der  i  I  hellsten  (8*^3  bis  9*^6) 
bloß  6'-'3  gibt.  Man  muss  daher,  um  die  Auffälligkeit  dieses 
Cumulus  für  das  blofie  Auge  darstellen  zu  können,  auch  noch 
weiter  entlegene  Sterne,  insbesondere  den  mehr  als  6'  nördlich 
stellenden  helUicn  Stern  0'''t5  und  die  nordusllich  stehenden 


1  Der  Surnliaulcn  //  Fersei.  Beobachtungen  desselben  am  Bonoer  Helio- 
meter nebst  deren  bcrechnung,  von  A.  Krueger.  Helsingfors,  1865. 
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Sterne  7"'7  und  S'^'O  in  Rechnung  ziehen  und  wird  dadurch  auf 
ein  Gebiet  von  12'  bis  15'  Durchmesser  geführt,  dessen  äußerste 
Grenzen  durch  die  Rectascensionen  33*8'  und  33°  36'  und 
durch  die  Declinationen  56" 29'  und  66" 41'  ( 1870-0)  gegeben 
sind.  Nimmt  man  die  genauere  Abgrenzung  des  in  Rechnung 
zu  ziehenden  Gebietes  in  der  Weise  vor,  dass  an  den  Rändern 
entweder  nur  helle  Sterne  oder  Gruppen  von  schwächeren 
Sternen,  also  in  keinem  Falle  vereinzelte  schwächere  Sterne 
stehen,  so  fallen  von  den  auf  der  Karte  von  Vogel  dargestellten 
176  Sternen  73  weg  und  die  übrigbleibenden  103  Sterne  geben 
als  Helligkeitssumme  4^8.  Schließt  man  unter  diesen  die 
80  schwächeren  aus,  so  geben  die  jetzt  noch  übrigbleibenden 
23,  ruuniicli  uie  Sterne  von  7"7  bis  9'''6  in  Verbindung  mit  dem 
hellsten  Stern  6'"6  als  Heiligkeilssumme  5'"1.  Um  die  in  der 
Harvard  Photometry  für  y  Persei  angegebene  Hellii^keit  5 '3  zu 
erhalten,  braucht  man  nur  die  14  Sterne  von  (3"'t)  bis  9'"0  in 
Rechnung  zu  ziehen.  Und  damit  erscheint  auch  die  allgemeine 
Angabe,  dass  die  Helligkeit  von  x  Persei  zwischen  der  fünften 
und  sechsten  Größe  liegt,  dargestellt. 

Nahe  zu  demselben  Resultat  führt  auch  die  Beobachtung 
dieses  Sternhaufens  von  Pihl,^  nach  welcher  man  übrigens  die 
südliche  Grenze  noch  etwas  weiter  nach  Süden,  nämlich  bis 
%  —  -1-56*  26'  rücken  kann,  so  dass  der  Abstand  zwischen  der 
ndrdlichsten  und  der  südlichsten  Stelle  Id'  beträgt. 

Wenn  nun  so  wie  bei  h  Perset  auch  hier  bei  */  Persei 
untersucht  wird,  durch  welche  Sterne  der  Haupthelligkeits- 
eindruck  des  Cumulus  bewirkt  wird,  so  zeigt  sich,  dass  dies 
durch  die  Vereinigung  des  Lichtes  der  dichteren  Partie  (6'''3) 
mit  dem  des  Sternes  6'^6  geschieht.  Die  Helligkeitssumme 
dieser  ein  Gebiet  von  etwa  8'  umfassenden  Vereinigung  ist 
demnach  5"7,  und  auch  von  dieser  Zahl  kann  man  sagen,  dass 
sie  die  Angabe,  die  Helligkeit  des  Cumukis  liege  zwischen  der 
fünften  und  sechsten  Größe,  darstellt.  Die  anderen  Sterne  tragen 
zum  Heliigkeitseindrucke  hauptsächlich  in  der  Weise  bei»  dass 
sie  den  Cumulus  für  das  Auge  zu  einem  verschlungenen  Stern- 
gewebe  machen. 

1  The  stellar  Cluster  x  Persei,  micrometrically  surveyed  by  O.  A.  L.  PihL 
Christiani«,  1891. 

Sitxb.  d.  malbeoi.-naturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II. ».  ^ 
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Nach  diesen  Darlegungen  erscheint  die  hellste  Partie  bei 
Persei  auf  eine  größere  Fläche  vertheilt  als  bei  h  Persei,  hat 
aber  eine  geringere  Flächenheliigkeit. 

Die  ungleichmäßige  Vertheilung  der  Sterne  und  insbeson- 
dere die  unsymmetrische  Stellung  der  helleren  Sterne  gegen 
die  aus  schwächeren  Sternen  bestehende  dichtere  Partie  gibt 
der  Vermuthung  Raum,  dass  die  Sterne,  welche  zur  Berech- 
nung des  Gesammthelligkeitseindruckes  von  x  I^ersei  heran* 
gezogen  worden  sind,  nicht  durchgehends  dieselben  sind, 
welche  die  Gesammtheiügkeit  thatsächlich  bewirken,  und  dass 
somit  die  erreichte  Übereinstimmung  der  berechneten  mit  der 
beobachteten  (Jesamnitheiligkeit  zum  Theile  nur  eine  zufällige 
ist.  Das  mag  nun  allerdings  nicth  nur  hier,  sondern  auch 
bei  anderen  Stcrnhaulen  vorkonirr.en.  kann  sich  aber  im  all- 
gemeinen doch  nur  aut  die  isolierten  und  die  schwächeren 
Sterne  beziehen,  auf  deren  Ausschließung  ohnehin  überall  das 
Hauptaugenmerk  gerichtet  wird.  Man  wird  übrigens,  wenn 
hier  trotz  der  unsymmetrischen  Vertheilung  der  Sterne  durch 
ausschließliche  Berücksichtigung  der  helleren  Sterne  eine  be- 
friedigende Darstellung  der  Gesammthelligkeit  erzielt  werden 
konnte,  eine  solche  Darstellung  auch  bei  anderen  Sternhaufen 
und  insbesondere  bei  solchen,  in  denen  die  Sterne  symmetri- 
scher angeordnet  sind,  erwarten  dürfen. 

Wenn  schließlich  noch  nach  der  Helligkeit  des  ganzen 
Cumulus  h  und  -/^  Persei  getraut  u  ird,  so  ist  zu  erw  arten,  dass 
sich  dieselbe  durch  die  directe  Beobachtung  größer  ergibt  als 
durch  die  Addition  der  beiden  Einzelhelligkeiten,  weil  bei  der 
Hestminiung  derselben  unter  anderen  die  zwischenlie^erden 
Sterne,  welche  die  beiden  Haufen  miteinander  verbinden  und 
für  das  bloße  Auge  zu  einem  Ganzen  machen  und  die  daher 
auch  den  Gesammthelligkeitseindruck  verstärken,  außer  acht 
gelassen  worden  sind.  In  der  That  erscheint  bei  der  Beob- 
achtung die  ganze  bis  zu  einer  Länge  von  etwa  5(y  aus- 
gedehnte Sternwolke  schon  unter  minder  günstigen  Sichtbar- 
keitsverhältnissen so  auffallend  wie  der  Stern  vierter  Größe 
1]  Persei,  unter  günstigen  aber  noch  wesentlich  aufTatlender, 
nämlich  zwischen  f  Persei  (S"")  und  tj  Persei  (4™),  und  zwar 
näher  der  dritten  als  der  vierten  Größe,  so  dass  als  Maximum 
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ungefähr  3"'.'^  angesetzt  werden  kann.  Addiert  man  aber  die 
Einzelhelligkcitcn,  z.  B.  5'-'0  und  5"'3.  so  eriiäit  man  als  Hcllig- 
keitssumme  nur  4'''4,  und  selbst,  wenn  man  die  größeren 
Helligkeiten  4'"3  und  4"7  in  Rechnung  zieht,  so  wird  durch 
die  Summe  derselben,  nämlich  3'"7,  die  beobachtete  Gesammt- 
heiligkeit  noch  immer  nicht  erreicht. 

Es  liegt  nun  nahe»  die  früher  ausgeschlossenen  zwischen- 
liegenden  Sterne  mit  zu  berücksichtigen;  ich  habe  jedoch,  um 
ja  nichts  außer  acht  zu  lassen  und  auch  der  Einfachheit  halber, 
nicht  nur  die  zwischenltegenden,  sondern  überhaupt  sammtliche 
Sterne  der  Ausmessungen  von  Oertel  und  Vogel,  also  auch 
die  entlegeneren,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Abstände  in  Rech- 
nung gezogen.  Man  braucht  dabei  nicht  zu  befürchten,  dass 
vielleicht  ein  Stern  doppelt  gezählt  oder  etwas  Wesentliches 
weggelassen  ist,  weil  die  beiden  Ausmessungen  fast  unmittel- 
bar aneinander  anschließen.  Eigentlich  wäre  dazu  eine  einheit- 
liche Aufnahme  beider  Sternhaulen  sammt  einer  einheitlichen 
Bestimmung  aller  Sterngroüen  am  dienlichsten,  doch  habe  ich 
eine  solche  nicht  zur  Verfügung  gehabt. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  32  Sterne  bis  zur  neunten 
Größe,  von  denen  k  Persei  17,-^  Persei  15  enthält,  so  bekommt 
man  als  Helligkeitssumme  4*^1,  also  die  schon  unter  minder 
günstigen  Verhältnissen  beobachtete  Gesammthelligkeit.  Nimmt 
man  auch  noch  die  Sterne  bis  zur  zehnten  Gröfie  hinzu,  so  dass 
von  h  Persei  71,  von  Persei  41,  also  zusammen  112  Sterne 
in  Rechnung  kommen,  so  erhält  man  3'''7,  und  wenn  man 
sämmtliche  302  Sterne  der  beiden  Ausmessungen  in  Rechnung 
zieht,  3"'4. 

Damit  wäre  nun  die  beobachtete  Maximalhelligkeit  3'''3 
nahezu  erreicht.  Retrachtet  man  aber  die  Untersuchungen  der 
anderen  Sternhauten,  welche  hier  noch  vorgeführt  werden,  so 
findet  man,  dass  bei  ihnen  die  durch  die  Summierung  der 
einzehien  Siernhelligkeiten  entstehende  Helligkeitssumme  fast 
ausnahmslos  größer  ist  als  der  durch  die  Beobachtung  ge- 
fundene Helligkeitseindruck,  und  es  ergibt  sich  somit,  dass 
hri  Persei  zu  diesen  anderen  Sternhaufen  einen  auffallenden 
Gegensatz  bildet,  indem  bei  ihm,  selbst  wenn  sämmtliche 
Sterne,  auch  die  schwächeren,  in  Rechnung  gezogen  werden, 
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die  durch  Sumiiiierung  der  Slernhelligkeiten  bcrechiicte  Heliig- 
keitssumme  gewiss  nicht  größer,  sondern  eher  noch  kleiner  ist 
als  die  beobachtete  Gesammthelligkeit.  Dieser  Umstand  wird 
bei  der  Erörterung  der  Frage,  ob  durch  die  Ausbreitung  einer 
Lichtintensität  auf  eine  größere  Fläche  der  Helligkeitseindruck 
vergrößert  oder  verkleinert  wird,  seine  muthmaOliche  Erklärung 
finden. 

4.  Südlich  von  dem  großen  Doppelcumulus  steht  im  Perseus 
noch  ein  anderer,  dem  bloßen  Auge  erkennbarer  Sternhaufen, 
nämlich  G.  C.  584  (M.  34)  [2'^3a'»-t-42-3j,  dessen  Hell  -keits- 
eindruck  nicht  weit  von  5"7  ist.  In  diesem  Cumulus  sind  von 
PihP  auf  einem  C.ebicte,  das  sich  in  a  von  2''31'"8  bis  2*'35™3, 
in  0  von  -4-41  °r)ü'  bis  4  2  26'  ( 1 860*  0)  erstreckt.  85  Sterne 
beobachtet  worden.  Diese  würden  den  anges^ebenen  (iK  iien 
zufolge  (7"'2  bis  10"7),  welche  sich  nn  die  der  Bonner  Durch- 
musterung anschließen,  nach  der  Rechnung  zusammen  einen 
Stern  von  der  Heiligkeit  4'"4  liefern.  Da  diese  Helligkeit  im 
Vergleiche  mit  der  beobachteten  viel  zu  groß  ist,  so  können 
bei  der  Sichtbarkeit  des  Cumulus  für  das  freie  Auge  nicht  alle 
diese  Sterne  mitwirken,  und  es  zeigt  sich  in  der  That,  dass 
das  in  Rechnung  zu  ziehende  Gebiet  bis  auf  etwa  7'  Durch* 
messer  eingeengt  werden  darf.  Man  findet  hier  13  Sterne  mit 
Helligkeiten  von  7^7  bis  10*^3,  und  die  Summierung  derselben 
gibt  5''*6.  Die  schwächeren  Sterne  sind  aber  hier  so  wenig  und 
stehen  so  isoliert,  dass  sie  zum  Gcsaninithelligkeitscindrucke 
so  gut  wie  gar  nichts  melir  beitragen  und  daher  von  der  Rech- 
nung ausgeschlüs>cn  werden  können.  Werden  demgemäß  nur 
die  neun  helleren  Sterne,  niiiiihch  zwei  Sterne  7''7,  zwei  Sterne 
8'"0,  drei  Sterne  8"'3,  je  ein  Stern  8 '"4  und  8-7  in  Rechnung 
gezogen,  so  ergibt  sich  die  von  der  früheren  nicht  wesentlich 
verschiedene  Helligkeit  ö***?,  und  damit  erscheint  der  beob- 
achtete Helligkeitseindruck  völlig  dargestellt. 

5.  Vom  Perseus  gelangen  wir,  dem  Zuge  der  Milchstraße 
nach  Süden  folgend,  zum  Fuhrmann,  und  hier  werden  wir 
zuerst  den  auffallendsten  Cumulus,  nämlich  G.  C.  1451  (W.  H. 


1  Micrumctric  exaoiiiiation  of  stellar  düster  in  Perseus  by  O.  A.  L.  Pihi. 
Chrisüaiiia,  1809. 
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Vlir,  71)  (6'*40"  +  41 -2]  untersuchen,  welcher  zwar  nicht  bei 
Argelan  der,  wohl  aber  bei  Meis  vorkommt  und  somit  für 
schaifere  .Augen  ohne  Pernrohr  zu  erkennen  ist.  Diese  bedeu- 
tende AutTillligkeit  kimnen  aber  nicht  ausschließhch  die  Sterne 
des  eigentlichen  Cumulus  —  etwa  sechs  Sterne  neunter  Grüße 
nebst  einigen  noch  schwächeren  —  bewirken,  da  dieselben 
eine  zur  ErkennbarifCeit  für  das  bloße  Auge  unzureichende 
Helligkeitssumme  geben,  sondern  es  müssen  noch  entferntere 
belle  Sterne  in  Betracht  kommen,  und  zwar  insbesondere  der 
vorangehende  B.  D.  -f-41*l&01  (8'^5),  der  südlich  stehende* 
+4n516  (8*^5)  und  der  nördlich  stehende  +41*  1513  (8"0), 
der  letztere  schon  deshalb,  weil  H  eis  die  Position  dieses  Sternes 
als  Position  des  Cumulus  angesetzt  hat  Es  ergibt  sich  durch 
diese  Erweiterung  der  Grenzen  ein  Gebiet  von  ungefähr  2<y 
Durchmesser,  welches  sich  in  Rectascension  von  6*" 36" 42* 
bis  ü''38'"29\  in  Dcclinaliun  von  -^41°  7'  bis  4  i  '  27' ( ISöö  •  0) 
erstreckt  und  neun  iicllcre  Sterne  enthält,  nämlich  einen  Stern 
8'''0,  zwei  Sterne  S'^ö,  einen  Stern  8"'9,  drei  Sterne  9'''0  und 
zwei  Sterne  außerdem  als  schu  ächere  Sterne  einen  Stern 
9"'3,  vier  Sterne  9'''4  und  sechs  Sterne  9"'5.  Addiert  man  diese 
Helligkeiten,  so  erhält  man  als  Summe  5"'8  und,  wenn  man 
die  schwächeren  Sterne  nicht  berücksichtigt,  6'"3.  Durch  dieses 
Resultat  erscheint  nicht  nur  der  Umstand  dargestellt,  dass  der 
Cumulus  zwar  bei  Heis,  aber  nicht  bei  Argelander  vor- 
kommt, sondern  auch  die  in  der  Harvard  Photometry  ange- 
gebene, aus  Schätzungen  abgeleitete  Helligkeit  6''*4.  Dagegen 
kann  die  andere,  in  der  Harvard  Photometry  angegebene,  aus 
Messungen  abgeleitete  wesentlich  gröfiere  Helligkeit  5''^34  durch 
diese  Sterne  in  keiner  Weise  erklärt  werden,  und  man  müsste, 
um  diese  bedeutende  Helligkeit  darzustellen,  noch  viel  weiter 
sikllicli  stehende  helle  Sterne  mitrechnen.  Das  ist  ijbrigens 
der  einzige  Fall,  dass  in  der  Harvard  Photometry  die  durcfi 
Messungen  gefundene  Helligkeit  eines  Sternhaufens  größer  ist 
als  die  durch  Schätzungen  gefundene. 

6.  Der  ebenfalls  im  Fuhrmann  stehende  Cumulus  G.  C.  1 1 19 
(M.  38)  |  5''22'"-f-35-7]  ist  ein  Beispiel  dafür,  dass  nicht  jeder 
Sternhaufen  bei  Betrachtung  mit  schwächeren  optischen  Mitteln 
eine  einzige  Gruppe  bleibt,  die  schließlich  als  Ganzes  unsichtbar 
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wird,  sondern  dass  es  auch  Sternhaufen  gibt,  w  elche  bei  Be- 
trachtung mit  schwächeren  Instrumenten  in  mehrere  Gruppen 
zerfallen,  die  einzeln  schwächer  und  unabhängig  voneinander 
unsichtbar  werden. 

Der  Hclligkeitseindruck  dieses  Sternhaufens  lässt  sich 
wegen  der  erwähnten  Gruppenbildung  und  auch  darum,  weil 
der  gegen  15'  betragende  scheinbare  Durchmesser  im  Ver- 
gleiche zu  der  geringen  Helligkeit  der  einzelnen  Sterne  schon 
zu  grofi,  also  die  Helligkeit  im  Vergleiche  zu  der  Größe  der 
'  Fläche  zu  gering  ist,  durch  das  oben  dargelegte  Verfahren 
nicht  mit  Sicherheit  ermitteln,  kann  aber,  da  der  Cumutus 
weder  bei  Argelander,  noch  bei  Heis  vorkommt,  gewiss 
iiiclu  die  sechste  Groüc  übersteigen  und  dürfie  wahrscheinlich 
nicht  einmal  bis  öV^."'  reichen.  Die  Kcchnung  nach  den  von 
Matth! essen'  beobaciueten  35  Sternen  gibt  aber,  auch  wenn 
der  am  Rande  stellende  hellste  Stern  8'"r)  ausgeschlossen  wird 
und  demnach  nur  34  Sterne  mit  den  Helligkeiten  von  9'''3  bis 
10'-'9  berücksichtigt  werden,  als  Helligkeitssumme  den  wesent- 
lich bedeutenderen  Wert  5'"8.  Der  Grund  dieser  großen  Diffe- 
renz liegt  nun  darin,  dass  die  Sterne  zu  wenig  gedrängt  stehen, 
und  dass  infolge  dessen,  wenn  der  Cumulus  mit  schwächeren 
Instrumenten  betrachtet  wird,  nicht  nur  an  den  Rändern,  sondern 
auch  im  Inneren  Sterne  unsichtbar  werden,  und  der  Cumulus  in 
mehrere  Partien,  gewissermaßen  in  mehrere  Sterngruppen  zer> 
fällt,  von  denen  jede  für  sich  einen  eigenen  Helligkeitseindruck 
hervorruft,  aber  auch,  da  sie  mit  den  anderen  nicht  hinlänglich 
verbunden  ist,  jede  für  sich  unsichtbar  wird,  oline  sich  mit  den 
anderen  zu  einer  einzigen  Gruppe  vereinigt  und  somit  versiarki 
zu  haben.  Solcher  Gruppen  sind  hier  mindestens  drei  und  bei 
schihferer  Unterscheidung  sogar  sechs  zu  erkennen;  ilire  Heilig- 
keiten, die  wesentlich  sicherer  bestimmt  werden  können  als  die 
des  ganzen  Cumulus,  liegen  zwischen  7'-7  und  8"'4,  also  nicht 
weit  von  8"'0,  und  dieser  Mittelwert  kann  als  durchschnittliche 
Flächenhelligkeit  des  Cumulus  angesehen  werden. 

Dieser  Cumulus  nimmt  also  zwischen  den  dicht  gedrängten 
und  den  weit  zerstreuten  Sternhaufen  eine  Mittelstellung  ein; 


>  VeröffentKehungen  der  Grofiherzoglichen  Stemw«rte  zu  Karlsruhe.  iV. 
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währenci  die  ersteren  bei  Betrnchtiinc^  mit  schwächeren  opti- 
schen Mitteln  als  Ganzes  unsichtbar  werden  und  bei  den 
letzteren  die  Sterne  einzeln  verschwinden,  werden  sie  hier 
gruppenweise  unsichtbar. 

7.  Der  in  der  Nähe  dieses  Objectes  stehende  Cumulus 
G.  C  1166  (M.  36)  [5'»3Cy«-i-34M]  ist  bezüglich  seines  Hellig- 
keitseindruckes zwischen  67«*^  und  7*°.  Die  Beobachtung  des- 
selben von  Valentiner^  erstreckt  sich  auf  36  Sterne  mit 
Helligkeiten  von  3'*'8  bis  10'''9,  die  nach  der  Rechnung  als 
Helligkeitssumme  5"'9  geben,  also  wieder  mehr,  als  die  beob- 
achtete GesaminLliL'Uigkcil  ist.  Es  zeigt  aber  schon  dcv  An 
blick  der  beigegebenen  Karte,  dass  bei  dieser  Rechnung  die 
entfernteren,  groLUcnüieils  vereinzelt  stehenden  Sterne  aus- 
geschlossen werden  müssen.  Zieht  man  demgemäß  nur  die 
zwischen  a  =  5''27"'42*  und  5^  28"'15",  o  —  +34"  1'  und  34**  7' 
(1875  0)  betindiichcn  1A  Sterne  in  Betracht,  so  erhält  man  als 
Helligkeitssumme  6'"3.  Zu  derselben  Summe  gelangt  man  auch, 
wenn  man  statt  der  von  Valentiner  geschätzten  Größen  die 
von  Oppenheim'  aus  photographischen  Aufnahmen  dieses 
Sternhaufens  abgeleiteten  Größenclassen  in  Rechnung  zieht. 
Man  kommt  also  durch  diese  Begrenzung  dem  beobachteten 
Helligkeitseindrucke  schon  recht  nahe,  kann  ihn  aber  völlig  dar- 
stellen (H=6'''6),  wenn  man  die  isoliert  stehenden  schwächeren 
Sterne  ausschließt  und  nur  die  12  helleren  Sterne  (8"'8  bis  lO*"), 
welche  sicli  aut  einer  Häche  von  ti'  bis  7'  Durchmesser  behnden, 
in  Rechnung  zieht, 

8.  Wir  untersuchen  jetzt  den  bei  Argelander  und  Heis 
vorkommenden  ziemlich  dicht  gedrängten  Cumulus  im  Stern- 
bild der  Zwillinge  G.C.  1360  (M.  35)  [6'' 3"'-f-24  •  4].  Sein  Hellig- 
keitseindruck ist  nicht  weit  von  ö'/g*",  nach  den  Schätzungen 
der  Harvard  Photometry  5'**2.  Die  Ausmessung  dieses  Stern- 
haufens von  Rebeur-Paschwitz*  erstreckt  sich  auf  1 1 3  Sterne, 
die  bezüglich  ihrer  Positionen  auf  das  Gebiet  von  a  =  Ö'^I^IS* 
bis  6'»3"24«,  «=  +24*7'  bis  24* 36' (1887-0)  und  bezüglich 

1  AstronoRiiscbe  Beobachtungen  auf  der  GroßhersogUoheri  Sternwarte  zu 

Mannheim.  MI. 

-  Puhlicationcn  der  v.  Kuffner'schon  Stenuvartc  in  Wien.  III. 

8  Veröffentlichungen  der  Groüherzoglichen  Sternwarte  zu  Karlsruhe.  III. 
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ihrer  Helligkeiten  auf  das  Jntervall  von  8"*  bis  12"  vcrtheilt 
sind.  Ihre  HeUigkettssufnme  ist  5>^2f  welcher  Wert  zufallig  mit 
der  Angabe  der  Harvard  Photometry  ganz  übereinstimmt  Will 
man  als  Helligkeitssumme  5'''5  erhalten,  so  braucht  man  nur 
die  42  Sterne  von  8*^1  bis  lO'^S  in  Rechnung  zu  ziehen. 
20  dieser  Sterne  kommen  auch  in  der  Bonner  Durchmusterung 
vor,  und  es  ist  daher  Gelegenheit  zu  einer  Vergleichung  der 
Helligkeiten  geboten.  Addiert  man  die  Helligkeiten  dieser 
*J0  Sterne,  so  eiiuilt  mi\n  als  1  lelligkeitssiimmc  nacli  den 
Angaben  der  B.  D.  8,  nach  den  Schätzungen  des  genannien 
Beobachters  G'''0,  also  hier  eine  etwas  geringere  Helligkeit, 
was  aber  seinen  Grund  zum  Theile  gewiss  darin  hat,  dass  in 
der  B.  1).  die  Größen  der  Sterne  schon  mit  9"'5  abschlieüen, 
obwohl  manche  derselben  wesentlich  schwächer  sind,  und  in 
der  That  kommen  unter  diesen  20  Sternen  9  vor,  die  in  der 
genannten  Publication  schwächer  als  9*^5  und  zum  Theile 
sogar  $ch%vächer  als  10*^0  geschätzt  sind.  Jedenfalls  geht  aus 
diesen  Zahlen  hervor,  dass  man  zur  Darstellung  einer  bedeu* 
tenden  Auffälligkeit  dieses  Cumulus,  d.  h.  zur  Darstellung  einer 
Helligkeit  von  mindestens  öVt"*  mit  den  Sternen  der  B.  D.  nicht 
ausreicht,  sondern  noch  schwächere  in  Rechnung  ziehen  muss, 
und  dieses  Einbeziehen  von  schwächeren  Sternen  erweist  sich 
besonders  nothwendig,  wenn  die  zwei  nördlich  stehenden 
Sterne  B.  D.  -f--4°]lL'7  und  1128,  die  \sohI  kaum  mehr  zum 
Cumulus  gercchncL  ucrdcn  dürfen,  ausgeschlossen  werden. 
Der  Sternhaufen  wird  dadurch  auf  ein  Gebiet  von  wenig  mehr 
als  20'  Durchmesser  reduciert,  und  man  hat  hier,  um  als 
HeUigkeitssumme  ö'/g'"  zu  erhalten,  auüer  den  zwei  helleren 
Sternen  8'"  1  und  8'*'4  die  von  8*^8  bis  10'"ö,  ungefähr  45  an  der 
Zahl,  in  Rechnung  zu  ziehen. 

9.  und  10.  Über  die  Plejadengruppe  L3'*42»+23'8]  habe 
ich  schon  an  einer  anderen  Stelle^  bemerkt,  dass  sie  bezüglich 
ihrer  Wahrnehmbarkeit  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Große 
liegt  und  dass  der  Rechnung  zufolge  die  69  helleren  Sterne  bis 
9''^2  als  HeUigkeitssumme  1*^8  und  schon  die  sechs  hellsten 


^  V'ierteljahrsschrilt  der  Astronomischen  Gesellscbaft,  33.  Jahrgang  v,  1  ^98), 
S.  27t. 
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Sterne  für  sich  aUein  2''' 1. geben.  Nach  den  Potsdamer  Messungen 
ist  die  Helligkeitssumme  dieser  sechs  Sterne  2''X).  An  derselben 
Stelle  ist  auch  über  die  Krippe  im  Krebs  [8'*34"+20'21  bemerkt, 

dass  ihre  Wahrnehmbarkeit  nicht  weit  von  der  vierten  Größe 
ist,  und  dass  dieser  Helligk'eitscindruck  durch  die  45  helleren 
Sterne,  wie  sie  in  der  Abhandlung  von  Sch ur  enthalten  sind, 
dargestellt  wird;  es  soll  hier  nur  noch  hinzugefügt  werden, 
dass  sciion  die  26  helleren  Sterne  (von  7"'0  bis  8'''5)  als  HcIIil;- 
keitssumme  4"'l  und  die  15  hellsten,  die  von  7'"0  bis  8'"0  ver- 
theilt sind,  4''^4  geben,  welche  Zahl  noch  immer  die  Angabe 
von  Houzeau  darstellt,  dass  die  Helligkeit  der  Praesepe 
zwischen  der  vierten  und  fünften  Größe  liegt 

11.  Der  zweithellste  Sternhaufen  im  Krebs,  G.G.  1712 
(M.  67)  [8''46«+12«2],  kommt  bei  Heis,  aber  nicht  bei  Arge- 
lander  vor  und  ist  demgemäß  für  schärfere  Augen  ohne  Fem- 
rohr zu  erkennen.  In  diesem  Cumulus  sind  von  Koch^  37  Sterne 
beobachtet  worden^  die  bezüglich  ihrer  Positionen  auf  ein  Gebiet 
von  Ä«r=  56»,  =  16'  und  bezüglich  ihrer  Helligkeiten  auf 
das  Intervall  von  8"'  his  1  1""  vertheilt  sind.  Sie  geben  als  Hellig- 
keitssumme 5 '4  oder,  wenn  der  am  Östlichen  Rai^i  stehende 
hellste  Stern  8'"0  und  die  vereinzelt  stehenden  scliwächeren 
Sterne  ausgeschlossen  werden,  5"'ß,  und  dieses  Resultat  kommt 
der  in  der  Harvard  Photometry  angegebenen  Helligkeit  5'"03 
so  nahe,  dass  man  wohl  die  hier  abgegrenzte  mit  der  dort 
photometrisch  bestimmten  Sterngruppe  identificieren  darf.  Das 
in  der  Bonner  Durchmusterung  unter  +20**  1926  als  »neb« 
angegebene  Object  ist  die  Stelle  des  Gumulus,  an  welcher  die 
hellsten  Sterne  verhältnismäßig  nahe  aneinander  stehen,  ins* 
besondere  ein  Stern  8*^5,  ein  Stern  8"7  und  zwei  Sterne  8'<'8, 
welche  vier  Sterne  allein  schon  die  Helligkeit  eines  Sternes  7*^2 
geben.  Rechnet  man  noch  die  neun  Sterne  bis  zur  Helligkeit 
0*^7  hinzu,  welche  von  dieser  dichtesten  Stelle  um  ztlQ*  in 
Rectascenston  und  d=4'  oder  5'  in  Decitnation  abstehen,  so 
erhält  man  als  Gesammthelligkeit  dieser  13  Sterne  6'"3,  welches 
Resultat  ganz  befrie4igend  den  Umstand  darstellt,  dass  dieser 
Cumulus  bei  Heis,  aber  nicht  bei  Argeiander  vorkommt. 

I  Mücrometrische  Vermessung  des  Sternhaufens  Hersehel  1712.  Leipzig. 

1876. 
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t2.  Im  Sternbild  Monoceros  befindet  sich  aiiBer  der  schon 

Iniher  crualmten,  für  das  bloße  Auge  erkennbaren,  aber  nur 
aus  wciii^^ca  Siemen  bestehenden  Gruppe  auch  noch  ein 
anderer  mit  bloßen  AuG:en  sichtbarer,  aber  viel  reicherer  Stern- 
haufen, nämlich  G.  C.  1637  (W.  H.  VI.  22^  [8*^9'"— 5^5].  Für 
diesen  sind  in  der  Uranometria  Argentina,  wo  er  aber  zur 
Hydra  gerechnet  ist,  12  Sterne  angegeben,  die  in  der  Reci- 
ascension  auf  2"' 42*,  in  der  DecUnation  auf  32' vertheilt  sind 
und  auf  Grund  der  dort  angesetzten  Helligkeiten  (ZVs"  bis 
87«*°)  als  Helligkeitssumme  5'''d  geben.  In  der  Bonner  Durch- 
musterung und  ebenso  im  Argentinischen  General-Catalog 
sind  die  meisten  dieser  Sterne  wesentlich  schwächer  geschätzt. 
Nach  den  Größenangaben  der  B.  D.  (7"'5,  8*^0  bis  9^^!)  ergibt 
sich  als  Helligkeitssumme  5''*8,  also  um  0*^3  weniger,  wodurch 
aber  noch  immer  dem  Umstände  Geniige  geleistet  wird,  dass 
dieser  Cumulus  bei  Ii  eis  und  bei  At^clander  vorkommt.  Im 
A.  Ct.  C,  S.  020  ist  das  Gebiet  des  Cumulus  in  Rectascension 
aia  4  '2\  in  I)eclinali<  auf  34'  erweitert  und  dementsprechend 
eine  größere  Zahl  von  Sternen  bccbachtet.  nämlich  30.  von 
denen  der  hellste  niii  8"',  der  schwächste  mit  IO74'"  bezeichnet 
ist.  Diese  geben  als  Helligkeitssumme  5"'-.  Zieht  man  nur  die 
16  Sterne  von  8'"  bis  9'"  in  Rechnung,  so  erhält  man  als  Hellig- 
keitssumme ^'''6,  und  somit  erscheint  der  beobachtete  HelHg- 
keitseindruck,  welcher  in  der  Nähe  von  5Vs''  liegt«  durch  die 
Helligkeitsangaben  eines  jeden  dieser  drei  Sternverzeichnisse 
dargestellt 

Es  sei  hier  noch  beigefügt,  dass  ich  den  von  Messier 
unter  Nr.  48  beschriebenen,  aber  am  Himme!  in  der  ange- 
gebenen Position  nicht  auffindbaren  Sternhaufen  im  Einhorn 

mit  dem  Cunuikis  ti.  C.  1637  identificiereii  m()chtc,  indem  die 
Rectascension  völlig  siininn  und  bezüglich  der  üeclination  nur 
anzunehmen  ist.  dass  im  Messierschen  Nebelverzeichni^se, 
wie  man  es  z.  B.  in  der  Connaissance  des  Temps,  1787  findet. 
Statt  — ü'C  irrthümlich  — 1**  16'  gedruckt  ist,  was  mir  bei  der 
Form,  in  der  die  Franzosen  die  Ziffer  5  jsu  schreiben  pHegen, 
sehr  leicht  möglich  erscheint 

13.  Ein  dritter  im  Monoceros  befindlicher,  aber  mit  bloßen 
Augen  nicht  mehr  erkennbarer  Sternhaufen  G.  C.  1483  (M.  ÖO) 
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[6'' 58""— 8*2]  erinnert  an  das  Verhalten  des  Cumutus  im  Fuhr- 
mann M.  38,  nämlich  dadurch,  dass  er  bei  Betrachtung  mit 
schwächeren  optischen  Mitteln  nicht  als  Ganzes  verschwindet, 

sondern  in  zwei  Partien  zerfällt,  von  Jchl'h  jede  für  sich 
unsichtbar  \vii\t.  Die  nördliche  dieser  l'artien  wird  hauptsäch- 
lich aus  den  drei  Sternen  B.  D.  -  S°  1701  (8'-9),  ITui]  {H"  und 
1700  (8'"4)  gebildet,  zu  welchen  noch  zwei  Steine  mit  den 
Heiligkeiten  9'"3  und  0'''5  gerechnet  werden  können,  sei  dass 
die  Helligkeitssumme  7'"2  wird.  Zu  der  8'  südlicher  betind- 
lichen  Partie  kann  außer  dem  Stern  B.  D.  —8"  h;00  (7"*9)  noch 
ein  Stern  9'''1  sammt  zwei  Sternen  zehnter  Größe  gerechnet 
werden,  so  dass  sich  hier  als  Helligkeitssumme  7 '''4  ergibt. 
Und  das  sind  auch  ungefähr  die  Helligkeiten,  welche  sich  bei 
der  directen  Beobachtung  ergeben. 

14.  Der  bei  Argelanderund  H eis  vorkommende  Cumulus 
im  Schiff  Argo  G.  C.  1551  (W.  H.  Vlll.  38)  [i^Sa™— 14'3]  ist 
für  das  freie  Auge  so  gut  wie  ein  Stern  fünfler  Größe  zu 
erkennen.  Nach  der  Uranometria  Argentina  (Poppis)  entsteht 
der  nebel!L;c  (icsamnuhciiigkeitseinüriick  dicker  Gruppe  durch 
das  Zusammenwirken  von  vier  Sternen,  unter  denen  drei 
einander  verhältnismäüig  nahe  stehen  (Aa  —  37",  A5  ~  IV), 
während  der  vierte  in  Rectascension  um  eine  Zeitminute  ent- 
fernt ist.  ihre  Helligkeiten  sind  nach  der  Uranometna  Argen- 
tina 6'"0,  7 "'0  (ein  Doppelstern),  7 "'0,  7 -'3,  nach  der  südlichen 
Bonner  Durchmusterung  in  derselben  Reihenfolge  6"'9,  (8'"0, 
8''*0),  8"'0,  7''ö,  so  dass  sich  als  Helligkeitssumme  dort  b'X 
hier  aber  nur  5"'8  ergibt.  Es  scheint  nun,  dass  zu  der  beob- 
achteten Gesammthelligkeit  auch  noch  andere,  insbesondere 
schwächere  und  in  8  weiter  abstehende  Sterne  beitragen,  und 
man  findet  innerhalb  der  in  diesem  Sinne  erweiterten  Grenzen, 
nämlich  zwischen  ex  =:  7*29"24»  und  T^-SO-öQ»,  8  =  — 14'(/ 
und  — 14*  23' (1855*0),  in  der  Bonner  Durchmusterung  15  Sterne 
von  6'"9  bis  9'"0,  die  als  Helligkeitssumme  5'^2  geben.  Benützt 
man  die  zu  C'ordoba  (Argentina)  gemachten  photographischen 
Aufnahmen,'  so  tindet  man  hier  17  Sterne  von  öV^'"  bis  9"",  die 


i  Cordobn  Photogntpbs.  Photoginphic  Observation«  of  slar-clusters  . . . 
Lynn,  Mass.  1897. 
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als  Helligkeitssunime  4'''9  geben;  zieht  man  nur  die  10  Sterne 
von  6V2'"  ^'^'^  '^'A,*"  in  Rechnung,  so  erhält  man  5*^1.  Es  wird 
also  durch  die  Resultate  dieser  letzten  Summierungen  die 
beobachtete  Gesammthelligkeit  so  gut  wie  vollständig  dar- 
gestellt. 

Es  dürfte  nicht  unangebracht  sein,  hier  darauf  hinzu- 
weisen, dass  man  durch  die  von  G lasen app  in  diesem 
Cumulus  gemessenen  13  Sterne  (Observations  astronomiques, 
deuxieme  serie  des  mesures  d*etoiles  doubles)  fast  zu  dem* 
selben  Resultat  gelangt,  ober  nur  infolge  von  beträchtlichen 
Differenzen,  die  sich  im  Schlussresultat  größtentheüs  auf- 
heben. Addiert  man  die  Helligkeiten  dieser  13  Sterne  nach 
den  von  diesem  Beobachter  angegebenen  Größen,  so  erhält 
man  4''7,  ein  KcsullaL,  welches  die  budculenJe  Auffälligkeit 
des  (Kumulus  in  einem  solchen  Grade  daibteUt,  dass  man 
von  dieser  Darsieilung  beinahe  überrascht  ist.  Bei  näherer 
lietrachtung  tindel  man  aber,  dass  sich  diese  Ausmessung  nur 
auf  ein  Gebiet  \'(>n  5'  Durchmesser  erstreckt  und  dass  unter 
anderen  der  in  Rectascension  vorangehende  hellste  Stern  der 
Gruppe  gar  nicht  berücksichtigt  ist.  Dass  aber  trotzdem  die 
Summe  der  Heiligkeiten  eine  so  bedeutende  ist,  hat  seinen 
Grund  darin,  dass  die  Sterne  ganz  anders  und  meist  viel  heller 
geschätzt  sind.  So  ist  als  Helligkeit  der  beiden  Componenten 
des  erwähnten  Doppelstemes  6*^4,  beziehungsweise  6^6  ange- 
geben, während  diese  Sterne  nach  der  südlichen  Durchmuste- 
nmg  und  nach  dem  Argentinischen  Gcneral-Catalog  nur  von 
der  achten  Größe  sind.  I^^s  muss  daher  die  anschemend  gute 
Darstellung  durch  die  von  diesem  Beobachter  angegebenen 
Sterngroßen  einem  besonderen  Zufalle  zugesciiriehen  werden. 

15.  Der  südlichste  Sternhaufen  in  dieser  Himmelsgegend, 
der  hier  noch  untersucht  werden  soll,  ist  der  für  das  bloße 
Auge  sichtbare  Cumulus  im  Großen  Hund,  G.G.  1454  ('M.  41) 
[6»» 42"— 20-6].  Seine  Helligkeit  ist  nach  Houzeau  5",  nach 
der  Uranometria  Argentina  5Vi"  Zur  Berechnung  erscheinen 
die  Resultate  der  Gordoba  Photographs  sehr  geeignet,  doch 
ist  es,  da  die  Aufnahme  weit  Über  den  eigentlichen  Gumulus 
hinausgeht,  vorerst  nothwendig,  das  in  Rechnung  zu  ziehende 
Gebiet  in  bestimmter  Weise  abzugrenzen.  Zu  diesem  Zwecke 
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kann  als  Anhaltspunkt  benützt  werden,  dass  der  südöstlich 

stehende  Stern  sechster  Große  jedenfalls  nicht  mehr  zum 
Cuniulus  gehört,  und  nach  dieser  Feststellung  ist  schon  so 
viel  sicher,  dass  man  von  dem  mittleren  Stern,  dessen  l^osition 
5t  — 6M(r43'.  5:^-20''37'4  (1875-0)  ist.  nicht  über  eine 
Zeitminute  in  Rectascension  und  IC/  in  Declinalion  hinaus- 
gehen darf.  Man  findet  auf  diesem  Gebiete  61  Sterne  von  8'" 
bis  lOV*",  deren  Helligkeitssumme  nach  der  Rechnung  4"7  ist 
Werden  nur  diejenigen  Sterne  in  Hechnung  gezogen,  welche 
auch  in  der  südlichen  Durchmusterung  vorkommen,  so  ist  die 
Zahl  derselben  36  und  ihre  Helligkeitssumme  sowohl  nach  den 
Angaben  der  Durchmusterung  (7*^6  bis  9''*9),  als  auch  nach 
denen  der  Cordoba  Photographs  (8"^  bis  9*/J^)  fast  überein- 
stimmend S/^O.  Werden  auch  die  Sterne  ausgeschlossen,  welche 
schwächer  als  neunter  Größe  sind,  so  geben  die  übrigbleibenden 
helleren  Sterne,  nämlich  die  15  Sterne  der  Durchmusterung 
von  7"'6  bis  9"'0  oder  die  19  Sterne  der  Cordoba  Photographs 
von  8'"  bis  9'"  als  Helligkeitssumme  ö"'5,  stellen  also  den  in 
der  Uranomeina  Argentina  angeriebenen  MclliL^keitseindruck 
\'öllig  dal-.  Man  kann  die  hier  augenomnienen  Grenzen  noch 
enger  ziehen,  ohne  dass  eine  grofie  Anzahl  von  Sternen  weg- 
fallen würde,  aber  wesentlich  weiter  als  bis  zu  den  Dimen- 
sionen Aa  =  6d*,  Ao  16',  also  bis  auf  15'  oder  16' Durch- 
messer wird  man  das  Gebiet  nicht  einengen  dürfen,  wenn  die 
Sichtbarkeit  des  Cumulus  für  das  bloße  Auge  noch  dargestellt 
werden  soll. 

16.  Wir  werden  nun  einige -Sternhaufen  betrachten,  welche 
den  die  Sternbilder  Sagtttarius  und  Scorpius  berührenden  Zug 
der  Milchstraße  begleiten,  und  beginnen  zu  diesem  Zwecke  mit 
dem  bei  Argel ander  und  Heis  vorkommenden  Cumulus  im 

Schwan.  G.  C.  4681  (M.  39)  [21*'28'"+48  •  1].  Er  ist  dem  bloßen 
jAuge  last  so  auffallend  wie  ein  Stern  der  fünften  Grü(3e.  Was 
.seine  Dimensionen  betrifft,  so  scheint  es,  dass  die  Sichtbarkeit 
für  das  bloße  Auge  durch  die  zwischen  az=21^2ry"6'  und 
21"27'"4%  5  —  4-47"  ?.8'  und  48"  4'  (1855-0)  stehenden  Sterne 
zustande  kommt.  Es  befinden  sich  hier  23  Sterne  von  6'''3  bis 
9'"5,  die  aber,  da  sie  als  Helligkeitssumme  4'''5  geben,  bei 
der  Sichtbarkeit  für  das  bloße  Auge  gewiss  nicht  alle  zur 


r 
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Wirksamkeit  gelangen.  Berücksichtigt  man  nur  die  neun  Sterne 

von  bis  8"'2,  so  erhält  man  als  Helligkeitssumme  4"'8  und 
selbst  wenn  man  sicli  aut"  die  fünf  Sterne  von  6*^3  bis  7"'4 
beschränkt,  die  noch  immer  bciräclithchu  Helligkeit  5"'0.  Ks 
ctschcint  also  auch  hier  der  beobachtete  Helli^kcitseindrucK 
schon  durch  die  Melieren  Stei  ne  vollständig  dargestellt. 

17.  Der  Sternhauien  im  Ophtuciuis,  G.  C.  4410  (VV.  H. 
Vlll,  72)  [18*'22"'H-6-5J  ist  in  der  Uranometria  Argentina,  wo 
er  zum  Sternbild  Serpens  gerechnet  ist  (Cauda  Nr.  42),  mit  der 
Helligkeit  bezeichnet,  kann  jedoch,  da  er  bei  Argeiander 
und  Heis  vorkommt,  auch  mit  bloOen  Augen  erkannt  werden 
und  ist  in  der  That  fast  so  gut  zu  sehen  wie  ein  Stern  der 
fünften  Gröfie.  Die  bedeutende  Differenz  zwischen  diesen  An- 
gaben lässt  vermuthen,  dass  bei  der  erstgenannten  Beobachtung 
nur  die  dichteste  Partie  des  Cumulus,  bei  den  anderen  dagegen 
auch  die  angrenzende,  minder  dichte,  in  Betracht  gekommen 
ist.  und  diese  Vermuthung  wird  durch  die  Anordnung  der 
Sterne  sehr  u iihrscheinlich  gemacht. 

Der  Cuniulus  hat  eine  längliche  Form  und  erstreckt  sich 
von  Südwest  gegen  Nordost,  wobei  die  Sterne  im  allgememen 
so  vertheilt  sind,  dass  sie  nur  in  der  südwestlichen  Partie 
enger  beisammen  stellen,  m  der  nordöstlichen  dagegen  weiter 
auseinander  liegen.  Ks  lasst  sich  daher  von  \-ornhcrein  nicht 
sagen,  ob  bei  der  Sichtbarkeit  des  Cumulus  für  das  bloße  .Auge 
diese  letzteren  Sterne  noch  mitwirken  oder  nicht,  und  diese 
Unsicherheit  scheint  sich  nun  in  den  Differenzen  zwischen 
den  Angaben  der  Gesammthelligkett  auszusprechen. 

Zur  Berechnung  habe  ich  hauptsächlich  die  Ausmessung 
dieses  Sternhaufens  von  Valentiner*  benützt,  welche  sich 
auf  71  Sterne  erstreckt,  die  auf  das  Gebiet  von  a  =  18**  20*5' 
bis  18»»22»39V  «  = bis  6*49' (1875-0)  und  bezüglich 
ihrer  Helligkeit  auf  das  Intervall  von  8'"2  bis  zur  11.  Größe 
vertheilt  sind.  Die  Helligkeitssumme  dieser  Sterne  ist  4"'9. 
Werden  nur  die  40  Sterne  von  8'"2  bis  9'^9  in  Rechnung 
gezogen,  also  die  31  schwächeren  von  10'"0  an  ausgeschlossen, 

>  Astronomische  Beobachtungen  auf  der  Groflberxogtichen  Stemwaite 
zu  Mannheim.  III. 
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so  ergibt  sich  5'"1.  Diese  letztere  Helligkeitssumme  erhält  man 
auch,  wenn  man  die  in  der  Bonner  Durchmusterung  vor- 
kmnnienden  39  Sterne  mit  den  daselbst  angegebenen  Hüllig- 
keiien  (8"'4  bis  9"'5)  in  Kechnung  zieht.  Werden  die  nordöst- 
lichen und  die  wenigen  im  Nordwesten  und  Südosten  -t' h -luien 
Sierne  ausgeschieden,  so  geben  die  jetzt  noch  übrigbleibenden, 
auf  ein  Feld  von  ungefähr  2(y  Durchmesser  vertheilten  44  Sterne 
als^  Helligkeitssumme  5*^3.  Werden  hier  nur  die  32  Sterne  von 
8"4  bis  lO'^'O  in  Rechnung  gezogen,  so  erhält  man  5*^4.  Ganz 
dasselbe  Resultat  geben  auch  die  34  auf  das  Heüigkeitsintervali 
von  8'''5  bis  lO'^'O  vertheilten  Sterne  der  Ausmessung  von 
Nijland,^  welche  gegen  Norden  und  Osten  weniger  weit 
reicht  und  somit  nur  die  dichtere  Partie  des  Cumulus  umfasst. 

Es  wird  also  durch  jedes  dieser  Kesullalc  die  Sichtbarkeit 
des  Cumulus  lur  das  bloße  Auge  hinreichend  dargestellt.  Was 
aber  die  in  der  Uranometria  Argenlina  zu  ö'/a'"  angegebene 
Helligkeit  betniYi.  s<t  scheinen  bei  der  Pjcsiimmung  dersen)en 
nur  die  den  dichtesten  I  heil  der  südwestlichen  Partie  bildenden 
sechs  bis  zehn  Sterne  mit  den  Helligkeiten  von  8'"4  bis  9'"ü 
oder  9'"3  in  Betracht  gekommen  zu  sein, 

18.  Der  nordöstlich  von  ß  Ophiuchi  stehende  Sternhaufen 
[17''4i"'+ö-7j  hat  nach  Houzeau  die  Helligkeit  6*",  nach  der 
Harvard  Photometry  5'"9.  In  der  Uranometria  Argentina  ist  an 
dieser  Stelle  eine  Gruppe  von  neun  Sternen  7^1^  bis  S*/*"* 
zusammengefasst  und  als  Helligkeit  wie  bei  Houzeau  die 
sechste  Größe  angegeben.  Die  Addition  der  Helligkeiten  dieser 
Sterne  gibt  zwar  die  bedeutendere  Helligkeit  ö^ö,  doch  kann 
man  der  beobachteten  leicht  etwas  näher  kommen,  wenn  man 
zwei  Sterne  achter  (InMie,  nämlich  den  ersten  und  den  letzten, 
die  wegen  zu  grollen  Abslandes  von  der  Hauptgruppe  bei  der 
Sichtbarkeit  für  das  bloüe  Auge  (»hnehin  kaum  mehr  mitwirken, 
weglässt.  T)ie  Dimension  des  Cunuikis  wird  dadurch,  während 
sie  in  der  Declination  dieselbe  bleibt,  nämlich  15',  in  der  Rect- 
ascension  von  4"* 28*  auf  r"ö5'  reduciert,  und  die  hier  befind- 
lichen sieben  Sterne  geben  als  Helligkeitssumme  ö"^?.  Werden 
für  die  neun  Sterne  die  Größenangaben  der  Bonner  Durch- 


1  Uitmeting  van  den  Sterrenhoop  C.  C.  4410.  Utrecht,  1897. 
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musterung  benützt,  so  ergibt  sich  als  HelUgkeitssumme  5"4 
und  wenn  die  zwei  entlegeneren  Sterne  weggelassen  werden, 

5"'6.  Man  kann  also  die  beobachlete  Helligkeit  durch  diese 
Rechnung  bis  auf  eine  ÜilTerenz  von  0'''2  oder  0'"3  darstellen. 

19.  Wir  betrachten  jetzt  den  bei  Argelan  der  und  Heis 
nicht  vorkommenden  ziemiicii  rciciien  unA  gedrängten  Stern- 
haufen im  Sobicski'schen  Schild.  (..C.44;ir  1  l)[18H6'"— 6-4], 
für  welchen  in  der  Uranometria  Argenlina  die  siebente  Größe 
angegeben  ist.  Zu  diesem  Helligkeitseindrucke  trägt  jedoch  in 
einem  bedeutenden  Grade  der  weitaus  hellste  Stern  der  Gruppe, 
nämlich  B,  D.  ~6M929  (8"'8),  bei.  Zur  Berechnung  der  Hellig- 
keiten aus  den  einzelnen  Sternen  können  die  Arbeiten  von 
Helmert^  und  Stratono  ff*  benützt  werden.  Die  erstere 
erstreckt  sich  auf  200  Sterne,  von  denen  der  Beobachter  die 
schwächsten  mit  der  Helligkeitszahl  12,  den  hellsten  mit  9 
bezeichnet  hat.  Addiert  man  die  Helligkeiten  alier  dieser  Sterne, 
wie  sie  angegeben  sind,  so  erhält  man  nls  Summe  5™2,  also 
weit  mehr,  als  die  beobachtete  GesamnitheliigkeU  beträgt,  und 
diese  Helligkcilssumme  wird  aucli  uurcii  die  Ausschciaung 
der  an  den  !\*ändern  befindlichen  Sterne,  wodurch  die  Dimen- 
sion des  Cuniulus  auf  4'  bis  5'  in  Rectascension  und  auf  3' 
bis  4'  in  Declinatiun  rediiciert  wird,  nicht  bis  zu  der  ange- 
gebenen Größe  vermindert,  indem  die  Helligkeitssumme  der 
jetzt  noch  übrigbleibenden,  den  dichteren  Theil  des  Cumulus 
bildenden  Sterne  den  noch  immer  beträchtlichen  Wert  o'^ö 
bis  ö'''6  hat.  Der  Verfasser  hebt  zwar  hervor,  dass  seine 
Bestimmung  der  Sternhetltgkeiten  nur  als  eine  relative  auf- 
zufassen ist  und  seine  Zahlen  mit  den  üblichen  Größenclassen 
nicht  identisch  sind,  doch  kann  dieser  Umstand  nicht  die 
Haupt  Ursache  der  hier  auftretenden  bedeutenden  Differenz  sein, 
was  man  besonders  daraus  ersieht,  dass  die  von  Stratonoff 
nach  photographischen  Aufnahmen  dieses  Cumulus  bestimmten 
Sterngrößen  die  Gesainmliieliigkeii  nicht  schwacher,  sondern 

1  Der  Sternhaufen  im  Slernbilde  des  Sobieski^schen  SchQdes,  von  F.  R. 
Helmert.  Publicationen  der  Hamburger  Sternwarte,  Nr.  1  (1874). 

*  Amas  stellaire  de  l'ecu  de  Sobicaki  (Messier  1 1)  d*apres  des  mesuras 
photographiqucs  pnr  W.  Stratonoff.  Publications  de  robserratoire  a«tro- 
nomtque  et  physique  de  Tachkent.  No.  l  (1899). 
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sogar  noch  größergeben.  Sucht  man  nämlich  aus  den  862  Sternen 
dieser  weit  über  den  eigentlichen  Cumulus  hinausgehenden  Ver- 
messung diejenigen  heraus,  welche  auch  in  der  Aufnahme  von 
Helmert  vorkommen  (198  Sterne),  so  findet  man,  während 
sich  dort  7"  =0*00808  und  demnach  // —  5'"2  ergeben  hat, 
hier  /  =  0-01195  und  demnach  // =:  4'"8.  Die  Summe  der 
Intensitäten  /  ist  also  hier  fast  um  die  Hälfte  größer  als  dort, 
aber  trotzdem  stimmen  die  beiden  Resultate  wenigstens  in  dem 
Sinne  öberein,  dass  nach  dem  einen,  wie  nach  dem  anderen 
Beobachter  die  aus  der  Gesammtheit  der  Sterne  berechnete 
Helligkeit  viel  zu  groß  ist,  als  dass  man  sie  als  Darstellung  der 
beobachteten  ansehen  könnte;  denn  wesentlich  bedeutender 
als  dVs"^  kann,  da  der  Cumulus  nicht  bei  Arge  l  an  der  und 
nicht  bei  Heis  vorkommt,  der  beobachtete  HeIHgkeitseindruck 
gewiss  nicht  sein.  Wollte  man  die  Helligkeit  6V2'"  durch 
Benützung  der  Sterne  sämmtlicher  Helligkeitsgrade,  also  auch 
der  schwächsten,  darzusiellcn  suchen,  so  müsste  üian  sich  auf 
ein  Areal  von  kaum  2'  Durchmesser  beschränken,  was  aber 
nicht  zulässig  ist.  denn  die  Anordnung  der  Sterne  zeigt,  dass 
man  mit  dem  Durclmiesser  de>  in  Rechnung  zu  ziehenden 
Gebietes  nicht  viel  unter  4'  heruntergehen  darf,  auf  welchem 
Gebiete  sich  ungefähr  7io  der  erwähnten  200,  beziehungsweise 
198  Sterne  betenden.  Unter  diesen  geben,  wenn  man  die  Größen« 
bestimmungen  von  Stratono  ff  benützt,  schon  die  20  helleren, 
nämlich  au0er  dem  mit  8*^6  bezeichneten  hellsten  Stern  die 
Sterne  von  9"4  bis  10*^0  die  Helligkeit  67,",  während  man  zur 
Erreichung  dieses  Resultates  mit  den  Helligkeitsangaben  von 
Helmert  30  Sterne,  nämlich  auOerdem  mit  9*"  bezeichneten 
hellsten  Stern  noch  die  Sterne  von  10''2  bis  ungefähr  10*^7  in 
Betracht  zu  ziehen  hätte.  Die  Differenz  zwischen  den  beiden 
Resultaten  hat  ihren  Grund  nicht  nur  in  dem  von  Helmert 
hervorgehobenen  L'iristande.  sondern  auch  dann,  dass  die 
photographisch  bestimmten  Größen  mit  den  visuellen  nicht 
identisch  zu  sein  brauchen. 

20.  Am  nördlichen  Rande  des  Sagitlarius  bei  ungefähr 
az=  18'M0'"2,  8=  —ISMO'  (1855-0)  befindet  sich  ein  auch 
in  unseren  Breiten  den  bloßen  Augen  auffallender,  und  zwar 
mindestens  so  gut  wie  ein  Stern  fünfter  Größe  sichtbarer  Stern- 
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hauten,  dos>cii  C( )niponf ntcn  aber  je  nach  der  verschiedenen 
Auffassung  anders  gewählt  werden  müssen. 

In  der  Uranonieiria  Argentina  sind  für  den  Cumulus  drei 
Sterne  siebenter  Größe  angegeben,  die  aber,  da  ihre  Heilig- 
keitssumme  nur  5*^8  ist,  keine  bedeutende  Auimiligkeit  für 
das  bloße  Auge,  sondern  nur  eine  Sichtbarkeit  unter  gunstigen 
Verhältnissen  erwarten  lassen. 

Was  bei  Argelan  der  und  H  eis  als  Position  des  Cumulus 
angegeben  ist  und  auch  hier  angesetzt  wurde,  ist  die  Position 
des  östlichsten  der  erwähnten  drei  Sterne,  der  —  nebenbei 
ber.iciKt  —  ein  Doppelstern  (Struve,  Cat.  ^cii.  2074)  ist. 
Diube  Position  legt  die  Vermulhung  nahe,  dass  der  Doppel- 
stern  ungefähr  die  Mille  der  für  das  bloße  Auge  erkennbaren 
Sterngruppe  einnimnit  und  dass  demnach  ii.  a.  aucli  der  noch 
4(y  östlicher,  ziemlich  isoliert  stehende  Stern  sechster  Größe 
hinzuzurechnen  sei.  Dadurch  würde  nun  allerdings  die  Hellig- 
kcitssumme  von  ö'^'B  auf  5'''2  erhöht,  doch  wird  man  diese 
Zahl  wegen  der  großen  Distanz  des  Sternes,  obwohl  Houzeau 
a.  a.  O.,  S.  9  einen  Fall  anführt,  in  welchem  er  zwei  Sterne 
in  einer  noch  größeren  Distanz  mit  freien  Augen  vereinigt 
gesehen  hat,  nur  als  ein  bloßes  Rechnungsresultat  betrachten 
dürfen. 

Messier  hat  unter  allen  der  von  ihm  beobachteten  Nebel* 

flecke  und  Sternhaufen  für  diesen  (M.  24)  den  größten  Durch- 
messer angegeben,  nämlich  1*30',  und  in  der  Tlial  hndel  nsan 
hier  auf  einem  Felde  von  diesen  Dimensionen  außer  einigen 
Sternen  siebenter  und  achler  Große,  zu  denen  auch  die  drei 
erwähnten  gehören,  eine  groüe  Menge  von  Sternen  neunter 
und  zehnter  Größe,  die  offenbar  das  sind,  was  Messier  als 
grande  nebulosite  bezeichnet  Die  von  Messier  angegebene 
Position,  welche  sich  nach  seiner  Bemerkung  auf  die  Mitte 
des  Haufens  bezieht,  weist  auf  eine  Stelle,  die  durch  einen 
Stern  neunter  Größe  (a  =  18'*8"8%  8  =  — 18*24'  für  1875  0) 
markiert  erscheint,  sonst  aber  nur  relativ  wenig  Sterne  ent- 
hält, aber  trotzdem  als  die  Mitte,  wenigstens  der  Gruppe  der 
schwächeren  Sterne,  angesehen  werden  kann,  weit  sie  in 
Abständen  von  ungefähr  15'  bis  45'  fast  ringsherum  von 
Sternen  neunter  bis  zchiuer  Grölie  umgeben  ist.  Diese  sind 
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im  Osten  und  Süden  besonders  zahlreich  und  hier  auch  noch 
um  einige  hellere  Sterne  vermehrt,  unter  denen  sich  nebst 
anderen  die  drei  in  der  Uranometria  Argentina  genannten 
befinden,  und  di«se  Gruppe,  welche  sich  in  der  Rectascension 
auf  mindestens  45^,  in  der  Declination  auf  mehr  als  3(y 
erstreckt,  ist  diejenige,  welche  bei  der  Darstelluni^  der  großen 
AutTiilii,-;lvcit  des  Ciimiilus  jedenfalls  in  Rechnuiig  gezogen 
werden  nmss.  Sie  enlhäll  die  tolgenden  zehn  helleren  Sterne, 
deren  Helligkeiten  hier  nach  der  südlichen  Bonner  Durch- 
niusterunc:,  nach  dem  Argentinischen  General-Catalog  und 
nach  den  Aufnahmen  Nr.  37  der  Cordoba  Fhoiographs  ange- 
setzt und  summiert  sind.  Die  in  der  Uranometria  Argentina 
als  Componenten  des  Cumulus  angegebenen  drei  Sterne  sind 
mit  U.  A.  bezeichnet 

1875-0 

a  i  B.  D.      A.  G.  C.    Cord.  Pb. 

8  51        18  50       8.6      8V,  8V4 

9  37  19  1  8-0  7V,  73/4 
9  17        18  51       8-6      87^  8V4 

10    9  18  30  6*7  7  7  U.A. 

10  30  18  51  7*3  77^  7      ü.  A. 

10  38  18  45  8-2  7V4  8 

113  18  31  8-2  7V4  8 

1  !  23  18  40  7-3  77^  77, 

18  U  24  —18  40  y-ü  8  87, 

Summe  der  Helligkeiten  ..  .5*  1       4*9  5*1 

Durch  dieses  Resultat  erscheint  der  beobachtete  Heilig« 
keitseindruck  größtentheils  dargestellt,  und  man  braucht,  wenn 
man  ihn  bis  etwa  4*^7  erhöht  haben  will,  über  das  hier  abge- 
grenzte Gebiet  und  die  hier  noch  in  Rechnung  gezogenen 

schwächeren  Sterne  nichl  melir  weil  hinauszugehen. 

Der  von  J.  Berschel  bei  a  KS'10"2,  5  —  _]s°  JS' 
0800  0)  beobachtete  Cumulus  G.  C.  4397  (^sehr  reich,  >ehr 
«j^edrängt,  rund,  Sterne  15.  Grulie«)  kann  weder  mit  dem,  was 
von  iVIessier  unter  ^«r.  24  beschrieben  ist,  noch  mit  der  für 

8ö* 
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das  bloOe  Auge  erkennbaren  Gruppe  identiticiert  werden;  er 
befindet  sich  der  angegebenen  Position  zufolge  nicht  weit  von 
dem  achten  der  oben  aufgezählten  Sterne»  scheint  aber  nur 
ein  verhältnismäßig  kleines  Object  zu  sein,  da  er  z.  B.  auf  der 

erwähnten  Karte  Nr.  37  in  Cordoba  Photographs  nicht  mit 
Sicherheit  nachzuu  ci^cii  ist. 

Es  hat  sich  also  hier  unter  anderem  Folgenäes  ergeben. 
Was  für  da>  bl^üe  .\u^e  erkennbar  ist  (Cumulus  im  Sagittarius). 
was  Messier  beschrieben  hat  (M.  24)  und  was  J.  Herschel 
beobachtet  hat  (G.  C.  4397),  deckt  sich  nicht  vollständig;  jedes 
Object  hat  mit  den  anderen  etwas  gemeinsam,  aber  nicht  alles. 

21.  Über  die  Sterngruppe  Messier  Nr.  25.  in  welcher  sich 
u.  a.  der  Veränderliche  U  Sagittarii  [18''2Ö"'->19-2]  befindet, 
soll  hier  nur  in  Kürze  bemerkt  werden»  dass  die  wenigen 
helleren  Sterne  zu  zerstreut  und  die  etwas  gedrängter  stehenden 
zu  lichtschwach  und  zu  wenig  zahlreich  sind,  als  dass  sie 
durch  Anwendung  schwächerer  optischer  Instrumente  zu  einem 
bedeutenderen  Gesammthelligkeitseindrucke  vereinigt  werden 
könnten.  Es  verschwinden  vielmehr  die  helleren  Sterne  sammi 
der  gedrängteren  Partie  einzeln  für  sich,  und  dieser  Umstand 
maclu  es  beereitlich,  dass  diese  Gruppe,  obwohl  ihre  Hcllii^- 
keitssünime  nach  der  Kechnung  eine  beträchtliche,  nämlich 
.")'  /"  ist.  in  keinem  jener  Kataloge,  welche  die  für  das  bloße 
Auge  erkennbaren  Gestirne  enthalten,  \'nrk'  imnit. 

22.  und  211  Wir  schließen  diese  Keihe  mit  den  zwei  groüen 
Sternhaufen  im  Scorpion  Messier  Nr.  0  und  7.  Sie  kommen 
nicht  bei  Argelander  und  Heis.  wohl  aber  in  dem  Atlas  des 
südlichen  gestirnten  Himmels  von  Behrmann  vor  und  können 
daher  in  größeren  Höhen,  als  es  bei  uns  möglich  ist,  mit  blo0en 
Augen  erkannt  werden.  Nach  Houzeau  ist  der  erste  zwischen 
der  fünften  und  sechsten  Größe,  der  zweite  von  der  fünften 
Größe.  Beobachtungen  der  einzelnen  Sterne  finden  sich  im 
Argentinischen  General-Catalog,  in  den  Cordoba  Photographs 
(Karte  35  und  36)  und  im  26.  Bande  der  Annais  of  the  astro- 
nomical  observatory  of  Harvard  College,  und  zwar  gehen  diese 
Beobachumgen.  irisbesondere  die  in  der  zuletzt  ger.aiiaicn 
Publicaiion  eiuhalienen,  weit  über  die  Grenzen  der  eigentlichen 
Sternhaufen  hinaus».  Et»  ist  daher  schon  aus  diesem  Grunde  zu 
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erwarten,  dass  bei  jedem  Cumulus  die  durch  die  Addition  der 
Helligkeiten  sämmtlicher  Sterne  entstehende  Helligkeitssumme 
wesentlich  bedeutender  ist,  als  die  beobachtete  Gesammthellig- 
keit.  Die  Resultate  dieser  Summierungen  ersieht  man  aus  der 
folgenden  Zusammenstellung,  in  welcher  die  drei  Quellenwerke 
nach  der  Anzahl  der  in  der  betreffenden  Aufnahme  enthaltenen 
Sterne  geordnet  sind. 

aC.  4318(Messier  Nr.  6). 

Gröflen       Zahl  der 
Grenzen  der  Sterne      Sterne      /  H 


1  1 7''  281*8—81  57' ) 

A.ü.  C.  !  [  1875  0  ü'»/.'"  bis  10"»  58    0  0:d4Ül  4'i'0 

(17  34-9—32  27  j  * 

1900-0  ti-7   bislO  90    0  03140  3'8 


17»»28'P8— Sl^sr 

17  34-9--32  27 

Harvard  07  31  «5-30  27  ) 

Coli.   (17  39  -8—33  39  \ 

Cordoba  <  1 "  «8 '  8— 3 1  30  ) 

v^orooDai  .1875  0  bis  lOVa      163   0  03780   3  Ö 

Ph.     07  35  •6—32  49  \  '* 

G.  C.  4340  (Messier  Nr.  7). 

vwooo«!  ;  1875  0     7V4'"  bis  lOf"     133    0  04126  31^5 

Ph.     )l7  48-8—35  20  |  ^ 

117  39  ■  0—34  8 
M875'0     6-8    biä  10       139    0  04898    3  3 
17  49- 


■0—34  8  ) 

•  1—35  12  { 

rd  (  17  39-2-33  24  ) 

{  hOOOO    6-8    bis  10       333    0  09275  2-6 

.    |17  53-7—36  17  \ 


Am  weitesten  erstreckt  sich,  wie  man  sieht,  die  zuletzt 
genannte  Aufnahme  des  Sternhaufens  Messier  Nr.  7.  Üa  als 
Summe  der  Intensitäten  /=  0*09275  gefunden  wurde,  während 
die  der  beobachteten  Gesammthelligkeit  5*^  entsprechende  Inten- 
sität nur  0*01000  ist,  so  kann  man,  ohne  diese  Sterne,  sei  es 
auf  einer  Karte  oder  am  Himmel  selbst,  gesehen  zu  haben, 
behaupten,  dass  bei  der  Sichtbarkeit  dieses  Sternhaufens  für 
das  bloße  Auge  nur  der  neunte  Theil  der  Intensitäten,  welche 
von  den  in  diesem  Verzeichnisse  enthaltenen  333  Sternen 
geliefert  werden,  zur  Wirkung  gelangt. 

Bis  zu  welcher  Grenze  das  Gebiet  eines  jeden  dieser 
beiden  Sternhaufen  eingeen^;!  werden  muss,  damit  der  beob- 
achtete I  ]  L-Uigkeitscindruck  dargestellt  werden  kann,  lässt  sich, 
abgesenen  von  der  Betrachtung  der  betreffenden  Sternkarten, 
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verhältnismäßig  sicher  aus  der  Uranometria  Argentina  ent- 
nehmen, deren  Angaben  hier  als  Ausgangspunkt  dienen 
sollen. 

Zum  Sternhaufen  Messier  6  sind  in  der  Uranometria  Argen- 
tina fünf  Sterne  gerechnet,  deren  Helligkeiten  6*^8,  7%  7'/^"' 
yVg"  und  7V4'"  sind,  so  dass  also  die  Helligkeitssumme  S'S 

ist.  Die  Positionen  dieser  Sterne  sind  durch  die  Rectascen- 
sionen  17*'^^!  "  und  1  7'' 3'J"'r>0'  und  durch  die  Declinationen 
— 32°  5'  und  1.")'  (1875-0)  begrenzt,  so  dass  sich  also  das 

Gebiet  auf  r"22\  beziehungsweise  lu'  ersueckt.  Im  Argentini- 
schen (lencral-Catalog  beiluden  sich  innerhalb  dieser  Grenzen 
30  Sterne  von  6V4'"  bis  974*";  geben  als  Heiligkeitssumme 
4"'6.  also  im  Vergleiche  mit  der  beobachteten  Gesammthellig- 
keil  zu  viel.  Schlieft  man  die  schwächeren  Sterne  aus,  sogeben 
die  übrigbleibenden  20  Sterne  von  GV«*"  bis  9*°  als  Helligkeits- 
summe 4*^7,  die  1 1  Sterne  von  Ö»//  bis  8V,"  als  Summe  5*^0 
und  die  fiinf  hellsten  Sterne,  nämlich  je  ein  Stern  d'/i"  und  6'8 
und  drei  Sterne  /V«"  als  Summe  5*^3.  Wollte  man,  um  auch 
noch  einen  weiter  südlich  stehenden  Stern  7*/«'*  zu  berück- 
sichtigen, die  Grenzen  der  Declinationen  von  IC/  auf  17' 
erweitern,  so  würden  nur  noch  drei  Sterne  in  Rechnung  zu 
ziehen  sein,  die  aber  an  dem  Wesen  die<>er  Darlegungen  nichts 
mehr  anjL-rn  .Man  braucht  demnach,  um  als  Helligkeitssumme 
die  fünfte  GröUe  zu  erhalten,  vom  Stern  üV/"  an  nicht  wesent- 
lich weiter  als  bis  zu  den  Sternen  achter  Grolie,  und  um 
ungefähr  ö'/t"'  zu  erhalten,  nicht  einmal  bis  zur  achten  Grüße 
zu  gehen. 

Zum  Sternhaufen  Messier  7  sind  in  der  Uranometria  Argen- 
tina acht  Sterne  von  6'''8  bis  S"\)  gerechnet,  die  als  Helligkeits- 
summe 5*^1  geben  und  somit  die  Angabe,  dass  der  Cumulus 
von  der  fünften  Größe  ist,  so  gut  wie  vollständig  darstellen. 
Die  Positionen  dieser  Sterne  sind  durch  die  Rectascensionen 
17M3"54'  und  17"» 46-9'  und  durch  die  Declinationen  -34*23' 
und  —34'' 52'  (1875*0)  begrenzt.  Im  Argentinischen  General- 
Catalog  befinden  sich  innerhalb  dieser  Grenzen  39  Sterne  von 
6*^8  bis  10",  die  als  Helligkeitssumme  4"'3  geben.  Werden  nur 
die  20  Sterne  von  0'''8  bis  8-V,"'  m  K'cchnuiig  gezogen,  so 
erimli  man  4"'Ö,  und  wenn  man  nur  die  zehn  hellsten,  nämlich 


Digitized  by  GoogI( 


r 


Hclligkcitseindruck  von  Sternhaufen.  1287 

die  von  6*^8  bis  8^  berücksichtigt,  4''*9  als  Helligkeitssumme, 
kommt  also  hier  der  fünften  Größe  schon  recht  nahe. 

Der  Anblick  der  Karte  36  in  Cordoba  Photographs  lässt 
übrigens  die  Möglichkeit  zu,  dass  die  am  nordwestlichen  und 

am  nord()stlichen  Rcu-usj  >iciicnden  Sterne,  zusammen  sieben, 
bei  der  Sichtbarkeit  für  das  bloße  Auge  gar  nicht  mehr  zur 
Wirksamkeit  kommen,  dafür  aber  zwei  im  Süden  stehende 
Sterne  mitgerechnet  werden  k'Minen.  Durcli  diese  Wahl  redii- 
ciert  sich  die  Dimension  der  Deciination  von  29'  auf  24'.  und 
die  34  Sterne  des  General-Cataloges,  welche  sich  auf  dem  in 
dieser  Weise  abgegrenzten  Gebiete  befinden,  geben  als  Hellig- 
keitssumme 4*^4.  Auch  hier  geben  die  20  Sterne  von  ^%  bis 
S'/«*^  als  Helligkeitssumme  4'''6,  während  die  neun  Sterne  von 
6*8  bis  8"  als  Summe  5*0  geben. 

Wählt  man  die  Grenzen  des  Cumulus  so  enge,  dass  man 
sich  auf  die  dichteste  Partie  beschränkt,  die  also  bei  der  Sicht- 
barkeit für  das  blofie  Auge  ganz  gewiss  in  Betracht  kommt, 
nämlich  auf  das  Gebiet  von  I7''45"0*  bis  ITMÖ^O»  und  -34*42' 
bis  — 34°52',  so  findet  man  auf  demselben  im  General-Cataloi; 
17  Sterne  mit  den  Helligkeiten  von  (5 "  <S  bis  9V/\  die  als 
HelligkeitssuniiTie  5"'0  geben.  Zieht  man  nur  die  zehn  helleren 
Sterne,  nämlidi  die  von  6"'8  bis  8V4'"  in  Rechnung,  so  erliält 
man  '>"'?,  also  fast  dasselbe  Resultat,  welches  die  in  der  Urano- 
metria  Argentina  angegebenen  acht  Sterne  liefern.  Man  kann 
somit,  selbst  wenn  man  das  Areal  bedeutend  verkleinert,  die 
beobachtete  Oesammtheiligkeit  darstellen,  ohne  wesentlich 
weiter  gehen  zu  müssen,  als  bis  zu  den  Sternen  achter  Größe 
und  braucht  somit  nur  ein  Helligkeitsintervall  von  kaum  mehr 
als  P/f  GröBenclassen  zu  berücksichtigen. 

Behält  man  aber  für  Messier  6  und  7  die  in  der  Urano- 
metria  Argenttna  angegebenen  größeren  Dimensionen  bei,  so 
braucht  man,  wie  schon  die  anfangs  dargelegten  Zahlen  gezeigt 
haben,  mit  dem  in  Rechnung  zu  ziehenden  Helligkeitsintervall 
nicht  einmal  so  weit  zu  gehen.  Man  reicht  nämlich,  um  für 
jenen  Sternhauten  öV^"',  für  diesen  5"'  als  HelHL;keitssumme 
zu  erhalten,  schon  mit  den  Sternen  aus,  die  vom  hellsten 
an  auf  ein  Intervall  von  ungefähr  emer  Grölienclasse  vertheilt 
sind. 
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Es  ist  also  bei  allen  diesen  Sternhaufen  möglich  gewesen, 
die  beobachtete  Gesammthelligkeit  diiicli  die  Summieriing  der 
Helligkeiten  der  einzelnen  Sterne  darzustellen,  ohne  dass  es 
notbi.ij;  Seew  esen  wäre,  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  durch  Ver- 
lheilung einer  Helligkeit  auf  eine  gn'djere  Fläche  der  Gesammt- 
helligkeitseindruck  derselbe  bleibt  oder  andernfalls  vergrößert 
oder  verkleinert  wird;  ja  es  ist  im  Gegentheile  gerade  darauf 
hingearbeitet  worden,  überall  eine  Übereinstimmung  der  be- 
rechneten HelUgkeitssumme  mit  dem  beobachteten  Helligkeits- 
eindrucke durch  eine  entsprechende  Auswahl,  beziehungsweise 
Ausscheidung  von  Sternen  herzustellen,  also  gewissermaßen 
auf  empirischem  Wege  einer  Unterscheidung  zwischen  diesen 
Fällen  auszuweichen. 

Fechner  ist  in  seiner  bekannten  Abhandlung :  »Ober  ein 
psychophysisches  Grundgesetz  und  dessen  Beziehung  zur 
Schätzung  der  Sterngroßen  *  zu  der  Folgerung  gelangt,  dass 
die  Helligkeitssumme  einer  starken  Intensität  durch  V'erlhcüung, 
wenn  solche  nicht  zu  weit  geht,  wächst,  anderseits  aber,  wenn 
eine  schwache  Intensität  von  einem  Punkte  auf  mehrere  Punkte 
vertheilt  wird  oder  die  Vertheilung  einer  starken  Intensität  zu 
weit  getrieben  wird,  eine  Abnahme  der  Helligkeit  im  ganzen 
erfolgt.  Wo  aber  die  Grenze  zwischen  diesen  beiden  Fällen, 
d.  h.  zwischen  starker  und  schwacher  Intensität  liegt,  lässt 
sich  nicht  ziffermäßig  feststellen,  und  überhaupt  kann  von 
vorneherein  auch  ein  Gleichbleiben  des  Helligkeitseindruckes 
ebensowenig  in  Abrede  gestellt  werden,  wie  ein  Zu^  oder  Ab- 
nehmen desselben.  Wer  behauptet:  Größeres  fällt  mehr  in  die 
Augen,  auch  wenn  es  weniger  hell  ist,  kann  ebenso  recht  haben, 
wie  der.  welcher  sagt:  Helleres  fällt  mehr  in  die  Augen,  auch 
wenn  es  kleiner  ist.  oder  wie  der,  vselcher  meint,  für  ihn  sei  der 
Helligkeitseindruck  in  beiden  l'^ällen  derselbe. 

Wenn  man  nun  aber  doch  die  hier  untersuchten  Sternhaufen 
auf  die  beiden  Fälle  verlheilen  soll,  so  wird  man  die  meisten 
derselben  als  Beispiele  für  den  zweiten  Fall  bezeichnen  können» 
indem  bei  ihnen  der  durch  directe  Beobachtung  bestimmte 
Helligkeitseindruck  geringer  ist,  als  die  durch  Addition  der 
Helligkeiten  sämmtlicher  Sterne  erhaltene  Helligkeitssumme. 
Als  Beispiel  für  den  ersten  Fall  drängt  sich,  wie  schon  früher 
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bemerkt  worden  ist,  der  Doppelcumulus  im  Perseus  auf,  und 
ebenso  wird  man  hier  die  Ptejadengruppe  nennen  dürfen,  bei 
welcher  die  berechnete  Gesammthelligkeit  nicht  weit  von  2'"0, 
die  beobachtete  dagegen  zwischen  1"'  und  2"',  also  etwas 
bedeutender  ist. 

Die  Klippe  im  Krebs,  deren  Sterne  nach  der  Kechnunij  sehr 
nahe  die  \'ierte  Grö(3e  geben,  kann  nach  den  BeobachtLii\i;en 
von  Houzeau  (4'"  bis  5™)  zum  zweiten  Kalle,  nach  den  nieinigen 
(3'/^  bis  4"')  zum  ersten  gerechnet  werden,  zeigt  also,  dass  eine 
solche  Unterscheidung  zwischen  den  beiden  Fällen  in  einem 
liohen  Grade  durch  die  verschiedene  Auffassung  der  Beob- 
achter bedingt  ist 

Sicher  ist,  dass  diese  Unentschiedenheit  umsoweniger 
auftreten  kann,  je  gedrängter  ein  Sternhaufen  ist,  und  in  dem« 
selben  Grade  zeigt  sich  auch  die  Widerstandsfähigkeit  eines 
-Sternhaufens  gegen  das  Unsichtbarwerden.  Ein  gedrängter, 
fast  wie  ein  einziger  heller  Fixstern  erscheinender  Sternhaufen, 
der  genau  so  viel  und  so  helle  Sterne  enthält  wie  ein  anderer, 
aber  zerstreuter  Sternhaulen,  kann  seiner  Rxtinction  viel  mehr 
Widerstand  entgegensetzen  und  sumit  auch  viel  länger  sicht- 
bar bleiben  als  der  zerstreute,  und  dieser  Unterschied  macht 
sich  nicht  nur  dann  bemerkbar,  wenn  ein  Sternliaufen  mit 
schwächeren  optischen  Mitteln  betrachtet  wird,  sondern  auch 
bei  irgendeiner  anderen  Schwächung  seines  Lichtes,  so  durch 
Trübung  der  Atmosphäre  oder  durch  Mondschein  oder  auch 
dann,  wenn  ein  Sternhaufen  in  der  Morgendämmerung  immer 
mehr  vom  Tageslicht  überstrahlt  wird. 

Es  zeigen  sich  hier  Eigenthümlichkeiten,  die  auch  an 
Kometen  beobachtet  werden. 

Sowie  in  einem  Sternhaufen,  der  gegen  die  Mitte  reichlich, 
gegen  die  Ränder  zu  aber  nur  spärlich  mit  Sternen  besetzt  ist, 
bei  Erhellung  des  Himmelsgrundes,  z.  B.  in  der  Morgen- 
dämmerung, zuerst  die  Sterne  an  den  Rändern  unsichtbar 
werden  und  die  mittlere,  dichtere  Partie  am  längsten  sichtbar 
bleibt,  s«>  wird  auch  ein  Komet  unter  denselben  Umständen 
zuerst  an  den  Rändern  unkenntlich,  während  die  am  hellsten 
erscheinende,  den  Kern  bildende  Partie  am  längsten  der  Kx- 

CT? 

tinction  widersteht,  und  zwar  ist  diese  Widerstandsfähigkeit 
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gegen  die  Extinction  durch  das  Tageslicht  umso  größer,  je 
concentrierier,  je  fixsternartiger  der  Kern  erscheint. 

Durch  den  Umstand,  Jass  in  einem  zerstreuten,  verhältnis- 
müßig spärlich  mit  Sternen  besetzten  Cumulus,  z.  B.  Nf.  38 
oder  25,  die  Sterne  gruppenweise  oder  gar  eiiv.eln.  ihren  Helliii- 
keiten  entsprechend,  verschwinden,  und  daher  der  Cumulus  viel 
früher  unsichtbar  wird,  als  nach  der  berechneten  Helligkeits- 
summe  zu  erwarten  wäre,  wird  man  an  die  häufii;  beobachtete 
Thatsache  erinnert,  dass  ein  Komet,  der  im  Nachtdunkel  auf- 
fallender erscheint,  als  ein  in  seiner  Nähe  stehender  Fixstern, 
bei  Tagesanbruch  eher  unkenntlich  wird  als  der  Stern. 

Sternhaufen  dieser  Art  bilden  einen  Übergang  zu  den- 
jenigen, welche  wie  der  im  Bootes  [14*"  1"+ 29-0],  der  groOe 
Nebel  im  Triangel  M.  33  [l''28"+30- 1]  oder  der  planetarische 
Nebel  im  Großen  Bären  M.  97  [11 '•9"' -+-55- 6]  ziemlich  gleich- 
förmig erhellt,  aber  im  Verhaltnisse  zu  ihrer  Große  so  hcht- 
schwach  sind,  dass  die  Bestimmung  der  Gesammtheliigkeit 
unihunüch  wird,  indem  die  Flächenhelligkeit  mehr  zur  Geltung 
gelangt  und  die  Sichtbarkeit  hauptsäch.iich  davon  abiKinL^t.  in 
welchem  Grade  sich  das  Gebilde  vom  Himmelsgrund  abheben 
kann  Auch  diese  Sichtbarkeitsverhältnisse  können  an  Kometen 
beobachtet  werden,  wenn  dieselben  das  hier  angedeutete  Aus- 
sehen zeigen. 

Wenn  wir  nun  nach  dieser  recht  nahe  liegenden  Digression 
die  hier  dargelegten  Untersuchungen  von  Sternhaufen  noch- 
mals überblicken,  so  zeigt  sich,  dass  das  Verhältnis,  in  welchem 
die  helleren  und  die  schwächeren  Sterne  zum  Totaleindruck 
eines  Sternhaufens  beitragen,  im  Grunde  genommen  überall 
dasselbe  ist:  Die  schwächeren  Sterne  kommen  neben  und 
zwischen  den  helleren  so  wenig  zur  Wirksamkeil,  dass  der 
beobachlele  Helligkeitseindruck  schon  durch  die  helleren  Sterne 
allein  dargestellt  wird,  und  zwar  genügt  es  im  allgemeinen,  nur 
die  Sterne  in  Rechnung  zu  ziehen,  welche  \  on  dem  hellsten 
Stern  des  Cumulus  an  auf  ein  Helligkeitsintervall  von  ein  bis 
zwei  Größenclassen  vertheilt  sind. 

Um  übersichtlich  zu  zeigen,  durch  wie  wenig  Sterne  die 
beobachtete  Gesammtheliigkeit  dargestellt  werden  kann,  habe 
ich  hier  die  wichtigsten  Zahlenresultate  kurz  zusammengestellt 
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Hq  ist  die  beobachtete,  //,.  die  aus  den  in  der  vorletzten 
Columne  angedeuteten  Sternen  berechnete  Gesammthelligkeii 
und  D  ein  genäherter  Mittelwert  für  den  iXuchmesser  des  in 
Rechnung  gezof^cnen  Gebietes.  Die  Sternhaufen  werden  in  der- 
selben Reihenfolge  vorgeführt,  in  welcher  sie  untersucht  worden 
sind.  Die  zwei  unter  6.  und  21.  untersuchten  Sternhaufen  M.  38 
und  25,  deren  Helligkeitseindruck  nach  dem  hier  angewandten 
Verfahren  nicht  hinreichend  sicher  ermittelt  werden  kann,  sind 
weggelassen. 
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Nach  diesen  Untersuchungen  von  mehr  oder  minder  zer- 
streuten Sternhaufen  möchte  ich  noch  einige  Rechnungen  über 
die  drei  sehr  reichen  und  dicht  gedrängten  kugeligen  Stern- 
haufen M.  13  Herculis,  e»  Centauri  und  47  Tucanaje  mittheilen. 
Diese  Sternhaufen  lassen  sich  zwar  bezüglich  ihres  Helligkeits- 
eindruckes viel  sicherer  als  die  früher  untersuchten  in  bestimmte 
Fixstemgrö0endassen  einreihen,  werden  aber  hier  abgesondert 
behandelt,  weil  die  Helligkeiten  der  einzelnen  Sterne,  welche 
den  betreffenden  Cumulus  bilden,  entweder  gar  nicht  bestimmt 
sind  oder  doch  nicht  so,  dass  sie  direct  an  eine  GröÜenscala, 
insbesondere  die  der  B.  D.,  angeschlossen  werden  könnten. 
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Kür  den  ersten,  nämlich  den  zwischen  C  und  Yj  im  Hercules 
befindlichen  Sternhaufen  M.  13  f  lö^SS^+SO- 7]  besitzen  wir 
eine  einziehende  Monographie  von  Scheiner.^  Man  findet  hier 
in  dem  Katalog  der  gemessenen  Sterne; 

H  I 

2  Sterne  1P7  0-0CXX>4 

8  »   12-2  OOOOU 

43  .  ....12-4  0-00047 

65  »  ....I2*5  0-00065 

90  »   12-7  0  00075 

128  .   12-8  0-00097 

206  -   13  0  0-00130 

153  X.  ....13-5  0-(X)061 

1 38   14  0 -00035 

833  Sterne  0^25 


Aus  der  Summe  der  Intensitäten  /  ergibt  sich  als  Größen- 
classe  der  Gesammthclliijkeit  H  —  5'"7,  was  mit  der  Beob- 
achtung  insofern  ül^erein>iimmt,  als  dieser  Cumulus  für  das 
bloüe  Auge  etwas  heiler  erschemt  als  die  Sterne  sechster  Größe. 
In  der  Harvard  Photometry  ist  5"'9  angegeben. 

Das  Resultat  ist  aber  niclu  ganz  einwandfrei,  denn  abge- 
sehen davon,  dass  eine  größere  Zahl  von  Sternen  in  der  Mitte 
des  Haufens  und  der  das  Innere  erfüllende  Nebel  nicht  berück- 
sichtigt ist  und  anderseits  Sterne  mitgerechnet  sind»  die  wegen 
zu  großen  Abstandes  von  der  mittleren  Partie  zur  Erhöhung 
des  GesammtheUtgkeitseindruckes  gewiss  nicht  mehr  beitragen, 
hat  der  Verfasser  auch  noch  die  Bemerkung  beigefügt,  dass 
seine  Größen  um  eine  halbe  bis  eine  ganze  Classe  zu  schwach 
sein  durften.  Es  muss  daher  die  gute  Übereinstimmung  wenig- 
stens zum  Theil  eniem  glücklichen  Zufalle  zugeschrieben  und 
angenommen  werden,  dass  sich  die  Abweichungen  nach  der 
einen  und  nach  der  anderen  Richtung  hin  gegenseitig  auf- 
heben. 

Als  durchschnittliche  Helligkeit  aller  dieser  833  Sterne 
würde  sich  13"'0  ergeben. 

1  Der  grolle  Sternhaufen  im  Hercules  Messier  13,  nach  Aufnahmen  am 
Potsdafflcr  photographischen  Refractor  von  J.  Scheiner.  Berlin,  1802. 
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Auch  die  Abzählnngen,  welche  H.  K.  Palmer^  nach  den  auf 

der  Li ck- Sternwarte  gelungenen  Photographien  dieses  Stern- 
haufens vorgenommen  hat,  können  zu  einer  Untersuchung  der 
GesaamuhcUigkeit  benützt  werden,  wenn  auch  in  etw  as  anderer 
Weise,  indem  über  die  (  .i  >i  en  der  Sterne  keine  bestimmten 
AiiL^aben  gemacht,  sondern  nur  helle  und  schwache  Sterne 
unterschieden  sind,  aber  immerhin  wenigstens  da^  eine  ei  mitlelt 
worden  ist,  dass  die  Grenze  zwischen  beiden  bei  ungefähr  IS'^ö 
der  Scheiner'schen  Scala  liegt 

Der  Cumuius  ist  in  acht  concentrische  Ringe  getheilt 


Kreisrtng 

Radius 
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Schwache 

Sterne 

Alle  Sterne 

1 

2'7 

1 

580 

1 131 

•> 

:<-8 

14« 

•)7I 

819 

3 

4-8 

1 00 

714 

814 

4 

5M» 

43 

623 

6G6 

(5-4 

20 

504 

533 

6 

7-2 

25 

398 

423 

7 

8*0 

90 

mm 

279 

301 

8 

9-2 

27 

306 

333 

Aiiflerlaalb 

■  *  « 

71 

391 

462 

Summe. . 

lOlO 

4460 

5482 

Ich  habe  unter  der  nicht  ganz  unwahrscheinlichen  Voraus- 
setzung, dass  die  durchschnittliche  Größe  der  schwächeren 
Sterne  von  der  Grenzstelle  13'''5  ebensoweit  entfernt  ist  wie  die 
durchschnittliche  Größe  der  helleren  Sterne,  zwei  Annahmen 

gemacht,  nämlich  für  die  helleren  Sterne  12"7  und  13'"0  und 

deincnl>preci)cnJ  für  die  schvväLhercn  14'"3.  beziehungsweise 
14"'ü.  Wesentlich  weiter  wird  man  sich  bei  RückbiciUnahme 
auf  die  Gi' ilicnaniraben  von  Scheiner  von  der  Grenze  13"'5 
wohi  nicht  entfernen  dürfen. 

i  The  A»trophysical  Journal,  Vol.  10  (1699),  S,  246. 
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Man  iindet  nun  sofort,  dass  man  bei  iiei  uckbicIitigLing  aller 
hier  zusammengezählten  Sterne  eine  viel  zu  große  Helligkeits- 
summe erhalten  würde,  was  auch  ganz  natürlich  ist,  indem  die 
Partien  des  Cumulus,  welche  bei  der  Sichtbarkeit  für  das  blolJe 
Auge  noch  in  Betracht  kommen  können,  gewiss  nicht  über  den 
ä.  Ring  hinausreichen.  Aber  auch  dieses  Gebiet  muss  noch  ein- 
geengt werden;  es  ergeben  sich  nämlich  die  folgenden  Hellig- 
keitssummen Hl 


• 

1 
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H 

H 

5U 

.551  Sterile  Vl'^l^ 
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0-6 
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1965     *  14*3) 

5  TO 
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Diesen  Zahlen  zufolge  kann*  man  eine  zwischen  etwa  5'/,"* 
und  6*"  liegende  HeUigkeitssumme  zunächst  dann  erhalten, 
wenn  man  alle  Sterne  des  1.  Ringes  in  Rechnung  zieht  (5''*6y 
beziehungsweise  d"'8);  dann  aber  auch  in  dem  Falle,  wenn  man 
die  schwächeren  Sterne,  die  trotz  ihrer  grofien  Menge  auch 
schon  bei  den  äußeren  Ringen  für  den  Gesammthelligkeits- 
eindruck  gar  nicht  in  Betracht  kommen,  ganz  außer  acht  lässt 
und  nur  die  helleren  Sterne,  aber  nebst  denen  des  1.  Ringes, 
die  für  sich  allein  nur  5"'8,  beziehungsweise  6"'l  geben,  auch 
noch  die  des  zweiten  in  Rechnung  zieht  (5'''6,  beziehungsweise 
ö"'l>).  Nach  dieser  Wahl  scheint  der  Durchmesser  der  bei  der 
Sichtbarkeit  für  das  bloße  Auge  in  Betracht  kommenden  [-"artie 
des  Cumulus  bei     oder  1'  zu  liegen. 

Es  lassen  also  diese  Abzahlungen  nach  concentrischcn 
Ringen  erkennen,  dass  auch  in  diesem  Cumulus  beim  Zustande- 
kommen des  Gesammthelligkeitseindruckes  die  schwächeren 
Sterne  trotz  ihrer  großen  Zahl  sich  nur  wenig  oder  gar  nicht 
bemerkbar  machen. 
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J.  Holetschek, 


Auf  Photographien  des  Cumulus  m  Centauri  [i3''20'''7 
— 46*8],  und  zwar  auf  einer  quadratischen  Fläche  von  30^ 
Seitenlänge,  sind  von  S.  J.  Bailey  gegen  6400  Sterne  gezählt 
worden.^  Ober  die  Große  derselben  sind  keine  Angaben  gemacht« 
und  man  Ist  daher  nicht  in  der  Lage,  aus  den  Helligkeiten  der 
einzelnen  Sterne  die  Gesammthelligkeit  zu  berechnen,  kann 
aber  dafür  iimj?ekehrt  versuchen,  aus  der  Anzahl  der  Sterne 
und  der  Gesamnuhclligkcii  des  Cumulus  diu  uurciischnittliche 
(Irößenclasse  dieser  Sterne  zu  berechnen.  Nacli  J.  Herschel 
ci>.ciicinl  der  CumiilLi>  für  das  blulic  Auge  w  ie  ein  nebeliger 
Stern  \  ierter  oder  fünfter  Größe,  nach  der  Uranometria  Argentina 
wie  ein  Stern  vierter  Größe.  Man  lindet  nun,  Jass  6400  Sterne, 
wenn  sie  zusammen  die  Helligkeit  eines  Sternes  vierter  oder 
fünfter  Größe  geben,  durchschnittlich  von  der  Helligkeit  ]3'-'ä, 
beziehungsweise  14*^5  sein  müssen.  Da  aber  von  den  a.  a.  0. 
zusammengezählten  Sternen  bei  der  Sichtbarkeit  für  das  bloße 
Auge,  also  beim  Gesammthelltgkeitseindrucke,  gewiss  nicht 
alle  zur  Wirksamkeit  gelangen,  indem  die  photographischen 
Aufnahmen  weit  über  die  Grenzen  des  eigentlichen  Cumulus 
hinausgehen,  so  müssen  viele  und  insbesondere  die  von  der 
Mitte  weiter  ab^tchciuicn  Sterne  ausL^cschlosscn  werden.  Diese 
dürften  den  dritten  Theii  aller  .Sterne  betragen,  so  dass  nur 
etwa  -lüOO  in  Rechnung  y.u  ziehen  wären.  Viiv  diese  lindet  man. 
wenn  sie  zusammen  die  Helligkeit  eine'-  Sternes  \  icrter  oder 
fünfter  Größe  geben  sollen,  als  durchschnittliche  Helligkeit  lo'O, 
beziehungs\\f'!-r  14'"0. 

Eine  ähnliche  Rechnung  lässt  sich  für  den  Cumulus 
47  Tucanae  [0^20"'->72-6J  machen,  dessen  Helligkeit  nach 
der  Uranometria  Argentina  47,"*  ist.  Man  findet  auf  S.  214 
und  215  des  schon  citierten  26.  Bandes  der  Annalen  des 
Harvard  College  Observatory  die  Resultate  einer  Abzählung, 
nach  welcher  sich  auf  einer  quadratischen  Fläche  von  3</ 
Seitenlänge  2673  Sterne  und  unter  diesen  1715  »helle«  befinden. 
Dabei  sind  aber  die  Sterne  in  der  Mitte  des  Cumulus,  nämlich 
auf  einem  quadratischen  Felde  von  3'  Seitenlänge  weggelassen, 


i  .Aslroiiomy  and  Astrophysics.  Vol.  12  (1893),  S.  689  und  Annals  of  Ü» 
ftslronomical  observatory  of  Harvard  College,  Vol.  26,  S.  213. 
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weil  sie  wegen  ihrer  zu  großen  Gedrängtheit  nicht  mehr  mit 
genügender  Sicherheit  gezählt  werden,  konnten.  Erlaubt  man 
sich  die  Annahme,  dass  die  hier  fehlenden  Sterne  durch  die 

weiter  abstehenden,  bei  der  Sichtbarkeit  für  das  bloße  Auge 
nicht  mehr  in  Beiraclit  kommenden  Sterne  an  He!]iL,^keil  auf- 
gewocjen  werden,  su  können  die  angegebenen  Summen  gleich 
so  wie  sie  sind  zur  Rechnun«^  benutzt  werden.  Man  findet  nun, 
da?-^  die  1715  als  hell  bezeichneten  Sterne,  wenn  sie  zusammen 
die  HeHigkcit  eines  Sternes  4"'5  geben  sollen,  durchschnittlich 
von  der  Helligkeit  12"'6  und  sämmtliche  2673  Sterne  bei  der- 
selben Forderung  von  der  Helligkeit         sein  müssen. 

J.  Herschel  hat  in  seinen  Cap'Beobachtungen  die  Sterne 
dieses  Cumulus  einmal  als  Sterne  14.  bis  16.  Größe,  einmal  als 
Sterne  14.  Größe  und  einmal  als  Sterne  12.  bis  14.  Große 
bezeichnet. 

Man  wird  bemerkt  haben,  dass  sich  für  jeden  der  drei 
Sternhaufen  M.  13  Herculis,  lo  Centauri  und  47  Tucanae  unge- 
fähr dieselbe  durchschnittliche  Sternhelligkeit  ergibt,  doch  darf 

diese  angenäherte  Cbereinstimmun^.,  n;cht  überraschen,  weil  die 
ixechnimgsgrundlagen,  nämlicli  Gesanimthelligkeit  und  Anzahl 
der  Sterne,  nicht  sd  weit  voneinander  \  erschieden  sind,  dass 
eine  wesentliche  X'erschiedenheit  der  durchschnittlichen  Stern- 
helligkeit  zu  erwarten  wäre. 


Süzb.  d.  niithein.*ii«turw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II  a. 
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Der  Vorsitzende,  Herr  Prof.  E.  SuelS,  verliest  eine  an 
die  Classe  gelangte  Einladung  des  Vereines  der  Geographen 
in  Wien  zu  einer  am  17.  d.  M.  abzuhaltenden  Trauerfeier  für 

sein  verstorbenes  Mitglied,  Prof.  Dr.  Wilhelm  Tomaschek, 
w.  M.  der  kaiserl.  Akademie. 

Das  Owens  College  in  Manchester  übersendet  eine 
Einladung  zu  der  am  12.  März  1902  stattfindenden  Jubelfeier 
seines  fünfzigjährigen  Bestandes. 

Herr  E.  Oekinghaus  in  Königsberg  übersendet  eine 
Abhandlung,  betitelt:  »Die  mathematische  Statistik  in 
allgemeinerer  Entwiclcelung  und  Ausdehnung  auf  die 
Statistik  der  Bevölkerungsbewegung«. 

Herr  Dr.  Biuiu^iaus  Georg  Sabat  in  Lemberg  übersendet 
ein  versiegeltes  Schreiben  zur  Wahrung  der  Priorität  mit  dem 
Motto:  Mcniünto  Semper  rebus  in  arduis  aequam  ser- 
vare  mentem«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  R.  v.  Wettstein  überreicht  folgende 
drei  im  botanischen  Museum  der  Wiener  Universität  aus- 

gefüiulc  Arbeiten: 

I.  »Ober  den  Bau  und  die  Aufblühfolge  der  Rispen 
von  Phlox  paniatlata^j  von  Herrn  Dr.  R.Wagner. 

II.  »Bearbeitung  der  von  O.  Simony  1898  und  1899  in  Süd- 
arabien, auf  Socotra  und  den  benachbarten  Inseln 
gesammelten  Flechten«,  vonHermProf. Dr.  J.Steiner, 

III.  Vergleichende   Untersuchungen   über  Farnpro- 
thallien;  I.  Reihe,  von  Herrn  Dr.  Anton  Jakowatz. 
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Das  w.  M.  Herr  Hofrath  Franz  Steindachner  übergibt 
die  Bearbeitung  der  während  der  dritten  und  vierten  Tiefsee- 
Expedition  im  östlichen  Mittelmeer  und  in  der  Adria  1893, 
1894  gesammelten  Polychaeten  des  Grundes  von  dem 
c.  M.  Herrn  Dr.  Emil  v.  MarenzeMer. 

Das  w,  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Dr.  J.  Wiesner  erstattet  auf 
Grund  von  an  ihn  gelangten  Mittheilungen  des  Herrn  Professor 
Palla  in  Graz  einen  Bericht  über  die  Ergebnisse  der  von  dem 
Genannten  mit  Unterstützung  der  kaiserl.  Akademie  nach 
Buitenzorg  (Java)  unternommenen  wissenschaftlichen  Reise. 

Das  \v.  M.  Herr  Hofrath  Prof.  Ad.  Lieben  überreicht  eine 
in  seinem  Laboratorium  ausgeführte  Arbeit:  »Beiträge  zur 
Constitution  des  Chitins«,  von  Dr.  S.  Frankel  und  Dr. 
Agnes  Kelly. 

HeiT  Hofsalh  Lieben  überreicht  ferner  zwei  Arbeiten  aus 
dem  L  chemischen  Uiiiversilätslaboralorium; 

I.  »Ober  die  Alkylierung  des  Pyrogailols  und  einige 
Derivate  des  Pyrogalloltriäthyläthers«,  von  Herrn 
Wilhelm  Hirschel. 

II.  »Über  Brasilin  und  Hämatoxylin«  (VIL  Mittheilung), 
von  den  Herren  J.  Herzig  und  J.  Pollak. 


Selbständige  Werke  oder  neue,  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Penodica  sind  eingelangt: 

indian  Plague  Commission,  Minutes  of  Evidence.  London. 
1900—1901.  4»  (Vol,  I,  II,  III.)  —  Indices  to  the  Evidence, 
also  Glossaiy,  Maps,  and  Summary  of  the  Report  and 
Appendices.  London,  1901.  4".  {Vol.  IV.)  —  Report  with 
Appendiccs  and  Summary.  London,  4".  (Vol.  V.) 

Middcndorp,  H.  \V.»  Dr.,  L'Etiologie  de  la Tuberculose  suivant 
le  Prolcsseur  Dr.  Robert  Kocli  tl  sa  niciiiode  curativc. 
Paris.  1VH)L  8". 

Universität  m  Basel,  Alvademische  Schriften,  lUUU  — 190L 
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XXVil.  SITZUNG  VOM  19.  DECEMBER  1901. 


trschicnen:  Berichte  der  Cumnii:»sion  für  oceanographische  For- 
schungen. VII.  Reihe. 

Der  Secretär,  Herr  Hofrath  V.  v.  Lang,  legt  das  im  Auf- 
trage Sr.  k.  und  k.  Hoheit  des  durchlauchtigsten  Herrn  Erz- 
herzogs Ludwig  Salvator,  Ehrenmitgliedes  der  kaiserlichen 
Akademie,  durch  die  Buchdruckerei  Heinrich  Mercy  in  Prag 
übersendete  Druckwerk  »Alexandrette«  vor. 

Femer  legt  der  Secretär  folgende  eingelangte  Abhand> 
lungen  vor: 

I.  «Binäranalyse  unseres  Raumes«,  von  Herrn  Prof. 
Emil  Waeisch  in  Brünn. 

II.  »Erdbewegung  und  Äther«,  von  Herrn  Prof.  Dr.  Egon 

V.  Oppoli^cr  in  iiinsbruck. 
III.  »Die  dinai  i.-5ch-albanesische  Scharung*,  von  Herrn 
Prof.  J.  Cvijic. 

Das  w.  M.  HerrZd.  H.  Skraup  überreicht  zwei  .Abhand- 
lungen; die  eine  von  Prof.  v.  Ilemmelmayer  ist  tm  Labora- 
torium der  Grazcf  Landes-Oberrealschuic,  uic  andere  \on  Dr. 
KuJcrnaisch  im  chemischen  ln>uiute  der  Universität  Graz 
au>ge  führt 

I.  »Ober  das  Ononin«  (I.  Mittheilung),  von  F.  v.  Hemmel- 
mayer. 

II.  »Zur  Darstellung  von  Methylendiaminderivaten«, 
von  Dr.  R,  Kudernatsch. 

Das  c.  M.  Herr  Hofrath  E.  Ludwig  übersendet  eine  Arbeit 
aus  dem  Laboratorium  fUr  allgemeine  Chemie  an  der  k.  k. 
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Technischen  iiuciischule  in  Graz  von  Herrn  Prof.  Fr.  Em  ich, 
betitelt:  »Notizen  über  die  Lackmusseide«. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  E^of.  Ad.  Liebe  n  überreicht  eine 
Abhandlung  »Ober  Einwirkung  verdünnter  Säuren  auf 
Glycoie«. 

Das  w.  M.  Herr  Prof.  Franz  Exner  legt  eine  Abhandlung 
des  Herrn  Dr.  H.  Mache  vor:  »Ober  die  Zerstreuung  der 
Elektricität  in  abgeschlossener  Luft.« 

Üerbelbe  legt  fernL-r  eine  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  F.  v. 
Lerch  vor:  »Über  die  Abhängigkeit  der  Polarisation 
von  Stromdichte  und  Temperatur«.  • 

Herr  Prof.  Dr.  Paul  Czermak  in  Innsbruck  Obersendet 

eine  Mittheilung  über  Elektricitätszerstreuung  bei  Föhn. 

Das  w.  M.  Herr  Hofrath  G.  Ritter  v.  Escherich  legt  eine 
Abhandlung  vor,  betitelt:  »Die  zweite  Variation  der 
einfachen  Integrale«.  (V.  Mitthetlung.) 


Selbständige  Werke  oder  neue»  der  Akademie  bisher  nicht 
zugekommene  Periodica  sind  eingelangt: 

Centraibureau  der  internationalen  Erdmessung  in 
Potsdam,  Verhandlungen  der  XIIL allgemeinen  Conferenz 
der  internationalen  Erdmessung,  redigiert  von  H.  G.  van 
de  Sande  Backhuyzen,  1901;  4®. 

Passalsky  P.,  Anomalies  magnetiques  dans  la  region  des 
mines  de  Krivoi-Rog.  Odessa,  1901;  4*. 

Ryn  J.  J.  L.  van,  Dr.,  On  the  composition  of  Dutch  Butter. 
London,  1902;  8» 


Ober  die  Zerstreuung  der  Elektricität  in 
abgeschlossener  Luft 

von 

Dr.  Heinrich  Mache. 

Aus  dem  physikalisch^chemischen  Institute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 
(Vorgelegt  in  der  Siteuog  am  18.  Dccember  1901.) 

Im  folgenden  sollen  die  Ergebnisse  einiger  Versuche  über 
die  Zerstreuung  der  Elektricität  in  abgeschlossener  Luft  mit- 
getheitt  werden,  welche  in  der  Absicht  unternommen  wurden, 
einen  Beitrag  zur  Kenntnis  der  Gesetze  zu  liefern,  nach 
welchen  diese  Zerstreuung  vor  sich  geht. 

Die  hiebei  befolgte  Methode  ist  die  gleiche,  wie  sie 
J.  Rlster  und  H.  Geitel  eingeführt  haben.'  Das  zur  Messung 
der  F.lcktncität'^zerstreuung  hergcrichtetc  KlLktroskop  wird 
mit  ;uitL:cvciziem  Zerslrciiungskörper  unter  eiiic  weile  tubulierte 
Luftpuinpenglocke  gebracht,  welche  auf  einem  starken  Metall- 
teller luftdicht  aufgesetzt  werden  kann.  Der  Zerstreuungs- 
körper ist  zum  Schutze  gegen  Ladungen  des  Glases  der  Luft- 
pumpenglocke rings  von  einem  auf  dem  Halse  des  Elektro* 
skopes  aufgesetzten  Schutzcylinder  umgeben.  Der  Boden  dieses 
Schutzcylinders  trägt  eine  Reihe  weiter  Öffnungen,  durch 
welche  eine  kleine,  von  au6en  mittels  eines  Magnetes  betriebene 
Metallfeder  bis  zur  Berührung  mit  dem  Zerstreuungskörper 
gelangen  kann.  Diese  Metallfcder,  also  auch  der  Zerstreuungs- 
körper, können  durch  eine,  den  Metatiteller  isoliert  durch- 
setzende Zuleitung  nach  Bedarf  geladen  oder  entladen  werden. 
Auch  in  dem  Deckel  des  Schutzcylinders  befindet  sich  eine 

1  Fhys.  Zeiuchnü,  bU.  1',  S,  Hü,  ööO,  590. 
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Öffnung,  durch  welche  eine  im  Tubus  der  Luftpumpen^locke 
verschiebbare  Sonde  bis  auf  den  Zerstreuungskdrper  hinab- 
gestofien  werden  kann.  Diese  Sonde  trägt  an  ihrem  unteren 
Ende  einen  mit  einem  Gewinde  versehenen  Ebonitstift.  welcher 

sich  in  eine  am  Zerstreuungskörper  oben  angebrachte  ülTnung 
einschrauben  Ia-.st  und  es  sü  ermü^^ticht,  denselben  aus  dem 
Elektroskopc  herauszuheben  und  den  durch  Zerstreuung  und 
einen  eventuellen  Isolationsinange!  im  Elektroskopc  selbst 
bewirkten  Verlu^t  zu  bestimmen.  Zwei  im  'l'ubiis  und  im  Metall- 
teller eingekittete  Hähne  dienen  zum  Durch-  oder  Absaugen 
der  Luft. 

Um  ein  genaues  Ablesen  des  Elektroskopes  zu  ermög- 
lichen, wurde  die  Luftpumpengiocke  an  der  geeigneten  Stelle 
angeschliffen  und  die  Öffnung  durch  eine  Spiegelglasplatte 
geschlossen. 

Von  einer  Berechnung  des  Zerstreuungscoefficienten  im 
Sinne  der  Coulomb'schen  Formel  wurde  abgesehen,  nachdem 
die  citierte  Untersuchung  von  G eitel  die  Unrichtigkeit  dieser 

Formel  nachgewiesen  hat.  In  der  That  zeigte  sich  innerhalb 
der  bei  meinen  \'crsuchei;  zur  V  erwendiing  gclaiiL^ten  I^otential- 
differenzen  von  180  bis  60  Volt  die  Abnahme  der  Zeit  völlig 
proportional.  Es  wurden  ais«»  die  beobachteten  Werte  des 
Potentials  in  ein  Miliimetei papier  eingetragen,  weiches  als 
Abscisse  die  Zeit  enthielt,  und  dann  durch  die  so  bestimmten 
Punkte  möglichst  zwanglos  eine  Gerade  gezogen,  an  welcher 
der  Wert  der  Zerstreuung  in  Volt  pro  Stunde  sich  ohneweiters 
entnehmen  liefi. 

Es  hat  nun  Geitel  zuerst  die  merkwürdige  Erscheinung 
beobachtet,  dass  der  Zerstreuungswert  der  Luft  zunimmt,  wenn 
man  den  Apparat  durch  längere  Zeit  sich  selbst  überlässt,  um 
sich  dann  schließlich  einem  bestimmten  Grenzwerte  zu  nähern. 
Diese  Erscheinung  wurde  dahin  gedeutet,  dass  Körper,  welche 
lange  der  Luft  in  elektrisiertem  Zustande  ausgesetzt  sind,  eine 
län.uere  Zeit  anhaltende  Aclivierung  aufweisen  und  daher  eine 
erhöhte  Leitfähigkeit  der  umgebenden  Luft  veranlassen. 

Es  erschien  mir  nicht  ohne  Interesse,  die  diesbezüglichen 
Geitel'schen  Versuche  auf  ein  größeres  Zeitintervall  auszu- 
dehnen, und  ich  führe  im  folgenden  eine  Versuchsreihe  an. 
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H.  Mache, 


welche  steh  auf  etwa  zwei  Monate  erstreckt.  Die  Ladung  war 
stets  positiv.  Z  gibt  den  Wert  der  Zerstreuung  in  Volt  pro 
Stunde. 

z 


2.  August   6-57 

3.  »    7-64 

4   7-75 

5.  *   '..  7-8G 

6.  »    9-20 

7.  »    9-60 

8.  »    8-89 

9.  »    8-92 

31.      »    11-2 

14.  September   10  *8 

15.  .    11*3 

27.    11  1 


ICs  zei^'t  sich  also  eine  Zunahme  der  Zerstreuung,  die 
nach  ungefähr  14  Tagen  beendet  ist,  woraul  sich  der  erzielte 
Endwert  stationär  erhält. 

Pumpt  man  nun  die  Luft  weg  und  ersetzt  sie  durch  solche 
von  außen,  so  zeigt  dieselbe  unter  der  Glocke  sofort  den 
gleichen  Zerstreuungswert  wie  in  dem  Räume,  dem  sie  ent- 
nommen wurde.  So  ergab  sich  beispielsweise  unter  der  Glocke 
der  Wert  7 '  27,  während  außen  gleichzeitig  an  einem  zweiten 
Apparate  7*36  beobachtet  wurde.  Die  durch  das  Abstehen  der 
Luft  erzielte  scheinbare  Activierung  scheint  also  doch  ihren 
Sitz  in  der  Luft  selbst  zu  haben.  Dies  würde  zur  Annahme 
nöthigen,  dass  der  einem  bestimmten  Drucke  und  einer 
bestimmten  Temperatur  entsprechende  normale  Gehalt  an  Ionen 
einen  Gleichgewichtszustände  entspricht,  welcher  nur  in  ab- 
geschlossener Luft  und  auch  da  erst  nach  längerer  Zeit  zu 
erzielen  ist. 

In  welcher  Weise  dieser  Gehalt  von  Drucl<  und  Temperatur 
abilängt,  erforderte  eine  besondere  Untersuchung.  Was  die  .Ab- 
hängigkeit der  Zerstreuung  vom  Druck  betrifft,  so  fand  bereits 
Matteucci,^  dass  dieselbe  im  luftverdünnten  Kaumeso  klein 

»  Ann.  de  t  hem.  et  de  i'hys.,  3  s«r.,  28,  JÜöO. 
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wird,  dass  ein  Elektroskop  seine  Ladung  tagelang  erhält  Auch 
wird  man  im  voraus  ein  derartiges  Verhalten  erwarten,  woferne 
man  auf  der  fl-eilich  etwas  rohen  Vorstellung  fußt,  dass  gleich- 
zeitig mit  der  Gasmenge  auch  ihr  Gehalt  an  freien  Ionen  ver- 
mindert wird.  Thatsächlich  zeigt  sich  die  Zerstreuung  dem 
Drucke  proportional,  wie  die  folgende  kleine  Tabelle  lehrt. 
p  bedeutet  den  Druck  in  Millimeter  Quecksilber. 


p 

Z 

745 

iri 

493 

8-24 

3d7 

6-30 

285 

4-30 

193 

'i  ■  98 

100 

1  -Ii  i 

45 

0Ö3  j 

Es  erwies  sich  bei  diesen  Versuchen,  dass  der  durch  die 
Leitung  der  Bernstein-Isolation  des  ElekUoskopes  bedingte 
Verlust  völlig  vernachlässigt  werden  kann.  Hingegen  durfte  von 
einer  besonderen  Bestimmung  der  Zerstreuung  im  Elektroskope 
selbst  nicht  Umgang  genommen  werden. 

Um  die  Abhängigkeit  der  Zerstreuung  von  der  Temperatur 
kennen  zu  lernen,  wurde  ein  dem  beschriebenen  Apparate  ganz 
analoger  in  ein  Wasserbad  gebracht.  Der  einzige  erwähnens- 
werte Unterschied  bestand  darin,  dass  hier  um  Raum  zu  sparen 
der  Zerstreuungscylinder  durch  eine  Platte  und  der  Schutz- 
cylinder  durch  ein  Drahtnetz  ersetzt  wurde,  welches  der  Platte 
parallel  gegenüberstand.  Natürlich  musste  die  Aichung  des 
Elektroskopes  im  Wasserbade  selbst  vorgenommen  werden. 
Brachte  man  nun,  nachdem  der  Normahvert  der  Zerstreuung 
durch  14tägiges  Stehen  erreicht  u  ar,  das  Bad  durch  Anw^irnien 
von  etwa  16"  auf  60°.  so  zeigte  sich  keine  Änderung  der  Zer- 
streuung, die  nicht  Jui  ch  Fehler  in  der  Beobachtung  gedeutet 
werden  könnte.  So  ergaben  sich  in  vier  Beobachtungen  die 
folgenden  Werte: 
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i 

Z 

z 

II 

J7«  C. 

22-0 

52—58«  C. 

21-5 

II 

14 

n-e 

1 

58—62 

120 

III 

16 

109 

55—58 

11-6 

IV 

16 

11-5 

h 

57—60 

10-8 

1 

U 

Diese  Beobachtung  steht  im  Widerspruche  mit  einer  dies- 
bezüglichen von  Matteucci»  welcher  zwischen  0*  und  18* 
eine  Zunahme  der  Zerstreuung  von  38  auf  85  angibt.  Im  Gegen- 
theile  bewirkt  eine  Erhöhung  der  Temperatur  bei  den  meisten 
Isolationsmitteln  eine  scheinbar  geringere  Zerstreuung,  indem 
hicbei  der  Isolator  gcUuckOwt  wird. 

Noch  einige  gelegentliche  Beobachtungen  sollen  hier  Pialz 
rinden,  welche  für  die  I)cLitung  des  besprochenen  Entladungs- 
vurganges  mi'jglicherweise  von  i^edeutuiiL:  sind. 

So  gelingt  es  nicht,  durch  halbstündiges  Röntgenisieren 
von  thsch  eingefüllter  Luft  den  oben  besprochenen  Endzustand 
oder  auch  nur  ein  durch  längere  Zeit  gesteigertes  Leitvermögen 
der  Luft  zu  erzielen.  Ferner  ist  es  auffallend,  dass  das  Hindurch- 
saugen durch  ein  Thomson 'sches  Filter  das  natürliche  Leit- 
vermögen der  Luft  nicht  herabsetzt.  Dagegen  bewirkt  das 
Vorbeistreichen  an  einem  elektrisierten  Körper  eine  vollständige 
Zerstörung  Ihrer  Leitfähigkeit,  wie  dies  auch  H.  Ebert*  be- 
merkt hat. 

»  Die  «  apucilat  Jos  Sysiems  war  hier  eine  andere. 
8  Phys  Zcitschrilt,  Bd.  2,  S.  662. 
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Über  die  Abhängigkeit  der  Polarisation  von 

Stromdiehte  und  Temperatur 

von 

Dr.  Fr.  v.  Lerch. 

Aus  dem  piiysikalisch-chcmisciien  Iiisiitute  der  k.  k.  Universität  in  Wien. 

(Mit  4  TezlAgur«».) 
(Vorgelegt  in  der  Siuttng  mm  19.  December  1901.) 

Die  folgenden  Versuche  haben  den  Zweck,  den  Verlauf 
der  Polarisation  bei  verschiedener  Temperatur  und  Concentra- 
tion  für  Lösungen  von  CuC!^  und  CdJ,  etwas  eingehender  zu 
untersuchen.  Bei  den  Messungen,  die  ich  mit  einer  Poggen- 
dorfschen  Wippe  und  Elektrometer  in  der  weiter  unten  be- 
schriebenen Veisuchsanordnung,  zuerst  mit  einer  Kupfer- 
chlortdlösung,  anstellte,  beobachtete  ich  Folgendes:  Ansteigen 
der  Polarisation  bis  zu  einem  Werte,  der  sich  mit  wachsender 
Str'imsiarke  nur  wchIl;  ändert,  dann  plötzliches  Wachsen  der 
Polarisation  bis  zu  einem  höheren  Werte.  Die  Curve,  Strom- 
stärke als  Abscissen,  Polarisation  als  Ordinalen  gezeichnet, 
zeigt  bei  einer  bestimmten  Stromstärke  einen  scharfen  Knick. 

Ich  will  hier  gleich  bemerken,  dass  die  Methode,  mit 
welcher  hier  gearbeitet  wurde,  im  Principe  von  der  Methode 
der  Zersetzungsspannungen  verschieden  ist.  Im  letzteren  Falle, 
bei  Zersetzungsspannungsmessungen,  bestimmt  man  die  Strom» 
stärke,  die  man  durch  Anlegen  einer  beliebig  variierten  oder 
nach  Bose,^  einer  sich  stetig  ändernden  elektromotorischen 
Kraft  durch  die  Zelle  bekommt.  Der  Punkt,  bei  welchem  die 
Curve  einen  Knick  zeigt,  oder  nach  Glaser*  der  Schnittpunkt 

1  Zeitschrift  für  Elektrochemie,  V.,  134,  1898/09. 

s  Glaser,  Zeitschrift  fiir  Elektrochemie,  IV.,  355,  373,  397,  1898. 
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des  horizontalen  und  steil  aufsteigenden  Theiles  der  Curve, 
wenn  die  Curve  keinen  scharfen  Sprung  zeigt»  ist  dann  der 

Zersctzuni^spunkt. 

Nacli  de;  Methode  mit  Wippe  schickt  man  gleich  einen 
Strom  von  hoher  clektromot'H  i^chcr  Kraft  (in  diesem  Falle 
circa  L'ho  \  o!t)  durch  die  eleklruiyiischc  Zelle  und  missi  dann 
die  PotentiakiiiTerenz,  bis      welcher  d:c  [".Icktrnden  'iich  laden. 

Das  Ansteigen  der  Polarisation  nm  wachsender  Strom- 
stärke hat  nach  Wiedemann'  zuerst  Lenz  beobachtet 
Genauere  Messungen  stellte  dann  Poggendorf  an»  indem  er 
von  höheren  Stromdichten  zu  niederen  übergieng,  um  das  lang- 
sanie  Laden  der  Elektroden  bei  schwachen  Strömen  zu  um- 
gehen. Dieses  Verfahren  schlägt  W  i  e  d  e  m  a  n  n  als  am  zweck- 
mäßigsten vor,  um  den  jeder  Stromdichte  zukommenden 
Maximalwert  schnell  zu  erreichen.  Später  hat  Wiedeburg' 
unter  gewissen  Annahmen,  dass  nämlich  nicht  alle  Ionen 
elektromotorisch  wirksam  sind  und  nur  ein  Theil,  ein  der 
ÜilTcicnz  /:vvischen  dein  erreichbaren  und  dem  erreichten  Wert 
der  Ionenansan^mh:ng  proporti»Hui!er  Theil.  zum  Potentiai- 
sprung  an  der  Klekuode  beiträgt,  die  Voi^iänge  an  der  Elektrode 
theoretisch  verfolgt.  Unter  lierückMchtigung  der  freiuilligen 
Depolarisation  hat  Overbeck-'  mit  VV'iedeburg'schen  Annahmen 
eine  Formel  für  verschiedene  Stromdichten  abgeleitet.  In  letzter 
Zeit  ist  von  A.  Gockel*  in  einer  Arbeit  über  die  Beziehungen 
zwischen  Polarisation  und  Stromdichte  in  festen  und  ge< 
schmolzenen  Salzen,  diese,  sowie  eine  von  Plank  aufgestellte 
logarithmische  Formel  geprüft  worden.  Die  Voraussetzungen, 
unter  welchen  diese  Formeln  gelten,  dass  nämlich  der  Elektrolyt 
mit  den  Producten  der  Elektrolyse  gesättigt  ist,  und  die  oben 
erwähnte  Wiedemann*sche  Vorschrift,  von  höheren  Strom- 
dichten zu  niederen  überzugehen,  sind  wohl  die  Ursache,  dass 
die  Werte  der  Polarisation  bei  kleinen  Siromdichten,  oline  dass 
vorher  ein  stätkcicr  Strom  die  Zelle  durchflössen  hat,  nicht 
meiir  oder  gar  nicht  beachtet  wurden. 

1  Wiedemann.  Elektricität.  IL.  683,  1894. 

«  Wiedeburg.  Wied.  Ann.,  51.  902,  1894. 

»  Overbeck.  Wied.  Ann.,  63,  20,  1897. 

*  A.  Gockel,  Zeitschrin  für  phys.  Chemie,  34.  529,  1900. 
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Dass  man  wirklich  keinen  Knick  in  der  Foiarisationscurve 
bekommt,  wenn  man  die  Wiedemann'sche  Vorschrift  befolgt, 
mögen  folgende  zwei  Tabellen  zeigen. 


Ampere 

Volt 

Ampere 

Volt 

0- 1000 

1  •  li> 

«>0020 

0-36 

O-OOÜO 

101 

0  0050 

0-80 

0  0060 

106 

00100 

0*87 

0*0100 

100 

0  0200 

0*893 

00200 

114 

0  0300 

0-92 

0-0300 

l'ld 

0-0400 

0*93 

0  0500 

ri8 

0*0460 

004 

OIOOO 

rio 

0*0480 

1*14 

0*0600 

1*17 

0*1000 

1*19 

Die  erste  Tabelle  zeigt  keinen  Sprung,  die  zweite  bei 
0  *0460  Ampere. 

Bevor  ich  noch  in  die  Einzelheiten  und  die  Discussion  der 
gefundenen  Werte  eingehe^  will  ich  die  Versuchsanordnung 
beschreiben,  mit  der  sie  gefunden  sind.  Wie  schon  oben 
bemerkt,  verwendete  ich  eine  Poggendorfsche  Wippe  mit 
Metallcontacten.  Durch  einigte  Übung  war  es  möglich,  die 
Wippe  sehr  schnell  um-  uuvi  wieder  zurückzulegen,  so  dass 
das  Elektrumeter  kurz  nach  der  StromunLcrbrechung  nur  einen 
Moment  mit  der  Zelle  in  Berührung  war.  Übrigens  machte  ein 
niehr  oder  weniger  schnelles  Wippen  bei  den  Versuchen  nichts 
aus,  SU  dass  ich  wirklich  den  betreüfenden  VoUwert  glaube 
erhalten  zu  haben. 

AN  elektromotorische  Kraft  wurde  der  negative  Pol  der 
Straßenleitung  gegen  die  Erde  verwendet  (circa  +200  Volt). 
Die  Versuchsanordnung  ist  in  Fig.  1  schematisch  gezeichnet. 
Bei  A  der  negative  Pol  der  Straßenleitung.  Von  hier  wurde  der 
Strom  durch  eine  Glühlampe,  um  eventuelle  Kurzschlüsse  zu 
vermeiden,  nach  einem  variablen  Flüssigkeitswiderstande  ge- 
führt. Derselbe  bestand  aus  einem  parallelepipedischen  Trog, 
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der  mit  verdünnter  Zinksulfathisuns:  gefüllt  war  und  in  den 
zwei  Zinkclcktroden  tauchten,  \  (in  denen  die  eine  bei  B  ver- 
schoben werden  konnte.  Von  Ji  luhrte  die  Leitung  weiter  durch 
drei  Stöpsel-Rheostalenwidcrstände  (100.000  Q  bis  100  Q)  zu 
einem  Siemens- Amperemeter,  dessen  Empfindlichkeit  für  einen 
Theilstrich  0*001  Ampere  betrug  und  durch  einen  Neben* 
Schlusswiderstand  auf  0*01  Ampere  herabgesetzt  werden 
konnte.  Von  hier  durch  einen  Schlüssel  nach  der  Wippe  über  C 
nach  D;  von  da  nach  der  zweiten  Wippe  bei  JS»  mittels  welcher 
man  D  abwechselnd  mit  einem  selbstverfertigten  Clark'schen 
Normalelemente  oder  mit  der  elektrolytischen  Zelte  verbinden 


G 
et 


wo 


CS 


es 

1 


/ 


^1 

O  1 


Fig.  1. 


konnte.  Die  Elektrometerausschläge  konnten  also  jederzeit 

geaicht  werden.  Die  Emptindlichkeil  betrug  für  das  Clark- 
Clement,  dessen  clckiromotorisciic  Krall  mit  1  "43  Volt  ange- 
nommen wurde,  ungefähr  90  Theilstriche.  Der  Pol  der  Zelle 
bei  F  war  beständig  zur  Erde  abgeleitet.  G  stand  mit  einem 
Hallwachs'schen  Quadrantcnelektromcter  mit  Luftdämpfung  in 
\'ci  bin  Jung.  Das  Elektrometer  selbst,  sowie  die  Leitung  nach 
djr  Wippe  waren  eingebaut,  die  Klemmschraube  bei  G  war 
durch  ein  abgeleitetes  Gehäuse  vor  äußerer  Inductionsvvirkung 
geschützt  und  konnte  von  aufien  durch  einen  Stift  mit  dem 
Gehäuse  in  Berührung  gesetzt  und  so  abgeleitet  werden.  Die 
Ausschläge  wurden  mit  Scala  und  Fernrohr  abgelesen. 

Diese  Versuchsanordnung  erwies  sich  im  folgenden  als 
sehr  bequem  und  handlich.  Sie  gestattete  die  Stromstärke  inner- 
halb weiter  Grenzen  von  0*0020  bis  0-9  Ampere  und  darüber 
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zu  variieren  und  constant  zu  halten,  da  wegen  der  verwendeten 
großen  elektromotorischen  Kraft  und  der  eingeschalteten 
größeren  Wiederstände  die  Übergangswiderstände  nicht  in 
Betracht  kamen.  Die  größeren  Stromstärken  wurden  bei  kurz- 
geschlossenen Rheostatenkästen  durch  Verschieben  der  Elek- 
trode bei  B  reguliert.  Es  wurde  der  negative  Pol  und  nicht  etwa 
beide  Pole  der  Straßenleitung  verwendet,  um  nicht  störende 
Inductionswirkungen  in  der  Wippe  zu  bekommen.  Die  elektro- 
lytische  Zelle  konnte  mit  dem  auf  den  Tisch  geschraubten 
Schlüssel  bei  /^verbunden  und  durch  Kurzschluss  depolarisiert 
werden. 

Als  EiektrtiJcn  wurden  zuerst  Kohlenstäbe  von  3  nun 
Durchmesser  benüizt.  Um  ihnen  eine  constjinie  Oberfläche  zu 
geben,  wurden  über  dieselben  Kautschukschliiiiche  gezogen, 
so  dass  ein  ungeldhr  1  cm  langes  Stück  frei  blieb.  Versuche, 
die  Kohlen  auf  andere  Weise  partiell  zu  isolieren,  scheiterten 
an  der  Unbeständigkeit  der  aufgetragenen  Isolatoren  bei 
höherer  Temperatur. 

Zur  Erreichung  höherer  Temperatur  wurde  das  die  Lösung 
enthaltende  Becherglas  in  ein  weiteres  mit  Wasser  gefülltes 
gesteckt,  das  mittels  eines  Bunsenbrenners  während  der  Ver« 
suchsdauer  auf  genügend  constanter  Temperatur  gehalten 
werden  konnte. 

In  den  angeführten  Tabellen  bedeuten: 

c  die  Normalconcentration, 

i  die  Temperatur, 

p  die  Polarisation, 

i  die  Stromstärke. 

Die  Stromstärken  und  elektromotorischen  Kräfte,  bei 
welchen  der  Sprung  auftritt,  sind  durch  Kreuze  bezeichnet. 
Sämmtliche  hier  zunächst  angeführten  Werte  beziehen  sich  auf 
Kupferchloridlösungen. 
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In  nachbtehenden  Figuren  2  und  3  sind  die  Curven  für 
die  2-  und  ^  -Normallösung  räumlich  gezeichnet,  die  Strom- 
stärken, Temperaturen  und  Polarisationen  als  Coordinaten  ge- 
nommen. Die  Zeichnung  ist  für  die  Concentrationen  einzeln 
durchgeführt.  Sämmtliche  Messungsreihen  zeigen  gemeinsame 
charakteristische  Eigenschaften.  Die  Polarisation  nähert  sich 
scheinbar  einem  Grenzwert,  bis  ein  plötzliches  Umspringen  zu 
einem  höheren  Wert  erfolgt.  Dieser  Knick  tritt  bei  verdünnter 
Lösung  früher  auf  als  bei  den  höheren  Concentrationen.  Auch 
sind  die  Werte,  wie  zu  erwarten  war,  sämmtlich  höher.  Mit 
.stcii^.'iidcr  Temperatur  nimmt  die  Polarisation  ab,  der  Sprung 
erfi>lgt  später.  So  zeigt  z.  B.  die  Curve  bei  50"  für  die  2-N'»rmal- 
lösiinfi  (Fig.  2)  einen  ivjuck  von  0- 78  bis  O'Oö  V'olt  bei  einer 
Stri »iii-stärke  von  0*08  Ampere,  lür  die  Normall' »siing  einen 
Sprung  von  0-82  auf  Ü  99  Volt  bei  0-039  Ampere,  die 

-i- -Normallösung  den  Sprung  von  0-86  bis  107  bei  0*024 
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Ampere.  Die  Ebene,  die  man  durch  «»bige  Zeichnungsweise 
erhält,  zeigt  eine  Falte,  die  mit  steigender  Temperatur  im  Sinne 
der  wachsenden  Stromstärken  wandert.  Die  durch  diese  Polari- 
sationsebene  verdeckten  Theile  der  Curven  sind  in  der  Figur 
zur  Erhöhung  der  Anschaulichkeit  punktiert  ausgezogen. 


Cu  Clt  mü  Kohleaelektroden. 
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Flg.  2. 

Eine  Erklärung  dieser  Knicke  fällt  nicht  schwer,  wenn 
man  sich  auf  den  Boden  der  Le  B1anc*schen  Anschauungs- 
weise stellt.  An  der  Elektrode  geht  der  Voi^gang  vor  sich,  der 
die  geringste  Arbeitsleistung  erfordert.  Es  scheiden  sich  zuerst 
die  leicht  abscheidbaren  Ionen  aus,  erst  wenn  diese  nach  dem 
Faraday'schen  Gesetze  zur  Strombildung  nicht  genügen, 
werden  auch  schwerer  abscheidbarc  Ionen  abgeschieden.  .Auf 
obigen  Fall  kann  man  diese  .Anscliauuiigsueise  ebeiit'allN  an- 
wenden, wenn  man  eine  stufenweise  Dissociation  des  gelösten 
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Salzes  annimmt.  Zuerst  ist  in  Arbeiten  über  Gasketten*  die 

stufenw  eise  Dissociation  des  Wassers  in  den  Ionen  H,  OH,  O 
nachgewiesen  wurden. 

Verdünnte  Schwefelsäure  ist  in  H,  OH,  O,  SO^,  HSO4 
dissoctiert,^  wie  man  aus  Knicken  der  Zersetzungsspannungs- 
curven  schließen  kann.  In  geschmolzenen  Salzen  hat  Gar  rar  d* 


CuClt  mit  Kohlenele]itro40n 
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Fig.  3. 


gefunden,  dass  zweiwertige  neutrale  Salze,  z.  B.  Haloid- 
verbindungen  des  Pb  und  Cd  zwei  Zersetzungspunkte  zeigen 
und  sie  einer  stufenweisen  Dissociation  zugeschrieben.  In 

unserem  Falle  beim  Kuprerchlorid  können  wir  Cu,  CuCl  und  Cl- 
lonen  annehmen.  Die  CuCl -Ionen  werden  leichter  an  der 


1  Glaser,  I.  c;  Bose,  t.  c. 

*  Le  Blanc,  Elektrochemie,  S.  239. 

s  Garrard,  Zeitschrift  für  Elektrochemie,  Vf.,  214,  1899. 
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Kathode  abgeschieden.  So  lange  die  durch  die  Wanderun 
Diffusion,  Neubildung  und  mechanische  Einflüsse,  wie  z.  B.  das 
Umrühren  der  aufsteigenden  Gasblasen,  an  die  Elektrode 
gelangten  CuCl-Ionen  als  einwertige  Zersetzungsproducte  dem 
Faraday'schen  Gesetze  genügen,  so  lange  gelangen  auch  nur 
CuCl-Ionen  zur  Abscheidung.  Bei  einer  gewissen  lonenarmut 
geben  auch  Cu-Ionen  ihre  Ladung  ab  und  wir  erhalten  den 
Sprung  in  der  Polarisation.  Gleichzeitig  bemerkt  man  den 
Beginn  äcr  charaklcrislischcn  Kupiert. iiiuing  an  der  Kathode. 
Dass  der  Knick  wirklich  an  der  Kathode  staittindet,  zeigt 
folge n de  Versuch s t  e i ii e . 

Wenn  der  Knick  intnl^e  Iniienniaugels  bei  einer  gewissen 
Stromdichte  auftritt,  so  kann  man  durch  Verbinden  einer  großen 
und  einer  kleinen  (Arbeitselektrode)  einen  Schluss  bezüglich 
der  Elektrode  ziehen. 

Die  Kathode  wie  gewöhnlich,  die  Anode  groß: 
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Die  Vergrößerung  der  Anode  ist  ohne  Einfluss  auf  das 
Auftreten  des  Sprunges. 
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Die  Anode  wie  gewöhnlich,  die  Kathode  groß: 
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Bei  großer  Kathode  erfolgt  der  Sprung  spater.  Zur  Er- 
reichung  derselben  Stromdichte  an  der  Kathode  muss  ein 
stärkerer  Strom  die  Zelle  passieren.  Man  kann  also  wirklich 

obigen  Schkiss  ziehen. 

Üie  CUgClg-Büdung  ist  primär.  Es  wäre,  ablochen  von 
dem  Sprunge  in  der  Polarisation,  auch  kein  (irund  vorhanden, 
warum  das  nacii  dem  Knick  eleklr(llyti^-c^.  abgescliiedene  Kupfer 
sich  durch  einige  Zeit  in  der  Lösung  hält.  Allerdings  reduciert 
dann  das  Kupfer  das  Chlorid  zu  Chlnrür. 

In  verdünnter  Lösung  wird  diese  lonenarmut  begreiflicher- 
weise früher  eintreten,  der  Knick  also  früher  bei  geringerer 
Stromdichte  erfolgen.  Bei  höherer  Temperatur  wird  wegen 
der  erhöhten  Diffusionsgeschwindigkeit  und  der  größeren 
Wanderungsgeschwindigkeiten  der  Knick  später  auftreten. 
Vielleicht  verschiebt  sich  auch  das  Gleichgewicht  zwischen 
CuCl  und  Cu-Ionen  zu  Gunsten  der  CuCMonen. 
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Die  Curve  für  die  2-Nonnallö5ung  zeigt  bei  0*  zwei 

Knicke.  Für  die  ~  -Normallösung  ßillt  der  erste  Knick  noch  m 

den  aufsteigenden  Theil  der  Curve  und  ist  erst  bei  50*  so  weit 
nach  rechts  gerückt,  dass  er  sichtbar  wird.  Man  müsste  also 

noch  irgend  ein  Ion  annehmen,  in  das  Kupferchlorid  bei  0"  dis- 
sociiert  ist.  Bei  ZinmicitempcratLir  iiicii^t  man  nur  für  die 
2-Nünnallöbung  einen  zweiten  kleinen  Anstieg.  Die  Falte, 
welche  die  zweiten  Sprünge  liefern,  ist  also  schnell  verflacht. 

Ein  deutliches  HiKl  dieser  Vertlachung  der  Knici<e  n.ii 
steigender  Temperatur  zeigt  eine  Cadmiumjodid-Lösung. 
Die  Messungen  wurden  in  gleicher  Weise,  wie  beim  Kupfer- 
chlorid, mit  Kohlenelektroden,  die  durch  Kautschukschläuche 
bis  auf  circa  1  cm  isoliert  waren,  ausgeführt. 
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In  Fig.  4  sind  die  Curven  für  die  — -Normal-Cadmium- 

jodid-Lösung  in  gleicher  Weise,  wie  für  Kupferchlorid,  ge- 
zeichnet, Sie  zeigen  sämmtlich  ein  ähnliches  Verhalten,  das 
Hinauswandem  der  Knicke  mit  wachsender  Temperatur  und 


Cd  Ji  bK  ]CoUmi»l«Uroa0n 

^'z  normal 


Fig.  4. 


Concentration.  Nur  wird  der  Sprung  immer  kleiner,  bis  er 
bei  80**  kaum  merklich  geworden  ist. 

Falls  wir  es  hier  mit  der  Folgeerscheinung  einer  lonen- 
armut  zu  thun  hätten,  so  müsste  ein  schnelles  Bewegen  der 
Flüssigkeit  das  Auftreten  des  Knickes  verzögern.  Es  wäre  dann 
nämlich  dafür  gesorgt,  dass  sich  immer  frische  Theile  der 
Lösung  an  der  Eleklrude  betänden,  deren  Oberfläche  dadurcii 
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gleichsam  vergrößert  würde.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  die 
Elektroden  in  ein  Kryslallisiergefäß  gestellt,  in  welchem  die 
Ldsung  mittels  eines  von  einem  Heißtuftmotor  getriebenen 
Rührers  in  schnelle  Rotation  versetzt  werden  konnte. 

Folgende  Tabellen  zeigen  nun  das  Verhalten  bei  ruhendem 
und  strömenden  Elektrolyt  Der  Widerstand  ändert  sich  be- 
kanntltch  nicht  be:  strömendem  Elektrolyt,  es  sind  alle  Ver- 
suchsbedint^iingen  gleich  geblieben.  Als  Elektroden  verwendete 
ich  dicsriial  piaiinierte  Plalinscheibun  von  l'J  >///;/  Durchmesser, 
die,  in  Glasröhren  eingeschmolzen,  starr  verbunden  waren.  Die 
Entfernung  der  beiden  parallelgestellten  Scheiben  betrug  5  ;///// 
bis  9  nun.  Alle  Versuche  sind  bei  Zimmertemperatur  mit  emer 
CuClg-Lösung  ausgeführt. 
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Wie  man  aus  den  Tabellen  sieht,  erfolgt  der  Sprung  bei 
rotierender  Flüssigkeit  wirklich  später.  Auch  macht  die  schnelle 
und  iangsaiuc  Ruiation  einen  erhebliclien  Einfluss,  wie  aus  den 

« 

-NormaltÖsung  folgt  Aus  dem  zweiten  An- 


Werten  für  die 


16 


I 


stieg  der  Curven  für  die  —  -Normallösung  bei  Kotation  kann 

man  auf  Wasserzersetzung  schließen.  Bei  ruhendem  Elektrolyt 
erhält  man  gleich  die  hohen  Werte,  auch  treten  Obersättigungs- 
erschetnungen  und  Concentrattonsänderungen  störend  auf. 

Kine  quantitative  Trennung  für  Ionen  verschiedener  Haft- 
intensität Ulli  diese  Weise  wäre  natürlich  nicht  su  sicher,  wie 
durch  Kegulieren  der  elektromi>tt>rischen  Kraft  der  Stromquelle, 
worauf  Freudenberg'  hingewiesen  hat. 

Nach  dem  Gesagten  kommt  also  diesem  Knicke  keine 
strenj^^  delinicrtc  SiromdiclUe  zu.  Kv  tritt  nicht  auf,  wenn  man 
von  hohen  Stromdichten  zu  niederen  übergeht,  er  erfolgt 


*  Wasserzersetsung. 

1  Zeitschrift  iür  phys.  Chemie,  12,  97,  1393. 
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Später,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  bewegt,  ij^t  also  eine  secundare 
Erscheinung,  insotemc  er  von  xlen  Versuchsbedingungen  ab- 
hängt Bei  längerem  Warten  könnte  man  ihn  auch  für  etwas 
kleinere  Stromdichten  erhalten»  wenn  die  Neubildung  der 
CuCl-lonen  mit  ihrer  Abscheidung  nicht  gleichen  Schritt  hälL 
Ein  mathematisches  Verfolgen  der  Vorgänge  stößt  auf  groSe 
Schwierigkeiten,  wegen  der  vielen  Vorgänge,  die  sich  super- 
ponieren.  Das  Charakteristische  bei  obigen  Messungsreihen  ist, 
dass  sich  trotz  der  hohen  angewandten  elektromotorischen 
Kraft  von  200  Volt,  die  Ionen  nicht  nach  einer  von  Stromstärke 
unabhängigen  Geseizmaßigkeit  ausgeschieden  haben,  sondern 
dabs  die  Ausscheidungsproducte  ganz  secundärer  Art  waren. 
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Ober  /-grediente  Verwandtsehaften  im 

auf  Mr--\  und  auf  Curven 

von 
S.  Kantor. 

(Vorgelegt  in  der  Sitzung  Jim  6i  December  1901.) 

Die  meisten  anzahlgeometrischen  Probleme  aus  der 
Strahlengeometrie  des  R,  lassen  sich  mit  Hilfe  des  Cor- 
respondenzprincipes  oder  jener  Consequenzen  desselben, 
welche  der  abzählende  Calcül  daraus  zieht,  lösen.  In  zwei 
Arbeiten  habe  ich  bereits  Probleme  der  ^rGeometrie  in  Angriff 
genommen.  Dabei  ist  mir  klar  geworden,  dass  alle  anzahl- 
geometrischen Resultate  mit  systematischer  Übersichtlichkeit 
nur  dann  zu  erreichen  sind,  wenn  das  bekannte  Zeuthen- 
Schubert'sche  Princip  zu  einem  Correspondenzprincipe  für 
/-grediente  Verwandtschaften  weiter  gebildet  wird.  Dieses  an- 
zugeben und  zu  beweisen,  auch  in  einigen  Fällen  anzuwenden, 
i.st  der  Zweck  dieser  Arbeil. 

I.  AUgemeineB  über  /-lineare  Verwandtschaft. 

Sowie  man  im  binären  (icbietc  <\m  unicursalen  und  im 
Gebiete  vom  Geschlechte  p)  zu  Involutionen  höherer  Stufe  und 
zu  V'erwandtschafttn  unter  mehreren  Variabeinreihen  aufge- 
stiegen ist,  so  führt  auch  im  r  aren  Gebiete,  sei  es  im  uni- 
cursalen, sei  es  im  Gebiete  höherer  Irrationalität,  bereite 
manche  ganz  fundamentale  Construction  zum  Begriffe  einer 
Verwandtschaft,  in  der  /  Räume  Rr  in  derartige  Beziehung 
gesetzt  werden,  dass  mit  der  Festsetzung  von  je  einem  Punkte 
in  /— 1  dieser  Gebiete  sofort  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten 
des  /f«n  Gebietes  festgesetzt  ist.  Ich  nenne  eine  solche  Ver- 
wandtschaft /-gredient  und,  wenn  die  zu  1—2  Punkten  von 
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1—2  Gebieten  complementären  bigredienten  Verwandtschftften 

alle  bilinear  sind,  /-linear. 

Hin  Unterschied  gegenüber  dem  binaren  Gebiete  besteht 
dann,  dass  zur  analytischen  Darstellung  einer  solchen  V'er- 
wandtschati  mehr  als  eine  Gleichung  unter  den  /  Variabeln- 
reihen  erforderlich  ist.  Überdies  hat  Herr  l.indemann  in  den 
Vorlesungen  über  Geometrie  bereits  die  Bemerkung  gemacht, 
dass  sich  nicht  jede  bigredienie  Verwandtschaft  als  \oll- 
ständiger  Schnitt  zweier  bigredienter  Formen  darstellen  lässt 
Dasselbe  ist  dann  auch  für  den  /-gredienten  Fall  zu  beachten 
und  man  bedarf  nach  einem  hieher  zu  adaptierenden  Theoreme 
Krön  eckers  höchstens  Ir+l  Formen  zur  Darstellung  jeder 
/•gredienten  Verwandtschaft. 

Aber  sowie  die  Collineation  die  Darstellung  durch  eine 
einzige  Form  gestattet,  wenn  eine  Variabeinreihe  in  den 
Coordinaten  genommen  wird,  welche  zur  anderen  Reihe  contra- 
gredient  sind,  so  ist  auch  möglich,  die  /-^rcdicnlc  Verwandt- 
schall nn  .illgemeiiicn  durch  eine  einzige  Form  darzustellen, 
wenn  n)an  eine  \'ariabelnreihe  in  den  Cuurdniaten  nimmt, 
welche  contragredient  zu  den  übrigen  unter  einander 

cogredient  bleibenden  Reihen  sind. 

Denn  die  Punktgruppen  (oo''  ''  an  Mächtigkeit)  des 
letzten  Hr  können  als  ganz  zerfallene  M,  i,  etwa  der  mten 
Classe,  angesehen  werden.  Sie  bilden  also  eine  Mannigfaltig- 
keit V,  die  in  der  Mannigfaltigkeit  —  D(r-umi  —  aller  ganz 
zerfallenen  MZ-t  enthalten  ist  und  welche  V  die  Eigenschaft 
hat,  auf  die  Gesammtheit  alter  aus  den  Piinkten  von  / —  1  Rr  2U 
bildenden  Punkt-(/ — l)-tupel  eindeutig  abbildbar  zu  sein.  Es 
muss  also  für  V  eine  Parameterdarstellung  durch  rationale 
Functionen  geben.  Da  nun  ihre  Coordinaten  die  Coefßcienten 
von  .y "  )  sind,  so  können  die  Parameterausdrücke  für  diese 
(.'oefticienten  in  die  (ilcichui^:;  der  M'-i  eingesetzt  w  ctvicn.  Es 
entsteht  dann  eine  Form  in  /  Reihen,  von  dciicn  eine  die 
Coordinaten  .  +  i  von  -U,'!L!.  die  anderen  / — 1  jene  Para- 
meter der  Üiscrimmantennianniglaltigkeit  sind  und  diese  Form 
ist  die  gewünschte. 

Sei  nun  eine  solche  \'ervvandtschaft  T/  gegeben:  die 
l  Träger  mögen  coincidieren,  die  Anzahl  der  Punkte,  welche 
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im        entstehen,  wenn  1—1  Punkte  je  in         .  , 

R'J~^\. .  .Rl!^  festgesetzt  werden,  sei  «,•  —  wozu,  wie  wir 

sehtjn  werden,  noch  eine  Reihe  anderer  Gradzahlon  kommt  — 
und  es  soll  die  Anzahl  der  I'uiikie  bestimmt  werden  der  Lage, 
dass,  wenn  man  einen  solchen  Punkt  als  / — 1  Rr  angehörig 
nimmt,  einer  der  entsprechenden  Punkte  des  Rr  mit  ihm 
coincidiert,  die  Coincidenzen  der  /-gredienten  Verwandtschaft. 

Die  /j- gredienten  Verwandtschaften,  welche,  wenn  / — /, 
einzelne  Punkte  in  / — der  /  Räume  festgesetzt  werden,  in 
den  übrigen  entstehen,  will  ich  als  die  in  Tj  »enthaltenen« 
complementären  Tf,  bezeichnen. 

II.  Ein  HUfssatz. 

Dem  Beweise  muss  ich  ein  Lemma  und  ein  Theorem 
vorausschicken,  deren  eigenthümliche  Herleitung  auch  an  sich 
ein  Interesse  haben  dürfte. 

Lemma.  In  einem  R,  bilJen  die  Ri,  welche  gegebene 
•  -»-^x^^i  }^     einem  Punkte  tretTen,  wobei 

ernen  Complex,  von  welchem  durch  jeden  Punkt  des  Rr  ein 
einziger  Ri  geht. 

Einen  particulären  Fall,  nämlich  Xj  ==  . . .  X/^i  1, 
2/  =  r — 1,  habe  ich  in  Cr.  J.,  Bd.  118,  erwähnt  und  benützt 
Wenn  jetzt  durch  einen  Punkt  P  von  Rr  zwei  Ri  giengen,  so 
mögen  diese  die  Stützräume  —  ^Rx,,- .  .»-^x/^i  —  in 

schneiden.  Dann  bestimmen  die  Geraden  öi»  ö^«  • 

einen  R-tiArX  durch  P,  in  dem  i+l  Geraden  —  nämlich  die 

Geraden  OQ'  —  im  Punkte  P  und  zwei  durch  P  gehende 

und  diese  <  ieraden  ti  etfende  /?,  enthalten  wären,  entgegen  dem 
für  diesen  Fall  geltenden  Satze  (1.  c). 

Theorem  J.  Sind  in  einem  /?  ,_m  r/-i)_i  /  in  /-gredienter 
Verwandtschaft  stehende  R  L;egeben,  so  ist  die  Anzahl  der 
verwandten  Punkt  /  tupel,  welche  in  je  einem  Ri-.'i  statt  in 
einem  durch  sie  bestimmten  Ri^\  enthalten  sind,  gleich  der 
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Anzahl  CoinciUcnzcn.  weicht;  in  den  /  /^lodient  verwandten 
entstehen,  wenn  sie  denselben  'i  räger  besitzen. 

Durch  jeden  Punkt  des  Mm  ; i,  ^  eeht  ein  einziger 
welcher  die  / — 1  A*,  überhaupt  m  je  einem  Funkte  trifft,  gemäß 
dem  hier  bewiesenen  I  emma.  Wird  also  ein  /^^r  hinzu- 
genommen, so  entsteht  durch  die  Treff-M/_j  dieser  aller  eine 
Mij^i  --^,  deren  Ordnung  wir  gar  nicht  benöthigen  'cf.  übrigens 
Cr.  J.,  Bd.  IIS)  und  aber  die  sämmtlichen  oo'~^  R,,  welche 
f+1  dieser  ^f^o  treffen»  gehören  ebenfalls  der         2  ein. 

Somit  können  mit  Hitfe  der  Transversal-jRj-s  die  ver- 
wandten Punkt>/-tupel  auf  einen  der  Reihe  über- 
tragen werden,  indem  man  durch  je  /  verwandte  Punkte  je 
einen  Ri  .  *  dieser  zweiten  Erzeugung  zieht  und  mit  diesen  den 
(/+ntcn  schneidet.  Fallen  solche  /  verwandte  Punkte  in 
einen  zusammen,  so  fallen  gleichzeitig  /  verwandte  Punkte 
der  /  R,  in  einen  /?/_•_•  und  ebenso  aber  kann  man  aus  jeder 
/-grudieiiien  \'ei u andtschaft  in  einem  /?,  der  3/ . ;  eine 
/  grcdientc  Verwandtschaft  unter  /  anderen  /?,  derselben  Er- 
zeugung der  M,^i~2  herleiten. 

in.  Das  Princip  und  sein  Beweis. 

Das  in  1.  gestellte  Problem  wird  durch  tolgendes  Theorem 
gelöst : 

Theorem  Ii.  Die  Anzahl  der  Coincidenzpunkte  einer 
/-gredienten  Verwandtschaft  im  Rr*  falls  dieselbe  der  Natur  der 
Verwandtschaft  nach  eine  endliche  Zahl  ist,  ist 

.+1/  =  r 
i\  =  0,. .  .r 
:=  0,. .  .r 


i)  —  U,. . .;, 

worin  |/,  /;]  die  Anzahl  der  verwandten  Punki-/-iupe!  i-t, 

v<^n  denen  einer  m  einem  gegebenen  A,,  des  eisten,  einer  m 
eiiiem  gegebenen  A'^  des  zweiten  u.  s.  w..  endlich  einer  in 
einem  gegebenen  Ri  des       Rr  enthalten  ist- 
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Es  sind  also  diejenigen  Klammern,  wo  alle  i  bis  aur  eines 
gleich  Null  sind,  das  übrige  aber  r  ist,  die  sogenannten  Grad- 
zahlen a^. .  .Of  der  /  bezogenen  Punkträume.  Für  r  =  1  bedarf 
das  Theorem  keines  ausführlichen  Beweises. 

Im  Ri.  Ich  beginne  mit  /  3  und  verlege  die  drei  R,,  be- 
zeichnet R'^\  /?|''\  deren  verwandte  Punktetripel  .  ( 
seien,  in  einen  /?'.».  i.-.».   IXirch  jeden  Punkt  P  des  geht  nur 

eine  endliche  Anzahl  R^,  welche  drei  entsprechende  Punkte 
YiYj'n  verbinden.  .Auf  Grund  des  Theorems  I.  in  Ii.  ist  es  diese 
Zahl,  weiche  bestimmt  werden  muss. 

Ich  verbinde  P  mit  R',^'  und  schneide  mit  diesem  A',  ^  i  den 
Kaum  R-di+it  den  die  beiden  R)^'  bestimmen,  in  einem  Hilfs- 
raume  i?,  = //.  Wenn  durch  P  eine  R.,  jenes  oo-'-Comple.Kes 
von  geht,  welchen  die  drei  trigredient  verwandten  R,  be- 
stimmen, so  schneidet  sie  den  Kaum  Pi^"'  in  einer  Geraden 
und  den  Ä2ivi(Ä/**i?J*0  einer  Geraden.  Nun  seien  in  dem 
(i+  l)-dimen5ionaien  Räume  PR?*  die  beiden  Räume  und  H 
in  folgender  Weise  bigredient  bezogen : 

»Jeden  Punkt  y»  von  Rj^*  verbinde  ich  mit  P  und  bringe 
diese  Gerade  zum  Schnitt  mit  H  in  einem  Punkte  /I3.  Dann 
entspricht  aber  dem  Punkte  im  eine  bigrediente  Cor- 
respondenz  unter  R\^\  Rr\  die  complementäre  zu  in  T,  und 
folfTüch  auch  die  ke.i^ellläche  der  Geraden,  welche  die  ent- 
sprechenden I'unkiepaare  7,7.^  dieser  beiden  7\',  verbinden.  Die 
Correspondenz  hat  die  charakteristischen  Zahlen 

[0, 1, 0],  [/,  0, 0],  [I,      1, 0],  [2, 1-2, 0]„  . .,[/-!,  1,0], 

die  KegeUläche  ist  daher  aul  Grund  des  bigredienten  Principes 
von  Zeuthen-Schubert  von  der  Ordnung 

1 0,  /,  uj  [/,  0,  oj + [  1 ,  /—  1 ,  oj  -h . . .  + !  / — 1 , 1 , 0]. 

»In  so  vielen  Punkten  h^^  schneidet  die  Regelfläche  die  H 
und  sie  sind  jene  Punkte,  welche  in  der  beabsichtigten  Hilfs- 
correspondenz  (Äja,  h^)  auf  H  dem  entsprechen. 

»Ist  dann  Aj,  gegeben,  so  geht  von  ihm  über  J?!*' eine 
einzige  Gerade,  deren  Stützpunkten  mit  diesen  beiden  Räumen 
Pimkte  Y31  Also  Geraden  Pfj,,  also  Punkte  ent- 
sprechen«. 
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Die  Coincidenzen  dieser  bigredienten  Correspondenz  sind 
die  Punkte,  in  denen  die  gesuchten  Ebenen  von  P  aus  ein- 
treffen. 

Lässt  man  femer,  um  die  übrige  Beschreibung  dieser 
Hilfscorrespondenz  zu  liefern,  in  einer  Geraden  variieren, 
dann  bewegen  sich  die  eben  genannten  Stützpunkte  auf  zwei 
anderen  Geraden,  respective  in  Rf\  welche  hiedurch  pro- 
jectiv  bezogen  sind.  Nun  handelt  es  sich,  auszuwerten,  uie 
viele  von  den  diesen  oc'  Punktepaaren  innerhalb  der  ent- 
sprechenden Punkten  y,  von  in  einem  R'.^U  enthalten  sind. 
Die  Stützpunkte  mögen  k.,  heilJcii.  I^em  entspricht  h\  ucr 
Cieraden,  welche  durchläull,  ein  f^unkt  vermöge  der  Pro- 
jectivität.  Dieser  hat  eine  complementäre  Correspondenz  in 
und  in  dieser  entspricht  dem  eine  M<-\  dcv  Ordnung 

[0,  1,  / — 1],  w  elche  die  Gerade  der  k.,  in  ebcnsu\  icler.  PiinUten 
schneidet.  Ist  umgekehrt  dieser  Schnittpunkt  y  gegeben,  so  hat 
man  eine  zu^'  als^^  complementäre  Correspondenz.  in  welcher 
dem  A'  \  eine  ^f,-^  der  Ordnung  [1,0,  j — IJ  entspricht.  Diese 
schneidet  die  Gerade  der  in  ebensovielen  Punkten  und 
diesen  entsprechen  in  der  Projectivität  unter  den  beiden  Geraden 
ebensoviele  Punkte  k^»  So  entsteht  in  der  Geraden  eine  Cor- 
respondenz unter  ^,  fc^y  welche  die  Grade 

1.0,1, /-Ij,  [l,0,i-ij 

und  also  [0,  1,  /— 1J  +  [1, 0,  /— 1 J  Coincidenzen  besitzt.  Dies  ist 
die  erste  charakteristische  Zahl. 

Die  nächste  charakteristische  Zahl  der  Correspondenz 
//.j,  Aj.,  \\it\i  bestimmt,  in  Juni  niaii  7;,^  in  einem  bewegt,  von 
ihm  die  Tiansversalen  über  i?*.'^'*  zieht,  deren  Stützpunkte 
zwei  A\  beschreiben  werden  A*','*,  A'A'"\  die  collinear  bezogen 
sind,  imd  nun  die  Ordnung  des  Ortes  der  73  bestimmt, 
welche  diesen  00-  Paaren  ^'j,  k.,  in  T,  entsprechen.  Die  com- 
plementären  Correspondenzen  von  liefern  durch  die  Ver- 

wandlung eines  Ä'''„ ,  der  die  schneiden  soll,  in  zwei  Mi^z 
der  Ordnungen  [0.2./— 2],  [2,  0, /-2J  die  Grade  der  Cor- 
respondenz k^jy  in  welche  wie  vorhin  zu  definieren  ist 
Für  sie  fehlt  noch  die  dritte  charakteristische  Zahl,  welche  die 
Ordnung  der        ist:  Ort  der  -V,_2,  welche  dem        in  den 
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00^  Correspondenzen  entsprechen,  die  zu  den  einzelnen 
Punkten  einer  Geraden  complementär  in  T,  sind,  also  auch 
die  Zahl  der  Punktetripel  von  T^,  welche  in  einer  Geraden 

\"on  A'g,  in  irgend  einer  Geraden  des  A'' '  und  in  dem  /?,_:> 
von  T?^'-*'  enthalten  sind,  das  ist  aber  nach  unserer  Bezeichnung 
die  Zahl  fl,!,/ — 2].  Die  zweite  charaiiterisüsche  Zahl  der 
Correspondenz  (Äj,  h^^)  ist  also 

[0,  2,  /-2]+[2,  0,  i-2]  +  [l,  l,  i^2l 

Die  dritte  charakteristische  Zahl  der  Correspondenz  /i,,,  h^^ 
wird  bestimmt,  indem  man  in  einem  bewegt,  von  ihm 
die  Transversalen  über  Ri^K  R^^^  zieht,  deren  Stützpunkte 
zwei  beschreiben  werden  ICj^^\  die  coUinear  bezogen 
sind  und  nun  die  Ordnung  des  Ortes  der  bestimmt, 
welche  diesen  oo«  Paaren  k^,  in  T,  entsprechen,  also  der  An- 
zahl der  Schnittpunkte  dieser  mit  einem  willkürlichen  1^1%- 
Hiezu  wird  wieder  in  Rf>  eine  Hilfscorrespondenz  ,  y  ein- 
gerichtet, indem  man  zu  dem  k.^  die  complementäre  Correspon- 
denz in  T.,,  in  dieser  die  dem  i?)'*,  entsprechende  M;  -.-a  und 
deren  Schnittpunkte  mit  Ä'*,''  und  die  dazu  eolUnearen  i'unkle  v 
bestimmt.  Die  erste  und  letzte  charakteristische  Zahl  ist 
[3.  0,  /— 3],  [u,  3,  /— 3].  die  zweite  wird  die  Ordnung  der  M,-2, 
Ort  der  Mj—j,  welche  dem  festen  R,  -rt  in  den  zu  den  Punkten 
einer  Geraden  complementären  Correspondenzen  entspricht, 
-also  die  Zahl  der  Punktetripel,  welche  auf  einem  von  A')'', 
einem  i?j  von  Rf>  und  einem  Ä,--3  von  Rf>  enthalten  sind.  Die 
weitere  charakteristische  Zahl  ist  die  Ordnung  der  Ort 
der  ilf/-3i  welche  dem  Rj^^  in  den  zu  den  Punkten  eines  R^ 
complementären  Correspondenzen  entspricht.  Somit  ist  die 
dritte  charakteristische  Zahl  von  (ä,,  Z^,.,) 

[3,  0,  /— 3j-H.O,  3,      3J-I-L2,  1,  i-3J-i-[l,  2,  <-3]. 

Die  Bestimmung  der  charakteristischen  Zahlen  von  (Ä^,  Jt^^) 
kann  so  lorigesetzt  werden  und  man  ündet  aligeniein 

[X,  0.  J— X]+[0,  X,  I— XH-[l,  X-1, 1— X]-i-[2.  X-2, 1— X]-i- . . . 

Wird  nun  auf  die  Hilfscorrespondenz   das  bigredienle 
Princip  angewendet,  so  findet  man  thatsächiich 
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^Uv  's»  's!»  'i  +  '*+'s  =  ' 

j,  =  0, .  .  . ,  / 

#3  =r  0,.  .  I 

und  gleichzeitig  als  Folgerung  das 

Theorem  III.  Sind  im  A\  drei  in  trigredienter  Verwandt- 
scliall  bclinj'iclic  A',  <^egeben.  so  i>L  die  Ordnung  der  Mani,::,- 
faltigkeil,  welche  falls  r  >  2/-4-2,  von  den  oo--  Verbindungs-Äjj 
gebildet  wird,  eben        .  /  , .  /,  |. 

Ist  /'  -'2f-h'2,  so  gehen  ebensoviele  der  Verbindungs-/?* 
durch  jeden  Punkt  von  Rr- 

Ich  nehme  den  Beweis  für  allgemeines  /—  1  als  geliefert 
an  und  bediene  mich  nun  derselben  Schlusstolgeningen.  um 
die  Giltigkeit  auf  das  nachfolgende  /  auszudehnen.  Ich  verlege 

die  /  Ri,  bezeichnet   deren  verwandte  Punkt-Mupel 

7p. .  .ft  seien,  in  einen  /?,/_i>„+t);  sei  a  =  (/— Durch 
jeden  Punkt  P  des  R,  geht  nur  eine  endliche  Anzahl 
welche  entsprechende  /-tupel  y  verbinden.  Auf  Grund  des 
Theorems  I.  in  art.  II.  ist  es  diese  Zahl,  welche  bestimmt  werden 
muss.  —  Werde  wieder  P  mit  verbunden,  dieser  Ä/^-i  mit 
dem  A'/  den  die  i?J*\. , bestimmen,  in  einem 

Hilfsraume  R,  -  H  geschnitten.  Wenn  durch  P  ein  A*/_i  jenes 
oo*'-'"-(  nniplexcs  von  A*/_i  ^^eht,  den  die  /  /-gredient  ver- 
uandlcii  A',  bestimmen,  so  schneidet  er  den  K'aum  PR^  ;:i 
einer  Geraden  und  den  i?,.. i  (/?|'', .  .  .  A)' "^'i  in  einem  Ri-2- 
Nun  >eien  in  dem  R,^\'PR'''^  die  beide»!  Räume  R'^''  und  H  in 
folgender  Weise  in  bit;redicnler  Correspunden/.  bezo^Lir 

•»Jeden  Punkt  Y/  von  R'-'*  verbinde  ich  mit  P  und  bringe 
diese  Gerade  z.um  Schnitte  mit  H  in  einem  Punkte  /i/.  Dann 
entspricht  aber  dem  Punkte  •(/  im  /?,  i  eine  (/  1  i-grediente 
complementäre  Correspondenz  unter         .  und  folg- 

lich auch  die  M^^i-t  der  Ri^2*  welche  die  entsprechenden 
(/— l)-lupcl  der  Correspondenz  dieser  (/ — 1)  Ä,  verbinden.  Die 
Ordnung  dieser  Mannigfaltigkeit  ist  nach  Theorem  III.  (Hyp. 
für  /-l  ) 
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ij  =  0,. , .« 

In  so  vielen  Punkten  schneidet  die  M,-i-i  den  H  und 
sie  sind  jene  Punkte,  welche  in  der  beabsichtigten  Hilfs- 
correspondenz  (hx^  hi)  auf  H  dem  hi  entsprechen. 

Ist  dann  Äj,  gegeben,  so  geht  von  ihm  über  R]^\. . 
gemäß  dem  Lemma  in  II.  ein  einziger  /?/_•_•.  dessen  Stütz- 
punkten mit  diesen  {l—\)R,   [0,...,  0,  /]    F^inktc  v/.  also 

[0  0, /J  Geraden  P^i,  also  [0,...,0,  /j  Punkte  ///  ent- 

bprechen«. 

Diese  Coincidenzen  dieser  bigredienten  Correspondenz 
sind  die  Punkte,  in  denen  die  gesuchten  von  F  aus  ein- 
treffen. 

Um  die  charakteristischen  Zahlen  außer  der  ersten  und 
letzten  (den  beiden  Deutigkeiten).  die  wir  soeben  bewertet 
hüben,  zu  bestimmen,  lassen  wir  wie  bei  /  =  3  h\  in  ein'em  R^* 
dann  einem  i?^)***  allgemein  einem  Rg  variieren.  Dann 
bewegen  sich  die  oben  genannten  Stützpunkte  auf  den 
J?<i>,... in  (/— 1)  linearen  Räumen  J?,  oder/?^,...  all- 
gemein Rg^  welche  hiedurch  collinear  bezogen  sind.  Nun 
handelt  es  sich,  auszuwerten,  wie  viele  von  den  diesen 
oo^  Punkte-(/'— l)-tupeln  innerhalb  der  T|  entsprechenden 
Punkten  7/  von  ÄJ'*  in  einem  willkürlichen  dieses  Ri  ent- 
halten si!iuJ.  Hiezu  kommt  wiederum  eine  abermals  bigrediente 
Hilfscorrespondenz  k,(..\~y,  aber  im  ,^-dimensionalen  Ge- 
biete K'J       So  entspricht  dem  ki  \  in  den  K[;  A'</~-'  ein 

Punkt-(/— 2)-tupel,  das  eine  complementäre  Correspondenz 
in   T/  besitzt,    in    der  dem   R,'!^^  eine  Mi-g  der  Ordnung 

|0  0,  ^,  / — entspricht,  womit  eine  Zahl   ^ckinden  ist. 

Kerner  ist  die  Ordnung  des  Ortes  der  zu  bestnnmen,  die 

dem  in  den  00/  Correspondenzen  entsprechen,  welche 

als  complementtäre  entstehen,  wenn        sich  in  einem 
bewegt.  Und  diese  Ordnungen  sind  sämmtlich  charakteristische 
Zahlen  für  IV  So  entstehen  die  folgenden  successiven  charakte- 
ristischen Zahlen  für  die  Hilfscorrespondenz  (Ax>  A/): 
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[0,...0,f] 

[1,0  0, 1-  i]+[o,  1,. ...  0,  f— 1]+ . . . +[0,. . 0. 1, 1-  n 

[Ii.  0,. . 0,  f— 2]H-[1, 1  0,  «^2]+ . . .  +[0,. . 2,  r— 2] 

durch  deren  Summation  die  Formel  des  Theorems  II.  entsteht. 

IV.  Zur  Theorie  der  Erzeugung  von  Mannigfaltigkeiten. 

Aus  dem  Theoreme  IL  können  wir  auf  Grund  von 
Theorem  1.  sofort  die  Folgerung  ziehen: 

Theorem  IV.  Sind  im  ^(/^ixf^i)^!  /  in  /-gredienter 
Verwandtschaft  T/  stehende  Ri  gegeben,  so  ist  die 
Anzahl  der  verwandten  Punkt-/-tupel,  welche  in  je 
einem  Rt^2  statt  in  einem  durch  sie  bestimmten 
enthatten  sind« 

^  [ij,...,<V]  1,+  ,,,+//=/  • 


if  =  0, . . . ,  f , 

f/p...*f/j  die  charakteristischen  Zahlen  von  T/ 
sind. 

Außerdem : 

Theorem  V.  Sind  im  Rr  l  in  /-gredienter  Verwandtschaft 
befindliche  Ri  gegeben,  so  ist  die  Ordnung  der  Mannigfaltigkeit 
welche,  falls  r>(/— l)(i+l)  von  den  oo<'-'^'"  Verbindungs- 

gebildet  wird,  eben  2  [i^  //]. 

Ist  r  =  (/—!)(/+ 1),  so  ist  dies  die  Anzahl  der  des 
erzeugten  Complexes,  die  durch  einen  Punkt  gehen. 

Ist  r  >  (/—  !)(/-!- 1),  so  ist  Jene  Zahl  immer  noch  eine  der 
Gradzahlen  des  7?/ _i -Complexes, 

V.  Die  zugeordneten  Arten  /-gredienter  Verwandtschaften. 

Neben  die  Verwandtschaft  T/  stellt  sich  eine  .Anzahl  r—\ 
anderer  Classen  von  Verwandtschaften,  welche  auch  /-gredient 
sind,  wo  aber  je  /— l  Punkten  von      1  der  l  Rr  im  /?, 
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unendlich  viele  Punkte,  respecti\  e  einer  .   \  ent- 
sprechen. Diese  sollen  der  Art  nach  mit  . T'^^~''  be- 
zeichnet werden.  Sind  die  /  Träger  R,  in  einen  vereinigt,  so 

wird  es  eine  Mannigfaltigkeit  beziehungsweise  von  1,2  

r—l  Dimensionen  geben,  deren  jeder  Punkt  /-fach  gezählt,  als 
ein  Punkt-/- tupel  der  Tj  aufzufassen  ist.  Die  Ordnung  dieser 
Incidenzörter  wird  gefunden,  indem  man  einen  Schnitt  —  Rr-if 
'jRr-z,  Rr-Zf  •  •>  -^1  annimmt,  mit  diesem  sozusagen  die  Ver- 
wandtschaft  TJ*>,. .  .TJ*"-**  schneidet,  indem  man  zu  je  / — 1 
Punkten  jenes  Ri  die  entsprechende  in  Tj*'-'>  bestimmt 
und  deren  Schnittpunkte  mit  Ri  festsetzt  So  wird  in  R{  eine 
T^;^^  entstehen,  deren  charakteristische  Zahlen  mit 
der  Bedingung  ...  +ii  —  i  gleich  charakteristischen  Zahlen 
von  TJ''-"  im  Rr  sind.  Die  Coinciacnzen  sind  die  SchmLipuniae 
mit  der  Incidenz  — A/,_,  des  /?, . 

Für  T/'  bedürfen  wir  aUso  nur  der  charakteristischen 

Zahlen  [/j  //"|  mit  / j  4- .  .  . -I- // =r  /  und  andere  existieren 

auch  im  eigenthchen  Sinne  nicht,  wenn  wir  festsetzen,  dass 
das  Symbol  [ . . .  ]  stets  nur  eine  discrete  Zahl  von  Punkten 
bezeichnen  solle.  Also: 

Theorem  VI,  Ist  im  Rr  unter  /  coincidenten  Punkt- 
räumen Rr  eine  /'-grediente  Verwandtschaft  T;  ge- 
geben, in  der  Punkte  aus  je  /— 1  Räumen  Rr 
durch  op*'-'  /te  Punkte  —  enthatten  in  einer  ilf,-_,-  —  zu 
Punkt-/-tupeln  der  Verwandtschaft  ergänzt  werden, 
so  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  /«fach  gezählt 
verwandte  Punkt-Z-tupel  darstellen,  eine  Mr^i  der  . 
Ordnung 

=:  0,. .  f 


f  I    0^  .  .  ■  ,   t  m 

VL  Die  äuSerste  Verallgemeinerung  des  tetraedralen 

Complexes. 

Eine  eigenthümliche  Anwendunix  dieser  T'/'  geschieht  auf 
das  folgende  Problem:  Im  Rr  ist  eine  Agrediente  Punkt- 
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vci  uaiulLschaii  T/"  gegeben,  /  ^  r.  Dann  bestimmen  die 
CO''  /?/_!,  welche  je  /  verwandte  Punkte  verbinden,  einen 
l  oinplex.  von  dem  die  erste  Gradzahl  wie  folgt  bestimmt 
werden  kann.  Man  nehme  einen  festen  A*/  und  projiciere  aus 
diesem  die  T}"'  aiil  emen  Ry-t^\.  Don  wird  eine  /-grediente 
Verwandtschaft  entstehen,  in  welcher  l — i  Punkte  durch 
oo^^-'"'-"  /te  Punkte  ergänzt  werden.  Denn  die  projicierten 
Original  punkte  aus  dem  Rr  können  sich  willkürlich  in  den 
l — 1  projicierenden  Ri^i  befinden,  um  im  Rr-^t^i  der  Projection 
dennoch  dieselben  resultierenden  1  Punkte  zu  geben.  Diesen 
entspricht  also  als  Ort  der  /ten  Punkte  eine 


Die  Verwandtschaft  in  i?r-/+i  wird  T^i-m'-^i  Von  einem  Ht^r 
Complexe  im  R,  konnte  ja  nur  dann  geredet  werden,  wenn 
(/— l)r ^/(r— /-hJ)  oder  l)gr;  dann  aber  ist  sicher 
(/— 2)^r-/+l  undlalso  auch  (/— l)  <  r.  Für 
den  Rr-i+i  haben  wir  aber  nur  jene  charakteristischen  Zahlen 
von  Ii  zu  verwenden,  wo  jede  der  /  Zahlen  i,,...,  i/  ^  /  —  1  ist 
Daher: 

Theorem  VII.  Die  Verbindungs-JS|-i  der  Punkt-Mupel 
einer  /-gredienten  Verwandtschaft      im  Rr  d  ^ '  )  erzeugen 

einen  Complex,  falls  und  die  Ri-i,  welche  au«; 

diesem  durch  irgend  einen  Ri~2  gehen,  bilden  eine  Mannig- 
faltigkeit der  Dimension  2(^  —  1)  und  der  Ordnung 


wo  die  [. . .]  nur  jene  charakteristischen  Symbole  von  T/  sein 
dürfen,  in  denen  jede  der  Zahlen  Z^,. .  ./y  ^  / — 1  ist. 

Dass  solche  Symbole  existieren,  stimmt  mit  der  Bedingung 

r  ^  /  (/  -  I )  übtrein. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  aber  hervorgehoben,  dass  auch 
diejenigen  F''älle,  wo  infolge  der  Störung  des  Ungleichheits- 
zeichens  durch  die  Werte  von  /  und  r  das  riieorem  illusorisch 
wird,  dennoch  und  ebenso  auch  der  Beweisgang  eine  große 
principicUe  Bedeutung  besitzen. 


I  •  •  •  > '/  ^> 
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Das  Theorem  VII.  gestattet  auch  noch  die  folgende  Ver- 
allgenieinerung,  die  sehr  leicht  zu  beweisen  ist. 

Theorem  VIII.  Ist  die  Verwandtschaft  unter  den  Punkten 
des  Rr  nicht  TJ«),  sondern  TJ'\  so  wird  ein  Complex  oo^-») 
erzeugt  und  die  Ordnung  der  Mnt-i)+i  jener  Rt~.i,  welche 
durch  einen  festen  Rt-z  gehen,  ist 

L  [/„ ...,«/]»  /,  +  ...  +1/  =  r— r, 

wo  die  [. . .]  nur  jene  charakteristischen  Symbole  von  T^p  sein 
dürfen,  in  denen  jede  der  Zahlen  ip. . /j  ^  ^— 1  ist 

VII.  Ein  Correspondenzprincip  auf 

Ein  Correspondenzprincip  auf  Flächen  oder  Mr^t*  <l&s 
ähnlich  dem  auf  Curven  wäre,  ist  bisher  von  niemandem 
gegeben  worden,  auch  nicht  für  den  Kall,  dass  die  sogenannte 
Wertigkeit  —  ein  Begriff,  der  von  der  Curve  her  leicht  auf  die 
Fläche  und  weiter  übertragen  werden  kann  —  Null  ist.  Für 
diesen  VaW  und  mit  einer  weiteren  Einschränkung,  die  aber 
doch  noch  die  .-Vnu'cndung  auf  viele  Problcnse  der  synthetischen 
Geometrie  offen  lässt,  will  ich  hier  nicht  nur  ein  bigredientes, 
sondern  gleich  ein  /-gredientes  Princip  auf  den  Mr—i  auf- 
stellen. 

Theorem  IX.  ist  auf  einer  ;tigebraischen  MrL\  im  R,  eine 
/-gredientc  Punktverwandtschaft  T^^*  gegeben,  sodass  eine  end- 
liche .Anzahl  von  Coincidenzen  entsteht  und  sind  die  den 
Symbolen  [0....,  0.  r—\]....  entstammenden  Punktgruppen 
ganz  vollständige  SchniUpunktegruppen  auf  Mr-i  und  des- 
gleichen  infolge  dessen  auch  die  den  Symbolen  . u]  ent- 
stammenden Schnittpunktegruppen,  so  ist  die  Anzahl  der 
Coincidenzen  von  /  verwandten  Punkten  in  je  einen  Punkt 

i     .  -  •  / 

^  t\  —  0,. . .,  r— 1 


=  0,...,  r~l, 
Sitzb.  der  maihem.'nAturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a.  S9 
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WO  aber  nun  [i^  i/]  die  Anzahl  der  Punkt-Mupel,  die  sich 

auf  eine  ebene  Af,-,,. . .,  Af,^  (bezüglich  der  /  Gebiete)  ver- 
theilen, dividiert  durch  ;/''~'  bedeutet,  wenn  p  die  Anzahl  jener 

unter  den  /,  i/  des  Syniboles  ist,  weiche  >  0  sind.* 

Denn  die  T)"'  auf  M,-\  kann,  wie  dies  auch  bei  Curven 
üblich  ist  (cf.  Brill,  Math.  Ann.,  Bd.  VI,  und  Schubert,  Calcü! 
der  abzählenden  Geometrie,  §.  18)  als  Schnitt  mit  einer  Ver- 
wandtschaft T*/^  im  /?,.  aufgefasst  werden.  Diese  hat  nach 
Theorem  VI.  eine  Incidenzcurve  dort  angegebener  Ordnung» 
deren  Schnittpunkte  mit  Mr^i  die  Coincidenzen  sein  werden. 
Nach  den  im  Theoreme  gemachten  Voraussetzungen  werden 
diese  eine  vollständige  Schnittpunktegruppe  sein.  Die  einzelnen 
Terme  von  nl[a^y, .  .,ai],  wo  sich  die  tfp...,ai  auf  den 
äußeren  Raum,  also  auf  die  T)')  beziehen,  sind  zu  deuten.  Die- 
jenigen, wo  die  [a]  Ordnungen  von  Curven  bedeuten,  geben 
in  den  u\a]  die  /  Grade  der  Tp>  auf  Afr_i.  Wenn  in  einem  der 
anderen  p  verschiedene  a  >  0  sind,  so  ist  [a]  die  Ordnung 
cnici  M mnintalti^kcu,  welche  einer  Gesammtheit  von  1 
lincaicn  Räumen  R,    .  R;      als  Complement  entspricht,  also 

u\a\  gemäß  den  Voraussetzungen  die  Ordnung  des  Schnittes 
mit  Mr~i,  aber  wenn  wir  die  Mannigfaltigkeit  suchen,  welche 
auf  Mr^i  das  Complement  der  M,,. . Af/^  ^  ausschneidet,  so 

müssen  wir  bedenken,  dass  diese  sämmtlich  von  der  Ordnung  n 
sind  und  daher  jenes  Complement  die  frühere  Ordnung  mit 
11^*^^  muitipliciert  haben  wird  und  dann  wird  das  Product 
mit  nP  aber  die  Ordnung  ihres  Schnittes  mit  A/,_i  sein.  Von 
diesen  haben  wir  nun  in  »iSf^j]  nur  einen  Factor  tr,  wir 
inüssen  daher,  wenn  wir  von  der  Formel  ;/X[t;l.  welche  sich 
noch  in  ihren  Tcrmen  ganz  aul  den  AV  bezieht,  auf  eine  Inter- 
pretation auf  Afr-i  übergehen  wollen,  die  Factoren  — !~  so 
hinzufügen,  wie  es  im  Theoreme  angewiesen  ist 


'  Ahfv  hk-hcl  ist  die  Afo  nicht  als  der  Schnitt  mit  einer  Geraden,  also 
t.ichi  etwa  als  ein  Punkt-ii*tupcl,  !>ondern  nur  als  ein  einzelner  Punkt  zu 

wüiiieii. 
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Das  Theorem  IX.  gestattet  noch  eine  Verallgemeinerung, 
wenn  auf  Mr^i  selbst  eine  T<"  gegeben  ist.  Der  Beweis  ge- 
schieht wie  soeben: 

Theorem  X.  ht  auf        eine  Tj"  gegeben  mit  derselben 

F-Jcdingung,  dass  die  i'unktgruppen  je  eines  der  /  Gebiete  voll- 
ständige Schniitpunktegruppen  sind,  so  ist  die  Ordnung 
der     ,  welche  die  Coincidenzen  von  je  /  Punkten  enthält, 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole  [...J  dieselbe  wie  im  Theo- 
reme IX.  ist. 

Von  diesen  Theoremen,  schon  bei  /  =  2,  kann  eine  An- 
wendung besonders  auf  den  Fall  geschehen,  dass  die  Mannig« 
faltigkeiten,  welche  aus  3fr die  Complemente  in  T;  aus* 
schneiden,  lineare  Räume  R{  eines  gewissen  i?t -Complexes 
sind,  also  auf  die  Lösung  einer  großen  Zahl  von  Problemen, 
durch  welche  das  in  Schuber t*s  »Calcül«,  auf  S.  85  stehende, 
in  weitester  Weise  verallgemeinert  wird. 

VIII.  Ein  neuer  Beweis  des  bigredienten  Correspondenz- 

principes  im  Rr . 

Bevor  ich  zu  den  Cii:  ven  übergehe,  will  ich  in  Kürze  einen 
\<in  den  bisherigen,  soviel  ich  weiü,  verschiedenen  Beweis  für 
das  bigrediente  Correspondenzprincip  im  R,  geben. 

Die  welche  unter  den  Rr-\  eines  R,  herrsche,  möge 
von  zwei  Punkten  O,  Ü'  eines  +  %  in  ^^em  sich  Rr  beünde, 
projiciert  werden.  Je  zwei  entsprechende  R,  durch  O,  O' 
schneiden  sich  in  einem  Rr~i  ~  S,-!,  der  nun  einen  oo'-Com- 
plex  beschreibt  und  es  ist  die  Anzahl  solcher  i?r-i,  die  im  Rr 
enthalten  sind,  zu  bestimmen.  Statt  eines  willkürlichen  Rr 
werde  nun  für  die  Anzahlbcstimmung  ein  durch  O  gehender 
genommen.  Er  enthält  [0,  r]  .Sr-i,  Schnitte  mit  seinen  ent- 
sprechenden durch  O'  und  andere  durch  0  gehende,  welche 
noth wendig  Schnitte  von  und  O  gleichzeitig  enthaltenden 
Hr  des  O'-Bündels  mit  entsprechenden  des  O-Bündels  sind. 
Diese  letzteren  bilden  einen  Kegel  von  der  Ciasse  [1,  r — 1]. 
Unter  dem  /?r>Bündel  durch  die  Gerade  00*  und  den  Rr  dieses 

8d* 
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Kegels  besteht  also  eine  Correspondenz.  Nehmen  wir  der 

leichteren  Sprechweise  wegen  das  Duale,  so  haben  wir  im  Rr 

uineii  7v\._i  und  eine  J'~''  in  Correspondenz  (r.  fr,  0]).  Es 
ist  der  von  den  vervxandten  Punktepaaren  erzeugte  Strahleu- 
complex  und  besonders  die  Anzaiil  Strahlen  durch  einen 
Punkt  /'  zu  bestimmen.  Projiciert  nnan  \  on  P  aus  die  _i  auf 
den  Rr  1.  "^^^  erhält  man  in  diesem  eine  Correspondenz 
([1,  r— 1],  [r,  U]),  deren  übrige  charakteristische  Zahlen  aber 
genau  die  charakteristischen  Zahlen  derjenigen  unter  Ä^_i 
und  Mr-\  sind  und  das  sind  wieder  genau  die  außer  diesen 
beiden  hier  in  Klammer  erscheinenden  und  außer  [0,  r]  noch 
der  ganz  ursprünglichen  Correspondenz  unter  den  Rr-x  des  Rr 
angehdrigen  charakteristischen  Zahlen. 

Wird  also  das  Princip  als  für  Rr~\  bewiesen  vorausgesetzt, 
so  erhalten  wir 

[l,i--lj  +  L2,  r-2j4-...+[r.0J 

Strahlen  durch  P  oder  dual  —  was  eigentlich  unser  Zweck 
war  —  ebensoviele  durcii  O  im  gewählten  R,.  Also  gehen 
von  den  Sr—\  insgesammt  durch  O 

f(X    +     r-lJ  +  [2.  r-2]+..  .+[r,  0], 

womit  das  Princip  dann  auch  für  den  R^  bewiesen  erscheint. 

Diese  Schreibweise  der  bekannten  bigredienten  Formel 
hat  gegenüber  allen  bisherigen,  auch  der  von  Mario  Pieri, 
von  dem  der  jüngste  schöne  Beweis  herrührt,  den  Vortheil,  dass 
eine  Trennung  von  geradem  und  ungeradem  r  in  ihr  nicht  vor- 
kommt 

IX.  Das  /-grediente  Correspondenzprincip  auf  Curven. 

Theorem  XI.  Ist  auf  einer  Curve  vom  Geschlechte  p  eine 
/-grediente  Correspondenz  T;  unter  ihren  Pui;l:un,  su  ist  im 
allgemeinen  die  An/.ahl  der  in  je  einem  Punkte  coincidierenden 
/-tupel 

C;;^  Va,H-2/;2Y,*,  /=K...i;  ik=l,..'./;  i^jjf, 

I 
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WO  die  «i  die  /  Grade,  also  die  oben  als  [0,. . 0,  a^,  0,. . 0] 
bezeichneten  Zahlen,  die  aber  die  »Wertigkeitszahlen«  der 
/(/— 1):2  in  Tj  enthaltenen  bigredienten  Correspondenzen  sind. 

Diese  bigredienten  Correspondenzen  bilden  natürlich  den 
Ausgangspunkt  unseres  Beweises.  Das  Theoren)  von  Hurwitz 
über  die  algebraische  Darstellung  einer  bigredienten  Correspon- 
denz,  welches  übrigens  nur  die  oben  schon  erwähnten  BrilJ- 
Schubert*schen  Auffassungen  zusammenfasst,  lässt  sich  geo- 
metrisch so  aussprechen: 

»Eine  Correspondenz  (a,,  in  einer  algebraischen 
Curve  K  des  R,  und  mit  y  ^  0  ist  immer  abbildbar,  indem 
man  gleichzeitig  eine  bigrediente  Form  <l>(;i-\",  .t*^'',  at^*, .  • 
x*^-\  x^^r\  .  .)  unter  zw  ei  Punktrilumcn  voraussetzt,'  welche 
jedem  Punkte  von  A",  eine  yf,"  ]  entsprechen  macht,  und  jedem 
Punkte  von  K  die  freien  Schnittpunkte  von  K  mit  der  Mrt-i  zu- 
weist. Wenn  Y  >  0,  ist  t|>  entweder  eine  Nullfomn  oder  es 
enthält  ihre  Incidcnzvarietät  die  Curve  K.  Aber  wenn  7  >  I, 
kann  man  auch  die  Schubert'sche  Auffassung  zur  Geltung 
bringen,  wo  die  MrLt  in  den  Punkten  von  denen  sie  ent- 
sprechen, nicht  die  K  f-punktig  berühren,  sondern  dort  stets 
einen  7-fachen  Punkt  haben,  wie  übrigens  (so  will  es  wenigstens 
Schubert)  im  ganzen  umgebenden  Räume. 

Nun  macht  T«,  indem  man  P,  (das  Punkt-Mupel  soll  näm- 
lich diesmal  P^,. . P/  heißen)  auf  der  Curve  fortbewegt,  ein 
oo*-System  von  Tg  erscheinen,  das  das  Geschlecht  p  hat.  Aber 
Jede  vom  Geschlechte  /';.  welchem  linearen  Räume  sie 
auch  angehöre,  ist  auch  in  einer  unicursalen  -1/,  enthalten, 
wenn  in  keiner  anderen,  so  sicher  in  einer  rnonoidalen  M.,. 
Ebenso  ist  in  einer  unieursalen  sM^,. .  ..  M,,. .  .  bis  Mr  ent- 
halten. Die  Coordinaten  von  A/^sind  nun  als  rationale  Functionen 
von  r+  1  homogenen  Parametern  a^..  .  .,  a,  +  \  ausdrückbar  und 
indem  man  in  <I>  diese  rationalen  Functionen  an  Stelle  der 
Coefficienten  einsetzt,  erhält  man  eine  Function  von  .r*j",,..: 
s^^f. . .;  aj,. « .  Diese  a  können  dann  als  eine  dritte  Variabein- 
reihe gedeutet  werden  und  man  hat 

1  Die  Pluckei'sche:  aequatio  directrix. 
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WO  man  durch  eine  weitere  rationale  Substitution  für  die  3^?^> 
bewirken  kann,  dass  wenn  man  für  jK^>  die  Coordinaten  von  P| 

setzt,  die  <l>,  den  Wert  von  0  in       xf^  annehme. 

Fügen  wir  noch  die  Bemerkung  hinzu,  dass  die  Zahl  7  für 
die  00'  l'j,  ^Og.  Xj)  dieselbe  isi.  da  als  k*^"^-"-'  ^^a"-  nicht  in 
stetiger  Abhäng!Kl<eit  von  der  stetigen  Reihe  der  analytischen 
Functionen  T.,  vaniei  en  kann  und  dass,  wenn  7  <  0  (H  u  ru  1 1?: 
die  obigen  SchUisse  /weinial  geniaclil  werden  müssen,  bo  ent- 
steht die  Folgerung,  die  wir  gleich  in  T/  aussprechen. 

Lemma.  Jede  T/  in  einer  algebraischen  Curve  K  von  Rr 
ist  durch  eine  /-grediente  Form  im  Rr 

untere  gedeckten  A*,,  die  also  eine  T'/~'*  ist,  auf  K  ausschneid- 
bar, indem  man  l~  1  Punkten  F^,..  ,Pi^\  von  K  die  freien 
Schnittpunkte  von  K  mit  der  jenen  /— 1  Punkten  complemen- 
tären  Mr—i  zuweist«  oder  wenn  f  <zOt  durch  zwei  solche 
Formen, 

Dies  vorausgeschickt,  bemerken  wir«  dass  in  Tf^  auf  K 
aufler  den  /(/— 1) :  2  zu  1—2  Punkten  complementären  T^^^  noch 
andere  T^f*  enthatten  sind.  Eine  solche  benöthigen  wir.  Ein 
Punkt  P,  wird  durch  eine  Ty^j  ergänzt  Setzen  wir  voraus,  dass 
das  Theorem  fLir  / —  1  gelte. 

Dann  hat  diese  T;^, 

i 

r^ij  =^«,+2/iSYi*     1  =  2,...,/:*  =  2«  ..,/:  i^k 

Coincidenzen  Qi^\,i.  Unter  P,,  1  waltet  nun  die  eben 
gemeinte  T^"  nebst  analogen. 

Ist  Q  gegeben,  so  ruft  er  «,  Punkte  P^  hervor.  Es  bleibt 
also  noch  die  Wertigkeit  7  dieser  Hilfscorrespondene  zu 
bestimmen. 

Diese  Zahl  ist  jene  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  K  mit 
der  Mf-i :  —  die  a,  Pj  ausschneidet  —  welche  durch  den 
höheren  Contact  oder  die  Vielfachheit  der  Mr-^  in  «hr 
entris<ien  sind.  Diese  ^  entsteht  aus  der  ^  des  Lemmas,  indem 
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j^f^^^M  . .;  . . . .  durch  die  Coordinaten  von  Qi^\,i  ersetzt 
werden.  Ich  sage  nun,  dass 

t  =  lT/*,  1  =  2,...,/;  *=  1. 

Es  sei  <^,,J  die  Mr.  \,  welche  man  eiiiält,  indem  man  m  ^ 
die  Coordiimten  von  l-  1  Punlaen  P^,.  ..,]*,,....  Pi  einsetzt; 
dann  ist  7,1  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  <!>,  j  mit  K.  welche 

sich  in       befinden  und  <I>,i  bleibt  dieselbe  für  /  1  2  / 

^wegen  der  Art  des  Punktes  Q)  und  di^nt  also  für  sich  allein 
dazu,  durch  ihre  in  P,  oder  P^,.,.,Pi  enthaltenen  Schnitt- 
punkte die  Zahlen  y_,,.  Yj,,.  . .,  y/i  ZU  bestimmen.  Wenn  dann 
P^y  .P/  sich  in  einem  Punkte  Qi^i,t  vereinigen,  wird  die 
^s^i  und  ihre  Schnitte  mit  K  in  sind  die  Summe  der 

Ttii*  "tVtf  wie  die  letzte  Formel  behauptet. 

Die  Correspondenz  (P^,  Sr-ij)  hat  also  die  Grade 
<«i,  Cf^u)  und  die  Wertigkeit  7,  also  ist  die  Zahl  ihrer  Co- 
incidenzen,  welche  auch  die  Coincidenzen  von  T/  selbst  sind, 

Somit  ist  das  1'heorem  bewiesen,  da  die  Formel  für  /  r=  2 

als  die  Cayley-BrilTsche  existiert. 

Vi\r  Y  <  0  (Hurwiiz)  wird  man  dasselbe  Beweisverlahren 
zvvemial  anlegen  müssen. 

X.  Anwendungen. 

Das  Princip  aus  IX.  beherrscht,  wenn  es  noch  durch  eine 
Theorie  der  so^^enannien  N'eutral<;i Uppen  vervollständigt  ist, 
die  ganze  sogenannte  <ic(jmetrie  auf  der  algebraischen  Curve. 
Es  sollen  hier  nur  emi^e  Kesultate  gegeben  werden. 

Fine  nicht  speciale  l^'.  auf  einer  Curve  vom  Geschlechle  p 
ist  eine  svmmctrische  (/  l  j-grediente  Verwandtschaft  mit  den 
Graden    7.,  a,^i      ;/ — r,   also   ist,    weil   y,,  —  1,  die 

Anzahl  der  (r+ 1)- fachen  Punkte  (» — r)(r-f  1  (r 4-1),  das 
ist 

(r-h  IX«— r-»-r/>) 

ein  bereits  von  C  Segre  in  seiner  Introduzione,  Ann.  di  Mat. 
XXII.,  gefundenes  Resultat. 
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Die  ^i^^Li)  Curve  vom  Geschlechte  p  (die 

canonische  Reihe  genannt)  ist  eine  symmetrische  /y-grediente 
Verwandtschaft  mit  den  Graden  = . . .  =  «j^  =:  p —  1,  Ytt  —  h 
also  mit  p(p—  \)+p.pip—l)  =  p{p*—  1)  je  /^-fachen  Punkten, 
eine  Zahl,  zu  deren  Auffindung  Hurwitz  in  Math.  Ann^ 
Bd.  41,  eine  Determinante  aus  Differentialquotienten  von  In- 
tegralen I.  Ciattung  nach  einem  Integrale  1.  Gattung  hai  unter- 
suchen müssen. 

Die  Schnittpunktegruppen  einer  Curve  C,n  vom  Ge- 
schlechte p  mit  allen  Curven  ('„, ,  wo  m  >  ii,  bihien  eine  sym- 
metrische /-grediente  Verwandtschaft,  wo  /  =  mn — p+\,  und 
deren  Grade  sind  a,  r=. .  .=  oLt^^^p^x  =  p\  Aiso  gibt  es 

p{mH—p-¥\y 

Punkte,  in  denen  C„  mit  einer  tn  >  tt.  (mn — p-hU 

zusammenfallende  Schnittpunkte  haben  kann.  Wenn 
aber  die  singulären  Punkte  theilweise  zusammenfallende  Tan- 
genten besitzen,  dann  vermindert  sich  diese  Anzahl. 

Die  Schnittpunktegruppen  einer  Curve  C«  vom  Ge- 
schlechte p  mit  allen  Curven  C»,  wo  m  <:  i»,  bilden  eine  sym- 
metrische /-grediente  Verwandtschaft,  wo  /:=:i#  +  ly  wenn  u 
die  Gesammtdimension  der  Cm,  also  m(m-h2) :  2  =  »,  und  für 
welche  nun  a^  otn^i  =r  mn — »;  also  gibt  es 

(«  + 1 )  (mn — u-hpu) 

Punkte,  in  denen  Cm  mit  einer  Cm ,  m  <n,  + 1  zusammen- 
fallende Schnittpunkte  haben  kann.  Auch  diese  Zahl  vermindert 
sich,  wenn  die  singulären  E^mkte  theilweise  zusammenfallende 
Tangenten  besitzen. 

Ich  zweifle,  dass  diese  Zahlen  jemals  berechnet  worden 

sind. 

Im  P,  schneiden  die  M"-\  einer  c»"-Reihe  vom  Index  /  aut 
einer  t  üi\  L'  r'„  vom  (Icschlechle  p  die  Punktgruppen  enier 
(«4- l)-grcdienten  Verwandtsciiait  aus;  deren  Grade 

a^  =...=:  aL„^i  i{mn—tt) 

sind,  also: 
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Jn  einer  oo "-Reihe  des  Index  i  von  Mr—i  gibt  es 

(u+  I)[pi»-<-t(m«— «)] 

Mr-\,  welche  eine  Curve  des  i?r  in  je  einem  Punkte  (w-hl)- 
punktig  berühren. 

Ob  diese  Zahl  durch  eine  untere  Grenze  des  m  beeinflusst 
werde,  was  etwa  durch  Beziehungen  zur  Specialreihc  ge- 
schehen könnte,  dafür  fehlen  bisher  alle  Indicien,  indem  bisher 
keine  einzige  Untersuchung  über  die  nichtlinearen  Reihen  von 
Punktgruppen  auf  dem  algebraischen  Gebiete  vorliegt. 
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Die  zweite  Variation  der  einfachen  Integrale 

(V.  Mittheilung) 
von 

G.  V.  Escherich, 
w.  M.  k.  Akad. 

^.Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  18.  December  1901.) 

In  dieser  letzten  Mittheilung^  wird  die  bisher  festgehaltene 
Voraussetzung,  dass  die  Ordinaten  der  gesuchten  Curve  ein- 
deutige Functionen  der  Abscisse  seien,  fallen  gelassen.  Die 
nunmehr  erhaltenen  Resultate  umfassen  die  früheren  und 
h&tten  auch  in  engerem  Anschlüsse  an  sie  abgeleitet  werden 
können.  Doch  wurde  einer  directen  Entwickeliing  derselben, 
die  eine  Bciuiung  auf  die  früheren  M.Lii.cilL:r];j,ijr;  uberllüssiL; 
macht,  der  Vorzug  gegeben,  zumal  für  einige  uichLige  Sätze 
einfachere  Beweise  gefunden  wurden  und  eine  übersicht- 
lichere Gliederung  und  präcisere  Fassuns^  vielfach  an  Stelle 
der  früheren  gesetzt  werden  konnte.  Diese  Arbeit  bildet  also 
zugleich  eine  abschließende  und  zusammenfassende  Redaction 
der  vorangegangenen  Mittheilungen. 

Das  Ziel  der  Untersuchung  war,  nothwendige  Bedingungen 
für  das  Eintreten  eines  Max.  Min.  zu  finden,  die  aber,  wenn 
sie  auch  meines  Erachtens  an  sich  nicht  zu  unterschätzenden 
Wert  besitzen,  mir  vornehmlich  als  Stufe  dienen  sollen,  um 
leichter  hinreichende  Bedingungen  zu  erreichen.  Ich  verfolge 
damit  den  Weg,  den  Weierstra6  in  seinen  Vorlesungen  über 
Variationsrechnung,  wohl  den  bedeutendsten  und  tiefsinnigsten 

»  Mitth.  I,  II,  iil  diese  Sitzungsber.,  Bd.  iA'll.Abth.  IJ.  a.  Mitth.  IV. 
Bd.  CVIII,  Abth.  IL«;  sie  werden  hier  unter  Mitth.  1»  II,  III,  IV  augcführt. 
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Forschungen^  seit  Euler  und  Lagrange  in  diesem  Zweige 
der  Mathematik,  einhielt  und  der  ihn  zu  seiner  d-Function 
führte. 

Einen  Oberblick  über  Inhalt  und  Anlage  der  Arbeit  bieten 
das  nachstehende  Inhaltsverzeichnis  und  die  Bemerkungen 
in  §.  ], 


Inhalt. 

L  £inl«itaag* 

$.  1.    Orientierende  HemerkujiK«n> 

§.  2,    Das  Problem  und  seine  Voraus  sei  zungen. 

§.  3.    Die  DifTcrcntialgleict  iincrLn  von  iJ ,  ihre  Lösungen;  DiRerentiation  der- 
selben nach  den  Anfftngswerten« 

II.  Das  accesBorische  System  linearer  Differeatialgleicliimgoa. 

§.4.    Entstehung;  Relation  zwischen  seinen  Gleichungen;  Reductton  anftin 

anderem:  besondere  Lösungen. 
%.  5.    Lehnsätzc.  Ein  übergeordnetes  System  und  seine  Eigenschaften ;  Kriterien 

für  linear  unabhängige  Lösungen  des  accessorischen  Systems; 

Fundrimcntnl  System, 
ti.     Der  Jucobischc  Satz. 
§.  7.    Das  accessorische System  ist  sich  selbst  udjungictt;  conjugierte  Lösungen. 
§.  8«    Die  Determinante  W;  ihr  Verhalten  im  Falle  eines  Pundamentalsystenw. 
§.  0.    Specielle  Fundamentalsysteme;  da.s  involutorische  Fundamentalsystem. 
%.  10.  Conjugierte  Systeme. 

§11.   Fundamentat>yi>teme,  gebildet  aus  conjugiertcn  Systemen. 

§.  12.  Die  einem  Punkte  cnnMigiertcn  Sv^ttmc.  Conjugierte  Systeme,  deren 

Determinante  in  einem  vorgegebenen  Funkte  nicht  verschwindet. 
§.  l.'t.  Eine  Grundt'ormel. 

III.  TransformatioB 

§.  11.   'Af.  r.i  undformel ; 

§.  J.').  von  ^-'Z  in  die  reducierte  Korm  von  Clebsch;  directe  Ableitung  der 
letzteren. 


1  Ich  sehe  Jabei  ab  von  den  originellen,  ubcraus  einfachen  und  frucht- 
baren MetbodcJi  H  i  Ibcrl's  (.Math.  Probleme,  Vortrag  uuf  dem  intern.  Mathe- 
matiker-Congrcss  UKX);  DasDirichlelbchePrincip,  Festschrift,  1901 ;  Ch.  Nob le, 
Eine  neue  Methode  in  der  Variationsrechnung,  1901;  Hamel*  Ober  Geometrien 
etc.,  1901). 
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IV.  Nothweiidlge  Bediagunf  «n* 

(.  10.  L  Noihwendige  Bedingung. 

§.  17.  LehnsAts  Qber  quadratische  Formen;  die  quadratische  Form  in  8*7. 
§.  18.  Ihr  identisches  Verschwinden;  anormale  LAsungen. 

§.  19.  Ein  HilfssaU. 

§.  20.  Determinanten  conjugicrter  Systeme,  die  in  zwei  Punkten  verschwinden. 
21.  Fall,  dass  dje  Determinante  des  dem  Anfangs-  oder  Endpunkte  con- 
jugierten  Systems  nur  in  einem  Punkte  des  Integrationsintervalls 
verschwindet. 
§.  22.  Verschwindende      in  diesem  Falle. 

§.  23.  Fall,  dass  die  Determinante  des  einem  Punkte  conjugierten  Systems  noch 
mindestens  einen  Nullpunkt  innerhalb  des  Integrattonsintervalls  hat 

%.  24.  3*7  lur  Variationen  der  Curve,  die  aus  zwei  r^lttren  Stücken  bestehen. 

|.  25.  Erweiterung  der  SKtxe  in  §.  23.  Allgemeinste  Fassung  von  Jacob i's 
Kriterium. 

V.  Der  Hauptfall. 

§.  26.  Definition.  1  lielieryeiiörige  Fälle:  Der  Fall  von  Jacobi  und  Lipschits. 

Das  isupehmetrische  Problem. 
§.  27.  Modification  der  Sätze  in  §.  20  und  §.  26. 
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it.  V.  E^chench, 


L  Einleitung. 

§1. 


Als  LeitlaJeii  dienen  den  Betrachtungen  in  dieser  Arbeit 
die  Untersuchungen  über  den  eintachslen  Fall  in  der  Variatioiis- 
rechnung.  die  zumTheil  bis  auf  !,aprn  n  ir  e  und  Jacobi  zurück- 
gehen und  zunächst  hier  in  Kürze  zu^ammengefasst  werden 
sollen.* 

Es  sei  in  einem  homogenen  Continuum  (S)  der  Veränder- 
lichen X,  y,  x\y',  dem  die  Wertepaare  {x^^y^  und  (^^,,,Vj^  ange- 
hören, 1.  f{x,y,  x',y')  homogen  vom  ersten  Grade  nach  x',y' 
und  sammt  ihren  drei  ersten  Ableitungen  nach  x^y,  x',y  eiti' 
deutig  und  stetig,  2.  bestehe  darin  eine  nach  t  eindeutige  und 
btetige  Losung  des  Systems  von  Differentialgleichungen 


von  der  die  {x,y)  für  /  =  t  =     beziehungsweise  die 

Werte  {x^^y^  und  (^i>^i)  annehmen  und  dadurch  zwischen 
diesen  Punkten  ein  Curvenstück  (C)  bestimmen,  längs  dem  x' 
und^'  nie  zugleich  Null  werden  und 


nirgends  verschwinde. 

Das  reguläre  Curvenstück        erfüllt  dann  eine  noth- 

wendige  Bedingung,  um 


zu  einem  Max.  Min.  zu  maclien. 

Weitere  nothwendige  ik'dingungen  ergeben  sich  au?  :i^*r 
Helrachtung  der  zweiten  Variation  von  J.  Sind  «(/>  und  f;(/) 

>  Im  Anschluss  an  die  Vorlesungen  Weier strafi*. 


J  \  \    J\  V 

x'y'  ~  x'* 
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sammt  ihren  ersten  Derivierten  in  eindeutige  und  stetige 
Functionen  von  /,  die  in  Z^,  und  verschwinden,  und  ist  s  eine 
positive  Größe,  die  beliebig  klein  genommen  Vierden  kann,  so 
entspricht  der  Variation  i  =  iq  =  6v(t)  von  x  undy  die 

m 

zweite  Variation 
Setzt  man 

L  =/I!c'-yy%;  M=:/J^'+xy'F,  ^fiL'+y'x'%'. 

N  =  f^'^x'x'^F^; 
f'L^F  v"«  —  f**       x"v"  —  ^ — 


dN 


so  kann  man  ZU  die  Form  geben: 


3V  = 


die  mit  Hille  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung: 

weiter  vereinlacht  werden  kann. 

Ist  z  ein  particuläres  Integral  derselben,  das  in  z^z^  (/^j^r^ 
<;  X,  ^  /,)  nicht  Null  ist,  so  wird  für  eine  Variation  der  Curven- 
strecke  TqTj 


Die  schun.L!  nnclt  den  Bedingungen  für  die  l£xistenz 
eines  solchen  Integrals  führen  successive  zu  folgenden  Sätzen: 
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1.  Sind  :=  (p(/,  a, b),  y^^(t, a,  h)  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  G  =  0  (in      so  bilden 

für  die  r.  v  vun  C  ein  Fundameniaisysiem  der  Gleichung  (ß) 
(Jacobi's  Satz).* 

2.  Es  bestehen  immer  particuläre  Integrale  von  (ß),  die  m 
einem  beliebig  angenommenen  Punkte  von  (C)  nicht  Null  sind. 

3.  Hieraus  ergibt  sich,  als  nothwendige  Bedingung  für  die 
Existenz  eines  Max.  Min.»  dass  längs  (C)  überall  dasselbe 
Vorzeichen  besitzen  muss.  — 

Sind  u  und  v  zwei  particuläre  Integrale  von  (ß),  so  besteht 
die  Relation 

F^{uv'—u'v)  =  const., 

wo  const.  längs  des  ganzen  Curvenstückes  (C)  denselben  Wert 
beibehält.  Aus  ihr  folgt: 

4.  Jedes  particuläre  Integral  von  (ß)  hat  nur  isolierte  NuU- 
stellen  und  ändert  sein  Zeichen  beim  Durchgang  durch  Null. 

5.  Verschwindet  ein  particuläres  Integral  in  zwei  Punkten 
von  und  nennt  man  zwei  aufeinanderfolgende  Nullstellen 
desselben  conjugierte  Punkte,  so  hat  jedes  davon  linear  unab- 
hängige particuläre  Integral  eine  und  nur  eine  NuHstelle 
zwischen  zwei  conjugierten  Punkten. 

6.  Hat  /o  keine  conjugierte  Stelle  innerhalb  des  Integra- 
ttonsintervalls,  so  existieren  particuläre  Integrale,  die  in  t^i^ 
nirgends  Null  sind. 

7.  Ist     zu     conjugiert,  so  bestehen  verschwindende  l-J. 

8.  Liegt  innerhalb  /„/^  ein  zu  conjugierter  Punkt,  so 
lässt  sich  vermöge  I  i  zeigen,  dass  es  verschieden  bezeichnete 
o^J  und  somit  weder  ein  Max.,  noch  Min.  gibt  (Jacobi's 
Kriterium).'-^ 

In  den  folgenden  Blättern  wird  nun  die  Frage  erörtert, 
in  wieferne  diese  Sätze  in  dem  von  Clebsch^  behandelten 

'  lioi  Jucobi  (J.  f.  .Mnih.,  BJ.  17)  als  stillschweigende  Voraussetzung. 
-  Mit  unzureichendem  Beweise  zuerst  in  Jacobi's  Dynamik. 
S  Grelle,  J.  f.  Math.,  Bd.  ob  u.  50. 
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Falle  der  relativen  Max.  Min.  Analoga  besitzen.  Wie  sich  aus 
diesen  Untersuchungen  ergibt,  haben  die  Satze  1.  J,  >,  Ii,  7 
immer  \oI!s;ändigc  Analoga,  hingegen  8  nur  unter  gewissen 
Beschrankungen,  die  den  llaupUall  ergeben. 

K<  ist  nicht  schwierig,  solche  Übertragungen  zu  erahnen : 
SK'  bieten  sich  zum  'riieile  von  selbst  dar.  Die  Schwierigkeiten 
beginnen  erst  mit  dem  X'ersuche,  diese  Salze  richtig  zu  um- 
grenzen und  aus  möglichst  wenigen  und  weiten  Voraus- 
setzungen zu  beweisen. 

Das  allgemeine  Problem  der  relativen  Maxima  und  Minima 
lässt  sich  auf  das  folgende  zurückführen: 

(»  +  !)  eindeutige  Functionen  ...  von  i  zu  be- 
stimmen, die  für  zwei  Werte  des  iy  sie  mögen  mit  und  T 
bezeichnet  werden,  vorgegebene  Werte  annehmen,  den  mOXei^ 
chungen 

?*t>'o  •  •  •      yi**^J'n)  =  0  =  l,  2  . . .  in  <  «), 

wo yi  =       (I  =  0, 1 . . . «),  genügen  und 

J  =j    /(  )\,,     ...v„,  v'h)  M  -<T)  ( I ) 

zu  emem  Max.  Min.  machen,  wenn  /  und  die  '.f/.  homogen  vom 
ersten  Grade  nach  den  ,V(',.v(. .  .  v',  sind. 

Diese  Aufgabe  erhält  einen  klaren  Sinn  durch  die  Voraus- 
setzung, dass  die  ^- 1  i  Functionen  /  und  f*,  aut'gefasst  als 
Functionen  der  2ni  +  1)  Veränderlichen  y^,.  . .  ,r„,  y!, . .  .^'i  in 
einem  homogenen  Continuum  (<£)^  dieser  Größen,  dem  auch 
die  gegebenen  Anfangs-  und  Endwerte  der  ^'o>J^i  *  •  •  J'»  ange- 
hören, definiert  und  in  demselben  sammt  ihren  drei  ersten 
DifTerentialquotienten  nach  diesen  2(fi-l-I)  Veränderlichen  ein- 
deutig und  stetig  seien,  (a). 

Besitzt  nun,  wie  weiter  vorausgesetzt  werde,  das  System 
der  (2«+ffi-i-2)  Differentialgleichungen 


1  PrinKsheim,  .Math.  Kncykl.,  Bd.  II.  S.  46. 
Sitzb.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  II.  a. 
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8y,  <//8/7=°=  -^=^'  ('  =  0,1...«)/ 
?*{jKo...^»>^o'---Xi)  =  0  1,2. ..w),) 


(2) 


m 


WO  in  F  —  f+^^k'^k  die  X*  neue  unbekannte  Functionen 

von  i  bedeuteiit  eine  eindeutige  und  stetige  Lösung y^.^.y^, 
yi^'^AfK^^'^mtVon  der  die^'o  . . .  jr,,^^ . . .  y'„  in  («)  Hegen 
und  die  y^^y^^-^yn  für  zwei  Werte  des  t:  und  T  die 
gegebenen  Anfangs-  und  Endwerte  annehmen,  so  erfüllt  die 
durch  diese  yi  (i  =  0, 1 . .  •  m)  bestimmte,  von  bis  7  sich  er- 
streckende Curve  (C)  eine  nothwendige  Bedingung,  damit 


(1^ 


zu  einem  Max.  Min.  werde,  wenn  zugleich  '^t  =  0(k-=\,2...m)  (bf. 

Die  folgcndcii  üntuibuchungen  beschältii^en  sich  nun  mit 
dem  speciellen  Falle,  in  dem  vorausgeseizteimaßen 

c)  die  Curve  (C)  aus  einem  einzigen  re^^ilären  Stücive 
besieht,  d.h.  nicht  nur  dxt  y^,  y[ . . .  yl^  \'ü.ngs  i^C )  sich  stetig 
ändern,  ^-ondern  auch  nirgends  zugleich  Null  werden  und 

äj  in  keinem  Punkte  von  (C)  sämmtliche  Subdeterminanien 
3-F 

1h  der  Elemente  .  ,^  ,  (*  =  0, 1 . . . «)  in  der  identisch  ver« 
schwindenden  Determinante 


Null  sind. 


B«F 

8V 

1   In   /  »  *  •  • 

• 

»>•,;"•••• 

1            •    •  • 

hi 

* 

•                     •    •  « 

• 

•         •  •  • 

• 

n~f^.  /  >  •  •  • 

3?.  . 
•     •  •  • 

a 

0  ... 
•  • . . 

0 

• 

•     •  •  • 
H  •••• 

■ 

*  •  •  * 
0  . . . 

• 

0 
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Unter  diesen  Voraussetzungen  lässt  sich  die  Construction 
der  Lösung  (C)  leicht  erkennen. 

1 .  Da  F  ebenfalls  homogen  vom  ersten  Grade  nach  den 

>o*->  i  •  •  O «      so  besteht  in  jedem  Punlcte  von  (C)  die  Relation 

« 

^  Go'i  =  0. 

Wegen  der  Voraussetzung  (c)  ist  also  in  jedem  Punkte 

von  (C)  eine  der  Gleichungen  (2)  eine  Folge  der  übrigen.  Jedes  r', 
das  in  irgendeinem  l'iiiikte/'  von(C')  -  der  Pata;vicierwert  des 
Punktes  soll  zugleich  zu  seiner  Bezeichnung  dienen  —  nicht 
Null  ist,  hat  eine  größte  Umgebung  von  innerhalb  der  es 
nicht  verschwindet.  Ist  jOi/'i  der  I^adius  der  größten  dieser 
Umgebungen,  so  erhellt  aus  einer  bekannten  Schlussweise, 
dass  ,o(/)  in  i^T  eine  von  Null  verschiedene  untere  Grenze 
besitzt,  d.  h.  (C)  besteht  aus  einer  endlichen  Anzahl 
Theile,  deren  jedem  ein  darin  nicht  verschwindendes 
y  zugeordnet  ist 

Wird  dadurch  i^T  in  die  Theilintervatle  t^ii,  i^i^,..,UT 
zerlegt  und  ist  dem  Intervalle  h^tfi,  zugeordnet,  so  darf 
man  immer  annehmen,  dass^  in  /x-i  nicht  verschwinde  und 
in  h  Null  sei. 

2.  Ist  in  einem  Punkte  von  (C)  etwa  4=  0,  so  folgt  aus 
A  =  0: 

und  hieraus,  wenn  —4^  =  ,o/,  —V  =  p*  gesetzt  wird, 

^kk  =  =:  0,  1  .  .  .  »). 

Da  infolge  der  Voraussetzung  nicht  alle  Am  Null  sind,  so 
muss  mindestens  ein  pt=^0  sein.  Dann  ist  aber  A/*  =  puM  4=0 
und  somit  auch  A/«  4=0.  Aus  der  Annahme  A,y^O  ergibt  sich 
ebenso  yi  4=  0. 

In  jedem  Punkte  von  (C)  sind>^  und  A„  zugleich 
Null  oder  davon  verschieden. 

00* 


Digitized  by  Google 


1364  C.  V.  Esehericb. 

3.  Ist  A/j  i^O,  so  ist  in  diesem  Punkte  auch  mindesiens 
eine  Determinante  «ften  Grades  der  Matrix 


II 


nicht  Null. 

4.  Für  das  /„/,  zugeordnete  kann  man,  ohne  die  All- 
gemeinheit der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen,  —  an- 
nehmen. Dann  ist  t  in  /q/,  eindeutige  Function  von  Wird  dies 
für  f  eingeführt,  so  werden  die  ersten  (ft-^  1)  Gleichungen  des 
Systems  (2)  äquivalent 

'  -r-~  =  0       (1  =  1,2. ..II) 

Fügt  man  diesen  die  im  Gleichungen 

hinzu,  so  kann  dieses  Syriern  wc^en  A^^^i^O  auf  die  Normalform 
gebracht  und  daraus  nach  bekannten  hitegrationsmethoden '  die 

Curvenstrcckc  /,,/,  berechnet  werden.  Ist  etwa  ^Ihillizil^ 

eine  der  in  nicht  verschwindenden  Determinanten  ffft^n  Grades, 
so  lassen  sich  nach  einem  bekannten  Satze  von  Dini'  die 
Pv  Pi      Pm  aus 

iptC-yg.     •  •  •        UPi  -  "Pn)  =  0  (^=1,2...  m) 

als  eindeutige  stetige  Functionen  der  Vo.r, ...  ...  r,t 

darstellen  in  der  Umgebung  der  Werte,  welche  diese  Gr«^ßen 
in  /„  besitzen.  -Als  .Ausgangspunkt  für  die  Integration  kann 
man  /„  oder  einen  anderen  Punkt  von  (C)  m  dieser  Umgebung 
wühlen  und  aus  den  zugehörigen  Werten  von  "  -Cn  =>«; 

1  Die  .VlcUiuUcn  von  C au c  hy  -  i'i  c ai  vJ  und  C a u c hy  - 1- 1  ps  c  n  1 1 z  ^ammt 
ihren  ErwciteruTigen  in  neuerer  Zeit. 

3  Analisi  infinitesimale  ()Hh.  Pisa  1877  78)  und  Genocchi- Peano 
Cnicolo. 
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—  X,  .  .  .  Cin  —  X,„  als 


Anfangswerten  die  Integralion  vollführen.  Das  so  gefundene 
Curvenstück  i^i^  liegt  dann  hinsichtlich  des  obigen  Normal- 
systems ganz  in  dem  diesen  Anfangswerten  zugehörigen 
Regularitätsintervalle.  Ist  in  etwa  4^0,  so  wird  es  wegen 
seiner  Stetigkeit  in  auch  in  — x,  wenn  die  positive  Große  x 
nur  genügend  klein  genommen  wird,  von  Null  verschieden 
sein.  Aus  den  eben  berechneten  Werten  der  Coordinaten 
von  (C)  und  der  X,,  X2. .  .X,„  in  t^i^  kann  man  von  /,— t  als 
Anfangspunkt  ,auf  analoge  Weise,  wie  ff^t^  von  aus  her- 
beieilet wurde,  eine  Fortsetzung  von  nach  /^/^  finden. 
Dieselbe  ist  unabhängig  \'<>n  der  VVahl  des  t  und  der  in  /,  —  t 
nicht  versch\\ mdeiideü  Ucrivierten  y,  da  sie  stets  dem 
Gleichungs.^ysteine  i2)  genügt.  Durch  Aneinanderreihen  einer 
—  wie  früher  gezeigt  —  endlichen  Anzahl  solcher  Fort- 
setzungen kann  man  also  das  ganze  Curvenstück  (C)  sich  ent- 
standen denken. 

5.  Da  nach  Voraussetzung  auch  die  zweiten  Differential- 
quotienten von  /  und  der  nach  den  ^o»>'i'  •  •  ^w,  >o»X-  •  • 
stetig  sind»  so  sind  nach  bekannten  Sätzen  ^  über  die  Differen- 
tüerbarkeit  der  Lösung  eines  Normalsystems,  bezüglich  der  An- 
fangswerte, diese  Größen  in  /q/,  nach  c^,  c^,  .,C2h  difTerentiier- 
bar  und  somit  nach  der  Bildungsweise  der  Fortsetzungen  längs 
dem  ganzen  Curvenstücke  C. 

6.  Eine  einheitliche  und  gleichförmige  Darstellung  der  so 
stufenweise  erhaltenen  Werte  von  J*'i  •  •  •  gewinnt  man, 
indem  man  sie  durch  die  Länge  des  von  aus  gtiechnelen 
Curvcnbogens  ausLirückt  Für  diesen  kann  auch  eine  monotone 
Function  \on  /  eingeführt  werden,  die  den  ganzen  Rouen  C 
darstellt,  wenn  /  von  /„  aus  beständig  wachsend  die  Suecke 
/^r  durchniisst,  und  die  zwei  ersten  Üerivierten  nach  /  besitzt. 

7.  Da  die  . . .  y»  längs  C  eindeutige  Functionen  von  i 
sind  und  der  Curvenbogen 


1  Bendixon,  Bull.  soc.  math.«  t.  24  (1896)  —  Escherich,  diese 
SiUungsber.,  1899,  Bd.  108. 
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moiiuton  mit  /  wächst,  so  sind  sie  auch  eindeutige  Functionen 
von  5,  die  ebenso  wie  nach  /  auch  nach  .s*  er^te  und  zweite 
Deriviertc  Ix-sitzcn.  Ist  die  l)cn\itrle  derj'o,^',  .  .  .  y,..  nach  /,  die 
in  einem  Funkte  und  somit  m  einem  Stücke  (f)  von  (C)  (§.  2,^) 

nicht  verschwindet,  --^^ ,  so  ergeben  sich  nach  (4)  die  und 

'y''  {k:=^  1,2.,, u)  und  daher  wegen  der  Voraussetzungen 

u^;  und  vt/)in  §.2  auch  die  — j=V  {k  —  1,2  .  ..n)  aus  1^2)  als  stetige 

Functionen  von     in  (7). 

In  (y)  ist  /  und  somit  auch  5  eindeutige  Function  von  y^, 
die  erste  und  zweite  Ableitungen  nach  y^  besitzt.  Für  diese 
ergibt  sich  aus 


dt 

und 


y    *=0  y 


n 


ihre  Stetiglceit  nach  y^  in  (t).  Daher  ist  auch 


äs  '  '  ~      äyi  'UyJ 


und  somit  sind 


>lciige  Functionen  von  s  in  (';). 

Infolge  der  Voraussetzungen  ?>  sin  d  d i  e  v,...^Vn 
sammt  ihren  ersten  und  zweiten  Derivierten  nach  5 
läng^'^'^  stetige  Functionen  von  s. 

i'  ührt  man  daher  für  s  eine  eindeutige  Function  von  /  ein, 
die  monoton  den  Bogen  (C)  durchlauft,  wenn  /  monoton  von 
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bis  r  wächst  und  überdies  stetige  erste  und  zweite  Derivierte 
nach  i  besitzt,  so  sind,  wie 


t  _  ä^yk  l  äs       dyk  d's 
Jt^  ~  I^Xdi)     'äs  1F 

zeigt,  nicht  nur  die  ersten,  sondern  auch  zweiten  Derivieiten 
dttyk  (ib  =:  0, 1 . . .  n)  längs  (C)  bezüglich  /  stetig. 

In  den  folgenden  Untersuchungen  darf  also  ange- 
nommen werden,  dass  die  yi  (2  =z  0, 1 . . .  n)  eindeutige 
Functionen  von  c^^  . . .  c^n  sind,  die  sammt  ihren 
ersten  und  zweiten  Derivierten  nach  /  längs  (C) 
bezüglich  i  stetig  und  nach  den  Integrationscon- 
stanten  c,  (/ =  l,2...2i»)  differentiierbar  sind. 


II.  Das  accessorische  Sjrstem  linearerDilferentialgleichungen. 

§.4. 

Denkt  man  sich  die  erhaUene  Lösiini;  in  (2^  substituiert» 
jiO  itihri  die  Differentiation  nach  iru;end  einer  der  ürÖÜen  c  auf 
das  System  linearer  Differentialgleichungen  ^ 


U^.  r)  = 


y 


3«F 


III 

v 


'hlr  /'Iii  r  \ 

5vv     dt  \  iy, 


d  /  r-F 

dt 


r-F       rF_  A 


*=0 


=  0 


4= 


dz, 


di 

Ci  =  o,i...i*) 

(1  =  l,2...i») 


(3) 


welches  als  accessorisciies  bezeichnet  werden  soll.  In  ihm 
bedeuten  also  r„.  r, . .  .y^^  die  CoorUinaten  von  (C)  und>'^,>'i . .  .y'n 
ihre  Derivierten  nach  /. 


1  Clebsch,  1.  c,  Bd.  55.  Mitth.  I,  §.  0,  §.  10;  Mttth.  II,  $.  11.  §.  14, 
§.  15,  §.  16. 
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Behufs  seiner  näheren  Erforschung  soilen  zunächst  einige 
Hiitsfuimeln  abgeleilet  werden. 
Aus 


lolgl 


» 


d  ZF 

Bildet  man  -rr  —  einmal  nach  dieser  Formel  und  dann 
direct,  so  erhält  man 

m 


i 

Aus 


^   ^         y[.  +  \    r_!  x;  =  0-  (4) 


_  * 

*s=0 


BF 

ergibt  sich  durch  Substitution  des  obigen  Ausdruckes  für  : 

,    Z'F         r-F  \  .       rF     J  9rp,.,      ^  ^.^ 

1  K  8^  -  WJ-^  * "  ay  »y*  J "  1  ^~y,   ~  ^ 

Da  F  und  9»  homogen  vom  ersten  Grade  bezüglich 
J'oO'i'  -  O  «  sind,  so  ist  auch 

Mittels  dieser  Gleichungen,  von  denen  die  ersteren  für 
i  —  0,  l  ...  11,  die  letzteren  für  i  —  1,2  ...  m  gelten,  ergibt 
sich  sofort  aus  {3) 
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P  = 


so  wird 


k=0 


0,1 

n- 

1,2 

j 

"dt 

(8) 


ä  U  h-F  _   d^F  \  S-F  ; 


^  L  öj'i        dt  \  ty,  Ji 


dt 


( 


m 


r-F  \  ö^F 


wo  2'  sich  Über  alle  k  von  0  bis  »  mit  Ausnahme  von  v  erstreckt; 
vermöge  (4),  (5)  und  (6)  geht  das  System  (3)  über  in 


4»,.(«.r)=:£ 


22 f 


_  ä  (  Ö^F  B«F  , 


m 

»«1 


)  (9; 


-'('>=Zi-&^''"S^"]  0^=1.2...«.)! 
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Hat  man  eine  Lösung  Zy, .  . .  Z  _j,  Z,  =  0,  Z  • .  .Zj,; 
/?,,  R^...R,n  von  (9)  für  i  —  0,\  ...v  — 1,  v-h  1. .  j;;  ;j.  —  1,  2  . . .  m 
und  genügen  die  z^,z^...z„  den  Gleichungen  (8),  so  stellen 
s^,,5j...c„,  rj,  t'j  . . .  r„,,  wie  (7)  lehrt,  eine  Lösung  von  (3)  dar. 

Ist  daher  ,o  eine  in  /„T  eindeutige,  zweimal  nach  f  differen- 
tiicrbare.  sonst  aber  ganz  willkürliche  Function  von  /,  so 
genügen  Zt  ~  (j^k  (k  —  0,  \  . . .  n),  -  -  .oa^  {k  =  \,2  . .  .m)  dem 
Systeme  (3),  wie  man  auch  unmittelbar  erkennt.  Derartige 
Lösungen  sollen  im  folgenden  besondere  genannt  werden.  Be- 
zeichnet (c, r)  ein  System  von  n+m  +  l  Größen  z^,Zi...Zh; 
^1 . '  •  ^Mi  so  soll  unter  {z9,  r**)  eine  besondere  Lösung  für  p  4=0, 
und  zwar  zumeist  für  p  =  1,  verstanden  werden.  Die  v  Systeme 
von  («+!«+ 1)  Größen  (c*»,  r*«)»  (^S  ^«) . . .  («*',  r^)  sollen  linear 
unabhängig  heißen,  wenn  zwischen  ihnen  in  keinem  Theile 
von  i^T  Relationen  von  der  Form  bestehen 


A^l  Xsl 


(/  =  0,  l . . .  fi)      (1  —  1,2...  I«), 

wo  die  Oj,  . . .  0^  Constante  sind  und  p,  wenn  es  nicht  Null 
ist,  die  frühere  Bedeutung  hat.  Bestehen  auch  nur  in  einem 
Theile  von  /^T  derartige  Relationen,  so  sollen  die  Systeme 
linear  abhängig  genannt  werden.  Hingegen  soll  bei  Systemen, 
deren  jedes  nur  aus  ui  +  iti)  Gliedern  besteht,  die  gewöhnliche 
Ijeruiiliun  beibehalten  werden. 


Die  folgenden  Untersuchungen  beruhen  auf  den  Sätzen: 
»Sind  in  dem  Systeme  linearer  Differentialgleichungen 


äXi  _ 


=  y  aikXn        (f  =  1,2,..«) 


die  iL,  in  dem  Intervalle       eindeutige  und  stetige  Functionen 
von  /,  so  bestehen  n  Systeme  ebensolclier  Functionen 
(7,^:^1,2...«),  die  ihnen  genügen  und  ein  Fundamental- 
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n 

System  bilden.  Jede  andere  Lösung  hat  die  Form  xt=:^C{X^^ 

i  =  l 

(k  =  1,2...  n\  wo  die  Constanten  c,  (*  1,  2  . . . »)  in  t^t^ 
ihren  Wert  nicht  änJern. 

Die  Determinante  rj  '  von  n  Lösungen  ist  entweder  in 
jedem  oder  keinem  Punkte  von  /„/j  Null.  Im  crsteren  I''alle  sind 
die  Lösungen  linear  abhängig,  d.  h.  es  bestehen  n  Constante 

(<  =  1/2  .. .  ff),  die  nicht  alle  Null  sind  und  im  ganzen  Inter- 

« 

valle  /„/j  die  Relation  ^^''^i  ~  ^  herstellen:  im  letzteren  sind 
sie  in  jeder  Theilstrecke  von      linear  unabhängig«. 

1 .  Das  accessorischeSystem  linearer Difterentialgleichungen 
(3)  ist  in  dem  Systeme 

^i(z,r)  =  0   (1  =  0,1...«);    ^  =  0   (}i  =  U2...nt)  (10) 

enthalten.  In  einer  Curv^nstrecke  (t)i  woX=}=0  ist,  kann 
man  hierin  die  Ausdrücke  aus  (9)  setzen,  wodurch  es  in 
ein  System  von  (n+iif)  Gleichungen  (i  0 , . .  1,  y  + 1 . . .  n, 
{!,=:  1,2 .1»)  übergeht  Dasselbe  kann  man,  da  in  dieser 
Curvenstrecke  auch  A,,  4^  0  ist  (§.  3,  2),  durch  ein  Normal- 
system (10*)  ersetzen,  in  dem  die  Coefficienten  (§.  3,  7)  in 
stetige  Functionen  von  t  sind.  Aus  einer  Lösung  Z„...Zv_i, 
=  0,  Z^^i  ••■  Z,t,  i?,,  /?2 . . .  R„i  desselben  erhalt  man  dann  eine 
Lösun[^  . . .  r,„  von  (K)).  \\obei  für  willkür- 

lich eine  eindeutijj;e  Function  von  /  angenommen  werden  kann, 
die  längs  17)  DitTerentialquotienten  der  ersten  und  zweiten 
Ordnung  besitzt.  Um  also  das  System  t  lO;  zu  integrieren,  wird 
man  zunächst  das  dem  Curvenstück  tQt^  entsprechende  Nnrmal- 
system  (10*)  integrieren;  aus  den  gewonnenen  Z^,  »,Z», 
i?p  /?2  .  •  K„,  die  r,,  r^...  r,„  in  der  oben  angegebenen 

Weise  bestimmen  und  aus  ihren  Werten  in  — t,  wo  die  posi- 
tive Größe  T  genügend  klein  zu  nehmen  ist,  die  Fortsetzung 
für  i^t^  bilden  u.  s.  f. 

2.  Bildet  man  auf  diese  Weise  (2fi+fff)  Lösungen  von 
(10*)  für  die  Curvenstrecke  (y)  und  die  zugehörigen  von  (10), 
50  besteht,  wie  man  ohneweiters  ersieht,  der  Satz: 


1372  G.  v\  Eschert ch, 

-Sind  die  (2;/  +  ;;/)  Lr.sungen  A'-;,(Z-.A'-)...(Z-"*"',/?^+") 
Von  {iO*},  deren  jede  nur  aus  (n-hm)  Größen  besteht,  linear 
abhängig,  so  sind  es  auch  alle  entsprechenden  Systeme  von 
(2u  +  m)  LÖMingen  >,(:-,  r-) ...  (c-''--"',  r-'"^''')  von  (lO».. 

Und  umgekehrt:  »Sind  (2;/  +  »/)  Lösungen  von  (10)  linear 
abhängig,  so  sind  es  auch  die  zugehörigen  von  (10*). ^ 

Die  i2u  +  m)  linear  unabhängigen  Lösungen  von  (10*)  für 
die  Cur\'enstrecke  /^/,  entsprechenden  Lösungen  von  (10) 
bilden  demnach  ebenso  wie  ihre  in  der  angegebenen  Weise 
erhaltenen  Fortsetzungen  ein  System  von  (2ft+fif)  linear  un- 
abhängigen Lösungen. 

Damit  die  obigen  Lösungen  von  (10*)  in  (7)  linear  unab- 
hängig seien,  ist  nun  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Determinante  (2in-w)ten  Grades 

(*  r=  l,2...(2ii+m)) 

in  einem  und  Sf»niii  in  allen  Pui-.kten -von  (  y)  niciit  verscinvinde. 
Setzt  man  hierin  lur  und  A'J  die  Werte  (8)  ein,  so  ergibt  sich 
vermöge  einer  leichten  Transformation  dieser  Determinante  und 
aus  der  Bildungsweise  der  Fortsetzungen  über  (7)  hinaus  der 
Satz: 

»Die  Lösungen  (s\  r>),  (s^  r«) . . .  (»2«+'«  fSn+m)  ^^on  (10) 
sind  im  Sinne  des  (§.  4)  linear  unabhängig,  wenn  die  Determi- 
nante (2in-ift-t-2)t«n  Grades 


^  —     \-i\>  •  \-iJ  •  •  •  \*'lt/  »  -0'  ~i  •  •  ■         '  1«  '2  •  •  •  *  » 

k  ^  l,2...(2;/  +  m),        (cf  =y/) 


(11) 


die  entweder  in  allen  oder  keinem  Punkte  von  t^T  Null  ist, 
nirgends  daselbst  verschwindet.« 

»Ist  D  hingegen  in  einem  Punkte  von  t^T  Null,  so  sind  die 
Lösungen  (5',  r%  (s»,  r*) . . .  f^n+nt^  linear  abhängig-. 

3.  Die  Lösungen  von  (3)  sind  nun  jene  von  (10)  und  also 
(10*),  für  welche  in 

«n-  =  f fr       (^  =  1,2...  f«) 
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die  Constante  r»,  die  überall  in  f^T  denselben  Wert  hat,  für 
k=\,2...fn  Null  ist. 

Versteht  man  die  Constanten,  die  in  (10)  der  Lösung 
(«',  /")  zugehören,  mit  dem  oberen  Index  a,  so  lässt  sich  das 

Product  von  D  mit  vr'  /'-->  -  '7 —  durch  die  Determinante 

O.  0  .  ..  0  ;  yl,  ...   \i  :  0,  0  ...  0:  0  ...  0  | 
«j,  <j  .  .  .  V  ,  \rm/  •  •  •  v~<!/  '  ''o' "'i  •••-«»  '  1  •  •  •  'IM 
(.|,  (.2  '  *  ■  *'»»  •  •  •  'i*«/  f  "0*      •  •  •        '  1  •  •  •  '«  I 

I  =  1,2...  (2i/-t-m; 

darstellen,^  wo  also 

Derarligt.  ivciaiiuncn  erhall  man  so  viele  in  unmittelbar 
ersichtlicher  Weise  aus  der  angeschriebenen,  als  sich  Determi- 
nanten    —"-"^f-^    '-  -'r  —  bilden  lassen»  also  f  "    '  ).  In  allen 

diesen  ist  \)  ungleich  oder  gleich  Null,  je  nachdem  die  \2it-\-iit) 
Lösungen:  c;^  r'  ).  (c-,  r-i ...(:-""".  r-"^'")  hnear  unabhängig 
sind  oder  nicht,  während  in  mindestens  einer  der  andere  Factor 
nicht  Null  ist  3,  3):  Also  ist  im  ersten  Falle  mindestens  ein 
^  ^  0,  während  im  zweiten  alle  ^  verschwinden. 

Wählt  man  die  Anfangswerte  der  Lösungen  {z\  r*),  (is*,  r*) 
. . .  f^")  so,  dass  die  zugehörigen  c  Null  sind,  so  zerfällt  ^ 
in  das  Product  aus 

und  die  Determinante  t2«H-2/en  Grades 

y„i  . . .  \i  :  0.  0  . . .  0  ;  0 .  0  .  . .  0 

n   ytf  yll  .  ../  .  )/   \'  \j 


,(12) 


J  Mttlh.  I,  §.  IX,  2. 
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Es  Wird  dann 

öOö,  v;...  Jm-l) 

und  aiiaiug  jede  andere  der  !  '''^   j  Determinanten  SJ. 

Da  man  die  Anfangswerte  der  Lösungen  (ff2»+>, "■*-»), 
von  (10)  stets  so  wählen  kann,  dass  Cr^O  ist.  so 
ergibt  sich  aus  obiger  Formel: 

Die  Lösungen  von  (3)  (s>,  r»),  (s«, r«) . . .  (sS«  r»»)  sind 
dann  und  nur  dann  Hnear  unabhängig,  wenn  an  einer 
Stelle  und  somit  allen  Stellen  von  t^T  eine  der  Deter- 
minanten D  nicht  verschwindet.  * 

Da  D  verschwindet,  wenn  (2in-?)  Lösungen  den  Glei- 
chungen  (3)  genügen,  so  folgt  hieraus  leicht : 

Aus  (2»)  im  obigen  Sinne  linear  unabhängigen 
Lösungen  von  (3)  und  den  besonderen  setzen  sich  alle 
übrigen  als  lineare  homoL^^cne  Functionen  mit  con- 
stanten  Coetficienten  z usa nun en. 

Ein  solches  System  von  2ii  Lösungen  soll  em  Funda* 
mentalsystem  von  (3)  heißen. 

§.  6. 

Die  Gleichungen  (3)  werden  nun  befriedigt  durch 

dir*  öc*  dt*  de*  di* 

1,2...  2«), 

wo  die  ,Vo, ,v,  . . .  die  Coordinaten  der  Curve  (C)  und  die 
^it^^t    -  Intcgrationsconstanten  <§.  3,  4  und  5;  bedeuten. 

Nimmt  man 

und  bildet  die  Determinante  D,  welche  aus  (12)  sich  ergibt, 
wenn  man  in  ihren  (n—m-k-l)  ersten  Colonnen  die  Combination 
IM,  (m  H- 1) ...  II  durch  0,  m  + 1 . . . »  ersetzt,  so  zeigt  die  Dar- 
stellung der  Lösungen  von  (2),  dass  in  ihnen  für  /  r=  an 
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welcher  Stelle  der  Voraussetzung  nach  (§.  1 ,  4 )  yj^  0  ist,  die 
verschiedenen 


(f  =  1,2...2«) 


den  Wert  1  besitzen,  während  alle  übrigen  Grö0en  Null  sind. 

D  hat  somit  für  diese  2»  Lösungen  den  Wert  ±  j^q',  ist 
also  nicht  Null.  Nach  den  Sätzen  in  (§.  5,  3)  folgt  hieraus: 

Die  2u  Lösungen  von  (3): 

(ife  =  0,1...«)        (*=  1...W) 

bilden  ein  Fundamentalsystem. 

§.7. 

Vermöge  der  quadratischen  Form 

Ö(«,ä!')  =  £(aÄ«iä4+2*,>5/5i+tfftSf/ä;*) 


dz        _    h^F  _    Z'F  _  i'F 


(#,  *  =  0, 1 . . .  Ii) 

kann  man        r)  in  t^Sj  die  Form  geben 


(13) 


dt  de; 


in 


Ist  f«,  p)  ein  zweites  System  von  +  +  Grölien,  so 
erhält  man 


2]  [«,<!»,•(»,  r)-«,4>,(»,p)]  =  —  ^ 


9«; 


82? 


Ia0 


y 


1=0 
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in 


y  '}i  (pf  ^}     +  l'k 


d  \   y  \ 


m  n 


Ctli  Ollu  J 


\ 


äi 


wo  also 

II     i  n 

1=0 ' *  ^  0 


»II 


-V  g  (r.«,-p»«,)|  (16) 
gesetzt  wurde. 

Aus  dieser  Definition  folgen  unmittelbar  einige  Eigen- 
schaften des  bilinearen  DifTerentialausdruckes  (16): 

^{z,  r;  «,  fj)  =z  p;  r,  r), 

(Aus  Formel  5) 

r;  s«,  r«;  =  0  ^  p^^',      =  pX'). 

Ist  {u,  f>)  eine  Lösung  von  ^3),  die  nicht  eine  besondere  ist, 
so  ergibt  sich  aus  (15; 


IN 


Genügt  überdies  auch  (c,  r;  den  Gleichungen  (3),  so  ist 

wo  die  konstante  C  im  ganzen  Inter\'all  t^T  denselben  Wert 
hat.  Ist  dieser  für  zwei  linear  unabhängige  Lösungen, 
von  denen  keine  eine  besondere  ist,  Null»  so  sollen 
die  Lösungen  conjugierte  heißen.  Verschwinden  sowohl 
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z,y,  . .  .2«,  als  auch  Uq,  «,  ...  //„  in  demselben  Punkte  ?  von  t^T 
und  .^ind  die  Lösungen  (z,  d  und  («,  f»)  linear  unabhängig,  so 
sind  sie  also  auch  conjugiert. 

§.  8. 

Setzt  man 

H  VI  ^ 


k  =  0 


SO  ist 


r;  «,p)  =  y  [2,P,(«)-«,P,(r)]. 


(17) 


Sind  nun  (z\  r>),  (»*,  r*) . . .  {g8«+«  «)  Lösungen  von 
(10)  und  multipliciert  man  die  Determinante  (2fr+fif+2)ten 
Grades  D  in  (§.  5,  U),  nachdem  man  jede  der  m  letzten 
Colonnen  um  m  vorgeschoben  hat,  mit 

1   ,   0   ...  0  ;    0  ...   0  ;  0,0...U 


^10  >    ^11  • 


•  •  • 


a«o.  «nt  ...  a^ni  0,0...0 

l?i  .    0        0   •  0  Ü  0 

h'o  <!>i 


•         »  a  «  a 


0  . 

• 

0  .. 

.  0 

«  « 

0  , 

0 

•  • 

.  0 

0  ;    0   ...  0   ;  1,0. ..0 


•       ■  •  ■  • 


•  •  •  • 


so  ergibt  sich  mit  Benützung  der  +  letzten  Cotonnen  für 
DAoo  das  Product  aus>'^  in  die  Determinante  (2w-!-tw  +  l)ten 
Grades 

Sitzb.  d.  niAtbem.-naturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abtit.  II.«.  91 
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=  y ;     =  X'). 
Da  iAit(z')  =  f]^,  wo  cj^  eine  Constante  ist,  so  wird 

Befriedigen  die  {z\  ),  ic*,  r') . . .  {z~",  r-")  die  Gleichungen 
(3),  so  geht  diese  Relation  über  in 

DAoo  =  d=X<^|P,(sO  •  •  •  -P«(80;  «0  ■  •  •  «iL  «ö.  1...  2«, 

wo 

bei  passenderVVahl  der  Anlangswerte  der  Lösungen  (5-"+',  r^t-T\^ 
...  {z-"-^"'.  1^"+»«)  nicht  Null  ist. 

Multipliciert  man  die  Determinante  (2«+2)ten  Grades 

mit  der  Determinante  gleichen  Grades 

-*o'~o  •  •  •  -^iC**)  •  •  •     -^«C*')'»  =  i),1...2ji 

und  berücksichtigt,  dass  immer  ^{z,r\z%f**)  z=zO  ist.  so  er- 
hält man 

wo 

U^*  =  i'H-',  t";     r*j|,.*^,,2...2«.  (18) 
Mithin  ergibt  sich 

D«AJ,=X*VC^ 

Wählt  man  stau  A„,  so  erhält  man  m  derselben  Weise 
oder  vermittels     3,  2) 

D«Af.  =^'f*C«r        (1  =  0,1...«)  (19) 

Sind  die  Löbungen  ).  c;^,  r^)  . . .  (s'-'",  r^")  von  (3)  linear 
abhängig,  so  verschwindet  die  Constante  ^t.  Tritt  aber  letzteres 
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ein,  so  muss.  wie  aus  (19)  hervorgeht,  da  ein  y^i  milsammt  A  , 
nicht  Null  ist  (§.  3,  2),  D  =  0  sein  und  daher  auch  (§.  5,  3) 
sämmtliche  D.  Hieraus  ergibt  sich: 

Die  (2«)  Lösungen  (»Sr»),  (s«  r*) . . . (ä^", r2«)  sind  dann 
und  nur  dann  linear  unabhängig,  wenn  V  nicht  Null  ist 

Die  Determinante  V  soll  die  Determinante  der  2»  Lösungen 
(s*,  r'),  (z*,  f^) . . .  («2»  ffl»!)  genannt  werden. 

§.  9. 

1.  Da  ^  nicht  verschwindet,  wenn  die  2  m  Lösungen  linear 

unabhängig  sind,  so  besteht  außer  den  besonderen  Lösungen 

keine,  die  zu  jeder  Lösung  eines  Fundanientalsystems  con- 
jugiert  u  are.  Es  lassen  sich  aber  in 

•J  II  2  n 

2*  —      «i-i+py*,   rk  =  y  a/ri+pXi 

(*  =  0, 1 . . . «)      (Jb  =  1, 2 . , . «) 

die  Constanten  a,.  o^j . . .  so  he^tilnmcn,  dass  (z.  r)  zu  /2m  —  1) 
Lösungen  des  obigen  Fundamentalsystems,  etwa  r\),  (z^,  r'') 
. . .  (c-"-',  r-"-')  conjugiert  ist,  aber  nicht  zu  (s:^",  r^«).  ihre 
Werte  ergeben  sich  aus  dem  Gleichungssysteme 

y  fi.^{:^,     c»  r*)  =  0        (*  =  1, 2  . . .  (2«-l)) 

ist 

dessen  UetLtininante  4*  i.st.  Sie  können  nicht  alle  Null  sein, 
und  ist  etwa  a,i:^U,  so  kann  man  *r  m  der  Weise  trans- 
formieren, dass  man  ihre  /te  Zeile  mit  %  multipliciert  und  dazu 
die  übrigen  addiert,  nachdem  man  sie  beziehungsweise  mit 
«1,0,  ..  .«Sil  multiplicierte.  Verfährt  man  in  derselben  Weise  in 
der  neuen  Determinante  auch  mit  den  Coionnen,  so  erhält  man 
eine  Determinante  die  aus  V*  sich  ergibt,  wenn  man  darin 
in  die  i'te  Zeile  und  Colonne  %y  r  für  s',  setzt,  und  die  zu  ^  in 
der  Beziehung  steht 

91* 
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ist  demnach  nicht  Null,  und  da  sie  die  der  W  ent- 
sprechende Determinante  des  Systems 

z\     . . .  s'-»,  r'"-' ;     r ;  z'+\  r'"+> ...  «2«,  r^« 

ist,  so  ist  dasselbe  nach  §.  8  ein  Fundamentalsystem.  Da 
«2«  =:  0  ist,  so  ist  iz^2n  und  da  alle  Glieder  der  i'ten  ZeÜe 
und  Colonne  mit  Ausnahme  des  letzten,  das  gleich  c  ist.  Null 
sind,  so  ist      gleich  dem  Producte  aus  ^r*  r;  s?",  r*")* 

in  eine  Determinante  2(h — Grades  W,. 

Man  gelangt  also  auf  diese  Weise  von  dem  ursprünglichen 
Fundamentalsysteme  zu  einem  neuen,  das  wieder  wie  das 
ursprüngliche  mit 

(2»,r»);(2«,r»)...(22«,r2«) 

bezeichnet  w  erden  mag,  in  dem  aber  eine  der  Lösungen,  etwa 
(r*, /  '  )  zu  allen  übrigen  mit  Ausnahme  einer  einzuigen,  die  mit 
(--".  r-">  bezeichnet  werden  soll,  cunjugiert  ist.  Die  Determi- 
nante ^*  die->es  Systems  reduciert  auf  '!^(z\  r^:  r-",  f^")-^"^,  wo  ^\ 
eine  Determinante  (2»— 2;^^«  Grades  ist,  die  aus  Mr"  erhalte 
wird,  indem  man  darin  die  Zeilen  und  Colonnen  weglässt,  die 
von  (z\  r^)  und  (z*",  r*«)  herrühren. 
In 

Sk  =  y  «r-i+fi/*;      n  =  V  a,yj-*-pAit 

(*  =;  0, 1 . . . «)  (*  =  1, 2 . . .  w) 

kann  man  nun  wieder  die  ot^,  . . .  ot^n  so  bestimmen,  dass  die 
Gleichungen 

*j« 

y  üLi^(:^,  r*;     r')  =  0      (*  =  1, 2  . . .  2«— 2, 2«) 

I  =  1 

•2l! 

i 

bcrriedigt  werden.  Die  gefundene  Losung  {c,  r)  ist  dann  zu 
allen  Lösum^en  mit  Ausnahme  von  (Ä-"~*,r^"~^)  conjugiert 
und  bildet  mit  (2« — 1)  von  ihnen,  zu  denen  auch  (xf*.  r»). 
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(ä^«-',  #^»-»)  und  («^*«,  r^)  gehören,  ein  Fundamentalsystem. 
Man  kann  dasselbe  mit 

(s*,  r»;;      r')...  {z-»-\  r^'^-^y,  ^c-«,  r^») 

bezeichnen,  wo  ('^^  r')  nur  zu  :,:-'•,;■-'•')  und  (--,  r^)  nur  zu 
1         1^  nichi  conjugiert  ibl.  Die  Determinante  ^1*  dieses 
Fundamentalsystems  zerfällt  in  das  Product  aus 

[^{z\  r»;  gS-,  f2»)       r*;  »2»-», 

wo  die  Determinante  2(n — 2)t«n  Grades  ^\  aus  gebildet 
wird,  indem  man  darin  die  Zeilen  und  Colonnen  weglässt,  die 
von  iz\  r»),  (i^,  r»),  («2«-»,  t^«-»),  (s«»,  r«»)  herrühren. 
Dieses  Verfahren  führt  zu  dem  folgenden  Satze: 
Aus  einem  Fundamentalsystem  des  accessori- 
schen  Systems  linearer  Differentialgleichungen  lässt 
sich  stets  ein  neues 

ableiten,  in  dem  die  n  \QX7Aen  Lösungen  auch  dem 
ursprünglichen  angehören  und  jede  der  n  ersten 
Lösungen  c'r'  zu  allen  übrigen  conjugiert  ist  bis  auf 
„2«-^.-i>y.j»,-(»-i),  zu  der  sie  nicht  conjugiert  ist.  Die 
Determinante  des  neuen  Fundamentalsystems  ist 
gleich  dem  Prodiicte 

2.  In  dem  erhaltenen  Fundamentalsysteme  kann  man, 

ohne  die  im  Satze  angeführten  Eigenschaften  zu  zerstören, 

irgend  eine  der  u  letzten  Lösungen,  z.  B.  (^;"+*,  r"+ durch 

ersetzen.  Bezeichnet  man  dieselbe  mit  (z,  r\  so  ist  zunächst 

^(z'f  r';  Zyr)  =z  0 
(#'  =:  1,2... II—*,  II— it+2 . . .  h). 

*  Milth.  11,  XV. 
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Beätimmt  man  nun  die  {n)  Constanten  . . .  gemäß  den 
Gleichungen 

(I  =  1,2.,.»X 

was  immer  möglich  ist,  da  r"-^'  )  ^0  ist, 

so  bilden 

wieder  ein  Fun J;imt'nialsy>tem,  in  dem  nun  auch  (z,r)  zu  allen 
übrigen  l.ösLingcn  nul  Ausnahme  von  (is«— *-r>^  |-"~'^"*'')  con- 
jugiert  ist.  Man  gewinnt  so  den  Satz: 

Aus  einem  gegebenen  Kundamen talsysteme  lassen 
sich  andere  ableiten,  in  deren  jedem  die  einzelnen 
Lösungen  einander  derart  paarweise  zugeordnet  sind, 
dass  jede  zu  allen  übrigen  mit  Ausnahme  der  zuge- 
ordneten conjugiert  ist. 

Ein  solches  Fundamentalsystem  soll  ein  involu- 
tortsches  heißen. 

§.  10. 

Aus  dem  Vorangehenden  ersieht  man,  Jass  es  Systeme 
von  n  Imear  unabhängigen  Losungen  (-\  r^>,  (;-,  i  .  .  .  (r".  r  ') 
gibt,  in  denen  keine  Lösung  eine  besondere  ist  und  jede  zu 
allen  übrigen  conjugiert  ist.  Kin  solches  System  soll  ein 
System  conjugierter  Lösungen  oder  kurz  cunjugiertes 
System  und 

wo      —  Vi   (k  —  Oy\...ii)  ist,  seine  Determinante  ge- 
nannt werden.  Wenn  seine  Glieder  die  obigen  sind,  soll  die 
Bezeichnung  ((r^  r^j)  benützt  werden. 
Es  besteht  nun  der  Satz: 

Ist  eine  Lösung  (z,r),  die  keine  besondere  ist,  zu 
jedem  Gliede  eines  ((r*,  r*))  conjugiert,  so  ist  (2,r)von 
den  Lösungen  in  ((«^r*))  linear  abhängig. 
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Bilden  die  Glieder  von  ((r*,  r*))  mit  den  Lösungen  r^+O» 
. . .  («2»,  f^)  ein  Fundamentalsystem  und  ersetzt  man 
darin  etwa  (s?",  r^)  durch  (z,  r),  so  verschwindet  die  Determi- 
nante V*  dieses  neuen  Systems,  und  es  sind  somit  die  2u 
Lösungen,  die  dasselbe  bilden,  von  einander  linear  abhängig. 
Es  ist  also 

•J»j— 1  2«-l 

Zk  =  y  «/^i+pj*;      rt  =  y  aM+^Vk 

(A:  =  0, 1 .  . .  (Ä-  :_  1,  2  . . .  w). 

Ist  nun  <[>(«*,  r*;  sr,  r)  =  0  für  (ife  =:  1, 2 . . . «),  so  bestehen 
die  Gleichungen 

«--I 

V  a,^.,Mj* r*;  Ä«f r«+')  =  0         =  1, 2 . . . «).  (20) 

Da  aber  die  dem  Kundanientalsv'^temc  ''r'.  f-^,  r'-*)  . . . 
(r-",  r-")  zugeht >ni;e  M'' =fr  0  ist.  so  können  nicht  aile  Determi- 
nanten («  —  l^t»^"  Grades  der  Matrix 

i  fli/"'      •  ~«  +  ''  i-«-r't —  1,  -  . . .  K 
ilVi*'»'   •  -  >ll*=:1.2,..f|-| 

Null  sein,  und  es  sind  daher  wegen  (^20)  a„+i  =  a«4.2  =  •  •  • 
—  aj„_i  —  0.  Somit  ist 


Zk  =  y  =  y  a,fj-f.pxi 

(jfe  ~  0,  1 . . .  m)       (ä?  i=  1 .  2  .  .  .  >«), 

w.  z.  b.  vv. 

§.  11. 

1,  Bilden  im  Fundamentalsysteme 


1  Vermöge  eines  invohitorischen  Funüamentalsystcmes  lässt  sich  leicht 
auch  die  von  CUbsch  angegeben*  Form  der  conjugterten  Systeme  herleiten. 
J.  f.  Math.,  Bd.  56.  S.  Mitth.  U. 
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die  ersten  ;/  Lösungen  ein  (u^  r^)},  so  reduciert  sich  seine 
Determinante  ^  auf  das  Quadrat  der  Determinante 

V  =  I  ^ r«+';     r*) I,. »  = ,.  2 , . . 

so  da&s  U*'  ^=  0.  Eb  lassen  sich  daher  die  04 ...  On  in 

gcuiub  vicii  Gleicimngen 

=  <|» +  V  (x^^{z\  r"+'> 

x  =  i 

(1  =:  1, . . .  (A'  —  1),  (yt  +  1) .  .  .  «) 

n 

—  '{»(^Ä«  *    1'"+*;  -h  y  a^^iz'y  r\         r«+*;  4=  0 

\^\ 

beslimnien. 

Ersetzt  man  +  r"+*)  unter  ikibehaltung  dieser  Be- 
zeichnung im  ursprünglichen  Fundamcntalsysteme  durch  die 
gefundene  Lösung  («,  r),  so  erhält  man  wieder  ein  P'unda- 
menialsystem.  in  dem  aber  (2"^^  r"-^*j  zu  jedem  Systeme 
^-n+x  ,-H^>  ,  1^^)^  _  1^2...;;)  conjugiert  ist. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  Verfahrens  ergibt 
sich  also: 

Bilden  im  Fundamentalsysteme  (z^,  r^) . . .  (2", 
(5*+*,  . . .  (3?",  r2»)  die  n  ersten  Lösungen  ein  con- 
jugiertes  System,  so  lässt  es  sich  ohne  Änderung  der 
ff  ersten  Glieder  linear  in  ein  anderes  überführen» 
in  dem  auch  die  «>  letzten  Lösungen  ein  conjugiertes 
System  bilden. 

2.  M"'-  ist  die  Determinante  dieses  Fundamentalsystems 
und  H^'z^O  die  des  Gleichungss^'stems 

u 

«',''0  =  0        (/=  i...(X^i);  (X-i-i)...ii) 
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Bezeichnet  U'U^.xdieSubdeterminantc  von<Kz''+*,r"+*;«'^,r^> 
in      so  ergibt  sich  hieraus 

—  — ^P — 

Die  Lösung 

/  n  II 

ist  dann  zu  allen  Lösungen  des  Fundamentalsystems  bis  auf 
(s^j  r^)  conjugiert. 

Für  X  =  1, 2 ... «  ergeben  sich  auf  diese  Weise  n  neue 
derartige  Lösungen  (u\  p») . . .  («»  p*),  die  mit  (z\  r%  {z\  r«) . . . 
(c",  I"*)  ein  involutorisches  Fundamentalsystem  bilden,  da  die 
Determinante  dieser  (2«)  Lösungen 

*"^lßilJ,»  =  ,.5...,=  (V.---'^«)'  +  Ö 

ist  und  (2^,  r^')  zu  allen  anderen  Lösungen  des  Fundamental- 
systems conjugiert  ist  mit  Ausnahme  von  p''+*'-^). 

Somit: 

Aus  zwei  conjugierten  Systemen,  die  ein  P'unJa- 
mentalsystem  bilden,  kann  man  durch  lineare  Trans- 
formation des  einen,  während  das  andere  ungeändcrt 
bleibt,  ein  involutorisches  Fundamentalsystem  her- 
stellen. 

§.  12. 

1.  In  irgendwelchem  Punkte  t  von  /^T  können»  wenn 
(c»,  r\),  (c-,  r- ) . . .  (>-*»,  f^«)  ein  Fundamentalsystem  bilden,  nach 
den  Sätzen  in  (§.  5,  3)  nicht  sämmtliche  in 

il4ill=ö;l;;;;"     (4=>i,  ^4  =  4) 

enthaltenen  Determinanten  (;i-4-l)ten  Grades  verschwmden, 
daher  auch  nicht  alle  h'.    -  ''-'i 

Ist  '  ,  ,  eine  solche  Determinante,  so  wird  man 
stets  die  aj^  gemäß  den  n  + 1  Gleichungen 

»I  u 

V  ^iz\),  =  -  y  =  0, 1 , . .  fi), 

X  =  tl  Xail 


Digitized  by  Google 


1386 


C.  V.  Escherich, 


wo  (rOt  ^^^^  Wert  von  in  -  bedeute,  bestimmen  können.  Bei 
dieser  Bestimmung  können  die  ot]^^^  (X  =  1, 2 . . .  fi)  wiUküriich 
und  daher  für  /  ^  1, 2  . .  .ti  so  angenommen  werden,  dass  die 
Determinante  laj^^,^  i,KÄi,2...M^^  Lösungen 

in  2h 
«»  =  V  «xS*-;       =  V  af  r'- 


>,=u 


für  (i  ^  1,2...//'  bilden  dann  wegen         —  0      —  0.  1  .  .  . 
(/  =  \. '2  ...  in  ein  c« injui;ic!  ti-'>  und  mit  den  Lösungen  r*;, 
(2^*,  r^) . .  .  (z'',  r")  ein  Fundamental-Sy^tem. 

Ein  solches  conjugiertes  System  soll  ein  der 
Stelle  T  conjugiertes  Sy.stem  heißen. 

Jede  weitere  Lösung  (»,  (j)  in  der  utt).  —  0  =  u,  1 . . .  «) 
ist  dann  von  den  GHedern  von  ((m*,  p''))  linear  abhängig  (§.  10). 
Die  Determinanten  der  verschiedenen  t  conjugierten  Systeme 
unterscheiden  sich  also  nur  um  constante  Factoren,  die  nicht 
Null  sind.  Irgend  eine  von  ihnen  werde  mit  A(/,t)>  bezeichnet 

Diese  Determinante  ist  bis  auf  einen  constanten,  von  Null 
verschiedenen  Factor  gleich  der  Determinante  (2in-2)t«n  Grades* 


^41 

"0 


Jtli  "Hl 


«1 

"0 


*1 


-II 
'0 


^«1+1 
*0 


— n 


•II 


«  •  ••*>•  <  ••••  I 

•  •••••  « 

wie  man  unmittelbar  ersieht,  wenn  man  dieselbe  zeilenweise  mit 

1 ,  0  ,  0  . . .  0  .    0    ...  0 


multipliciert. 


a  4   V  # 


«       •  «  * 


0,   1    ....  0,  0 


•      •  •  •  • 


0,  0,  0  ...  I  ,    0   ...  0 


»  A.  Mayer  (J.  f.  Math.,  Bd.  Ö9i. 
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2.  In  dem  erhaltenen  Fundamentalsysteme 
(«^,  r*) . . .  (s*  r**)  können  nach  (§.  11, 1)  die  n  letzten  Glieder 
durch  ein  conjugiertes  System  ersetzt  werden.  Behält  man  für 
seine  Glieder  die  gleiche  Bezeichnung  bei,  so  kann  ^{z^fZ*..,2% 
wie  aus  den  Sätzen  in  (§.  5,  3)  hervorgeht,  in  r  nicht  ver- 
schwinden. 

Es  existieren  also  stets  unendlich  viele  con- 
jiigierte  Systeme,  deren  jedes  eine  Determinante  be> 
sitzt,  welche  an  einer  beliebig  angenommenen  Stelle 
des  1  n  t  e  g  r  a  t  i  ü  n  s  i  n  t  c  r  \  a  11  s  nicht  verschwindet. 


§.  13. 

Besteht  zwischen  einem  Systeme  von  (fM-hu  +  \)  Größen 
(r,  r),  in  dem  die  (v  =  0, 1 . . .  j«)  erste  Üerivierte  besitzen, 
und  >/  Lösungen  des  accessorischen  Gleichungssystems  (z\  r'), 
(z*,  r^). . .  (2**,  r*),  unter  denen  sich  keine  besondere  befinde, 
die  Relation 

n 


(l=:0,l...«)  (S^=jih 


so  geht  (16): 


tn  n 


.    

( 
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Hl       /  II 


wo 


,t  =  0 


Ist  nun  iükiz)~0{k  —  \,2...  tn),  so  wird 


=  0        (1  =  l,2...fif) 


und  au^  obiger  Formel  ergibt  sich 


»1  « 
=  -  ^  a,*C,C*  H-  ^  pip,.'I'(2^  »-'i     r^)'  (22) 

Bilden  die  Lösungen  {z\  r') .  .  .  (c",  r")  ein  conjugiertes 
System  ((z^  t*)),  so  reduciert  sich  diese  Relation  auf 

V  ^/^^(z^  ^.     ^)  =  ^C.'C».  (23) 

Wählt  man  für  ((c*»*^))  eines  der  conjugierten  Systeme» 
deren  Determinante  im  beliebig  angenommenen  Punkte  t  des 
Integrationsintervalls  nicht  Null  ist,  so  erhält  man  lür  die 
Umgebung  von  t 
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1 


•  •  ■  •  ■ 

•  •  *  •  • 


Px  = 


(i  =  0,1.,.») 

(X  =  0, 1 ...  m) 


(24) 


Durch  Substitution  dieses  Wertes  von  pj^  in  obige  Identität 
gelangt  man  zu  der  Grundformel: 

Verschwindet  die  Determinante  des  conjugierten 
Systems  ((«*,f^)  an  einer  Stelle  des  Integrationsinter- 
valls und  somit  in  einer  Umgebung  derselben  nicht, 
haben  ferner  die  z,  (y  =  0, l...fi)  eines  Systems  von 
(n-^m-hl)  Größen  (i,r)  in  derselben  erste  stetige  Deri- 
vierte^  nach  t  und  genügen  sie  den  m  Gleichungen 
mi{z)  =  0,  so  ist  daselbst 

\^  .  /J.    Ji  ^    ^    A(äf<'.  .  .2^-^«,  2!^+'  .  .  .2")  \^ 


WO  die  Ci  die  Werte  in  (24)  besitzen  und  den  Gleichungen 


(i  =  1,2...  m) 


(26) 


genügen. 

Ist  (g,r)  speciell  eine  Lösung  von  (3)  und  überdies 
nur  zur  Lösung  (2^,t^)von  ((s*>H))  nicht  conjugiert,  so 
vereinfacht  sich  (25)  in 

d  A(g0...g>-'.z,g^-^'...g»«)  _  -1  V  ,  r  -  .o:;*. 
dt  A(z«      . . »»)         -  ^(5,r;«^,i^)  ^ ^ 


^  Die  Existenx  zweiter  Derivierter  wird  nicht  vorausgesetzt. 


139() 


G.  V.  Escherieb» 


III.  Transformation.* 
§.  H. 

In  (o;  werde  der  foigeiide  Theil  von  ^i(z,  r),  der  bloü  erste 
F^erivierte  von  z^,  (v  =  0, 1 . . . »)  und  (i  =  1,  2  . . .  m)  ent- 
hält, mit  '/(ji{z,  r)  bezeichnet: 

=  X  L-*'«)***(*«-M  n  -    (IJ' (27) 


Wenn  die  (v  =  0, 1 . . .  m)  auch  zweite  Derivierte  besitzen, 
so  ist 


und  daher  lür  jede  Lösung  (2;,  r)  von  (3): 

Xi{z,  r)=^'^  a,*4.  (27*) 

Haben  in  den  Systemen  von  je  (#m4-«  +  1)  Größen  (r,  r) 
und  (tt,  p)  die  c,  und  (v  =  0, 1 . . . «)  erste  Derivierte  und 
genügen  sie  den  Gleichungen  iAk(z)  —  iajt(u)  =  0  {k=z  l,  2.,.m)t 
so  besteht  die  Relation 

"  d 

2]  ["'X''^-' X'("mOJ  =      X(-^'  «.P).  (2«) 

1=0 

wo  also  nach  (16) 

II 

-/(a;,  r;  «,  p)  =  ^(z,  r;  »,  p)  +  V  a<»(f#<4— (29) 

ist  und  keine  Ableitungen  von  z  und  u  enthält. 
1  Mitth.  I,  §.  10;  MtUb.  IV,  §.  23. 
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Sind  spcciell  (z,  r)  und  («,  f#)  zwei  zueinander  conjugierte 
Lü>ungcn  von  (3),  so  wird 


Vermöge  dieser  Bezeichnungen  nininit  die  Grundformcl  (^25) 
die  Geislall  an 

n 


\vu  Z  A  u  ^'  . . .  z")  und  die  Subdelenninante  darin  von  zl 
bedeutet.  Wendet  man  auf 

ti 


it 


^,*(i:i4-^4/^.)|  2^  (-§  /^'jj 


die  Formel  (28)  an,  so  erhält  man  hieraus 


23^  / 


Berücksichtigt  man  (27'')  und  dass 
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SO  geht  obige  Formel  über  in 

II 


dt 


I,» 


.  (30) 


Anmerkung.  Zu  dieser  Formel  kann  man  auf  viel  kürzerem 
Wege  gelangen,  wenn  man  nicht  die  Annahme  vermeiden  will, 
dass  die  z^.z^  , .  ,Za  auch  zweite  Derivierte  besitzen. 


§.  15. 

Die  Yj,,.  Tjj .  .  .  r,„,  die  alle  in       und      (/^  ^  t„  <  ^ 
verschwinden,  seien  sammt  ihren  ersten  *  Derivierten  eindeutige 
und  stetige  Functionen  des  /,  welche  die      -  -  ■  r«,  J'i  •   ■ }'[ 
von  C  wieder  in  Punkte  y^-¥'%, . . .  J'd+t)«;  ^o+iQi, . . .  ^'i+V« 
von      überführen  und  den  Bedingungen 

(ft  =:i  l,2...fW) 

genügen,  die  aber  den  Gleiciumgen 

I  =  Ü 

äquivalent  seien. 

Ertheilt  man  den  v„.,Vi.  . .  r„  in  ((')  eine  Variation,  die  in 

und  T,  TNull  und  in  r^Tj  bczü^licii  r,,,,  r^j .  .  .t,„  ist,  so  ist  die 
zugehörige  zueile  Variation  des  Integrals 


Die  Existenz  der  zweiten  Derivierten  wird  nicht  vorausgesetst. 
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Nun  ist 


QM)=  äliä^T^^^ä^i^*] 


=  lv 

2 


•I 


3fl  _  ä   y  c'ii 
/  =  0 


1  d  a«Q 

"2  M^d^hi'^^'^ 


Benützt  man  y/r^.r)  14.  27),  nachdem  man  es  ver- 
möge (14,  §.  7)  umgestaltet  hat  in: 


;3y,      j/A  ay/ 


so  erhält  8*7,  da  die  >Jo,t|i  . . .  i]n  in  und  x^  Null  sind,  die  Form 
8V=      Q%yjf)di  = 


(t**  /=o  f^l 


m 


=1 


M  If  1 


,».*  =  »> 


dt. 


J  ) 
(31) 


Besitzen  die  i],-  (t  r=  0, 1 . . .  n)  auch  zweite  Derivierte  in 
TqT|,  so  erhält  man  vermöge  (27),  da  «»/(i))  =  0  (»  =  I . . .  fn), 
aus  der  ersteren  der  oben  stehenden  Formein 

S{t2b.  d.  mathem.-naturw.  Cl.;  CX.  Bd.,  Abth.  Ii.  a.  ^ 
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" 


2     K    *L  h'i  *  ^'  >  / 


'•1  " 


Existiert  nun  ein  System  conjugierter  Lösungen  ((s*,  r*>;. 
dessen  Determinante  in  z^x^  nirgends  verschwindet,  so  lässt 
sich  hierauf  die  Formel  (30)  in  §.14  anwenden.  Man  erhält 
dann  die  von  Clebsch^  in  anderer  Weise  abgeleitete  reducierte 
Form  von  8*7: 


wo  die    die  in  §.  13  (24)  angegebenen  Werte  besitzen. 

Die  quadratische  Form  V  f7,i  Cr Ct»     der  die    (i = 0. 1 ...«) 

den  Gleichungen  (26j: 

\V^;cf  =  o     (*  =  i,2...iii) 

^  er/ 

i  =  0  ' 

untcru  urlen  sind,  soll  mit  W'(/)  =  ^(Cq,  Ci  •  •  •  Cm)  bezeichnet 
werden. 

Anmerkung.  Man  kann  obige  reducierte  Form  auch 

direct  mittels  des  Ansatzes^         N  =  0, 1 . , .  i/;  ge- 

Winnen.  Setzt  man  rk—7  pj^rj  (*  =:  1, 2 . , .  w),  so  ist 


_  X  =  ü 

»  J.  f.  Math.,  Bd.  05 

*  Er  kommt  für  einen  specielieii  l  uii  schon  bei  H  esse  (J.  f.  Math.,  Bd.  54) 
vor  und  wurde  auf  den  vorliegenden,  wo  er  .^ich  unmittelbar  aus  den  Formeln 
von  Clebsch  ergibt,  zuerst  von  A.  Mayer  (1.  c.)  angewendet.  Doch  setxt 
dessen  Ableitung,  in  der  it^x  angenommen  ist,  voraus,  dass  die  Variationen  f[ 
auch  zweite  Derivierte  besitzen. 
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»  n 

X=0  *=Ü 


(§  14,  28) 


(§.  14,  27*) 


» 


=  '  V 


■1 

I,* 


7* 


(§.  14,  29) 


92* 
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Daher 
II 


wo  also 

V 

F=  V 


1 


Ist  wieder  ((s*,  r*))  ein  conjugicrtes  System,  dessen  Deter- 
minante in      nirgends  verschwindet,  so  ist  nach  (23) 

n 

also 

»bU  I.» 

Da  P  in  t„  und  tj  verschwindet,  so  ergibt  sich  hieraus 

wieder  die  obige  reducierie  Form  für  5V. 

IV.  Nothwendige  Bedingungen. 
§.  18.» 

In  ij>  (/^  ^     ^  7)  ist  mindestens  eine  im- reihige  Determi- 

nante  der  Matrix  ||      ij  nicht  Null  (§.  3, 3).  Ist  daselbst 

'  oyi  iii  =o,i...w 

-  y  :4=0,  so  kann  man  für  eine  Umgebung 

von  To  zu  f;/--w-hl)  willkürlichen,  stetigen  Functionen  von  /: 
Cm+i  (f  =  0, 1 . . w),  die  in  bezüglich  die  vorgegebenen 
Werte  Cm+/  (i  =  0,  1 . . .  n--m)  annehmen,  m  weitere  d 
(f  0, 1 . . «m  — 1)  finden,  so  dass  die  (f»  +  l)  Functionen  Ci 
(f  =  0, 1 . . .  m)  den  Gleichungen  (26): 

«  jj 

t  -  ü 


etwa 


1  Mitth.  in,  §.  17. 
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genügen  und  in  Tj,  bezüglich  die  vorgegebenen  Werte  C/' 
(/  =  0,  1...M),  welche  daselbst  ebenfalls  diese  Gleichungen 
befriedigen  sollen,  besitzen. 

Ist  in  die  quadratische  Form  W(i)  =  nicht 
Null,  so  wird  sie  wegen  der  Stetigkeit  auch  in  der  Umgebung 
von  tg  das  Zeichen  von  W(Xf^)  beibehalten. 

Vt  (ib  =  0, 1 . . .  (if  + 1))  seien  in  dieser  Umgebung  linear 
unabhängige  stetige  Functionen  von  /  und  =  0, l...(fff  + 1)) 
willkürliche  Constante.  Jedes  der  Systeme  OkVkZi  (i  =  0,l...if) 
genügt  den  Gleichungen  (26)  und  daher  auch 


(i  =  0, 1 . . .  Ii). 


Ist  eines  der  conjugierten  Systeme  (  §.  12,  2),  dessen 

Determinante  U  in  nicht  Null  ist,  so  sei  d  der  Radius  der 
Umgebung  v^on  t,,,  in  der  1.  U  nirgends  verschwindet  und 
2.  W{t)  überall  das  Zeichen  von  W{t^  besitzt.  Sind  tj  und 
(t^  ^  ^  "Cji)  zwei  Stellen  dieser  Umgebung,  so  lassen  sich 
(ff  + 1)  Größen  vj/  (i  0, 1 . . . «)  bestimmen,  die  sämmtlich  in 
Tj  und    verschwinden  und  den  Gleichungen 


<  *  *  •  « 


=  uz,     («•  -y) 

(v  =  0,l...«) 

M 


genügen.  Setzt  man  zu  dem  Behufe     —  >  (/r=0,l...«) 


und  bezeichnet  mit  die  Subdeterminante  von  in  so 
erhält  man  zunächst 

(  '^^^^       (*  =  0,1...«) 


und  daraus  tj*  (jfe  =  0, 1 . . . «). 

Bestimmt  man,  was  immer  möglich  ist,  die  (i  =r  0, 1 . . . »  + 1 ) 
derart,  dass 
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(r*).,  -  V«,  /    i'x^]  r  ^^'^^  ^*  =  0,  1...H), 

SO  verschwinden  sämmiliche  \,  (t  0. 1  . .  .«).  die  wegen  fa/ 
den  (ileichun^cn  iu/(t])  =  0  (/  —  1,2..  .mi  geniiu^L-n.  sowohl  in 
T,,  als  auch  ",.  Sie  können  aber  nicht  sämmtlich  im  ganzen 
Intervalle  t,T,  Null  sein,  wenn  nmn  die  (m-4--)  willkürlichen 
Functionen  vt  =  0.  1  .  .  .  »  4- 1 )  linear  unabhängig  wählt  — 
also  etwa  das  Fundamentalsystem  einer  honi> 'uenen  imearen 
Differentialgleichung  (;;-+-2)tei'  Ordnung,  für  die  t„  nicht  singu- 
lare Stelle  ist  —  denn  anderenfalls  müsste  in  x^l^  überall 

Zi  = N"*  «»t>  =  0     (I  =  0, 1 . . .«) 

und  daher  für  eine  Umgebung  von  tg,  da  in     nicht  sämmt> 

liehe  Cj        0, 1 . .  .  u)  Null  sein  können.  ^  a4.t'*  =  0  sein,  was 

der  obigen  Festsetzung  widerspräche. 

Ertheilt  man  also  den  yi  (t  =  0, 1 . . . «)  in  /«t,  und 
die  Variationen  Null  und  in  t^t,  bezüglich  die  Variationen  i], 
(i  —  0, 1 . . .  »),  so  ersieht  tnan  aus  der  Transformation  (32)  des 

zugehörigen  5*.^: 

»•Ist  die  ^u.idiaiK-^cijc  l-'nrm  \V(t)  an  Jor  Stelle  t„  für  das 
Größensystem     (/     0.  1  .  .  .  u),  das  in     die  Gleichungen  <26) 
befriedigt,  nicht  Null,  so  existieren  Variationen  der  ro..ri .  . 
deren  7n'_^e!iöri!j;e  o-./  das  Zeichen  von  H^X^o)  besitzen.« 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

Damit  die  o-J  nicht  verschiedene  Vorzeichen  an- 
nehmen, ist  nothwendig,  dass  für  die  verschiedenen 
Systeme  der  C,  (/ =:  Ü,  1 . . . i/).  welche  den  Gleichungen 
(26)  genügen,  die  quadratische  Form  W(t)  weder  in 
demselben  Funkte,  noch  in  verschiedenen  Punkten 
des  Integrationsintervalls  entgegengesetzter  Vor- 
zeichen fähig  sei.^ 

'  Dieser  S.itz.  der  Jie  \'crall<^cmcincruiig  von  1,  '.h  ist,  wurde  zu<rr>t 
von  Hes<ie  (1.  c.)  iur  den  Jacobt  i^chcn  Fall  bewiesen  und  dann  von  Scheeler 
(Math.  Ann..  Bd.  S.'»  für  .v  s  /  für  den  vorliegenden  ausgesprochen.  Doch 
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§.  17. 

Aus  bekannten  Sätzen  über  quaUratische  Formen  ergibt 
sich  der  Lehnsatz: 

'Eine  quadratische  Form  06%.  r, .  .  .  x„)  von  (n-h  1)  Argu- 
menten mit  den  linearen  homo-^enen  Nebenbedingungen  ^i  ~0 
(^  —1.2..  .m)  lässt  sich  dann  und  nur  dann  durch  eine  andere 
von  weniger  Variabehi,  zwischen  denen  wieder  fn  lineare,  homo- 
gene Gleichungen  bestehen,  darstellen^  wenn  die  Determinante 


i-0 


» • "  • 


3^« 


»  •  • 


»  •  •  • 


3*. 


^1 


3^^^  


0  . 


;  0  ,.. 


P  fr 

^  •'/f.* 

0 


verschwindet.  Hielür  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass 
(>i  + 1)  Constante  ki  (/  =;  0, 1 . . . «)  bestehen,  welche  für  .v/  = 
(i  r=  0,  I  . . .  it)  die  Gleichungen  9x  =  ^  (X  =  1.  2  .  .  .    *  '^e- 
friedigen  und  für  alle  zulässigen  Xi     =  0, 1 . . .«)  die  Relation 

30  , 

7  -jr^Ä.  r^U  ei  lullen. 

Bezeichnet  X  eine  beliebige  Gröfie,  so  ist  dann; 


er  einen  Beweis  h!nlJ  für  fti  =  0  und  begnügt  sich  iin  Falte  m  >  O'mil  einigen 
Bcniei Kiiiigwii,  «.iic  aber  nicht  geeignet  scheinen,  stlh-^t  un!er  weiteren  ein- 
schrünkenden  Voraussetzungen,  einen  strengen  beweis  anzubahnen,  liemetkens- 
wert  ist  überdies  gerade,  dass  der  Sats  nur  den  Bedingungen  in  §.  2  unterliegt 
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Da  die  Üclci  ntiiKuUc  A  i^.  2.  J )  Null  ibl,  bo  lässt  sich  hie- 
nach  die  quadratische  Fuim  Ii 'i/)  =  0(*,^.  C,  •  •  •  C«)  niii  den 
Nebeiibedin^Lingen  (26)  in  jedem  Puimte  r  des  integrations- 
intervalls  durch  nur  H  Argumente  darsteilen.  Hiezu  verhelfen 
die  Gleichungen 

v;p,;=o'  y-^..^  =  o    (»=1.2. ..m). 

aus  denen  folgt 

V      (C+X)'!)  =  0      (*  =  1, 2 . . .  iff). 

In  keinem  Punkte  des  Integrationsintervalls  verschwinden 
nach  Voraussetzung  (§.  2«  c)  sämmtliche      (i  =  0^  1 . . .  n), 

Ist  in  t  etwa  v<^0  und  wählt  man  X  =  — ^,  so  gehen  die 

obigen  Gleichungen,  wenn  man     =  C^—  -'-yl  (4,  =  0)  setzt, 

Jyi' 

über  in 

Nimmt  nun  Q(vq,  Ci-'C»)  für  die  zulässigen  Ci  (i  =  0,  L..») 
nicht  verschiedene  Vorzeichen  an,  so  ist  die  quadratische  Form 
Ol  j,,,  ;j .  . .  4„)  für  die  zulässige  n  ^ . . .  ^14.1  •  •  •  Sil,  da  ihre 
Determinante  A„z^O  in  t  ist  (§.  3,  2}.  definit.  Hienach  kann 

man  dem  Satze  in  §.  16  die  Fassung  geben: 

Damit  die  o^J  nicht  verschiedene  Vorzeichen  an- 
nehmen, ist  nothvvendig,  dass  die  quadratisc  iie  Form 
H'i/ »  =  0(^,„  Ci  •  •  .  si«'  nur  für  C/  =  p.v-  —  0,  1 .  .  .  wo 
eine  willkürliche,  im  Integrationsintervalle  stetige 
Function  von  /  bezeichnet,  verschwinde  und  für  alle 
übrigen  zulässigen  Systeme  der  {i—0,\,,.n)  so- 
wohl in  demselben  Punkte,  als  auch  in  verschiedenen 
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Punkten  des  Integrationsintervails  einerlei  Vor- 
zeichen besitze. 

In  den  folgenden  Untersuchungen  wird  ange- 
nommen,  dass  W{i)  diese  Bedingung  (I)  erfülle. 

§.  18. 

Nimmt  man  die  Voraussetzungen  des  §.15  über  die 
(i  1=0,1 .n)  und  die  Determinante  des  conjugierten  Systems 
((c*,  r*))  in  Vi  wieder  auf»  so  haben  die  C/  (i  =  0, 1 . . . »)  die 
in  (24)  angegebenen  Werte.  Verschwindet  daher  W(t)  im 
ganzen  Intervalle  t^^t^,  so  muss  nach  §.17  in  T^r, 

1]'   t  ^  •  •  •  Tin 

(aj/,    . . . 


—  f>y!     (v  =  0, 1 . . .  #f ) 


V*i  A  »  *o  •  '  *  •'II 
sein. 

Diesem  Systeme  linearer  Differentialgleichungen  wird 
genügt  durch  kj^  =r       (v  =  ü,  1 . . . »),  wenn  «  =  T  pät  ist, 

und  daher  ist  seine  allgemeine  Lösung  r^,  —  3)'v-^  / 

(v  =  0, 1 . . . »),  wo  die  fit  =  0, 1 ...  m)  willkürliche  Constanten 
sind.  Da  aber  %  (v  ir:  0, 1 . . .  n)  in  und  t,  Null  ist,  so  muss 
Ck  =  0  (Jfe  =  0, 1 . . . und  a  auch  in  t,  Null  sein. 

Besteht  nun  eine  Lösung  (z,  r)  von  (3),  deren  z.^  (v :=OJ..,fi) 
sowohl  in  t^,  als  auch  tj  Null  sind,  so  kann  man  %  = 
(v  r=  0, 1 . . .  ff)  nehmen.  Das  zugehörige  W  verschwindet  also 
dann  und  nur  dann,  wenn  r,  —  "sy'  (v  =  0.  1  .  .  . ;/)  in  r„T,  ist. 
Ist  daher  (§.  ö)  in  einem  Punkte  von  t^^Tj  auch  /  ^  ^  i'k'^ 
(jfe  =  1,  2  .  .  .  w).  so  ist  (c,  r)  eine  besondere  Lösung;  ist  hin- 
gegen in  T„tj  nir^^ends  n-  =  ^a^,  so  seil  (r,  eine  in  t„t,  oder 
schlechtweg  anormale  Lösunp:  genannt  oder  von  ihr 
gesagt  werden,  sie  sei  in  t^Tj  anormal. 

ist  in  t||Xj  die  Determinante  eines  conjugierten 
Systems    nirgends   Null   und  verschwinden  die 
(y  =  0, 1...I»)  einer  Lösung  (z, r)  von  (3)  sowohl  in 
als  auch  t,,  so  ist  das  zugehörige  SV  dann  und  nur 
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dann  Null,  wenn  (;,r)  eine  besondere  oder  in  Tq?|  anor- 
male Lösung  isU 

Ist  (u,  p)  eine  Lösung  von  (3),  die  nicht  su  jeder  Ldsung 
des  conjugierten  Systems  ((c^,  r*»  conjugiert  ist,  so  kann  man. 
wenn  («,  p)  etwa  nicht  zu  r")  conjugiert  ist^  die  Con- 
stanten 9*^{i\k=  1, 2  ...  I/)  gemäS  den  Gleichungen 

» 

SO  bestimmen,  dass  die  Determinante  A  =  lai'f,*-r],2...«  nicht 
Null  ist.  Denn  in  Ai=  i.»«i.2...(ir-r)  bleiben  die  «j  will- 
kürlich, so  dass  Af,::^0  gewählt  werden  kann  und  wegen 

i4'j»(fi.  p;  z'\  r")  =  A'^  V  o^^(u,  p;  c*".  r^)  ist  daher  auch  A^O. 

Setzi  man 

N 

» 

~  Ii  a1  4-  \^  rt^i  / (v  =  1 .  2  . . .  •«), 

>.  =  j 

SO  bilden  also  die  Lösungen 

(««,  p<) . . .  (II«-»,  p»-').  («".  fi")  und  («',  p») . . .  («"-',  p«-»),  («,  p) 

je  em  conjugiertes  System.  Die  beiden  Systemen  nicht  gemein- 
samen Lösungen  («",[/')  und  (».  fi)  sind  nicht  conjugiert  und 
du  A(ii'\         «")  =  . . .  c")  ist,  so  verschwinden  auch 

A(fl^  fi^ . . .  fi'O  und  . . .  s")  in  XgT,  zugleich. 

Die  Determinante  des  zweiten  Systems  stellt  sich  als  das 
Product  zweier  Matrices  dar,  und  zwar  ist 

•  üic  Bemerkungen  Jicsls  Paragraphen  sind  bei  Mayer  ^1.  o,  der  sie 
Sur  Grundlage  seiner  Betrachtungen  machte,  unvollständig  und  <iah«r  mich  die 
Folgeningen. 
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"0 

• 

• 

4- 

0    '  ''o 


-«    >  ''w  j 


« 


I  ,  0  . . .  0  , 0 
3,    ,<4    ...oj  ,0 

0  ,  0  ...  0,1 


wenn  M  die  Subdeterminante  von  oliI  in  il  bezeichnet.  Sub- 
stituiert man  hierin  den  Wert  von  Ak  aus 

so  erhalt  man 

A(f/^«^ . . .     tt)  = 


V       . . .  2^  . . .  c")'!' («,  p;  2*,  r*) 


4t(fi,p; p")  ^ 
und  somit 

A(n'' . . .  u''-\u)  _ 
A(i#® . . .        »")  ~ 


»»0 


(33) 


Man  gelangt  also  mit  Rücksicht  auf  §.  13,  (25*)  zu  dem 
Ergebnisse: 

Ist  (m,  p)  mindestens  zu  einer  Lösung  des  con- 
jugierten  Systems  ((Ä*,r*)),  die  mit  (2*,r")  bezeichnet 
werde,  nicht  conjugiert,  so  lasst  sich  durch  lineare 
Verbindung  setner  Lösungen  ein  conjugiertes  System 

p*))  bilden,  in  dem  nur  eine  Lösung,  die  analog 
mit  («^p«)  bezeichnet  werde,  zu(«,p)  nicht  conjugiert 
ist  Verschwindet  die  Determinante  von  ((s^,  r*))  in 
einer  Strecke  des  Integrationsintervalls  nicht,  so  gilt 
in  derselben  die  Gleichung: 
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Hieraus  geht  hervor: 

»Es  verschwindet  die  obige  quadratische  Form  in  der 

Strecke'  t„t,.  auf  der  kein  Nullpunkt  von  A (z^ . . . s:";  liegt, 
dann  und  nur  dann  identisch,  wenn 

Ii  n 

11,  =  py,  4-  ^'     =  0^; + V  ^i^c^    (v  =  o,  i . . . «) 

ist.  Sind  an  einer  Stelle  von  x^^-^  sämmtHche  (v  r=  0, 1 . . , «) 
Null,  so  sind  auch  die  at  und     (ifc  =  1,  2  . . .  n)  Null  und  die 

Lösung  (//,  p)  ist  eine  anormale.« 

§20. 

1.  Sind  von  der  Lösung  («,  f/)  die  tt,  (v  =r  O.  L..w)  sowohl 
in  t„.  als  auch  t,  Null  und  ist  sie  zu  jeder  Lösung  von  ((^*,  r*)) 
conjugiert,  so  verschwindet  A<  r^. r")—  .4  A(«^  «*...«")  in 
und  t,.  Trifft  diese  Annahme  nicht  zu,  so  folgt  aus  obiger 
Formel,  dass,  wenn  die  Lösung  (//.  p)  weder  eine  besondere, 
noch  anormale  ist,  die  Determinante  A(f*^,  n^,..u")  innerhalb  z^x^ 
verschwinden  muss,  wenn  sie  weder  in  t^,  noch  Null  ist.  Denn 
verschwände  A(«^,  . . . «")  auch  nicht  innerhalb,  so  ergäbe 
die  Integration  von  (25*)  zwischen  und  t,  auf  der  linken  Seite 
Null  und  auf  der  rechten  eine  davon  verschiedene  Grdfie.  Es 
besteht  sonach  der  Satz: 

Verschwinden  alle  Glieder  (v  =  0,  l...<f)  einer 
Lösung  r),  die  weder  eine  besondere,  noch  anormale 
ist,  in  zwei  Punkten  des  Integrationsintervalls,  so 
v'erschvvindet  die  Determinante  eines  jeden  con- 
jugierten  Svstems,  wenn  nicht  innerhalb  der  von  den 
Punkteii  begrenzten  Strecke,  so  doch  mindestens  an 
einer  Grenze  derselben. 

'J.  Ist  unter  den  Lösungen  des  coniu.^icrten  Systems  w  z*".  r*V) 
eine  in  T„r,  anormale  enthalten,  so  verschwindet  otYenbar  seine 
Determinante  A{z%    , . ,  z'^)  in  x^x^  identisch.  Ist  nun  ((is*,  r*)) 

1  Es  wird  unterschieden  zwischen  in  oder  auf  und  innerhalb  einer 
Strecke. 
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ein  dem  Punkte  conjugiertes  System  und  ü,  r  ,T,  nicht 
isolierte  NuUstelle  von  Kz^n^ . .  .t"),  so  besteht  eine  Lösung 
(».Ol,  die  sich  aus  den  Lösungen  von  ((^^^*))  linear  so  zu- 
sammensetzt, dass  die  i v  _  u,  1 .  .  .  n)  nicht  nur  in  t„. 
sondern  auch  in  tit^  <  t  ^  t,)  verschwinden.  Durch  lineare 
Transformation  eines  der  conjugiorlcn  S\-steme,  deren  Determi- 
nante in  T„  nicht  Null  ist  (§.  12),  kann  man  ein  anderes  p*)» 
ableiten  19),  in  dem  («,  f*)  zu  jeder  der  («— 1)  ersten  con- 
jugiert  ist,  aber  nicht  zu  (n'\  (/'). 

Nimmt  man  die  Nullsteile  r  von  Au*\r*.  .  .2«)  so  nahe  an 
ty,  dass  A(«^  .  . .  u")  in  t^t  nicht  verschwindet,  so  lehrt  der 
obige  Satz,  dass  (ff,  p)  eine  anormale  Lösung  sein  muss. 

Die  Determinante  des  einem  Punkte  conjuglerten 
Systems  hat  dann  und  nur  dann  in  ihm  keine 
isolierte  NuUstelte,  wenn  unter  den  dem.Punkte  con- 
juglerten Lösungen  auch  eine  anormale  enthalten  ist. 

3.  Verschwindet  die  Determinante  eines  conjugierten 
Systems  auch  in  t,,  ohne  in  der  ganzen  Strecke  t^z^  identisch 
Null  zu  sein,  so  besteht  eine  Lösung  (»,  p),  von  der  alle  «, 
(v  =  0, 1 ...  ff)  sowohl  in  t^,  als  auch  verschwinden  und  die 
nicht  für  die  ganze  Strecke  z^z^  eine  anormale  ist. 

Es  folgt  sonach  aus  (l): 

Ve  r s c  h  w  i  n  d  e  t  d  i  e  D  e  t  e  r  m  i  n  a  n  t e  des  einem  Pu n  k  t  e 
conjugierten  Systems  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
des  Integrationsi  ntervalls.  aber  nicht  identisch  in 
d e r  V o n  ihnen  b e  1; r e  n  z  t e n  Strecke,  so  Ii  a t  die  Determi- 
nante eines  jeden  conjugierten  Systems  in  dieser 
Strecke  mindestens  einen  Nullpunkt. 

Hieraus  und  aus  (1)  erL;ibt  sich  ferner: 

»Unter  den  vorstehenden  Voraussetzungen  besteht  zu 
jedem  Punkte  des  Integrationsintervalls,  der  außerhalb  der 
Strecke  liegt,  eine  Losung  (ff,  p),  von  der  sämmtliche 
(v  =  0, 1 ...  11)  außer  im  Punkte  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
der  Strecke  verschwinden.« 

Verschwindet  die  Determinante  eines  Punktes 
noch  in  einem  zweiten  Punkte  des  Integrationsinter- 
valls, aber  nirgends  innerhalb  der  von  ihnen  be- 
grenzten Strecke,  so  können  nur  von  einer  anormalen 


1406 


G.  V.  Escberich. 


Lösung  f//.oi  die  sänini 1 1  i c h e n  ti  —  0,  1  .  .  .  if \  i n  zwei 
Funkten  innerhalb  der  Strecke  verschwinden. 

21. 

Hat  A(/,<„)  im  Intervalle  (/o+O,  T)  keine  NuUsteUe,'  so 
kann  für  jede  Strecke  t^T,  (/^  <:  <  ^  J)  die  einer  Variation 
der  Curve  (C)  längs  t^tj  entsprechende  zweite  Variation  des 
Integrals  5*J  in  die  reducierte  Form  übergeführt  werden.  Von 
diesen  W  haben  keine  zwei  wegen  der  (nach  Voraussetzung) 
erfüllten  Bedingung  I  (§.  1 7)  verschiedene  Zeichen.  Aus  den 
und  T  conjugierten  Systemen  lassen  sich  aber  in  diesem  Falle 
conjugiertc  Systeme  herstellen,  deren  Determinanten  auch  im 
ganzen  Intervalle  (/„ri  nirgends  verschwinden. 

Da  A<7. /„)  —  ±Ai/„./;,  so  \  er.schu  mdcl  \(l,Ti  in  und 
somit  in  einer  l'tngcbung  (/,,.  +  niclU.  Jedes  conjugierie 
System  i^l  daher  von  jedem  /"  conjugierten  Systeme  linear 
unabliangig,  und  beide  zusammen  bilden  ein  Fundamental- 
systeni.  Zu  einem  conjugierten  Systeme  ((c^',  r*")»  lässt  sich 
nach  (§.  11,2)  ein  T  conjugiertes  ((u\[/))  herstellen,  so  dass 
beide  ein  involutorisches  Fundamentalsystem  bilden.  Sind 
(z"-*,  r"-')  und  {«'+',  p"^')  (>  =  0, 1 . . .  j#— 1)  die  einander  zuge- 
ordneten Lösungen  in  demselben  und  bezeichnen  Ck(k=  I...1») 
n  willkürliche  Constante,  die  zum  Theile  auch  Null  sein 
können,  so  constituieren  die  Lösungen 

wie  aus 

erhellt»  ein  conjugiertes  System. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  (c„3''-^u^;  Cur*''¥p^)  zu  jeder 
der  («  — I)  ersten  Lösungen  in  ((5*,  r*))  conjugiert  ist,  aber, 
wie  aus 

i  Mitth.  III,  §.  19. 
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hervorgeht,  nicht  zu  {z".  r"). 

Nach  (§.  19,  25*>  gilt  also  im  ganzen  Intervalle  (/^4-0,r} 
die  Formel 

Iii       A '  '~     (::'s7^;7ri7p ^) A V'  -"j* 

Der  rechtsstehende  Bruch  ändert  im  ganzen  Intervalle 

(/„  +  0. 7")  nicht  sein  Zeichen  und  ist  in  Uy+O, /o-+-ti  nicht 
überall  Null;  der  linksstehende  hat  in  7  den  Wert  c„  und  wird 
also  von  c„  ab,  wenn  /  von  T  bis  /„-f-0  niuauion  abnimmt, 
enlueder  nicht  abnehmen  oder  nicht  zunehmen,  je  nachdem 
der  icclUs>tchende  Bruch  ein  positiver  oder  negativer  ist. 
Wählt  man  daher  im  ersten  Kalle  t"„  >  0  und  im  zweiten 
0,^0.  SU  verschwindet  A(5'*. .  nirgends  in 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  mittels  des  eben 
gewonnenen  Systems  durch  passende  Wahl  des  Zeichens  von 
Cn-\  ein  neues  conjugiertes  System  ableiten 

dessen  Determinante  in  (/„-f-0,  7")  nirgends  Null  wird.  Stulcn- 
weise  gelangt  man  so  vermöge  n  nur  dem  Zeichen  nach 
bedingter  Größen  Ci  (f=:l,2...»)  zu  einem  conjugierten 
Systeme 

{c^z^  +  it"; c^r^-¥fi"):KC^z-'{- c^r'+[,"- ');... (tr,,;;" 4-«^  «^«r" H-p'), 

des>^c!^.  üclcrnunanle  A('r*r,r' +  //"....  +  in  (/„4-0,  7) 
gewiss  nirgends  verschwindet  und  somit,  da  sie  in  den  W^ert 
A(«**,  . .  .  f<"  )  =  ±<  'A(/^,  7)  annimmt,  im  ganzen  Intervalle 
/pT  nirgend»^  Null  wird 

Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man.  wenn  A(7,  7)  in 
(/„.  7— 0)  keine  Nullstelle  besitzt,  wodurch  man  zu  dem  Satze 
geführt  wird: 

Verschwindet  die  Determinante  des  der  einen 
Grenze  des  Integrals  conjugierten  Systems  weder 
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innerhalb,  noch  im  anderen  Endpunkte  des  Integra- 
tionsinter vaüs,  so  lassen  sich  unendlich  \*iele  con- 
jugicrlc  Systeme  herstellen,  deren  Uetermin  rin  tcn 
nirgends  im  Integralionsintervaile  verschwinden.  In 
diesem  Falle  lassen  sich  aile  zweiten  Variationen 
des  Integrals  für  die  hier  angewandten  Variationen 
der  Curve  (§.  15)  in  die  reducierte  Form  überführen.* 


Auch  in  diesem  Falle  gibt  es  aber,  wie  aus  folgendem 
Satze  ersichtlich  ist,  Variationen  der  Curve,  deren  entsprechende 
S^'y  Null  sind. 

Verschwindet  die  Determinante  des  der  einen 
Grenze  des  Integrals  conjugierten  Systems  weder 
innerhalb  des  Integrationsintervalls,  noch  an  seiner 
anderen  Grenze,  so  existieren  immer  Variationen 
der  Curve,  deren  entsprechende  $V  Null  sind.  Diese 
Variationen  der  Curve  werden  aus  den  besonderen 
Lösungen  von  (3)  erhalten. 

Verschwindet  /„)  zwar  nirgends  innerhalb  t^^T,  aber 
in  T,  so  kann,  wenn  ((V,  r*"))  ein  conjugiertes  System 
bedeutet,  keine  hiicare  Verbindung  seiner  Lösungen  in  irgend- 
welcher Theilstrecke  von  /„Tdie  Werte  einer  besonderen  oder 
anormalen  Lösung  annehmen,  da  sonst       /q)  darin  identisch 


verschwinden  würde.  Bestimmt  man  daher  aus  /  ^(«^)  =  0 


(v  =  0, !...»),  wo  die  Klammern  die  Werte  der  eingeschlossenen 
Größen  in  T  anzeigen,  die  Constanten  «i^  (ifc  =  0, 1 . . .  h),  so  sind 

sie  nicht  alle  Null  und  die  Lösung  j«  in  V  a^s*,  f>  ^  V  ai./  *  ] , 


in  der  «,  (v  —  0,  1  . .  . in  und  T  verschwinden,  ist  nirgends, 
anurnial. 

^  Der  Sats  ist  eine  VeralJgemeinerung  von  (§.  1,  6)  und  kommt  für  den 
Jacobi'schen  Palt  schon  bei  Hesse  (L  c.)  vor.  Pur  den  vorliegenden  Fall  und 
xssi  wurde  er  zuerst  von  May  e  r  (1.  e.)  bewiesen,  aber  unter  so  vereinfachenden 
Voraussetzungen,  dass  er  als  unmittelbare  Folge  des  ersten  Satses  in  (§.  20,  3) 
sich  ergibt. 


§.  22. 


» 
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Verschwindet  die  Determinante  des  der  einen 
Grenze  des  Integrals  conjugierten  Systems  zwar 
nicht  innerhalb  des  Integralionsintervalls,  aber  an 
der  anderen  Grenze  desselben,  so  bestehen  Varia- 
tionen der  Curve,  die  weder  Glieder  von  besonderen, 
noch  anormalen  Lösungen  von  (3)  sind  und  oVzu  Null 
machen.^ 

§.  23. 

Es  werde  nun  \  oi  ausgesetzt,  dass  A(/,  t^),  wo  t^,  einen 
Punkt  des  Integrationsintervalls  bezeichnet,  noch  in  einem 
anderen  Punkte  z^  innerhalb  desselben  verschwinde. 

1.  An  diese  Voraussetzung  werde  zunächst  die  andere 
gefügt,  dass  ^(it'^o)  zwei  Stellen  r  und  t'  des  Integrations- 
intervalls, von  denen  die  eine  rechts,  die  andere  links  von  tj 
liege,  entgegengesetzte  Zeichen  besitze.  Um  diesen  Fall  zu 
untersuchen,  ziehe  man  das  System  linearer  Dtiferential' 
gleichungen 

f)  =     f)-%ii  =  0       =  0, 1 . . . «) 

tüt{z)  =  0      (J^  3z  1,  2 . . .  Ml), 

wo  8  eine  beliebige  Constante  sei,  heran.  Um  es  aufzulösen, 
setze  man,  wenn  (2,  r)  eine  Lösung  von  (3)  bezeichnet,  in  (3*) 
Zi  —  Zi  +ei;,'  {/  =  0, 1 . . .  «)  ff  =  fi  4-8p/  (/  =  1, 2  . . .  #«),  wo- 
durch sich  zur  Bestimmung  von  (f,,  p/)  ergibt 

^i(v,  p)  =  5/+8      (i  =  0, 1 .. .«) ;       »»(i;)  r=  0   (Jfe  =  1 ,  2. . .w }. 

Die  Vi  (  /  =  0,  1 .  .  .  «  )  und  (/  —  1,  2  . . .  ergeben  sich 
hieraus  als  stetige  Functionen  des  i  und  s  im  ganzen  /„r- 

Nimmt  man  die  Anlangswerte  der  Vi  (i  —  i),\...u) 
p,  {i  =  L.,m)  gleich  Null,  so  stimmen  die  Zi  und  fi  {i  —  0,1...«) 
Ti  und  f/  (i:=zl..  .m)  in  ihren  .Anfangswerten  überein.  Zwei 
solche  Lösungen  (s,  r)  und  (z,  r)  mögen  entsprechende  heißen. 

I  Diese  Bemerkung  findet  sich  für  den  Jacobi'schen  Fall  schon  bei 

Hesse  0  c.)  und  für  den  vorliegenden,  aber  /  —  jr.  bei  Mayer  (I.  c.)  vor. 

-  Picard,  Traitö.  t.  III;  Escherich,  Über  Systeme  von  DifTerentialgK 
Diese  Siuungsber.,  Üd.  CVIII. 

Siub.  d.  mathero.oflaiurw.  Cl. :  C.X.  Bd..  Abth.  II.  a.  d3 
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Construiert  man  auf  diese  Weise  zu  jeder  Lösung  (c*,  r*) 
eines  conjugierten  Systems  ((s*,  r*))  in  (3)  aus  ihren  Anfangs- 
werten in     eine  entsprechende  (5*,  f*)  in  (3*)  und  setzt 

so  wird 

wo  Q{l,i)  eine  nach  i  und  s  stetige  {''unclion  ist.  Ihr  abbuiuter 
l^Juira^  wird  für  alle  s,  die  absolut  unter  einer  positiven  Zahl 
bleiben,  im  !:^anzen  Intervalle  t^T  eine  positive  Zahl  M  nicht 
Liberschreiten.  Nimmt  man  daher  js]  genügend  itiein  und  so, 
dass 

so  wird  mit  <!>(/)  auch  A (5^,  5' . . .  2")  in  t  und  t'  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  Es  wird  somit  !^{z^,z'^ . .  .5*)  in  einem 

l\inktc  '[  zu  ibchcn  -  und  z'  verschwinden  und  daher  existiert 
eine  lineare  Verbindung  der  Lösungen,  (5*^,  P*)  (A;  0,  1 . . .  ?/), 
also  eine  Lösung  {w,  r)  von  (3"),  von  der  sämnUliche  ff, 
(i  —  0,  1  .  .  . ;/)  in  T„  und  Null  sind,  ohne  das»;  alle  in  r^t' 
identisch  verschwinden,  da  . . .  2")  in  Iveinem  der  Punkte 

t  und     Null  ist. 

13a  die  (i  =  0,  l . . .  n)  auch  zweite  Derivierte  nach  / 
besitzen,  so  ergibt  sich  aus  (31*),  wenn  =  (r  =  0, 1 . . . «) 
genommen  wird, 

Da  hierin  s  sowohl  positiv,  als  auch  negativ  genommen 
werden  darf  und  die  nach  /  stetige  Function  Sm^  in  x^x[  nicht 
Identisch  verschwindet,  so  gibt  es  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen entgegengesetzt  bezeichnete  Z^J. 

Verschwindet  die  Determinante  eines  einem 
Punkte  des  Integrationsintervalls  conjugierten  Sy- 
stems in  einem  zweiten  Punkte  innerhalb  des  Integra- 
tionsintervalls und  besitzt  sie  in  zwei  Punkten  zu 
verschiedenen  Seiten  des  leizteren  entgegengesetzte 
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Vorzeichen,  so  bestehen  SV  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen.* 

2.  Die  obige  Bedingung,  dass  die  Determinante  x^),  die 
in  t,  verschwindet,  zu  verschiedenen  Seiten  dieses  Punktes 
entgegengesetzte  Werte  annehme,  lässt  sich  durch  die  wettere 
ersetzen,  dass  an  einer  Stelle  %  von  t^T  aufierhalb  t^t^  weder 
A(/,  t^)  noch       Tj)  verschwinden. 

Da  A(T„,Tg)  —  d=A(T2,v)  und  Aftj.Tg)  =  Tt^(^.,',h  so 
verschwindet  infol^^c  dieser  Voraussetzung  A(/,  tg)  weder  in  Xq, 
noch  T,  und  muss  daher  minde*^tens  einen  Nullpunkt  inner- 
halb T,,tj  besitzen.  Es  besteht  demnach  eine  Lösung  (z.  r)  von 
(3).  die  nicht  im  ganzen  Intervall  tgt^  anoniial  sein  kann  und 
die  Kigenschaft  hat.  dass  in  und  r^:  Zi  —  0  {i  ~  0,\  ist. 
Diese  Lösung  und  die  Lösungen  des  conjugierten  Systems 
((«*,  r*))  sind  daher  linear  unabhängig.  Verschwindet  nun,  wie 
vorausgesetzt  werden  soll,  A(/,  Tq)  nirgends  innerhalb  t^Tj,  so 
folgt  dann  aus  der  im  ganzen  Intervalle  (tq+O,  Tj — 0)  giltigen 
Gleichung  (§.  13,  25) 

da  der  Bruch  links,  der  mit  bezeichnet  wurde,  innerhalb 
— 0)  Null  wird  und  die  rechte  Seite,  die  ihr  Zeichen 
nicht  ändert,  nicht  überall  Null  sein  kann,  dass  es  mindestens 
zwei  Stellen  und  innerhalb  t^ti  zu  verschiedenen  Seiten 
von    gibt,  an  denen  er  entgegengesetzte  Zeichen  hat. 

Construiert  man  nun  zur  Lösung  {z,  r)  aus  den  Werten 
ihrer  Glieder  in  und  zu  (s',  r'),  aus  denen  in  r„  als  Anfangs- 
werten die  entsprechende  Lösung  In  (3*),  die  bezüglich  (z,  F) 
und  (i'.  /  )  sei,  so  ist,  wenn  man  den  4>(/)  entsprechenden 
Ausdruck  in  (3*)  mit<I>(/,  s)  bezeichnet, 

^(^,e)  =  ^(/)H-6Ö(/.6), 

*  Dieser  Satz  wiirJe  in  engerer  l*"assung  und  unter  engeren  Voraus- 
setsungen,  so  dass  er  als  unmUtelbare  Übertragung  von  (§.  1,  8)  erscheint, 
suersl  ran  Scheeffer  (1.  c.)  ausgesprochen.  Doch  gilt  von  seinem  versuchten 
Beweise  gleichfalls  Fufinote  zu  §.  16. 

93* 
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Aus  den  Überlegungen  in  1  geht  dann  hervor,  dass  ^(/,  s> 
zwischen  und  t^,  etwa  in  t^',  verschwinden  muss,  wenn  jsj 
unter  einer  positiven  Gröüe  T|  bleibt.  Die  l-jitwickelungen  in 
(§.  7)  zeigen,  dass  auch  das  Sj'stem  (3*)  sich  selbst  adjungiert 
ist,  und  zwar  ist  nach  der  dort  angewandten  Bezeichnungs- 
weise f;  ;1,  fi)  = r;  p).  Es  sind  daher  je  zwei  der 
Lösungen  t^)  =  0, 1 . . . «)  conjugiert.  Auch  die  Ent- 
wickelungen  in  (§.  13)  behalten  für  (3*)  Giltigkeit,  und  (§.  18) 
modificiert  sich  dahin,  dass  wenn  ^aikyj{l)xk(^)  in  einer  Strecke 

überall  Null  ist,  daselbst  zi  —  y  0*5*  ist.  Ist  daher  diese  F'orm 

in  (t^,  t|)  überall  Null,  so  ist    =  0  (>  =  0, 1 . . . n)  auch  in 
ist  sie  aber  daselbst  nicht  Überall  Null,  so  muss  A(£",    . .  .2^) 
innerhalb  t^Tg  mindestens  einen  Nullpunkt  haben.  Anderenfalls 

wäre  nämlich  im  ganzen  Intervall  t^t^' 

dt        ^  —  A(i«,Ä^..^«)»  ' 

was  unmöglich  ist,  denn  4>(/»b)  ist  in  und  t^' Null  und  die 
quadratische  F^onn  rechts  kann  nicht  in  jedem  Punkte  von  t^'r^ 
Null  sein,  weil  s)  nicht  in  t,  und  und  daher  nicht  im 
ganzen  Intervalle  t^^'t^  identisch  Null  ist. 

Es  besteht  somit  immer  eine  Lu.'^ung  <£.  von  (3*  ).  in  der 
die  2,  (v  ==:  0,  1 .  .  . /I)  sämmtlich  in  t,,  und  cmem  zweiten 
Punkte  des  Integrationsintervall,>  verschwinden.  Dieselben 
Schlüsse  wie  in  1  ergeben  somit  den  Satz: 

X'ersch  windet  die  Determinante  t„)  noch  in 
einem  Punkte  innerhalb  des  Integratinnsintervalls, 
aber  nirgends  innerhalb  t^Tj  und  besteht  außerhalb 
TqTj  im  Integrationsintervalle  ein  Punkt,  in  dem  weder 
noch  A(V,Ti)  Null  sind,  so  gibt  es  verschieden 
bezeichnete  ¥J, 

§.  24.» 

Dieser  Satz  ist  noch  einer  Erweiterung  fähig,  wenn  auch 
Variationen  der  Curve  (C)  zugelassen  werden,  die  nicht  mehr 
wie  (C)  selbst  aus  einem  einzigen  regulären  Stücke  bestehen.' 

'  Mitth.  IV,  §.  26  und  27. 
2  WeierstrAÜ'  Vorlesungen. 
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1.  Das  Curvcnslück  XQZ^  (/y  ^  t^,  <  r,  ^  7^)  zerlege  man 
durch  den  Punkt  t  in  die  beiden  Tf,T  und  rr,.  Den  Coordinaten 
von  tflt  werden  die  Variationen  t^,  (i  —  0.  \  .  .  erlheilt,  die 
in  T„  sämnitlich  Null  seien,  und  denen  von  tt,  die  Variationen 
ij,-  (#  =:  0, 1 . . .  m),  die  in  t  bezüglich  dieselben  Werte  besitzen 
wie  die  r^,  (i  =  0,  I...11)  und  in  t,  sämmtlich  Null  seien;^ 
sowohl  die  i)/,  als  auch  %i  sollen  überdies  den  Bedingungen  in 
§.15  genügen.  Die  Variationen  der  beiden  Curvenstücke  x^z 
und  vTj  stellen  sich  als  eine  Variation  von  x^t^  dar,  deren 
zugehörige  zweite  Variation  des  Integrals  gegeben  ist  durch 


Setzt  man  ferner  voraus,  dass  die  t^,  in  z^z  und  die  f^, 
in  TT,  auch  zweite  Derivierte  besitzen,  so  erhält  man  durch 
Anwendung  der  ersten  der  beiden  Formehl  in  (31*)  auf  jeden 
der  obigen  Summanden 


J5V 


j=0  1=11 


.  2  ' 


;; 


>  Schef  fcr.  I.  c 
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oüer  da  in  t:  r^i  =  r^t  (,/  =  0,  l . . .  u)  ist,  nach  (16) 

Sind  daher  (i),  r)  und  (fj»  f)  zwei  Lösungen  des  accessori* 
sehen  Systems  (3),  so  ist  <|>i(v),  r)  =  f)  =  0  (i  =  0, 1 . . .  n) 
und  daher 

8V  =  <Ktj,  r;  t„  r).  (34) 

2.  Ist  ({z^,  r*))  eines  der  coiijugierten  Systeme,  dessen 
Determinante  an  der  Stelle  t  des  Integrationsintervalls  nicht 
Null  ist,  so  lässt  sich  stets  eine  Lösung  (z,  r)  des  accessorischen 

GleichuiiKssystems  bestimmen,  die  zu  jeder  Lösung  in  ((2*,  r*)) 
C"njLigicrt  ist  und  in  der  die  ii  =-0,1...  n)  in  t  vorgeschrie- 
bene VV'ei  te  C(  (/  =  0, 1 . . . ;/)  annehmen.  Man  hat  zu  dem 
Behufe  die  ß,  (i  =  0, 1 . . .  n)  in 

«  n 


i=0  1=0 


aus  den  Gleichungen  t^i=z^%i^^^  zu  bestimmen,  wodurch 

man  erhält 

(*  =  0.......).  (36) 

Ist  (ir,  p)  eine  Lösung  des  accessorischen  Systems,  die  zu 
(s",  r")  nicht  conjugiert  ist,  so  lässt  sich  aus  ((c*,  r*))  (§  19)  ein 
conjugiertes  System  f(«^  f/))  herstellen,  in  dem  nur  («",  p") 
nicht  zu  («,  ry)  ci^njugiert  ist.  Es  ist  dann  (§.  19,  33) 

. . . «"-', 

y-o 

Aus  (35)  folgt  aber 

l=sO 
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Ist  daher  in  i 

Si  —  Ui  =  Ci       (<  =:  0,  1 . . . ;/), 

so  wird 


1  =  0 

-  4.(«,p;f#«  p~)'  ^^^^ 

Wird  in  tr'  die  Determinante  ii(«<»...ff«»-»,«'*)=CA(2V'"'«") 
nicht  Null,  so  ist  nach  (§.  19,  25*)  darin 

dl         . . . «">       •;>{«",  p";  «,  p>  A^^tt",     . . .  it«)^  ' 

Verschwinden  nun  int'  sämmtliche  «,  0, 
so  ist  daher 

A(//'> ...//"-',»)  <  _  1  /  ^  ^aikyj{n)yj,{u) 

A(«» . . . «») !,      '{»(tt",  p«;  xj.  p)  J^.  «» . .  ~u»f 

und  somit  wegen  (36) 

§.  25.» 

Suid  die  Endpunkle  einer  Theilstrecke  t^jt^J  des  Inlegrations- 
intervalls  in  x^Tq  isolierte  Nullstellen  von  A(i,To),  so  besteht  eine 
Lösung  des  accessorischen  Gleichungssj^steins  (n,  p),  von  der 
sämmtliche  «,  =  0,1 . . .  «)  in  und  Null  sind,  aber  sonst 
in  keinem  Punkte  ihrer  in       gelegenen  Umgebung  (3)  vom 

1  Mitth.  IV,  §.  29. 
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Radius  5.  In  jeder  dieser  Umgebungen  kann  also  («,  p)  auch 
nicht  anormal  scit^ 

Ist  l^L  'q)  an  einer  Stelle  t,,  die  außerhalb  t^TQ  und  näher 
an  tJ,  als  t„  liege,  nicht  Null,  so  ist  auch  t^)  in  t'  nicht  Null. 
Also  besieht  eine  Umgebung'  von  t„',  in  der  A(/,  Tj)  nirgends 
Null  ist.  t  sei  eine  beliebige  Stelle,  die  in  beiden  Umgebungen 
von  liegt.  Ist  ((«*,  ein  der  Stelle  conjugiertes  System, 
in  dem  nur  («",  p")  zu  («,  p)  nicht  conjugiert  ist,  lässt 
sich  nach  (§.  24»  2)  eine  Lösung  (z,  r)  herstellen,  von  der  alle 
2^  (i  =  0, 1 . . .  n)  in  T|  verschwinden  und  in  t  vorgegebene 
Werte  angehmen.  Wählt  man  hiefÜr  die  Werte,  welche  die  ff,* 
(i=0,  i . . .  ff)  in  T  besitzen,  so  ist  nach  (§.  24,  37) 

wo  die  quadratische  Form  in  tx^  nicht  überall  Null  sein  kann^ 

da  (//,  p)  in  (oi  von  r,'  nicht  anormal  ist  (§.  18). 

Werden  den  Coordmaten  {i  —  0,  1 ...  der  t  ur\  e  /Q 
in  rr,  die  V'analioncn  z,  d  =  0,  1  .  .  .  und  den  Coordinaten 
in  T„T  die  X'ariationen  /  :0, 1...»)  ertheilt,  bo  entspricht 
dieser  Variation  der  Curvenstrecke  t^t^ 

o-y  ^       .-;»,(,)=  ^_JL_A__J/.  ^38J 

Nimmt  man  hingegen  t,  innerhalb  t^^t^  in  der  Umgebung  (d) 
von  Tq  an,  so  kann  A(/,T|)  nicht  in  i^  verschwinden,  da  A(Co,«,)  = 
^  d=  A(tp  tg).  Ist  t  ein  Punkt  in  der  Umgebung  von  Tq,  in  der 
A(/,  Ti)  nicht  Null  wird«  zwischen  Tq  und  so  lässt  sich,  da 
auch  A(A  to)  in  t  nicht  Null  ist,  eine  Lösung  (i»,  p)  herstellen, 
von  der  sämmtliche  ut  (/  =  0, 1 . . .  »f)  in  Null  sind  und  in  t 
der  Reihe  nach  vorgegebene  Werte  Ci  (i  =  0, 1 . . . «)  besitzen 
(%  24,  2).  Unter  den  zu  conjugierten  Systemen  bestehen 
solche  ((n^,  p'  )).  in  denen  nur  die  Lösung  («".  p")  zu  («.  p)  nicht 
conju;;iert  ist.  Durcli  hneare  Verbindung  der  Lösungen  von 
((/t*.  r/))  lässt  sich  (§.  24.  2)  eine  Lösung  (^c,  r)  bilden,  in  der 
Zi  —     ( /  --  0.  1  ...//)  in  T  wird. 

Ertheilt  man  den  Coordinaten  der  ( "urvenstrecke  -^t  die 
Variationen  «,  (/  =  0, 1 . . . »)  und  denen  von  ttj  die  Varia- 
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tlonen  (i  =  0»  1 . . .  n),  so  erhält  man  für  diese  Variation  der 
Curvenstrecke  Vi 

(§.  24,  37),  wo  die  quadratische  Korm  nicht  im  ganzen  Inter- 
valle Null  sein  kann,  da  wegen  der  Annahme,  dass  t^) 
innerhalb  i,,t^  nicht  verschwinde,  (u,  p)  in  (8)  nicht  anormal 
sein  kann. 

Der  Vergleich  der  beiden  Werte  (38)  und  (39)  von  o«/ 
führt  somit  zu  dem  Satze: 

Ist  dem  einen  Endpunkte  einer  Strecke  Tgt^des 
IntegrationsintervaUs  ein  System  von  Lösungen  con- 
jugiert,  dessen  Determinante  in  der  Strecke  die  End- 
punkte zu  isolierten  Nullstellen  hat,  und  ist  die  Deter- 
minante des  dem  anderen  Endpunkte  conjugierten 
Systems  außerhalb  der  Strecke  in  einem  Punkte  des 
Integrationsintervalls,  der  näher  i^  als  liegt,  nicht 
Kuli,  so  gibt  es  zweite  Variationen  des  Integrals  mit 
verschiedenen  Vorzeichen. 


V.  Der  Hauptfall. 
§.  26.. 

Eigens  hervorgehoben  zu  werden  verdient  der  Fall,  in 
dem  das  aLXCssorischc  Gleichungssysteni  keine  anormalen 
Lösungen  (§.  18)  besitzt.  Der  Anblick  von  (3)  lehrt  aber: 

Eine  anormale  Lösung  von  (3)  existiert  dann  und 
nur  dann  nicht,  wenn  das  überzählige  System  linearer 
Differentialgleichungen 

Zl|i'-'-wÄ'-»)J  =  «   (.  =  0,1...»)  (40) 

in  jedem  Punkte  des  Integrationsintervalls  nur  durch 
die  Werte  r*  =  0  (*=  1,2. .  .m)  befriedigt  wird. 

Dieser  Fall,  der  also  als  der  allgemeinere  sich  darstellt, 
soll  der  HauptfalP  genannt  werden.  Auf  ihn  haben  sich 

>  Mitth.  tV«  §.  24  u.  f. 


^uj ui^uo  uy  Google 


1418  G.  V.  Escherieh. 

bisher  stets,  theil«;  stillschweigend,  theils  ausdrücklich,  die 
Untersuchungen  in  Variationsrechnung  beschränkt.  Auf  den 
Hauptfall  führt  z.  B. 

wenn fiXfX^,y,y..,y^'*0  homogen  vom  I.  Grade  nach  «',y...y">  ist 
Dieses  Problem  erhält  die  frühere  Form  (§.  2),  wenn  man 

setzt  und  für  /  eine  neue  Veränderliche  t  einführt,  die  monoton 
das  Intervall  t^t^  durchläuft,  wenn  /  monoton  von  bis  T 
wächst.  Es  ergibt  sich  so 

_      r-'f    dx       äy    dy^        rfy„_i  \  . 

und  damit  die  Kiclnigkeii  der  Behauptung. 
Hat  das  Integral  die  allgemeinere  Form 


und  ist 


homogen  vom  1.  Grade  nach  x',y' .  .  .  y^"'\  z' .  .  .  zf  "K  .  . ,  so 
zeigt  dieselbe  Behandlungsweise,  dass  wieder  der  Hauptfall 
vorliegt. 

Anders  verhält  es  sich  schon  im  Falle  des  einfachen  iso- 
perimetrischen Problems.  Soll  bei  gegebenen  Anfangs-  und 
Endwerten  der y^y^,,  .yn 

J      V(^o»Xi  •  ♦  •  yn.yüdt 

zu  einem  Max.  Min.  werden,  während  die  m  Integrale 

'fk{yo^yl\ . . .  yn.yn)dt     (*  =  1, 2 , . .  m) 


l. 
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gegebene  Werte   annehmen   und   sind  /  und  homogen 
vom   I.  Grade   bczüghch  Vo,>'(..-^'.  so  wird  bekanntlich 
das  Problem  durch  Einführung  von  m  neuen  Veränderlichen 
jKn+t  • « -  >fi+M>  die  durch  die  Gleichungen 

y'n^k  =Myo,yo ■  ■  -y^yn)     {k  —  \,i . .  .m) 

definiert  sind,  auf  die  bisher  behandelte  Form  gebracht  Zwischen 
den  (if+M  + 1)  Veränderlichen  ^1  (i  =r  0, 1 . . . ,  n+m)  bestehen 
dann  die  Gleichungen 

<p»  =       — J'i. . . . ;  j;«,  j/i)  =  0  =  1, 2 . . .  m). 

Im  Systeme  der  («+iw-h1)  Gleichungen  (40) 


Iii 


Li  L  a>.,       dt  \  ay^  '''j 


—  0     (i  =  0, 1 . . . ,  (ii+m)) 


V 
Zu 

ergeben  die  letzten  m 

f '  =  f  j  =  . . .  =      =  0, 

woraus  folgt,  dass  die  r^,r^,,^rm  nach  /  constant  sind.  Die 
übrigen  (k+  1)  Gleichungen  kommen  also  auf 


Ml 

V 

/ 

*  =  1 


zurück.  Aus  ihnen  läset  sich  nun  nicht  schließen,  dass  die 
rj,  . . .  im  ganzen  Integrationsintervalle  Null  sein  müssen, 
und  es  muss  also  nicht  jedes  einfache  isoperimetrische  Problem 

dem  Hauptfalle  angehören.  In  dem  Falle  aber,  dass  obige 
Gleichungen  nicht  die  einzige  Lösung  r*.  =:  0  (k  —  1,2...*«) 
besitzen,  verliert  auch  der  lieweis  für  die  isoperimetrische 
Constante,  den  Schectter*  nach  dem  Vorgange  VVeierstraß' 
zu  geben  versuchte,  seine  GiUigkeil.^ 


»  L.  c,  §.  4,  S.  583. 

*  Die  Annahme,  dass  S  ±:  (A/,)t,«  . . .  (Ay„,„)Tjm"  (S.  584)  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  besitze,  ist  dann  unxulässig,  da  er  immer  Null  ist. 
Weierstrafi  in  seinen  Vorlesungen  und  Kneser  (Lehrbuch  der  Vaiiationsr., 
lOOO)  sehtiefien  schon  bei  «     1,  «» c»  1  diesen  Fall  ausdrilcklieh  aus. 
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§.  27. 

Da  im  Hauptfalle  das  accessorische  Differentialgteichungs- 
System  keine  anormalen  Lösungen  besitzt,  so  vereinfachen  sich 
mehrere  der  in  §.  20  gefundenen  Sätze  folgendermaßen: 

Die  Determinante  jedes  einem  Punkte  conjugierten 
Systems  hat  in  ihm  eine  isolierte  NuUstelle. 

Verschwindet  die  Determinante  eines  einem 
Punkte  conjugierten  Systems  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  des  Integrationsintervalls.  so  hat  die  Deter- 
m  in  ante  jedes  conjugierten  Sysicnis  in  der  von  den 
beiden  Punkten  begrenzten  Strecke  mindestens  einen 
Nullpu  nkt. 

Jeder  Punkt  des  Integraiion^iniervalis  hat  also  in  diesem 
Falle  eine  i^nMiie  Umgebung,  in  der  die  Determinante  seines 
cnnjugierien  Systems  ihn  zum  alleinigen  Nullpunkt  hat.  Xus 
obigen  Sätzen  folgt  nach  bekannter  Schlussweise,  dass  tür  die 
Punkte  des  integrationsintervalls  die  untere  Grenze  der  Radien 
dieser  Umgebung  nicht  Null  sein  kann. 

Da  jeder  Punkt  des  integrationsintervalls  tür  die  Determi- 
nante seines  conjugierten  Systems  eine  isolierte  NuUstelle  ist, 
so  hat  sie,  wenn  er  nicht  ihr  einziger  Nullpunkt  im  Integrations- 
intervalle ist,  einen  ihr  zunächst  vorangehenden  und  (oder) 
folgenden  Nullpunkt.  Jeder  der  letzteren  soll  ein  zum  ersteren 
zugeordneter  oder  conjugierter  Punkt  heißen,  so  dass  also 
zwischen  einem  Punkte  und  seinem  conjugierten  kein  Nullpunkt 
der  Determinante  des  dem  ersteren  conjugierten  Systems  liegt 

Aus  §.  25  lolgi  daher  för  den  Hauptfall  der  Satz: 

Verschwindet  die  Determinante  eines  einem 
pL;r.kle  e  ' !  n;  u^;  1  c  r  L  e  n  S  y  s  l  e  m  s  nocü  in  eK'.eni  /weileri 
Punkte  des  1  ntegrationsi  nter\"alls  und  faller.  n:ch^ 
beide  Punkte  mit  den  Endpunkten  de>  Integrations- 
intervalls zusammen,  so  bestehen  verschieden  be- 
zeichnete ^i-J. 

Sicnt  man  von  X'ariatiunen  der  Curve  ab.  die  Glieder 
be^<)nderer  I.r»sungen  des  accessorischen  Systems  sind,  so 
lassen  sich  die  \  (»ranstehenden  Bemerkungen  mit  §.  21  und 
vi.  22  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 
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Ist  die  nothwundige  Bedingung  I  (§.  17)  im  Haupt- 
falle erfüllt  und  verschwindet  die  Determinante  eines 
und  somit  aller  dem  einen  Endpunkte  des  Integra- 
tionsintervalls  conjugierten  Systeme 

1.  weder  innerhalb,  noch  im  anderen  Endpunkte 
des  Integrationsintervalls,  so  haben  alle  für  die  in 
(§.  15}  festgesetzten  Variationen  der  Curve  einerlei 
Vorzeichen; 

2.  im  anderen  Endpunkte,  so  gibt  es  verschwin- 
dende 

3.  innerhalb  des  Integrationsintervalis,  so  be- 
stehen verschieden  bezeichnete  S'J. 
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Beilehtlflrttiiff 

zu  der  Abhandlung  »Über  die  Grenzen  zwischen  Polymorphie 
und  Isomerie«  von  Rud  Wegsehe  ider. 

Auf  Seite  921  der  Siteungsberichte,  109  Band,  ^I90I), 
Abth.  IIa,  Heft  VH,  und  Seite  93i  der  Monatshefte  für  Chemie' 
XXn.  Band.,  (1901),  Heft  IX,  Zeile  C>~7  von  oben  rSeite  15  des 
Separatabdruckes),  soll  es  hciUen:  *kann  die  stabile  feste 
Form  I  den  tieferen  Schmelzpunkt  haben«  statt  »hat  die 
Stabile  feste  Form  I  den  .tieferen  Schmelzpunkt*. 

In- der  Figur  2  sind  die  Curven  I  und  II  einander  zu  nähern, 
dagegen  III  und  IV  auseinander  zu  rücken,  so  dass  die  Abscisse 
Ues  Punktes  D  größer  wird,  als  die  des  Punktes  Ä 
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